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Íèëüïîòåíòíûå îðáèòû. Îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü G îáîçíà÷àåò ïðîñòóþ ãðóïïó Ëè íàä C è B ⊂ G � åå

çàôèêñèðîâàííóþ ãðóïïó Áîðåëÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g = Lie(G) åå àëãåáðó Ëè, è ñîîòâåòñòâåííî,
g = n⊕ h⊕ n−, ãäå n⊕ h = Lie(B), � åå òðåóãîëüíîå
ðàçëîæåíèå.

G äåéñòâóåò íà g ïðèñîåäèíåííî. Äëÿ u ∈ n îáîçíà÷èì Ou åå
G-îðáèòó äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ. Òàêàÿ îðáèòà íàçûâàåòñÿ
íèëüïîòåíòíîé.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï è àëãåáð Ëè

Ou = {gug−1 : g ∈ G}.
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Êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ îðáèò â sln(C)

(Æîðäàí (1873)): Ïóñòü g = sln(C), òîãäà Ou îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíà æîðäàíîâîé ôîðìîé ýëåìåíòà J(u).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íèëüïîòåíòíîãî ýëåìåíòà u 0 ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì ñîáñòâåíåííûì çíà÷åíèåì, ïîýòîìó åãî

æîðäàíîâà ôîðìà � ýòî ñïèñîê äëèí åãî êëåòîê.

Çàïèñûâàÿ ýòîò ñïèñîê â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ (íåâîçðàñòàíèÿ)

åãî ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ñ ðàçáèåíèåì λ ` n.
Îáîçíà÷èì Oλ := Ou.

Â ÷àñòíîñòè, êîëè÷åñòâî íèëüïîòåíòíûõ G-îðáèò ðàâíî
êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé n.
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Êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ îðáèò â Bn, Cn, Dn

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ î÷åíü ÷åòíûì, åñëè âñå

åãî ÷àñòè ÷åòíûå, è êàæäàÿ ÷àñòü èìååò ÷åòíóþ êðàòíîñòü.

(Freudenthal (1952), Gerstenhaber (1961)): Äëÿ

g = sp2n(C), son(C) ïóñòü ĝ = slk, ãäå ñîîòâåòñòâåííî k = 2n
èëè 2n+ 1, òàê ÷òî g ⊂ ĝ. Äëÿ u ∈ n ïóñòü Ôu ⊂ ĝ îáîçíà÷àåò
îðáèòó u â ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðå.

Òîãäà

Ôu ∩ g =


Ou åñëè g = sp2n, so2n+1 èëè

g = so2n è J(u) íå î÷åíü ÷åòíà;
OI t OII èíà÷å.
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Êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ îðáèò â Bn, Cn, Dn

(Hesselink (1976)): Äëÿ íèëüïîòåíòíîé îðáèòû Ôλ ⊂ ĝ
ïåðåñå÷åíèå Ôλ ∩ g 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà λ
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

I äëÿ g = sp2n(C) íå÷åòíûå ÷àñòè λ èìåþò ÷åòíóþ

êðàòíîñòü;

I äëÿ g = son(C) ÷åòíûå ÷àñòè λ èìåþò ÷åòíóþ êðàòíîñòü;

åñëè λ î÷åíü ÷åòíîå, òî Ôλ ∩ so2n = OI t OII .
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Ñôåðè÷åñêèå îðáèòû

Íèëüïîòåíòíàÿ îðáèòà O ⊂ g íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé, åñëè
â íåé åñòü ïëîòíàÿ B-îðáèòà.
(Brion, Âèíáåðã (1986)): Íèëüïîòåíòíàÿ îðáèòà ñôåðè÷íà

ò. è ò.ò., êîãäà îíà îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà B-îðáèò.
Ïàíþøåâ (1994) ïîñòðîèë ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ

ñôåðè÷åñêèõ îðáèò äëÿ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè.

Â êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ýòà êëàññèôèêàöèÿ ëåãêî

îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ðàçáèåíèé:

I Äëÿ g òèïà An−1, Cn Oλ ñôåðè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà λ = (2k, 1n−2k) (ñîîòâåòñòâåííî, λ = (2k, 12n−2k));
I Äëÿ g òèïà Bn, Dn Oλ ñôåðè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà λ = (3i, 22k, 12n+1−3i−4k) (ñîîòâåòñòâåííî,
λ = (3i, 22k, 12n−3i−4k)), ãäå i = 0, 1.
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Îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå Ou ∩ n. Îíî ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì
(â îáùåì ñëó÷àå) ìíîãîîáðàçèåì, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî �

ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ Ou, òàê ÷òî â ÷àñòíîñòè

dimOu ∩ n = 0.5 dimOu (Spaltenstein, Steinberg, Joseph
(1977-1980)). Íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ

íàçûâàþòñÿ îðáèòàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Ìû èõ

îáîçíà÷àåì î.ì. â äàëüíåéøåì.

Îíè èíäåêñèðóþòñÿ òàáëèöàìè Þíãà â ñëó÷àå An (Joseph,
Spaltestein) è òàáëèöàìè äîìèíî â ñëó÷àÿõ Bn, Cn, Dn (van

Leeuwen (1989), Gar�nkel (1990), McGovern (1996)).

Íå ñóùåñòâóåò ïðîñòîãî ïîñòðîåíèÿ î.ì. ß ïðèâåäó íèæå

ïîñòðîåíèå Ñòåéíáåðãà.
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Îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîñòðîåíèå Ñòåéíáåðãà

Ïóñòü R îáîçíà÷àåò ñèñòåìó êîðíåé (g, h) è R+ �

ïîäìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé. Äëÿ α ∈ R ïóñòü Xα

îáîçíà÷àåò êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî

n =
⊕
α∈R+

Xα

Îáîçíà÷èì W ãðóïïó Âåéëÿ íà ñèñòåìå êîðíåé. Îíà

äåéñâóåò íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà äåéñòâèåì íà êîðíÿõ:

w(Xα) = Xw(α)
Äëÿ w ∈W ïóñòü w(n) =

⊕
α∈R+

Xw(α). Ðàññìîòðèì

ïîäïðîñòðàíñòâî n ∩ w(n) ïðîñòðàíñòâà n.
Ïîñêîëüêó ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïåðåñåêàåòñÿ íåïóñòûì

îáðàçîì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íèëüïîòåíòíûõ îðáèò,

ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííàÿ) îðáèòà O òàêàÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

O ∩ (n ∩ w(n)) ïëîòíî â n ∩ w(n). Îáîçíà÷èì åå Ow.
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Ïîñòðîåíèå Ñòåéíáåðãà

Ðàññìîòðèì ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå ïîäãðóïïû Áîðåëÿ B
íà g è ïîëîæèì

Vw = B(n ∩ w(n)) ∩ Ow

ãäå çàìûêàíèå ôîðìàëüíî â ñìûñëå Çàðèññêîãî.

(Steinberg (1978)):

I Äëÿ w ∈W ìíîãîîáðàçèå Vw ÿâëÿåòñÿ î.ì. â Ow.
I Äëÿ êàæäîé íèëüïîòåíòíîé îðáèòû O è î.ì. â íåé

V ⊂ O ñóùåñòâóåò w ∈W òàêîå, ÷òî V = Vw.

Ñâÿçü î.ì. è åãî òàáëèöû Þíãà ïî ïîñòðîåíèþ Ñòåéíáåðãà

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì Ðîáèíñîíà.
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Òàáëèöû Þíãà

Ðàçáèåíèå λ = (λ1, . . . , λk) ` n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê

äèàãðàììà Þíãà � êîíñòðóêöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç k ñòðîê
êëåòîê, íà÷èíàþùèõñÿ ñ òîãî æå ìåñòà ñëåâà, â êîòîðîé

ñòðîêà i ñîäåðæèò λi êëåòîê. Ê ïðèìåðó, λ = (3, 2, 1, 1):

Çàïîëíèì äèàãðàììó Þíãà ÷èñëàìè îò 1 äî n òàê, ÷òîáû

÷èñëà óâåëè÷èâàëèñü â ñòðîêàõ ñëåâà íàïðàâî è â ñòîëáöàõ �

ñâåðõó âíèç. Ýòà êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ òàáëèöa Þíãà.

Íàïðèìåð, îäíà èç âîçìîæíûõ òàáëèö äëÿ íàøåé äèàãðàììû

ýòî:
1 2 5
3 6
4
7
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Êîíñòðóêöèÿ Ñòåéíáåðãà è òàáëèöû Þíãà

Ãðóïïà Âåéëÿ àëãåáðû g = sln ýòî Sn.
Ïðîöåäóðà Ðîáèíñîíà îïðåäåëÿåò ñþðúåêöèþ èç Sn íà
ìíîæåñòâî òàáëèö Þíãà ñ n êëåòêàìè. Äëÿ w ∈ Sn ïóñòü
T (w) ÿâëÿåòñÿ òàáëèöåé Þíãà, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ýòîé

ïðîöåäóðû è D(w) � ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììîé Þíãà.

Äëÿ w ∈ Sn è Vw = B(n ∩ w(n)) ∩ Ow
I Ow = OD(w);

I Vw = Vy òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T (w) = T (y).

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì áèåêöèþ ìåæäó î.ì. â Oλ è
òàáëèöàìè Þíãà ôîðìû λ è ìîæåì îïðåäåëèòü VT = Vw,
åñëè T (w) = T.
Âîïðîñ, êàê ñ÷èòûâàòü ñâîéñòâà î. ì. ñ åãî òàáëèöû?
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Îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ è B−îðáèòû

Êîíñòðóêöèÿ Ñòåéíáåðãà î÷åíü ñëîæíàÿ. Õîòåëîñü áû íàéòè

áîëåå óäîáîâàðèìîå îïèñàíèå îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî îíè ñòàáèëüíû ïîä äåéñòâèåì áîðåëåâñêîé

ïîäãðóïïû, íî åå äåéñòâèå íà n ñëîæíî. Â ÷àñòíîñòè,

êîëè÷åñòâî B-îðáèò â n áåñêîíå÷íî â sln äëÿ n > 5 è â

Bn, Cn, Dn äëÿ n > 3.
Òàê ÷òî â îáùåì ñëó÷àå â î.ì. åñòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

B-îðáèò.
Áîëåå òîãî, äëÿ n ≥ 6 íå âî âñåõ î. ì. åñòü ïëîòíàÿ B-îðáèòà
â ñëó÷àå sln, è, ñîîòâåòñòâåííî, â îñòàëüíûõ êëàññè÷åñêèõ
àëãåáðàõ òîæå.

Ìû õîòåëè èçó÷èòü î.ì. áîëåå ïðîñòîãî âèäà. Â ÷àñòíîñòè,

î.ì. ñ ïëîòíîé B-îðáèòîé.
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Îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïëîòíîé B−îðáèòîé.
Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Ïåðâûé âîïðîñ: â êàæäîé ëè îðáèòå åñòü î.ì. ñ ïëîòíîé

B-îðáèòîé?

Òåîðåìà

(F-M) Äëÿ ëþáîé êëàññè÷åñêîé ïðîñòîé àëãåáðû Ëè è äëÿ

ëþáîé íèëüïîòåíòíîé îðáèòû â íåé ïåðåñå÷åíèå Ou ∩ n
ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî î.ì. ñ ïëîòíîé B-îðáèòîé.

×òî êàñàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ àëãåáð Ëè, òî êðîìå G2, ãäå
âñå ëåãêî ïðîñ÷èòûâàåòñÿ, è îòâåò ïîëîæèòåëåí, òàéíà ñèÿ

âåëèêà åñòü...
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Îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïëîòíîé B−îðáèòîé.
Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Âîçðàùàÿñü ê sln, ìû ìîæåì âûáðàòü â êà÷åñòâå B
ïîäãðóïïó âåðõíå-òðåóãîëüíûõ îáðàòèìûõ ìàòðèö è â

êà÷åñòâå n àëãåáðó ñòðîãî âåðõíå-òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Òîãäà
çàìûêàíèå B-îðáèòû âåðõíå-òðåóãîëüíîé æîðäàíîâîé

ôîðìû â åå íèëüïîòåíòíîé îðáèòå ÿâëÿåòñÿ î.ì. (îíî

íàçûâàåòñÿ î.ì. Áàëà-Êàðòåðà). Îíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì

îáëàäàåò ïëîòíîé B-îðáèòîé.
Åñòåñòâåííûé âîïðîñ â ñòèëå ñôåðè÷íîñòè: ÿâëÿåòñÿ ëè î.ì.

ñ ïëîòíîé B-îðáèòîé îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà

B-îðáèò?
Óâû, ýòî íå òàê. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì î.ì. ñ ïëîòíîé

B-îðáèòîé, â êîòîðîì åñòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî B-îðáèò
ÿâëÿåòñÿ î.ì. Áàëà-Êàðòåðà ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâîé

ôîðìå (6, 4) â sl10.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Íèëüïîòåíòíûå îðáèòû â sln ãäå ó âñåõ î.ì. åñòü

ïëîòíàÿ B-îðáèòà

Ìû íà÷àëè ñ êëàññèôèêàöèè íèëüïîòåíòíûõ îðáèò â sln ãäå
ó âñåõ î.ì. åñòü ïëîòíàÿ B-îðáèòà.
×òî áûëî èçâåñòíî?

Åñòåñòâåííî, åñëè Ou ñôåðè÷íà, òî è Ou ∩ n ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà B-îðáèò, òàê ÷òî ó êàæäîãî

î.ì. åñòü ïëîòíàÿ B-îðáèòà. Ñëåäîâàòåëüíî,
(Ïàíþøåâ, Brion, Âèíáåðã) Äëÿ λ = (2k, 1n−k) ó êàæäîãî
î.ì. â Oλ ∩ n åñòü ïëîòíàÿ B-îðáèòà.
(F. Fung (2003)) Äëÿ λ = (λ1, 1n−λ1) ïåðåñå÷åíèå Oλ ∩ n
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà B-îðáèò, è â

÷àñòíîñòè, ó êàæäîãî î.ì. â Oλ ∩ n åñòü ïëîòíàÿ B-îðáèòà.
Äëÿ λ = (3, 3) ïåðåñå÷åíèå Oλ ∩ n ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà B-îðáèò, è â ÷àñòíîñòè, ó êàæäîãî î.ì. â

Oλ ∩ n åñòü ïëîòíàÿ B-îðáèòà (èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé).

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Íèëüïîòåíòíûå îðáèòû â sln ãäå ó âñåõ î.ì. åñòü

ïëîòíàÿ B-îðáèòà

Íàøå äîïîëíåíèå:

Òåîðåìà

(F-M) Äëÿ λ = (3, 2k, 1n−2k−3) ó êàæäîãî î.ì. â Oλ ∩ n åñòü
ïëîòíàÿ B-îðáèòà.
Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå Oλ ∩ n ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà B-îðáèò.
Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ λ â Oλ ∩ n åñòü î.ì. áåç ïëîòíîé
B-îðáèòû.

Âîïðîñ: ñîâïàäåíèå ëè ÷òî â sln êîëè÷åñòâî B-îðáèò â Oλ ∩ n
êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîì î.ì. åñòü

ïëîòíàÿ B-îðáèòà, èëè ýòî ôåíîìåí òèïà ñôåðè÷íîñòè?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ìû îáðàòèëèñü ê

êëàññè÷åñêèì ïðîñòûì àëãåáðàì Ëè.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Cn, Bn, Dn

Êëàññè÷åñêàÿ àëãåáðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

ïîäàëãåáðà slk äëÿ k = 2n, 2n+ 1 è, ñîîòâåòñòâåííî, åå

íèëüðàäèêàë, êàê ïîäàëãåáðà íèëüðàäèêàëà slk. Ïóñòü B̂
îáîçíà÷àåò áîðåëåâñêóþ ïîäãðóïïó SLk.
Ïåðâûé âîïðîñ: ÷òî ïîëó÷àåòñÿ â ïåðåñå÷åíèè B̂-îðáèò ñ g?
Îòâåò àáñîëþòíî òàêîé æå êàê â ñëó÷àå G-îðáèò:

Óòâåðæäåíèå

I Äëÿ g = sp2n, so2n+1, ýëåìåíòû x, y ∈ n â îäíîé B-îðáèòå
ò. è ò.ò., êîãäà îíè â îäíîé B̂-îðáèòå (äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî slk).

I Äëÿ so2n ýëåìåíòû x, y ∈ n â îäíîé B-îðáèòå ò. è ò.ò.,

êîãäà îíè â îäíîé B̂-îðáèòå (äëÿ sl2n) è â îäíîé

G-îðáèòå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëîâî â ñëîâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî

Ãåðñòåíõàáåðà äëÿ G-îðáèò.
Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Cn, Bn, Dn

Ýòîò ðåçóëüòàò ñðàçó äàåò íàì ñëåäóþùèé ñïèñîê:

Â sp2n ïåðåñå÷åíèå Oλ ∩ n ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî

÷èñëà B-îðáèò, êîãäà

I λ = (2k, 12n−2k);
I λ = (2k, 12n−2k);
I λ = (3, 3);

Â son ïåðåñå÷åíèå Oλ ∩ n ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî

÷èñëà B-îðáèò, êîãäà

I λ = (22k, 1n−4k);
I λ = (3, 22k, 1n−3−4k);
I λ = (2k + 1, 1n−2k−1);
I λ = (3, 3) (â D3);

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Bn, Cn, Dn

Ïîñêîëüêó sln � ïîäàëãåáðà àëãåáðû òèïà Bn, Cn, Dn, òàêæå

î÷åâèäíî, ÷òî åñëè â ïåðåñå÷åíèè Oλ ∩ n in sln åñòü
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî B-îðáèò, òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî λ′

(ïîëó÷åííîãî èç λ ñîåäèíåíèåì ÷àñòè êëåòîê Æîðäàíà, è

óäâîåíèåì êðàòíîñòè äðóãèõ) ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ

Oλ′ ∩ n â g ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì B-îðáèò. Âî âñåõ ýòèõ
ñëó÷àÿõ ìû ïîñòðîèëè î.ì. áåç ïëîòíîé B-îðáèòû. Äëÿ

çàâåðøåíèÿ êëàññèôèêàöèè íóæíî ïðîâåðèòü íåáîëüøîå

êîëè÷åñòâî îðáèò, ïîïàäàþùèõ ìåæäó ýòèìè êàòåãîðèÿìè.

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ íàì äàþò:

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Bn, Cn, Dn

Òåîðåìà

(F-M)

I Â sp2n åäèíñòâåííîå äîïîëíèòåëüíîå ðàçáèåíèå λ òàêîå,

÷òî â Oλ ∩ n åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî B-îðáèò, ýòî
λ = (32, 12n−6). Âî âñåõ îñòàëüíûõ îðáèòàõ âíå ñïèñêà
åñòü î.ì. áåç ïëîòíîé B-îðáèòû.

I Â so8 åäèíñòâåííîå äîïîëíèòåëüíîå λ òàêîå, ÷òî â Oλ ∩ n
åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî B-îðáèò, ýòî λ = (4, 4). Âî âñåõ
îñòàëüíûõ sok â îðáèòàõ âíå ñïèñêà åñòü î.ì. áåç
ïëîòíîé B-îðáèòû.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Ãëàäêèå îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Äðóãîé âîïðîñ îá î.ì., êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè?

Â ÷àñòíîñòè, â êàêèõ îðáèòàõ âñå î.ì. ãëàäêèå?

Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòîò âîïðîñ íèêàê íå ñâÿçàí ñ

ïðåäûäóùèì. Âîò èçâåñòíûå ôàêòû:

Íèëüðàäèêàëû ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ÿâëÿþòñÿ

çàìûêàíèÿìè î.ì. Èõ íàçûâàþò î.ì. Ðè÷àðäñîíà. Îíè âñå

ãëàäêè ïî ñâîåé ñóùíîñòè, ðîâíî êàê â î.ì. Áàëà-Êàðòåðà ïî

ñâîåé ñóùíîñòè åñòü ïëîòíàÿ B-îðáèòà. Â sln âñå îðáèòû
èíäóöèðîâàííû êàêîé-òî ïàðàáîëè÷åñêîé, òàê ÷òî â êàæäîé

îðáèòå åñòü ãëàäêîå î.ì.

Äâà ýòèõ òèïà î.ì. ñâÿçàíû äóàëüíîñòüþ, î êîòîðîé íèæå.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Ãëàäêèå îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ â sln

N. Spaltenstein (1982) ïîêàçàë, ÷òî â Oλ âñå î.ì. ãëàäêèå,
êîãäà λ = (λ1, 1n−λ1) èëè (23);
F. Fung (2003) ïîêàçàë, ÷òî â îðáèòå âñå î.ì. ãëàäêèå, êîãäà

λ = (λ1, λ2).

Ìû ðåøèëè êëàññèôèöèðîâàòü îðáèòû, ãäå âñå î.ì. ãëàäêèå,

è ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà

(F-M) Â sln â äîïîëíåíèå ê ñëó÷àÿì (λ1, 1n−λ1), (λ1, λ2), (23)
åñòü åùå λ = (λ1, λ2, 1) ãäå â Oλ âñå î.ì. ãëàäêèå, â
îñòàëüíûõ îðáèòàõ åñòü ñèíãóëÿðíûå î.ì.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Ãëàäêèå îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ â äðóãèõ ïðîñòûõ

àëãåáðàõ

Òåîðåìà

(F-M) Â Bn, Cn, Dn â êàæäîé îðáèòå åñòü ãëàäêîå î.ì. Áîëåå

òîãî, åñëè ðàçáèåíèÿ, îïèñàííûå âûøå ïîäõîäÿò äëÿ äàííîé

êëàññè÷åñêîé àëãåáðû, òî âñå åå î.ì. ãëàäêè.

Â èñêëþ÷èòåëüíûõ àëãåáðàõ åùå N. Spaltenstein íàøåë

íèëüïîòåíòíóþ îðáèòó áåç ãëàäêîãî î.ì. (â G2). Ó íàñ åñòü

òîëüêî ÷àñòè÷íûé ñïèñîê îðáèò â ðàçëè÷íûõ

èñêëþ÷èòåëüíûõ àëãåáðàõ, â êîòîðûõ åñòü ãëàäêèå î.ì.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Î äâîéñòâåííîñòè

Äàíà äèàãðàììà Þíãà λ = (λ1, . . . , λk), äâîéñòâåííàÿ ê íåé

λ∗ ïîëó÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì.
Ê ïðèìåðó, äâîéñòâåííàÿ ê λ = (3, 2, 1, 1) åñòü λ∗ = (4, 2, 1):

Yλ = Yλ∗ =

Ñîîòâåòñòâåííî è òàáëèöà Þíãà T ∗, äâîéñòâåííàÿ ê T ,
ïîëó÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì:

T =
1 2 5
3 6
4
7

, T ∗ =
1 3 4 7
2 6
5

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Î äâîéñòâåííîñòè

Ýòà äâîéñòâåííîñòü èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè

ïðèìèòèâíûõ èäåàëîâ (è îáúÿñíÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîñòüþ

ïîëèíîìîâ Êàæäàíà-Ëþñòèãà), ïîýòîìó ìåíÿ âñåãäà

çàíèìàëà åå ðîëü â î.ì.

Èç âûøåîïèñàííîãî ñðàçó âèäíî, ÷òî â sln

I Â îðáèòå Oλ âî âñåõ î.ì. åñòü ïëîòíàÿ B-îðáèòà ò. è ò.ò.,

êîãäà â äóàëüíîé îðáèòå âñå î.ì. ãëàäêèå.

I Òàáëèöû î.ì. Ðè÷àðäñîíà äóàëüíû òàáëèöàì î.ì.

Áàëà-Êàðòåðà.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Î äâîéñòâåííîñòè

I Ìû èçó÷èëè î.ì. Ðè÷àðäñîíà íà ïðåäìåò ïëîòíîé

B-îðáèòû, è Áàëà-Êàðòåðà íà ïðåäìåò ãëàäêîñòè, è

îáíàðóæèëè, ÷òî î.ì. Áàëà-Êàðòåðà ãëàäêîå ò. è ò.ò.,

êîãäà â äóàëüíîì î.ì. (Ðè÷àðäñîíà) åñòü ïëîòíàÿ

B-îðáèòà.

I Èíòåðåñíî, ÷òî î.ì. Áàëà-Êàðòåðà è Ðè÷àðäñîíà

äóàëüíû è ïî ñâîèì ¾îòðèöàòåëüíûì¿ ñâîéñòâàì: åñëè â

îðáèòå åñòü î.ì. áåç ïëîòíîé B-îðáèòû, òî îäíî èç î.ì.
Ðè÷àðäñîíà áóäåò òàêèì, à åñëè â îðáèòå åñòü

ñèíãóëÿðíîå î.ì., òî îäíî èç î.ì. Áàëà-Êàðòåðà áóäåò

òàêèì.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Î äâîéñòâåííîñòè

Â O(λ1,λ2) âñå î.ì. ãëàäêèå. Ìû èõ ðàñêëàññèôèöèðîâàëè íà

ïðåäìåò îáëàäàíèÿ ïëîòíîé B-îðáèòîé.

Â O(2λ2 ,1n−2λ2 ) âî âñåõ î.ì. åñòü ïëîòíûå B-îðáèòû. Ýòè î.ì.

ìû ðàñêëàññèôèöèðîâàëè ïî ãëàäêîñòè.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû íàøëè ïðîñòîé êîìáèíàòîðíûé

êðèòåðèé ïî èõ òàáëèöàì Þíãà. È îïÿòü ïîëó÷èëè, ÷òî î.ì.

â O(2λ2 ,1n−2λ2 ) ãëàäêîå ò. è ò.ò., êîãäà äóàëüíîå ê íåìó

îáëàäàåò ïëîòíîé B-îðáèòîé.
Ìåíÿ çàèíòåðåñîâàëî, íàñêîëüêî ýòó äóàëüíîñòü ìîæíî

ïðîäîëæèòü íà ñèíãóëÿðíûå î.ì. â ñëó÷àå îðáèò O(2λ2 ,1n−2λ2 )
ñ îäíîé ñòîðîíû, è íà î.ì. áåç ïëîòíûõ B-îðáèò â O(λ1,λ2), ñ
äðóãîé.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Î äâîéñòâåííîñòè

Ñëó÷àåì îðáèò áåç ïëîòíûõ B-îðáèò â O(λ1,λ2) ÿ çàíèìàëàñü
âìåñòå ñ ìîèì ìàñòåðàíòîì Åõñàíîì Àáåä-Ýëüôàòàõîì.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîñòîé êîìáèíàòîðíûé êðèòåðèé, ïî

êîòîðîìó ñ÷èòàåòñÿ êîðàçìåðíîñòü B-îðáèòû îáùåãî

ïîëîæåíèÿ â î.ì., à òàêæå ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä

ïðåäñòàâèòåëÿ ýòèõ îðáèò.

Âìåñòå ñ ìîåé äîêòîðàíòêîé Ðîíèò Ìàíñóð ìû èçó÷àëè

ñèíãóëÿðíûé ëîêóñ ñèíãóëÿðíîãî î.ì. â îðáèòå O(2λ2 ,1n−2λ2 ).
Ìû ðàçäåëèëè î.ì. íà ïîäìíîæåñòâà ïî ñëîæíîñòè èõ

ñèíãóëÿðíîãî ëîêóñà. Ýòî ðîâíî òîò æå êðèòåðèé, êîòîðûé

äåëèò ìíîæåñòâî î.ì. O(λ1,λ2) ïî êîðàçìåðíîñòÿì îðáèò

îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðèìåíÿåìûé ê ñòîëáöàì òàáëèöû Þíãà

âìåñòî ñòðîê.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Î äâîéñòâåííîñòè

Ê ïðèìåðó, â î.ì., ñîîòâåòñòâóþùåì òàáëèöå T ñ äâóìÿ

ñòðîêàìè, B-îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîðàçìåðíîñòè 1 ò. è

ò.ò., êîãäà â î.ì. ñ òàáëèöåé T t ñèíãóëÿðíûé ëîêóñ

íåïðèâîäèì;

Êîðàçìåðíîñòü 2 B-îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò

î.ì. ñ ñèíãóëÿðíûì ëîêóñîì, â êîòîðîì îò òðåõ äî ïÿòè

êîìïîíåíò; è ò.ä.

Òîëüêî â î.ì., ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèöàì ñ 2 ñòðîêàìè,

ðàâíîìåðíî óâåëè÷èâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòü B-îðáèòû îáùåãî

ïîëîæåíèÿ, à â ñèíãóëÿðíûõ î.ì., ñîîòâåòñòâóþùèõ

òàáëèöàì ñ äâóìÿ ñòîëáöàìè, ñòðåìèòåëüíî íàðàñòàåò

õàîòè÷íîñòü � áûñòðî ðàñòåò íå òîëüêî êîëè÷åñòâî

êîìïîíåíò â ñèíãóëÿðíîì ëîêóñå, íî è îáùàÿ ñëîæíîñòü åãî

ñòðóêòóðû.

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ



Ñïàñèáî çà òåðïåíèå!

Àííà Ìåëüíèêîâ ñ ñîàâòîðàìè Äâîéñòâåííîñòü íà îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçÿõ


