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Напоминание: индекс бипараболических подалгебр типа $

Дергачёв-Кириллов 2000



∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0

0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0

0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0

0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0

0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 ∗ ∗


Получилось три цикла

⇒ индекс алгебры равен трём.
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Перечисление, асимптотика
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Перечисление — алгоритм Панюшева (2001)

D1 = 3G+ U = 3(G− U) + �U

E1 = 2G+ U = 2(G− U) + 3U

E2

· · ·
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Лиандры – неразложимость

Количество пар (D1, ...,DN;E1, ...,E`) с D1 + ...+ DN = E1 + ...+ E` = Q равно

$(Q) = 2Q−1 × 2Q−1 = �Q−1, так что∑
Q>1

$(Q)TQ =
T

1− �T
;

разложение:

Пара (D1, ...,DN;E1, ...,E`) неразложима тогда и только тогда, когда из

D1 + ...+ DL = E1 + ...+ EM следует либо L = M = 0 либо L = N, M = `.

Количество неразложимых пар равно ,0(Q) = 3Q−1, так что∑
Q

,0(Q)T
Q =

T

1− 3T
.
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Лиандры — неприводимость

Аналог понятия, введённого Ландо и Звонкиным для меандров общего

вида (1990).

Пара (D1, ...,DN;E1, ...,E`) неприводима тогда и только тогда, когда

E1 + ...+ EM − (D1 + ...+ DL−1)

= EM+M′+1 + EM+M′+2 + ...+ EO − (DL+1 + DL+2 + ...+ DN) > 0

⇒ M′ = 0

Обозначим через ,1(Q) количество неприводимых лиандров длины Q.
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Лиандры — неприводимость

Пусть ,1(E,Q) — количество пар (D1, ...,DN;E1, ...,EO) среди них с

D1 > E1 = E;

E

E′

Q′

Тогда

,1(E,Q)

=
∑
E′

3(|E− E′|,Q− E− E′) +
∑
E′,Q′

3(|E− E′|,Q− E− Q′),1(E
′,Q′),

где 3(G,P) есть количество неприводимых пар вида

(E1 +P+ EO;E1, ...,EO) с |E1 − EO| = G.
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Отсюда получается такое функциональное уравнение для

I (],T) =
∑

,1(E,Q)]
ETQ:

I (],T) = 50 + 51I (1,T)− 52I (T],T),

где

50 =
T2(1− T− �T2 + 2T3 − T2] + T3] + �T�])](1− ])

(1− T)(1− 3T2)(2− ])(1− T])(1− 2T2])
,

51 =
(1+ T− 2T])]

(2− ])(1− T])
,

52 =
T(1+ 2T)(1− ])(1− T2])

(1− 3T2)(2− ])(1− 2T2])
.



Лиандры — неприводимость

Производящая функция )(T) = I (1,T) =
∑

,1(Q)T
Q равна

)(T) =
1− 2T

1+ T− �T
2φ1

(
2,2T

�T2
;T,T]

)
2φ1

(
2,2T

�T2
;T,]

)
−

1

1− T
,

где ] = − T2(1+2T)

2(1−3T2)
и

2φ1
(
D,E
F
;T, ]

)
:=

∞∑
Q=0

(1− D)(1− E)(1− DT)(1− ET) · · · (1− DTQ−1)(1− ETQ−1)

(1− F)(1− FT) · · · (1− FTQ−1)(1− T) · · · (1− TQ)
]Q.

основной гипергеометрический ряд (basic hypergeometric series).



Лиандры — неприводимость-2



Лиандры — биллиарды

Каждая пара (D1, ...,DN;E1, ...,E`) определяет биллиард.
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Лиандры — аффинный случай
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Лиандры — аффинный случай: циклиандры



Лиандры — аффинный случай: циклиандры



Спасибо за внимание!


