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r . Ýòî ðàçëîæåíèå åäèí-ñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f/g � ïðàâèëüíàÿ äðîáü.Ëåììà. Ïóñòü f/g � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü è ïóñòü
g = g1g2 � ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ìíî-ãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé < deg g. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå
f/g = f1/g1 + f2/g2 â ñóììó ïðàâèëüíûõ äðîáåé. Ýòî ðàçëî-æåíèå åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v òàêèå, ÷òî
g1u+g2v = 1. Îòñþäà f/g = fv/g1 +fu/g2 = f1/g1 +f2/g2 +f∗,ãäå f1/g1, f2/g2 � ïðàâèëüíûå äðîáè, à f∗ � ìíîãî÷ëåí. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî f∗ 6= 0. Òîãäà deg(gf∗) = deg(f−f1g2−f2g1) < deg g.Ïðîòèâîðå÷èå.Ïóñòü èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ f/g = f1/g1+f2/g2 = h1/g1+

h2/g2. Òîãäà (f1 −h1)g2 = (h2 − f2)g1, g1 äåëèò f1 −h1, g2 äåëèò
h2 − f2 =⇒ deg(f1 − h1) ≥ deg g1. Ïðîòèâîðå÷èå.Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü f/g,ãäå g = pm1
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íåïðèâîäèìûõ, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðàâèëüíûõ äðîáåé ñî çíà-ìåíàòåëÿìè pm1
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r . Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñòî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî r ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû.Ïðåäëîæåíèå. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü f/g,ãäå g = pm � ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ â âèäå
f/g = fm/pm + fm−1/p

m−1 + · · · + f1/p,ãäå deg fi < deg p.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî m. Äåëèì f íà p ñ îñòàòêîì:
f = gp+fm, deg fm < deg p, deg g < deg pm−1 =⇒ f/g = fm/pm+

g/pm−1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äðóãîå ðàçëîæåíèå
f/g = f∗

m/pm + f∗
m−1

/pm−1 + · · · + f∗
1
/pè ïóñòü gi = fi − f∗

i . Òîãäà
0 = gm/pm + gm−1/p

m−1 + · · · + g1/p,Ïóñòü gk � ïåðâûé ÷ëåí 6= 0 =⇒

0 = gk + gk−1p + · · · + g1p
k−1 =⇒ gk = 0.
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