
19 Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî-÷ëåíîâ íàä �àêòîðèàëüíûì êîëü-öîìÏóñòü R � �àêòîðèàëüíîå êîëüöî. Äëÿ a, b ∈ R a, b 6= 0 îïðå-äåëèì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a, b) = c êàê
• c | a, c | b;
• åñëè d | a, d | b, òî d | c.Ëåììà. Â �àêòîðèàëüíîì êîëüöå ÍÎÄ ñóùåñòâóåò è åäèí-ñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèÿ íåðàç-ëîæèìûõ:

a = upm1

1
· · · pmr

r , b = vpl1
1
· · · plr

r ,ãäå mi, li ≥ 0, u, v � îáðàòèìûå ýëåìåíòû è ýëåìåíòû p1, . . . , prïîïàðíî íåàññîöèèðîâàíû. Ïîëîæèì ki = min(li, mi) è (a, b) =

pk1

1
· · · pkr

r .Ëåììà. Ïóñòü R � �àêòîðèàëüíîå êîëüöî, p ∈ R � íåðàçëî-æèìûé ýëåìåíò. Åñëè p | ab, òî p | a èëè p | b.Äîêàçàòåëüñòâî. �àçëîæèì a è b êàê âûøå. Òîãäà
ab = uvpm1+l1

1
· · · pmr+lr

r .33



Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ab/p = wqs1

1
· · · qse

r =⇒ ab = wpqs1

1
· · · qse

r .Ïîýòîìó p àññîöèèðîâàí ñ îäíèì èç pi.Òåîðåìà. Ïóñòü R � �àêòîðèàëüíîå êîëüöî. Òîãäà êîëüöî
R[t] �àêòîðèàëüíî.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü F � ïîëå. Êîëüöà F [t1, · · · , tn] è
Z[t1, · · · , tn] �àêòîðèàëüíû.Ïóñòü F := Frac(R). Ìíîãî÷ëåí f = ant

n + · · · + a0 ∈ R[t]íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè (an, . . . , a0) = 1.Ëåììà. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ F [t] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
f = α

β
f∗, ãäå α, β ∈ R, b 6= 0, f∗ ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî-÷ëåí.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = ant

n + · · · + a0, ãäå ai = bi/ci,
bi, ci ∈ R, ci 6= 0. Ïîëîæèì β = c0 · · · cn è a′i = biβ/ci ∈ R.Òîãäà f = 1

β

∑
a′it

i. Ïîëîæèì α = (a0, . . . , an) è a∗i = a′i/α.Òîãäà f = α
β

∑
a∗i t

i.Ëåììà (ëåììà �àóññà). Ïóñòü f, g ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûåìíîãî÷ëåíû. Òîãäà fg � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì
f =

∑
ait

i, g =
∑

bjt
j, fg =

∑
ckt

k,ãäå
ck =

∑

i+j=k

aibj.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåðàçëîæèìûéýëåìåíò p ∈ R òàêîé, ÷òî
p | ck, ∀k.Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ

∃i p ∤ ai, ∃j p ∤ bj.Âûáåðåì ýòè i è j ìèíèìàëüíûìè. Òîãäà p äåëèò âñå ÷ëåíûñóììû ck =
∑

i+j=k aibj êðîìå aibj. Ïðîòèâîðå÷èå.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f, g ∈ R[t], ïðè÷åì g � ïðèìèòèâíûéìíîãî÷ëåí. Åñëè g | f â êîëüöå F [t], òî g | f â êîëüöå R[t].Òîãäà fg � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = gh, ãäå h ∈ F [t]. Èìååò ìåñòîïðåäñòàâëåíèå h = α
βh∗, ãäå α/β ∈ F � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü è

h∗ ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà βf = αgh∗. Ýòîïðîòèâîðå÷èò ëåììå �àóññà. 35



Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà
f � íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò â êîëüöå R[t] ⇐⇒ f íåïðèâîäèìâ êîëüöå F [t].Òàêèì îáðàçîì íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû f ∈ R[t] áûâàþòäâóõ òèïîâ:

• deg f = 0, f ∈ R � íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò,
• deg f > 0, f � ïðèìèòèâíûé íåïðèâîäèìûé â F [t] ìíîãî-÷ëåí.Ëåììà. Ïóñòü p ∈ R[t] � íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò â êîëüöå

R[t] è ïóñòü p | fg, f, g ∈ R[t] =⇒ p | f èëè p | g.Äîêàçàòåëüñòâî. • Ñëó÷àé deg p = 0. Çàïèøåì f = af∗, g =

bg∗, ãäå f∗, g∗ ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû, à a, b ∈ R.Ïî ëåììå �àóññà f∗g∗ ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Ïîýòîìó p | ab

=⇒ p | a èëè p | b.
• Ñëó÷àé deg p > 0. Òîãäà p � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü
p ∤ f â êîëüöå R[t]. Òîãäà p ∤ f â êîëüöå F [t]. Ïî ñîîòâåòñòâó-þùåé ëåììå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì èìååì p | g â êîëüöå
F [t]. Ïî ñëåäñòâèþ p | g â êîëüöå R[t].Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå. Çàïèøåì f =

af∗, ãäå f∗ ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí, à a ∈ R. Èí-äóêöèåé ïî ñòåïåíè f∗ äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå36



íåïðèâîäèìûõ ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ∈ R[t]. Ïîñêîëüêó
R �àêòîðèàëüíî, òî a äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèåíåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü f = pm1

1
· · · pmr

r � ðàçëîæåíèå â ïðî-èçâåäåíèå íåðàçëîæèìûõ ñ íàèìåíüøèì ∑
mi. Èíäóêöèÿ ïî∑

mi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
f = pm1

1
· · · pmr

r = p′k1

1
· · · p′ks

sÏî ëåììå p1 | p′j äëÿ íåêîòîðîãî j. Îòñþäà ýëåìåíòû p1 è p′j àñ-ñîöèèðîâàíû. Ñîêðàùàÿ, ïîëó÷èì äâà ðàçëîæåíèÿ f/p1 ñ ìåíü-øèì çíà÷åíèåì ∑
mi. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíè ñîâïà-äàþò.
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