
20 Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíûÏóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1 áåç äåëè-òåëåé 0. Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn] è ïóñòü δ ∈ Sn � ïîäñòàíîâêà.Îïðåäåëèì
δ(f)(t1, . . . , tn) := f(tδ(1), . . . , tδ(n)).Íàïðèìåð, åñëè δ = (1, 2, 3) è f = t1 + t22 + t33 + t44, òî δ(f) =

t2 + t23 + t31 + t44.Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè
f δ = f , ∀δ ∈ Sn.Ïîñêîëüêó Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè, òî ðàâåíñòâî
f δ = f äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ òðàíñïîçèöèé.Ïðèìåð. • Âñå ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé � ñèììåò-ðè÷åñêèå.
• Ñòåïåííûå ñóììû sm := tm1 + · · · + tmn .
• Ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

σm :=
∑

i1<···<im

ti1 · · · tim 1 ≤ m ≤ n.Òàêèì îáðàçîì,
σ1 =

∑

xi, σ2 =
∑

i<j

xixj, . . . , σn =
∏

xi.38



• Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà
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Ìåíÿåò çíàê ïðè òðàíñïîçèöèÿõ. Ïîýòîìó ∆2 � ñèììåòðè÷åñêèéìíîãî÷ëåí.Ïðåäëîæåíèå. Âñå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îáðàçóþòïîäêîëüöî R[t1, . . . , tn]
Sn ⊂ R[t1, . . . , tn].Òåîðåìà (îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ).Ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîìïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ýëåìåíòàðíûõ ñèì-ìåòðè÷åñêèõ.

• Îáîçíà÷åíèå: atk1

1 · · · tkn

n ∈ f åñëè atk1

1 · · · tkn

n ïðèñóòñòâóåò â
f ∈ R[t1, . . . , tn] ñ íåíóëåâûì êîý��èöèåíòîì a.
• Ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê: (k1, . . . , kn) ≺ (l1, . . . , ln) ⇐⇒

∃i: k1 = l1, . . . , ki = li, ki+1 < li+1.Äëÿ îäíî÷ëåíîâ ïèøåì atk1

1 · · · tkn

n ≺ btl11 · · · tlnn åñëè
(k1, . . . , kn) ≺ (l1, . . . , ln).Ëåììà. Äëÿ îäíî÷ëåíîâ èìååì:39



• u ≻ v, v ≻ w =⇒ u ≻ w;
• u ≻ v =⇒ uw ≻ vw;
• u ≻ v, u′ ≻ v′ =⇒ uu′ ≻ vv′.Äîêàçàòåëüñòâî. • Çàïèøåì u = atk1

1 · · · tkn

n , v = btl11 · · · tlnn ,
w = ctm1

1 · · · tmn

n . Ïóñòü i � ìàêñèìàëüíîå òàêîå, ÷òî k1 = l1 =

m1, . . . , ki−1 = li−1 = mi−1 (ò.å. ti � ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ, âõîäÿ-ùàÿ â u, v, w â ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ). =⇒ ki ≥ li ≥ mi. Ïðè÷åìïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå.
• Çàïèøåì u = atk1

1 · · · tkn

n , v = btl11 · · · tlnn , w = ctm1

1 · · · tmn

n .Ïóñòü i � ìàêñèìàëüíîå òàêîå, ÷òî k1 = l1, . . . , ki−1 = li−1. =⇒

ki > li =⇒ k1 + m1 = l1 + m1, . . . , ki−1 + mi−1 = li−1 + mi−1,
ki + mi > li + mi.
• uu′ ≻ vu′ ≻ vv′.Ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[t1, . . . , tn]: atk1

1 · · · tkn

n ∈ f� ñòàðøèé åñëè atk1

1 · · · tkn

n ≺ btl11 · · · tlnn äëÿ ëþáîãî äðóãîãî
btl11 · · · tlnn ∈ f .Ââåäåì âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå c(f) � ñòàðøèé ÷ëåí f .
o(f) = f − c(f)Ïðèìåð. f = t21t2 + t1t2 + t1t

2
2 + t53 =⇒ t21t2 � ñòàðøèé ÷ëåí.Ïðåäëîæåíèå. c(fg) = c(f)c(g) (ñòàðøèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ).40



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f̃ ∈ o(f), g̃ ∈ o(g). Òîãäà c(f) ≻ f̃ ,
c(g) ≻ g̃ =⇒ c(f)c(g) ≻ f̃ g̃, c(f)c(g) ≻ c(f)g̃, c(f)c(g) ≻ f̃ c(g)

=⇒ c(f)c(g) � ñòàðøèé ÷ëåí.Ëåììà. Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn]
Sn è ïóñòü u = atk1

1 · · · tkn

n =

c(f). Òîãäà k1 ≥ · · · ≥ kn.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ki < ki+1. Âîçüìåì ýòî
i ìèíèìàëüíûì. �àññìîòðèì δ = (i, i + 1) ∈ Sn. Òîãäà u =

atk1

1 · · · tki

i t
ki+1

i+1 · · · tkn

n ∈ f =⇒ δ(u) = atk1

1 · · · t
ki+1

i+1 tki

i · · · tkn

n ∈ f

=⇒ δ(u) ≻ u. Ïðîòèâîðå÷èå.Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî îäíî÷ëåíà u = tk1

1 · · · tkn

n òàêîãî, ÷òî k1 ≥

· · · ≥ kn ∃! (l1, . . . , ln) òàêîé, ÷òî c(σl1
1 · · ·σln

n ) = u.Äîêàçàòåëüñòâî. c(σr) = t1 · · · tr) =⇒

c(σl1
1 · · ·σln

n ) = tl11 (t1t2)
l2 · · · (t1 · · · tn)

ln =

= tl1+···+ln
1 tl2+···+ln

2 · · · tlnn .�åøàåì ñèñòåìó


















l1 + · · · + ln = k1

l2 + · · · + ln = k2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ln = knÏîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ln = kn, li = ki − ki+1, i <

n. 41



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. • Ñóùåñòâîâàíèå. Ïðåäïîëîæèìïðîòèâíîå. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ f ∈ R[t1, . . . , tn]
Sn, äëÿêîòîðûõ òåîðåìà íå âåðíà. Âûáåðåì f ∈ M ñ íàèìåíüøèì c(f).Ïî ëåììå ∃ σl1

1 · · ·σln
n òàêîé, ÷òî αc(σl1

1 · · ·σln
n ) = c(f). Òîãäà äëÿ

f1 = f − αc(σl1
1 · · · σln

n ) èìååì c(f1) ≺ c(f). Ïðîòèâîðå÷èå.
• Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü g1(σ1, . . . , σn) = g2(σ1, . . . , σn). Ïî-ëîæèì h = g1 − g2. �àçëîæèì h â ñóììó îäíî÷ëåíîâ

h =
∑

hi.ßñíî, ÷òî hi(σ1, . . . , σn) 6= 0. Ïóñòü ui := c(hi(σ1, . . . , σn)) èïóñòü u1 � ñòàðøèé ñðåäè íèõ. Òîãäà u1 � ñòàðøèé ñðåäè âñåõîäíî÷ëåíîâ â h(σ1, . . . , σn) è îí íå ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ.
• Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn]

Sn. Ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî f îäíîðîäåí ñòåïåíè d. Ïóñòü c(f) = atk1

1 · · · tkn

n ,
∑

ki = d. Âûáåðåì âñå íàáîðû (l1, . . . , ln) íåîòðèöàòåëüíûõ öå-ëûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî
• l1 ≥ · · · ≥ ln;
•

∑

li = d;
• (l1, . . . , ln) ≺ (k1, . . . , kn).Òîãäà g(σ1, . . . , σn) ñîäåðæèò âñå îäíî÷ëåíû âèäà tl11 · · · tlnn . Èõêîý��èöèåíòû íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîý��èöè-åíòîâ. 42



Ñëåäñòâèå. Ïóñòü F � ïîëå. Ïóñòü f ∈ F [t], f = ant
n +

· · · a1t + a0 è ïóñòü α1, . . . , αn � êîðíè, âûïèñàííûå ñ ó÷åòîìêðàòíîñòåé. Ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí α1, . . . , αn âû-ðàæàåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò a0/an,. . . , an−1/an.
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