ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 6 1.1. œŒÅÄÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.2. óÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . 8 1.3. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ . . . . . . . . 11 1.4. óÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÄ R É C . . . . . . . . . . 13

2. óáõ É ÉÈ ÉÄÅÁÌÙ 16 2.1. ðÏÎÑÔÉÅ ÉÄÅÁÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.2. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ . . . . . . . . . . . . 18 2.3. éÄÅÁÌ ÓÉÓÔÅÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ 23 3.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . 23 3.2. òÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 3.3. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ . . . . . . . . . . . . 27 3.4. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4. âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ 31 4.1. ìÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË . . . . . . . . . . . 31 4.2. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ . . . . . . . 33 4.3. úÁÄÁÞÁ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 4.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ . . . . . . . . . . . 36 4.5. áÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . 38 4.6. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ . . . . . . 41 4.7. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒÅÂÎÅÒÁ . . . . . . . . . . . 44

2 ïçìáœìåîéå

5. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒÅÂÎÅÒÁ 45 5.1. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . 45 5.2. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ . . . . . . . . 46 5.3. ëÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . 47 5.4. óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ . . . . . . . . . . . . . . 51 5.5. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ . . . . . . . . . . . . . 54 5.6. òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ 59 6.1. ë ÇÌÁŒÅ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 6.2. ë ÇÌÁŒÅ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 6.3. ë ÇÌÁŒÅ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 6.4. ë ÇÌÁŒÅ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 6.5. ë ÇÌÁŒÅ 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

7. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ 72

8. õËÁÚÁÎÉÑ É ÏÔŒÅÔÙ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ 76 8.1. ë ÇÌÁŒÅ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 8.2. ë ÇÌÁŒÅ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 8.3. ë ÇÌÁŒÅ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 8.4. ë ÇÌÁŒÅ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 8.5. ë ÇÌÁŒÅ 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 8.6. ë ÇÌÁŒÅ 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ Ï ÂÁÚÉÓÁÈ çÒÅÂÎÅÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

üÔÏÔ ËÕÒÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÚÁÐÉÓÏË ÌÅË- ÃÉÊ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÐÑÔÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ðÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÏÇÏ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÁ ÏÓÅÎØÀ 1998 ÇÏÄÁ É ŒÙÛÅÄÛÉÈ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ÂÒÏ- ÛÀÒÁÍÉ Œ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÁÈ "äÉÁÌÏÇ-íçõ" (1999 ÇÏÄ) É "íáëó ðÒÅÓÓ" (2002 ÇÏÄ). éÚÌÁÇÁÅÍÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÔÁËÖÅ ÐÏÓÌÕÖÉÌ ÏÓÎÏŒÏÊ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÚÁÎÑÔÉÊ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÈ ÁŒÔÏÒÏÍ Œ ÒÁÍËÁÈ ÌÅÔÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ É ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏŒ "óÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ" (äÕÂÎÁ, 16-28 ÉÀÌÑ 2002 ÇÏÄÁ).

äÌÑ ÏÓŒÏÅÎÉÑ ËÕÒÓÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ ÓÁÍÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÎÉÑ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ËÏÌØÃÁ, ÐÏÌÑ É ŒÌÁÄÅÅÔ ÔÅÏÒÉÅÊ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. äÁÖÅ ÉÚÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ËÕÒÓÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÏÂ ÉÄÅÁÌÁÈ ËÏÌÅÃ ÚÄÅÓØ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ Ï ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÑÔØ É ŒÙÛÅ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÌÉ- ÛÁÅÔ ÎÁÓ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÐÔÉÍÉÚÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅ- ÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÚÄÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÎÙÅ Ó ÞÉÓÌÅÎ- ÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

õ ÜÔÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÄŒÅ ÃÅÌÉ. ðÅÒŒÁÑ { ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÓÔÕÀ É ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚ- ÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÁÓØ ÎÅ ÎÁÄ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ, Á ÎÁÄ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. üÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÌÕÖÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÍÏÔÉŒÉ- ÒÏŒËÏÊ ÄÌÑ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÎÅÒÅÄËÏ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÑ Õ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ{ÍÌÁÄÛÅËÕÒÓÎÉËÏŒ. œÔÏÒÁÑ ÃÅÌØ { ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ É ÐÏ- ËÁÚÁÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÓÉÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÜÔÏ ÐÏ- ÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅ-

4 0.0 ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

ÁÌÁ ÓÔÁÌ ÉÇÒÁÔØ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑÈ ÐÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ É ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓŒÅÄÅÎÉÊ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ Œ ÒÁÍËÁÈ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÕÍÅÓÔÎÙÍ. íÙ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÓÑ ÚÄÅÓØ ÎÁ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÓÐÅËÔÁÈ ÔÅÏÒÉÉ, ÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ŒÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÇÏÔÏŒÌÅÎÎÙÊ ÓÔÕÄÅÎÔ ÎÁÐÉÓÁÌ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔŒÅÞÁÌÁ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÞÉÓÌÏ ÅÅ (ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ) ÒÅÛÅÎÉÊ.

œ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅËÓÔÁ (ÇÌÁŒÙ 1-5) ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÌÉÛØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. œÓÅ ÔÒÕÄÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÏË É ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÊ. üÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ÔÏ- ÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÕÔÒÕÖÄÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÉÚÌÉÛÎÉÍÉ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÍÉ É ÂÙÓÔÒÅÅ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. ðÏ ÎÁÛÅ- ÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ É ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ÒÅÛÅ- ÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ ŒÉÄÅ ÒÅÃÅÐÔÏŒ, ÄÏÓÔÕÐÎÙ ÛËÏÌØÎÉ- ËÕ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ. õÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂ- ÎÅÒÁ ŒÏÚÎÉËÌÏ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁŒÎÏ. ïÎÏ ÂÙÌÏ ŒŒÅÄÅÎÏ âÒÕÎÏ âÕÈÂÅÒÇÅÒÏÍ Œ ÅÇÏ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ 1965 Ç., ÎÁÐÉ- ÓÁÎÎÏÊ ÐÏÄ ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÏÍ œÏÌØÆÇÁÎÇÁ çÒÅÂÎÅÒÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÉÄÅÉ ÂÙÌÉ ŒÙÓËÁÚÁÎÙ ÔÁËÖÅ è. èÉÒÏÎÁËÏÊ É á. é. ûÉÒÛÏŒÙÍ.

äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÌÁŒÅ 6 ÓÏÂÒÁÎÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ. çÌÁŒÁ 7 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÔÅÒÉ- ÁÌ, ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ ÐÏ ÂÁÚÉÓÁÍ çÒÅÂ- ÎÅÒÁ. ìÅËÃÉÉ ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÚÁÄÁÞ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÏŒÌÁÄÅÎÉÑ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁ- ÌÏÍ.

ðÏÓÌÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚÄÁÎÉÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ËÕÒÓÁ Œ ÎÁ- ÛÅÊ ÓÔÒÁÎÅ ŒÙÛÌÏ Œ ÓŒÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ËÎÉÇ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ. œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÔÍÅÔÉÍ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÀ ä. ëÏËÓÁ, äÖ. ìÉÔÔÌÁ É ä. ï’ûÉ "éÄÅÁ- ÌÙ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ" (íÏÓËŒÁ: íÉÒ, 2000.). åÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÅÍ ÍÏÖÎÏ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒÁÔØ ÐÅÒÅÐÅÞÁÔËÕ ÎÁÛÉÈ ÌÅËðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ 5

ÃÉÊ ÐÏÓÌÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ËÎÉÇÉ ä. ëÏËÓÁ É ÄÒ. { ÜÔÏ ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÏÂSSÅÍÏÍ ÐÅÒŒÙÈ. ë ÔÏÍÕ ÖÅ ËÎÉÇÁ ä. ëÏËÓÁ, äÖ. ìÉÔÔÌÁ É ä. ï’ûÉ ÕÖÅ ÉÓÞÅÚÌÁ ÉÚ ÍÏÓËÏŒÓËÉÈ ËÎÉÖÎÙÈ ÍÁÇÁÚÉÎÏŒ. ôÁËÖÅ ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ, ÖÅÌÁÀÝÅÍÕ ÂÙÓÔÒÏ ÏÓŒÏÉÔØ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÁËÔÙ Ï ÂÁÚÉÓÁÈ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÇÌÁŒÕ 6 ËÎÉÇÉ œ. œ. ðÒÁ- ÓÏÌÏŒÁ "íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ" (íÏÓËŒÁ: íãîíï, 2000). œ ÜÔÉÈ ÌÅË- ÃÉÑÈ ÍÙ ÁËÔÉŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ËÁË ÉÚ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ËÎÉÇ, ÔÁË É ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ ËÏÎÃÅ ÔÅËÓÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÕÒÓ ÎÉÓËÏÌØËÏ ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÕÅÔ ÎÁ ÏÒÉÇÉÎÁÌØ- ÎÏÓÔØ.

áŒÔÏÒ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÓÑ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÎÁ ÌÅËÃÉ- ÑÈ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁ œ. î. ìÁÔÙÛÅŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÂÕÄÕÞÉ ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ, ÐÒÏÓÌÕÛÁÌ Œ íÏÓËÏŒÓËÏÍ çÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÏÍ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ ÉÍ. í. œ. ìÏÍÏÎÏÓÏŒÁ Œ 1994 ÇÏÄÕ. ñ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ œÉËÔÏÒÕ îÉ- ËÏÌÁÅŒÉÞÕ ÚÁ ÅÇÏ ÌÅËÃÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ. ïÓÏÂÁÑ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÓÌÕÛÁÔÅÌÑÍ ËÕÒÓÁ Œ ÌÅÔ- ÎÅÊ ÛËÏÌÅ "óÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ" { ÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÔÅÍÅ, ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÏÂÕÄÉÌÉ ÁŒÔÏÒÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÔÅËÓÔ. ôÁËÖÅ Ñ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ íÏÓËÏŒÓËÏÍÕ ãÅÎÔÒÕ îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ïÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ ÚÁ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÚÄÁÔØ ÜÔÏÔ ËÕÒÓ, É ÍÏÅÊ ÖÅÎÅ ì. á. áÒÖÁÎÃÅŒÏÊ ÚÁ ÐÏÍÏÝØ Œ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ É Œ ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÄ ÔÅËÓÔÏÍ.

çÌÁŒÁ 1.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

1.1. œŒÅÄÅÎÉÅ

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ K (ÍÏÖ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ K ÅÓÔØ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q , ÐÏÌÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÉÌÉ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ). ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n | ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Á P_1(x_1; : : : ; x_n), P_2(x_1; : : : ; x_n), . . . | ÎÁÂÏÒ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ K .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. óÉÓÔÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (óáõ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÉÄÁ

P_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; P_2(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · (1)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. óáõ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÅ ŒÈÏ- ÄÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

1.1. œœåäåîéå 7

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. îÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ (a_1; a_2; : : : ; a_n) ÉÚ ÐÏÌÑ K ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), ÅÓÌÉ

P_1(a_1; a_2; : : : ; a_n) = 0; P_2(a_1; a_2; : : : ; a_n) = 0; : : : :

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. äŒÅ óáõ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ðÒÉÍÅÒ 1.5. îÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÓÉÓÔÅÍÙ { x^2 + y^2 = −1 É { x + y = 2;

x^2 + 2xy + y^2 = 3:

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÕÓÔÙ.

îÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, Ô.Ë. x = i, y = 0 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÅÒŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÎÏ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÔÏÒÏÊ.

òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÎÁÞÉÔ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÅÅ ÒÅÛÅ- ÎÉÊ ÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 1.6. òÅÛÉÔØ ÐÅÒŒÕÀ É ŒÔÏÒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁÄ C .

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. îÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÅÛÁÔØ óáõ. œ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÅÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÁ ŒÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅ- ÛÅÎÁ. éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÏÒÍÉÒÏŒÁÌÁÓØ ËÁË ÎÁÕËÁ Ï ÒÅÛÅ- ÎÉÉ óáõ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÏÖ- ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ óáõ). âÙÌÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÏ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÅÇÁÔÉŒÎÏ- ÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÑÒËÉÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ | ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ Ï ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÂÝÅÇÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ≥ 5.

œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÔÏÄÏŒ, ÐÏÚŒÏÌÑ- ÀÝÉÈ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÒÅÛÁÔØ óáõ. üÔÉ ÍÅÔÏÄÙ ÂÙÌÉ ÒÁÚŒÉÔÙ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁŒÎÏ É ÔÅÓÎÏ ÐÒÉÍÙËÁÀÔ Ë ŒÅÓØÍÁ ÁÂÓÔÒÁËÔ- ÎÙÍ ÒÁÚÄÅÌÁÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÁËÖÅ ËÁÞÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅ- ÛÅÎÉÊ óáõ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÚÎÁÔØ:

1) éÍÅÅÔ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ? 2) üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÌÉ ÄŒÅ ÄÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ?

3) ëÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ?

4) ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞ- ËÉ ÚÒÅÎÉÑ?

òÁÚŒÉŒÁÅÍÙÅ ÚÄÅÓØ ÍÅÔÏÄÙ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ.

1.2. óÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ óáõ | ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ. úÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÚÁŒÅÒÛÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ œõúÅ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ËÕÒÓÅ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + : : : + a_{1n}x_n = b_1; a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + : : : + a_{2n}x_n = b_2; : : :

a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + : : : + a_{mn}x_n = b_m: (2)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. óÉÓÔÅÍÁ (2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. óÉÓÔÅÍÁ (2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓ- ÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. íÁÔÒÉÃÁ

A = a_{11} : : : a_{1n} . . ... . . a_{m1} : : : a_{mn}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÉÓÔÅÍÙ (2), Á ÍÁÔÒÉÃÁ

~A = a_{11} : : : a_{1n} . . . .. . . a_{m1} : : : a_{mn}

| | | | | | b_1 . . b_m

{ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ (Ô.Å. ÍÅÔÏÄ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÙÊ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ) | ÜÔÏ

1.2. óéóôåíù ìéîåêîùè õòáœîåîéê 9

ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ, ÉÌÉ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÈ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.

ûÁÇ 1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÐÒÉŒÏ- ÄÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ

a_{11} : : : a_{1n} . . . .. . . a_{m1} : : : a_{mn}

| | | | | | b_1 . . b_m ⊏ * * * * * * * *

ôÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ - ëÁÐÅÌÌÉ. óÉÓÔÅÍÁ (2) ÓÏŒÍÅÓÔ- ÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÎÇ rk A ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇÕ rk ~A ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ðÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁÎÇÏŒ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË Õ ÍÁÔÒÉÃ A É ~A ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÏ.

äÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ. ûÁÇ 2. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ "ÓÔÕÐÅÎØ- ËÁÍ" Œ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍ ŒÉÄÅ, ÎÁÚÏŒÅÍ ÇÌÁŒÎÙÍÉ, Á ÐÒÏÞÉÅ ÎÅÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÅ | ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ.

x_1 x_2 x_3 x_4 x_5 x_6 ôÁË ÎÁ ÓÈÅÍÅ ÓÌÅŒÁ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÅ x_1, x_3, x_5, x_6 | ÇÌÁŒÎÙÅ, Á x_2, x_4 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ.

œÙÂÏÒ ÇÌÁŒÎÙÈ É ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÞÉÓÌÏ ÇÌÁŒÎÙÈ É ÞÉÓÌÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 1.10. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ ÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x_1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ. úÁÄÁÞÁ 1.11. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÂÒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ { x_1 + 2x_2 + x_3 + x_4 − x_5 = 0 2x_1 + 3x_2 + 2x_3 + 2x_4 − 2x_5 = 1 ?

ôÅÏÒÅÍÁ 1.12. þÉÓÌÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÒÁŒÎÏ n − rkA. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÓÔÅÍÁ (2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ⇐⇒ rkA = rk ~A = n.

ûÁÇ 3. œÙÒÁÖÁÅÍ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ. óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÍÏÇÕÔ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÏ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÐÏÌÑ K .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ (Q , R , C , . . . ) ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ (ÅÓÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÁÑ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË Œ R^n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

ðÏÍÉÍÏ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ (2). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÅÔÏÄ ëÒÁÍÅÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ- ÌÉ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÎÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌÅÎ, ÏÎ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÌØËÏ Ë ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÄ R ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n. üÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 1.13. 1) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (2) ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, Ô.Å. ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊆ R^n ÎÁ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ a ∈ R^n. Oz

Ox Oy a M

U 2) ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ* 1.14. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.13.

ðÒÉÍÅÒ 1.15. œ R^3 ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÔÉÐÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: 1) ÎÁ- ÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; 2) ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ 0; 3) ÐÌÏÓËÏÓÔØ,

1.3. îåëïôïòùå óœåäåîéñ ï íîïçïþìåîáè 11

ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ 0; 4) ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^3.

ðÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ ÔÒÅÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ŒÙÓÔÕÐÁÔØ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÉÌÉ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^3.

úÁÄÁÞÁ 1.16. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÔ 3-È ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏ- ÓÔÅÊ.

éÔÁË, ÕËÁÚÁÎ ÑŒÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (2), Á ÔÁË- ÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÏÔŒÅÔÙ ÎÁ ËÁÞÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ. œ ÜÔÏÊ ÔÅÏ- ÒÉÉ ŒÓÔÁÀÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ- ÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ, ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É Ô.Ð. úÄÅÓØ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ËÁÓÁÔØÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

òÅÚÀÍÉÒÕÑ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1) ÔÅÏÒÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁÄ ËÁËÉÍ ÐÏÌÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (Œ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË, ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.5);

2) ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÇÕÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, Á ÇÌÁŒÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ. ëÁËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ óáõ? œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ?

1.3. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ

ðÕÓÔØ K [x_1; : : : ; x_n] { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ K (ÉÌÉ, ËÁË ÇÏŒÏ- ÒÑÔ, ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ). îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÌØÃÁÍÉ.

äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ deg f(x) ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x).

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ

ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f(x); g(x) ∈ K [x]; g(x) ≠ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q(x); r(x) ∈ K [x] ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(x) = g(x)q(x) + r(x) É deg r(x) ¡ deg g(x).

íÎÏÇÏÞÌÅÎ q(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ, Á ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ r(x) { ÏÓÔÁÔËÏÍ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ f(x) ÎÁ g(x). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) (ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ "Œ ÓÔÏÌÂÉË").

úÁÄÁÞÁ 1.17. òÁÚÄÅÌÉÔØ x^2 − x + 1 ÎÁ x^3 + 2x Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 1.18. œÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x] ?

ôÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ. þÉÓÌÏ ff ∈ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f(x) ∈ K [x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x − ff) (ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÅÌÅ- ÎÉÉ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ (ÓÔÅÐÅÎØ ÏÓÔÁÔËÁ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ f(x) ÎÁ (x − ff) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Ô.Å. ÜÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.19. íÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x_1; : : : ; x_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p = p_1p_2 ŒÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ p_1 ÉÌÉ p_2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.20. äŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÞÉÓÌÏŒÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅ- ÌÅÍ.

îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ ËÏÌØÃÁ K [x_1; : : : ; x_n], ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ, ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ). úÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙŒÏÄÑÔ

ìÅÍÍÁ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂ- ÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ (îïä). ðÕÓÔØ f(x); g(x) ∈ K [x] É d(x) = îïä(f(x); g(x)). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ u(x) É v(x), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f(x)u(x) + g(x)v(x) = d(x).

Á ÚÁÔÅÍ ïÓÎÏŒÎÁÑ ÌÅÍÍÁ. åÓÌÉ f(x)g(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x), ÔÏ ÌÉÂÏ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p(x), ÌÉÂÏ g(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p(x).

äÅÔÁÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. äÌÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØ- ÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÅÅ. ïÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ Œ çÌÁŒÅ 6.

1.4. óÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÄ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ- ÍÉ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ

íÅÖÄÕ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÎÁÄ R É ÎÁÄ C ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÌÉÞÉÑ. üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ C ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.21. ðÏÌÅ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ K ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ ÐÏÌÅ K .

œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ- ÍËÎÕÔÏ.

úÁÄÁÞÁ 1.22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ N Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÉÍÅÅÔ Œ K ÒÏŒÎÏ N ËÏÒÎÅÊ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ).

ðÏÌÅ R ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 + 1 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. ëÁÖÄÙÊ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÅ C ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. úÁÄÁÞÁ* 1.23. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÐÏÌÑ: 1) Q ; 2) Z_p = {0; 1; : : : ; p − 1} | ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p; 3) C (t) = {^f_g | f; g ∈ C [t]; g ≢ 0} | ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÎÁÄ C ?

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.24. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÄ R ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÉÓÔÅÍÁ

P_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; P_2(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · P_m(x_1; : : : ; x_n) = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

P^2_1 (x_1; : : : ; x_n) + P^2_2 (x_1; : : : ; x_n) + : : : + P^2_m(x_1; : : : ; x_n) = 0

úÁÄÁÞÁ** 1.25. äÏËÁÚÁÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ.

îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ, ÔÁË ËÁË ÒÅÛÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÔÒÕÄÎÅÅ, ÞÅÍ ÒÅ- ÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.24 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.24 ÎÅŒÅÒÎÏ. ìÅÍÍÁ 1.26. îÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÓÉÓÔÅÍÁ { x = 0 y = 0 ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÉËÁËÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ P (x; y) = 0 ÉÍÅÅÔ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ x = 0, y = 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ

P (x; y) = b_0(y) + b_1(y)x + : : : + b_m(y)x^m;

ÇÄÅ b_i(y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ y É b_m(y) ≢ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ y_0 ≠ 0, ÞÔÏ b_m(y_0) ≠ 0. ðÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

b_m(y_0)x^m + : : : + b_1(y_0)x + b_0(y_0) = 0

ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÒÅÎØ x_0. úÎÁÞÉÔ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ P (x; y) = 0 ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x_0; y_0). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 1.27. Á) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚ- ŒÅÓÔÎÏÊ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ É ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ.

Â) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÄŒÕÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ ÎÁÄ Q , ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÄ R É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁÄ C .

çÌÁŒÁ 2.

óÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

2.1. ðÏÎÑÔÉÅ ÉÄÅÁÌÁ

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅ- ÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ. ðÕÓÔØ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. îÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ËÏÌØÃÁ R ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ R (ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ I / R), ÅÓÌÉ

1) ∀a; b ∈ I a − b ∈ I;

2) ∀a ∈ I; ∀c ∈ R ac ∈ I.

ðÒÉÍÅÒ 2.2. œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ nZ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÓÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÄÅÁÌ. ðÒÉ n = 2 ÉÍÅÅÍ ÉÄÅÁÌ ÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉ n = 1 | ŒÓÅ ËÏÌØÃÏ Z, Á ÐÒÉ n = 0 | ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. œ ËÏÌØÃÅ Z ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ nZ, n = 0; 1; 2; : : :.

2.1. ðïîñôéå éäåáìá 17

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ I | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ Z É a ∈ I | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ I (ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÁËÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ aZ ⊆ I (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). ðÕÓÔØ b ∈ I, ÎÏ b =∈ aZ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ q É r, ÞÔÏ b = aq + r É 0 ¡ r ¡ a. îÏ r = b − aq ∈ I | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ a. éÔÁË, I = aZ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.4. ðÕÓÔØ I / R. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ I = R ⇐⇒ 1 ∈ I.

úÁÄÁÞÁ 2.5. (ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÅÌØÓËÏÇÏ ÈÏÚÑÊÓÔŒÁ) äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÅ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 2.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (a) = {ar | r ∈ R} ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ R ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ a ∈ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. éÄÅÁÌ I ËÏÌØÃÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ I, ÞÔÏ I = (a). üÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ (ÉÌÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ) ÄÌÑ ÉÄÅÁÌÁ I.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÄÅÁÌ nZ / Z { ÇÌÁŒÎÙÊ É nZ = (n) = (−n). ðÒÉÍÅÒ 2.8. œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ K [x; y] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ- ŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÄÅÁÌ I_0, É ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ I_0 = (f), f ∈ K [x; y], ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ x ∈ I_0, f ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (É ÔÏÇÄÁ I_0 = K [x; y] | ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÅ), ÌÉÂÏ f = ffx, ff ∈ K , ff ≠ 0. îÏ y ∈ I_0, É ÐÏÔÏÍÕ f ÄÅÌÉÔ y | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. ëÏÌØÃÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ.

ëÏÌØÃÏ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3), Á ËÏÌØÃÏ K [x; y] | ÎÅÔ (ÐÒÉÍÅÒ 2.8).

ðÏÎÑÔÉÅ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ. ðÕÓÔØ a_1; a_2; : : : ; a_k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R. úÁÄÁÞÁ 2.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

(a_1; a_2; : : : ; a_k) = {a_1r_1 +a_2r_2 +: : :+a_kr_k | r_1; r_2; : : : ; r_k ∈ R} ⊆ R

ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.11. üÌÅÍÅÎÔÙ a_1; : : : ; a_k ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÉÄÅÁÌÁ I = (a_1; a_2; : : : ; a_k). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I / R ÄÏÐÕÓ- ËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_k, ÞÔÏ I = (a_1; a_2; : : : ; a_k).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ ÉÄÅÁÌÁ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÎÅÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÚÉÓÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÏÂÁ- ŒÌÑÑ Ë ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÄÅÁÌÁ, ÍÙ ŒÎÏŒØ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÏ ÖÅ ÉÄÅÁÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (a_1; a_2; : : : ; a_k; a) = (a_1; a_2; : : : ; a_k) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ (a_1; a_2; : : : ; a_k).

úÁÄÁÞÁ 2.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ Z ÉÄÅÁÌ (5,13) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ Z. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, (a_1; a_2; : : : ; a_k) = (îïä(a_1; a_2; : : : ; a_k)).

úÁÄÁÞÁ 2.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ K [x; y] ÉÄÅÁÌ I_0 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.8) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ (x; y).

úÁÄÁÞÁ 2.15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (f_1) = (f_2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1 É f_2 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

2.2. éÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌÙ É ÉÈ ÂÁÚÉÓÙ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.16. ëÏÌØÃÏ K [x] ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ K .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏ ÓÕÔÉ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 2.3 (ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ).

úÁÄÁÞÁ 2.17. îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÉÄÅÁÌÁ Œ R [x], ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÏÌØ Œ ÔÏÞËÁÈ x = 0, x = 1 É x = 2.

2.2. ôåïòåíá çéìøâåòôá ï âáúéóå 19

úÁÄÁÞÁ* 2.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Z[x] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ëÁË ÕÖÅ ÕËÁÚÙŒÁÌÏÓØ, ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÌÑ ÎÉÈ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏ- ËÁÚÁÎÎÁÑ äÁŒÉÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÏÍ ÎÁ ÒÕÂÅÖÅ XIX É XX ŒÅËÏŒ:

ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ. ëÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I / K [x_1; : : : ; x_n] ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Ô.Å. ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ f_1(x_1; : : : ; x_n), . . . , f_k(x_1; : : : ; x_n) ∈ I, ÞÔÏ

I = {f_1r_1 + : : : + f_kr_k | r_1; : : : ; r_k ∈ K [x_1; : : : ; x_n]}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ Œ çÌÁŒÅ 6.

úÁÄÁÞÁ* 2.19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ K [x; y] ÉÄÅÁÌÙ:

1) I_1 = { ∑ i;j a_{ij} x^iy^j | a_{ij} ∈ R ; i + j ≥ 17};

2) I_2 = (y; x^2; yx^3; y^2x^4; y^3x^5; : : :) (ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉ- ÔÅ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ!)

îÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÜÔÉÈ ÉÄÅÁÌÁÈ. úÁÄÁÞÁ* 2.20. îÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÉÄÅÁÌÅ

I_3 = {f(x; y; z; t) ∈ R [x; y; z; t] | f(a; a; a; a) = 0 ∀a ∈ K }; ÇÄÅ K { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 2.21. îÁÊÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÉÄÅÁÌÅ (x; y; z) / K [x; y; z]:

úÁÄÁÞÁ 2.22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÎÅÍ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ m_1; : : : ; m_k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m ∈ M ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ m = m_1r_1 + : : : + m_kr_k, ÇÄÅ r_i { ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 2.23. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÌØÃÁ R É ÉÄÅÁÌÁ I /R, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ I ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ.

2.3. éÄÅÁÌ ÓÉÓÔÅÍÙ

óÏ ŒÓÑËÏÊ óáõ P_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; P_2(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓŒÑÚÁÔØ ÉÄÅÁÌ I, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ :

I = (P_1(x_1; : : : ; x_n); P_2(x_1; : : : ; x_n); : : :):

åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÕ (1) ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕËŒÏÊ S, ÔÏ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ I(S). ìÅÍÍÁ 2.24. åÓÌÉ F ∈ I(S), ÔÏ F (x^0_1; : : : ; x^0_n) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ (x^0_1; : : : ; x^0_n) ÓÉÓÔÅÍÙ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. F ∈ I(S) ⇐⇒ F = r_1P_1 + : : : + r_mP_m, ÏÔËÕÄÁ

F (x^0_1; : : : ; x^0_n) = r_1(x^0_1; : : : ; x^0_n)P_1(x^0_1; : : : ; x^0_n) + : : : +r_m(x^0_1; : : : ; x^0_n)P_m(x^0_1; : : : ; x^0_n) = r_1(x^0_1; : : : ; x^0_n) · 0 + : : : +r_m(x^0_1; : : : ; x^0_n) · 0 = 0:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.25. ðÕÓÔØ {P_1; : : : ; P_m} É {P_1; : : : ; P_k} | ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I. ôÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÙ

P_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · P_m(x_1; : : : ; x_n) = 0

(∗) É

P_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · P_k(x_1; : : : ; x_n) = 0 (∗∗) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (x^0_1; : : : ; x^0_n) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (*). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (**). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ P_i ∈ (P_1; : : : ; P_m) ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.24 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P_i(x^0_1; : : : ; x^0_n) = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (**) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ (*).

œÙŒÏÄ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ.

2.3. éäåáì óéóôåíù 21

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.26. ëÁÖÄÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÉÄÅÁÌÅ I / K [x_1; : : : ; x_n] ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØ- ÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉ- ÓÔÅÍÁ P_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; P_2(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ

P_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; P_2(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · P_N (x_1; : : : ; x_n) = 0;

Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ P_{N+1}(x_1; : : : ; x_n) = 0, P_{N+2}(x_1; : : : ; x_n) = 0, . . . ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ŒÌÉÑÀÔ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.26 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.27. œÓÑËÁÑ óáõ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.16.

úÁÄÁÞÁ 2.28. Á) äÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.27 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ;

Â) ëÁËÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ:

x^4 + x^3 − x − 1 = 0; x^3 + 2x^2 + 2x + 1 = 0; x^6 + x^5 + x^2 + 2x + 1 = 0 ?

íÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ S_1 É S_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙ, ÔÏ I(S_1) = I(S_2). üÔÕ ÇÉÐÏÔÅÚÕ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÕÔØ. ðÒÉÍÅÒ 2.29. õÒÁŒÎÅÎÉÑ x = 0 É x^2 = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÉÄÅÁÌÙ (x^2) É (x) ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

úÁÄÁÞÁ 2.30. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ S_1 É S_2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ I(S_1) ⊄ I(S_2) É I(S_2) ⊄ I(S_1).

íÏÖÎÏ ÌÉ, ÉÍÅÑ ÌÉÛØ ÉÄÅÁÌÙ I(S_1) É I(S_2), ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ S_1 É S_2 (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÒÅÛÁÑ ÓÁÍÉÈ ÓÉ- ÓÔÅÍ)? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + y^2 − 2xy + 1 = 0 É x^4 + y^4 + 2 = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÒÅÛÅÎÉÊ), ÎÏ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÉÄÅÁÌÁÍÉ (x^2 + y^2 − 2xy + 1) É (x^4 + y^4 + 2) ÎÅ ŒÉÄÎÏ.

äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ çÉÌØÂÅÒÔ ÐÏÌÕÞÉÌ ÏÞÅÎØ ËÒÁÓÉŒÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ŒÏÐÒÏÓ. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ (ÎÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ) ÜÔÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ ÍÙ ÐÏÓŒÑÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÌÁŒÕ.

çÌÁŒÁ 3.

ðÏÎÑÔÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ

3.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÉÍÅÒÙ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ËÁÖÕÝÕÀÓÑ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÂSSÅËÔ ÜÔÏ ŒÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÙÊ. äÌÑ ÅÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÁ ŒÅ- ËÁ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÓÆÏÒÍÉÒÏŒÁÌÁÓØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÁ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ŒÙÓÏËÏÎÁÕÞÎÙÈ, ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ É ÓÁÍÙÈ ÔÒÕÄÎÙÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎ. œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÌÉÛØ ËÏÓÎÅÍÓÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÁ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÅÓØÍÁ ÔÅÈÎÉÞÎÏ, ÎÏ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÎÁÉŒÎÏÊ ÔÏÞ- ËÏÊ ÚÒÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ A^n | ÜÔÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X Œ A^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ S: f_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · f_m(x_1; : : : ; x_n) = 0;

ÞÔÏ x ∈ X ⇐⇒ x | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ S.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ S ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X(S). äÌÑ ÉÄÅÁÌÁ I /K [x_1; : : : ; x_n] ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X(I) Œ A^n ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I ÒÁŒ- ÎÙ ÎÕÌÀ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ S_1 É S_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ⇐⇒ X(S_1) = X(S_2). ðÏÜÔÏÍÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ X(S) = X(I(S)).

úÁÄÁÞÁ 3.2. úÁÄÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ Œ C^3 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË (1; 2; 3); (4; 5; 6) É (7; 8; 9).

úÁÄÁÞÁ 3.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ:

Á) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ A^1; Â) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË Œ A^n; Œ) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ A^n;

Ç) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ A^n; Ä) ŒÓÑËÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ;

ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ:

Å) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ R^1; Ö) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {(x; y) | y = sin x} ⊆ R^2.

úÁÄÁÞÁ 3.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ; Â) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ A^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

3.1. ïðòåäåìåîéñ é ðòéíåòù 25

ðÒÉÍÅÒ 3.5. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË {(t; t^2; t^3) | t ∈ K } ⊆ A^3 ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÅÇÏ ÚÁÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ { y = x^2 z = x^3:

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ I = (x^2 − y; x^3 − z) / K [x; y; z].

ëÁË ÕÖÅ ÕËÁÚÙŒÁÌÏÓØ, ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÓÈÏÖÉÅ ÉÄÅÁÌÙ ÍÏÇÕÔ ÚÁÄÁ- ŒÁÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÄÅÁÌ J(X), ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÅÇÏ ÉÄÅ- ÁÌÙ. á ÉÍÅÎÎÏ,

J(X) = {P ∈ K [x_1; : : : ; x_n] | P (x) = 0 ∀x ∈ X}:

úÁÄÁÞÁ 3.6. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ J(X) | ÉÄÅÁÌ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÏÞËÉ ÎÏÌØ Œ A^2 ÉÄÅÁÌ J ÅÓÔØ (x; y), Á ÄÌÑ ÏÓÉ Ox Œ A^2 ÉÄÅÁÌ J ÅÓÔØ (y).

éÄÅÁÌ J(X(S)) ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ. ôÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ (x^2) / K [x] ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ {0}, J({0}) = (x) É (x^2) ⊂ (x). úÁÄÁÞÁ 3.7. îÁÊÔÉ J(X), ÇÄÅ X =

Á) {2; 3; 4; 5} ⊆ A^1; Â) {x = y = z} ⊆ A^3; Œ) {(x; y) | x^4 = y^2} ⊆ A^2;

Ç) {(x; y) | x^2 − 2xy + y^2 = 0} ⊆ A^2.

úÁÄÁÞÁ** 3.8. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ X Œ C^3, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ x = t^3; y = t^4; z = t^5; t ∈ C . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ J(X) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÄŒÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.

Â) úÁÄÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9. óÉÓÔÅÍÙ S_1 É S_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ J(X(S_1)) = J(X(S_2)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÉÓÔÅÍÙ S_1 É S_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ⇐⇒ X(S_1) = X(S_2) ⇐⇒ J(X(S_1)) = J(X(S_2)).

úÁÄÁÞÁ 3.10. äÏËÁÚÁÔØ ÜÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9 ÐÏËÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÙÍ Ó ÐÒÁËÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÔÁË ËÁË ÎÅÑÓÎÏ, ËÁË ÎÁÈÏÄÉÔØ ÉÄÅÁÌ J(X(S)).

îÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÉÄÅÁÌ J(X(S)) ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÎÓÔÒÕË- ÔÉŒÎÏ. œ ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ.

3.2. òÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ

ðÕÓÔØ I / K [x_1; x_2; : : : ; x_n] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. òÁÄÉËÁÌÏÍ ÉÄÅÁÌÁ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ

r(I) = {f ∈ K [x_1; : : : ; x_n] | ∃s ∈ N : f^s ∈ I}:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.12.

1) I ⊆ r(I);

2) r(I) | ÉÄÅÁÌ Œ K [x_1; : : : ; x_n];

3) X(I) = X(r(I)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ f ∈ I ŒÏÚØÍÅÍ s = 1. 2) îÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌÁ: (1) f_1; f_2 ∈ r(I) =⇒ f_1 − f_2 ∈ r(I). îÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ∃s_1; s_2 ∈ N : f^{s1}_1 ∈ I É f^{s2}_2 ∈ I. ôÏÇÄÁ

(f_1 − f_2)^{s1+s2} =

s_1+s_2∑ k=0 C^k_{s1+s2} (−1)^{s1 +s2−k}f^k_1 f^{s1+s2−k}_2

(ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ). ðÒÉ k ≥ s_1 f^k_1 = f^{s1}_1 ·f^{k−s1}_1 ∈ I =⇒ f^k_1 · C^k_{s1+s2} (−1)^kf^{s1+s2−k}_2 ∈ I. ðÒÉ k ¡ s_1 ÉÍÅÅÍ s_1 + s_2 − k ¿ s_2 =⇒ f^{s1+s2−k}

2 ∈ I =⇒ f^{s1+s2−k}_2 · C^k_{s1+s2} (−1)^{s1 +s2−k}f^k_1 ∈ I. éÔÁË, ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÌÅÖÁÔ Œ I =⇒ (f_1 −f_2)^{s1+s2} ∈ I =⇒ f_1 −f_2 ∈ r(I);

(2) f_1 ∈ r(I), f_2 ∈ K [x_1; : : : ; x_n] =⇒ f_1f_2 ∈ r(I). íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ∃s : f^s_1 ∈ I. îÏ ÔÏÇÄÁ (f_1f_2)^s = f^s_1 f^s_2 ∈ I =⇒ f_1f_2 ∈ r(I).

3) éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ I ⊆ r(I) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ X(r(I)) ⊆ X(I). ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ x ∈ X(I) É ÐÕÓÔØ f(x) ≠ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

3.3. ôåïòåíá çéìøâåòôá ï îõìñè 27

f ∈ r(I). ôÏÇÄÁ f^s(x) = (f(x))^s ≠ 0 ∀s | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ, Ô.Ë. ∃s : f^s ∈ I.

úÁÄÁÞÁ 3.13. îÁÊÔÉ r(I) ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I:

Á) I = (x^2) / K [x]; Œ) I = (x^2; y^3) / K [x; y]; Â) I = (x; y) / K [x; y]; Ç) I = (x^2 + y^2 + z^2) / K [x; y; z]:

úÁÄÁÞÁ 3.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÒÁÄÉËÁÌ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

3.3. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ

ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ. îÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ S ÉÍÅÅÍ

J(X(S))=r(I(S))

ðÏÓÌÅ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÎÁ ÑÚÙË ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÙÍ: ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ

f_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · f_m(x_1; : : : ; x_n) = 0

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (x_1; : : : ; x_n) ÏÂÒÁÝÁÅÔ- ÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ r_1(x_1; : : : ; x_n); : : : ; r_m(x_1; : : : ; x_n) É s ∈ N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ F^s = r_1f_1 + : : : + r_mf_m .

(ïÂSSÑÓÎÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÏË!)

îÁÐÒÉÍÅÒ, Ë ÓÉÓÔÅÍÅ { f_1 = x + 2y + 4yz^2 = 0; f_2 = 4xz^2 − y = 0

ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x + y = 0 É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (x + y)^2 = f_1x − f_2y. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÉÚ- ÍÅÎÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.15. 1) ðÏËÁÚÁÔØ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÎÅŒÅÒÎÁ.

2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; f_1; : : : ; f_m ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÙÅ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; : : : ; f_m ÎÁÄ C , ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ r_1; : : : ; r_m Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ f^s = r_1f_1 + : : : + r_mf_m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ N .

3.4. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÄ C

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.16. óÉÓÔÅÍÙ S_1 É S_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ r(I(S_1)) = r(I(S_2)).

üÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Œ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ. ïÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÎÅ ÎÁÈÏÄÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.17. éÄÅÁÌ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ I = r(I).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.16 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÂÉ- ÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ (Ô.Å. ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ).

úÁÄÁÞÁ 3.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.19. ðÕÓÔØ f_1(x_1; : : : ; x_n) É f_2(x_1; : : : ; x_n) | ÄŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. õÒÁŒÎÅÎÉÑ f_1 = 0 É f_2 = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1 É f_2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ f_1 É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ- ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f_1, ÔÏ É ÓÁÍ f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f_1. ðÏÜÔÏÍÕ r((f_1)) = (f_1).

õÒÁŒÎÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

3.4. ðòéíåîåîéñ 29

r((f_1)) = r((f_2)) ⇐⇒ (f_1) = (f_2). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÏ- ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2.15). úÁÄÁÞÁ 3.20. îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.19 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÁÄ R .

úÁÄÁÞÁ 3.21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ C ÓÉÓÔÅÍÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÏÄ- ÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÄÅÁÌ ÓÉÓÔÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ?

úÁÄÁÞÁ 3.22. ïÂSSÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 1.26 É ÐÒÉÍÅÒÁ 2.8 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.23. óÉÓÔÅÍÁ S ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ ⇐⇒ 1 ∈ I(S).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ⇐= åÓÌÉ 1 ∈ I(S), ÔÏ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 1 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ.

=⇒ åÓÌÉ S ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ, ÔÏ X(S) = ∅. œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÍÅÖÄÕ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁ- ÍÉ ÐÕÓÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÉÄÅÁÌ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (ÐÏÞÅÍÕ ?), ÏÔËÕÄÁ J(X(S)) = r(I(S)) = C [x_1; : : : ; x_n]. ðÏÜÔÏÍÕ 1 ∈ r(I(S)), Ô.Å. ∃s : 1^s ∈ I(S) =⇒ 1 ∈ I(S).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 3.23 I(S) = C [x_1; : : : ; x_n]. ðÒÉÍÅÒ 3.24. óÉÓÔÅÍÁ

x^2 + xy − y + 1 = 0; x^3 − x^2 + x + y^3 = 0; y^4 + x^3 + yx^3 + x − 1 = 0 ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f_1 = 0, f_2 = 0 É f_3 = 0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ xf_1 + yf_2 − f_3 = 1 = 0 | ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.23 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ "1=0" ËÁË ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÉÞÉÎÏÊ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÄ C . îÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÎÁ 1-ÏÍ ËÕÒÓÅ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÔÕ- ÄÅÎÔÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÕÄÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÚÁÞÅÍ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÅ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÐÏÞÅÍÕ ÎÁÄÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ i^2 = −1. èÏÞÅÔÓÑ

ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÔÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÂÌÁÄÁ- ÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ, ÓÔÁ- ÎÕÔ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÙÍÉ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÙ Œ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ. éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÓÐÅÃÉÆÉ- ËÉ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÏÓŒÑÝÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÂÏÔ, ÓÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÏÂÚÏÒ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2 ËÎÉÇÉ [3].

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. œ ÉÄÅÁÌÅ ÓÉÓÔÅÍÙ I(S) ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ | ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ. œ ÇÌÁŒÅ 5 ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÒÑÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÈ ÒÅÛÁÔØ ÍÎÏÇÉÅ (ÎÏ ÎÅ ŒÓÅ !) ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÅÏÒÅÔÉ- ÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÇÌÁŒÙ ÏËÁÖÕÔÓÑ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚ- ÎÙÍÉ.

çÌÁŒÁ 4.

âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ

4.1. ìÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I / K [x_1; : : : ; x_n] ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x_1; : : : ; x_n) ÐÏ- ÎÑÔÉÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 3x^5 − x + 2 ÅÓÔØ ÏÄ- ÎÏÞÌÅÎ 3x^5. á ËÁË ŒÙÄÅÌÉÔØ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ Õ x^2y + y^2x + z^5? éÍÅÅÔÓÑ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÓÐÏÓÏÂ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ P = ax^{k1}_1 x^{k2}_2 : : : x^{kn}_n , a ∈ K , ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏÍ ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÏÍ.

óÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P = ∑ a_{i1:::in} x^{i1}_1 : : : x^{in}_n ÂÕÄÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ a_{i1:::in} x^{i1}_1 : : : x^{in}_n . ëÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÏÄ- ÎÏÞÌÅÎÕ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÎÁÂÏÒ (i_1; : : : ; i_n) ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 5 ÏÄÎÏÞÌÅÎÕ √ 2x^3_2x_4 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ (0,3,0,1,0), Á ÏÄÎÏÞÌÅÎÕ 3x^5_1x_4x^3_5 | ÎÁÂÏÒ (5,0,0,1,3), ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ (i_1; : : : ; i_n) ÂÏÌØÛÅ ÎÁÂÏÒÁ (j_1; : : : ; j_n), ÅÓÌÉ ∃k ≤ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ i_1 = j_1, i_2 = j_2, . . . , i_{k−1} = j_{k−1}, i_k ¿ j_k.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 4

(2; 3; 0; 7) ¡ (4; 0; 0; 0) (k = 1) É (3; 1; 5; 2) ¿ (3; 1; 5; 1) (k = 4):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁ ÏÄÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 4.3. Á) ëÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏŒ, ÍÅÎØÛÉÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ (i_1; i_2; : : : ; i_n) ?

Â)* ðÕÓÔØ A_1, A_2, . . . | ÎÁÂÏÒÙ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÉÎÙ n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅ- ÐÏÞËÉ A_1 ¿ A_2 ¿ : : :.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÅÝÅ ÞÉÓÔÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÔÁË- ÖÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË: Õ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (i_1; : : : ; i_n) É (j_1; : : : ; j_n) ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎÉ

∑_n t=1 i_t É ∑_n

t=1 j_t É ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁ- ÞÉ 4.3 ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ ÞÉÓÔÏ ÌÅËÓÉ- ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ Œ ÇÌÁŒÅ 5. œ ÇÌÁŒÁÈ 4-5 ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ŒÓÀÄÕ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. óÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

P (x_1; : : : ; x_n) = ∑ a_{i1:::in} x^{i1}_1 : : : x^{in}_n

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ a_i0_{1:::i}0_n x^{i01}_1 : : : x^{i0n}_n , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÎÁ- ÂÏÒ (i^0_1; : : : ; i^0_n) ÂÏÌØÛÅ ŒÓÑËÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ŒÓÔÒÅ- ÞÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ P (x_1; : : : ; x_n).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 3x_1 + x^2x^4_3 + x^7_4 ÅÓÔØ 3x_1 (ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÍ!), Á ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ x^2y + y^2x + z^5 ÅÓÔØ x^2y (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÎÕÍÅÒÕÅÍ x_1 = x, x_2 = y, x_3 = z).

ìÅÍÍÁ Ï ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ. óÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P_1 ·P_2 ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ P_1 É P_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÅÓ- ÌÉ (i_1; : : : ; i_n) ¡ (l_1; : : : ; l_n) É (j_1; : : : ; j_n) ≤ (k_1; : : : ; k_n), ÔÏ (i_1 + j_1; : : : ; i_n + j_n) ¡ (l_1 + k_1; : : : ; l_n + k_n).

4.2. íîïçïçòáîîéë îøàôïîá íîïçïþìåîá 33

ôŒÏÒÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ðÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÐÏ- ÓÏÂÏŒ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÌÅÍ- ÍÁ Ï ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ. (íÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÉÊ Œ ÇÌÁŒÅ 7.)

4.2. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

óÏ ŒÒÅÍÅÎ îØÀÔÏÎÁ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁ- ÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÎÁÂÏÒÏŒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P (x; y) = 3xy + x^2y^3 − 5x^3y^2 − x^4y + 2x^4y^2 − x^5y^2

É ÏÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÎÁÂÏÒÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÅÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ: (1,1); (2,3); (3,2); (4,1); (4,2); (5,2). ðÏÌÕÞÅÎ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. éÈ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÅÓÔØ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

N(P ) y

x åÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ N(P ) É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ (ÍÎÏÇÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ) îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (ÅÓÌÉ P ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, N(P ) ÅÓÔØ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÍÎÏÇÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ N(P ) (ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÕËÁÚÁÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ). y

x úÁÄÁÞÁ 4.5. Á) îÁÊÔÉ ÎÁÂÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

Â) þÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ?

Œ) îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ É ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÁ îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

x^4 + 2y^4 + 3z^4 − xyz + 2x^3y^3 − xz + y^2z^2 − 5:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.6. óÕÍÍÏÊ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄŒÕÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ P_1 É P_2 ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ P_1 + P_2 = {p_1 + p_2 | p_1 ∈ P_1; p_2 ∈ P_2}:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ K [x_1; : : : ; x_n] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ N(fg) = N(f) + N(g).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õËÁÚÁÎÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ "ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ" ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ w { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

P^w = {p ∈ P | w(p) ≤ w(p^′) ∀ p^′ ∈ P }

ÇÒÁÎØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ w. (ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁÛÅÍÕ ÉÎÔÕÉÔÉŒ- ÎÏÍÕ ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÒÁÎØ.)

úÁÄÁÞÁ 4.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ÄŒÕÈ ŒÙ- ÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉÉ- ËÏÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (P_1 + P_2)^w = P^w_1 + P^w_2 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÙÐÕËÌ- ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ P_1 É P_2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ v ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P_1 + P_2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ŒÅÒÛÉÎÙ v_1 É v_2 ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ P_1 É P_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ v = v_1 + v_2. ðÏËÁÚÁÔØ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÏÊ.

4.3. úáäáþá œèïöäåîéñ 35

íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË N(fg) { ÜÔÏ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÔÏÞÅË v_1 +v_2, ÇÄÅ v_1 ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÁÂÏÒÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ f, Á v_2 { ÎÁÂÏÒÙ ÓÔÅ- ÐÅÎÅÊ g (ÐÏÞÅÍÕ ?). îÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ Œ N(f)+N(g), ÐÒÉ- ÞÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ N(f) + N(g).

òÑÄ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ îØÀÔÏÎÁ, Á ÔÁË- ÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ Ó ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ËÎÉÇÅ â. ûÔÕÒÍÆÅÌØÓÁ [8].

4.3. úÁÄÁÞÁ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÄÅÁÌÁÍ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ëÁË ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h(x) ÇÌÁŒÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ (f(x))? äÁ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ, ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h(x) ÎÁ f(x) "Œ ÓÔÏÌ- ÂÉË" É ÅÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ, ÔÏ h(x) ∈ (f(x)), ÉÎÁÞÅ h(x) ∉ (f(x)).

úÁÄÁÞÁ 4.9. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ x^2 + 2 ÉÄÅÁÌÕ (x^3 + x + 1)?

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÏ ÚÄÅÓØ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ.

úÁÄÁÞÁ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ I / K [x_1; : : : ; x_n] ÚÁÄÁÎ ÓŒÏÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ I = (f_1; : : : ; f_m). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h(x_1; : : : ; x_n) ÉÄÅÁÌÕ I, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ r_1(x_1; : : : ; x_n), . . . , r_m(x_1; : : : ; x_n), ÞÔÏ h = f_1r_1 + : : : + f_mr_m.

ðÒÉÍÅÒ 4.10. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h = x_2x^2_3x_4 − x_1x_3x^2_4 ÉÄÅÁÌÕ (x_1 + x_2; x_3 + x_4) / K [x_1; x_2; x_3; x_4]?

ïÔŒÅÔ. äÁ, h = (x_1 + x_2)x^2_3x_4 − (x_3 + x_4)x_1x_3x_4. úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÐÏÄÂÏÒ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÎÅ ÐÏÍÏÖÅÔ ÐÒÉ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ÄÌÑ h É f_i.

úÁÄÁÞÁ 4.11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x + y^2x + 3xy^3 ∉ (x^2; y) / K [x; y].

4.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ É ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ

ðÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÄÕÍÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ h Œ ÚÁÄÁÞÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÉÍÅ- ÅÍ P = P_C + P_M , ÇÄÅ P_C | ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ P , Á P_M | ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ P = 2x^2+xy^3−4z^2 P_C = 2x^2, P_M = xy^3 − 4z^2.

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÒÅÄÕËÃÉÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ f_i, Ô.Å. h_C = f_{iC} Q, ÇÄÅ Q | ÏÄÎÏÞÌÅÎ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ h_1 = h − Qf_i = Q(−f_{iM} ) + h_M . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ h_1 ÍÅÎØÛÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ h.

ìÅÍÍÁ 4.12. h ∈ (f_1; : : : ; f_m) ⇐⇒ h_1 ∈ (f_1; : : : ; f_m):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ h−h_1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (f_1; : : : ; f_m). éÍÅÅÍ h−h_1 = Qf_i ∈ (f_1; : : : ; f_m).

éÔÁË, ÚÁÄÁÞÕ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÎÅ ÄÌÑ h, Á ÄÌÑ h_1 É ÚÄÅÓØ ŒÎÏŒØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÒÅÄÕËÃÉÀ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÄÒÕÇÉÍ f_i). åÓÌÉ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÄÕËÃÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÓŒÅÄÅÔÓÑ (ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ) Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ h ∈ (f_1; : : : ; f_m), Ô.Ë. ÎÕÌØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÀÂÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ.

ðÒÉÍÅÒ 4.13. h = x_2x^2_3x_4 − x_1x_3x^2_4, f_1 = x_1 + x_2, f_2 = x_3 + x_4. íÏÎÏÍ h_C = −x_1x_3x^2_4 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f_{1C} = x_1 (Q = −x_3x^2_4)

òÅÄÕËÃÉÑ 1. h → x_2x^2_3x_4 + x_2x_3x^2_4 = h_1. úÄÅÓØ h_{1C} = x_2x^2_3x_4 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f_{2C} = x_3 (Q = x_2x_3x_4).

òÅÄÕËÃÉÑ 2. h_1 → x_2x^3_4 + x_2x_3x^2_4 = h_2 (ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÁ ÄŒÁÖÄÙ). úÄÅÓØ h_{2C} = x_2x_3x^2_4 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f_{2C} = x_3 (Q = x_2x^2_4).

òÅÄÕËÃÉÑ 3. h_2 → x_2x^3_4 − x_2x^3_4 = 0.

éÔÁË, h ∈ (f_1; f_2).

4.4. ïðòåäåìåîéå âáúéóá çòåâîåòá 37

á ËÁË ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ h ÎÅ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Ô.Å. ÎÁ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÜÔÁÐÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ f_{1C} , f_{2C} , . . . , f_{mC} ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ h ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ ?

ëÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ ÎÉÞÅÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÖÅÌÁÅÍÏÅ Œ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.14. âÁÚÉÓ f_1; : : : ; f_m ÉÄÅÁÌÁ I = (f_1; : : : ; f_m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ h ∈ I ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ f_1; : : : ; f_m, ÉÌÉ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.14.1 îÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; : : : ; f_m | ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ Œ I = (f_1; : : : ; f_m), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ I ÏÄÎÏÞÌÅÎ h_C ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ f_{1C} ; f_{2C} ; : : : ; f_{mC} . úÁÄÁÞÁ 4.15. a) äÏËÁÚÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÊ.

Â) ðÕÓÔØ f_1; : : : ; f_m | ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ h ∈ I, ÔÏ h ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÉ- ÍÅÎÉÍÏÊ Ë ÎÅÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÒÅÄÕËÃÉÊ. úÁÄÁÞÁ 4.16. ðÕÓÔØ f_1; : : : ; f_m { ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ ÉÄÅ- ÁÌÁ I, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ h_C ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ h ∈ I ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ f_{iC} . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; : : : ; f_m ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÄÅÁÌÁ I É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ Œ I.

ðÒÉÍÅÒ 4.17. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f_1 = x, f_2 = y ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂ- ÎÅÒÁ Œ ÉÄÅÁÌÅ (x; y) / K [x; y]. ðÕÓÔØ h(x; y) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. åÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ h ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x, ÔÏ ÒÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_1 ÅÓÔØ ÚÁÍÅÎÁ x ÎÁ 0 (ÏÂÎÕÌÅÎÉÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅ- ÎÁ). åÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y, ÒÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_2 ÔÁËÖÅ ÏÂÎÕÌÑÅÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ Ë ÓŒÏÅÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÞÌÅÎÕ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ (x; y) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

ðÒÉÍÅÒ 4.18. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I = (x^2 −y; x^2 −z)/K [x; y; z], f_1 = x^2 − y, f_2 = x^2 − z. íÎÏÇÏÞÌÅÎ z − y ∈ I, ÔÁË ËÁË z − y = f_1 − f_2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ z − y ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ f_1 É f_2 (ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ x^2). ðÏÜÔÏÍÕ f_1 É f_2 ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I. îÉÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f_1, f_2 É f_3 = z − y | ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ Œ I.

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h. âÕÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ h Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÂÁÚÉÓÁ (ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÃÅÐÏÞÅË ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÄÕËÃÉÊ ËÏÎÅÞ- ÎÁ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÌÅÖÉÔ Œ I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÅÄÕËÃÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÕÌØ.

üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ- ÓÌÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÎÁ üœí É ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ f_i É h.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.16 É ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ Œ ÌÀÂÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ÞÌÅÎÁ- ÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÄÅÁÌÁ É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÎÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅ- ÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÉÄÅÁÌÁ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÎÅ ÄÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÅÇÏ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ. ôÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄSSÑŒÌÅÎ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

4.5. áÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ âÒÉÌÌÉÁÎÔÏŒÁÑ ÌÅÍÍÁ

ðÕÓÔØ I / K [x_1; : : : ; x_n] | ÉÄÅÁÌ É f_1; : : : ; f_m | ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.19. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_i É f_j ÉÍÅÀÔ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ f_{iC} É f_{jC} ÄÅÌÑÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ w, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

åÓÌÉ f_i É f_j ÉÍÅÀÔ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ, Ô.Å. f_{iC} = wq_1, f_{jC} = wq_2, ÇÄÅ w { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ f_{iC} É f_{jC} , ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F_{i;j} = f_iq_2 − f_jq_1 ∈ I. (åÇÏ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ S- ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÐÁÒÙ f_i; f_j É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ S(f_i; f_j) ÉÌÉ S(i; j).) òÅ-

4.5. áìçïòéôí âõèâåòçåòá 39

ÄÕÃÉÒÕÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F_{i;j} Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÂÁÚÉÓÁ f_1; : : : ; f_m ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÅÄÕÃÉÒÕ- ÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ~F_{i;j} . åÓÌÉ ~F_{i;j} ≡ 0, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. éÎÁÞÅ ÄÏÂÁŒÉÍ ~F_{i;j} Ë ÂÁÚÉÓÕ ÉÄÅÁÌÁ I: f_{m+1} = ~F_{i;j} .

œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ f_1; : : : ; f_m; f_{m+1} ÂÕÄÅÍ ŒÎÏŒØ ÉÓËÁÔØ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ É ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ F_{i;j} .

úÁÄÁÞÁ 4.20. œ ÂÁÚÉÓÅ f_1; : : : ; f_m; f_{m+1} ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ (i; j) ÒÁÚ- ÒÅÛÉÍÏ.

ðÒÉÍÅÒ 4.21. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I = (x^2 − y; x^2 − z) (ðÒÉ- ÍÅÒ 4.18). úÄÅÓØ f_1 = x^2 − y, f_2 = x^2 − z. éÍÅÅÔÓÑ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ

f_{1C} . . x^2, f_{2C} . . x^2, =⇒ F_{1;2} = −y + z. ðÏÌÏÖÉÍ f_3 = y − z. äÒÕÇÉÈ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÊ ÎÅÔ.

ðÒÉÍÅÒ 4.22. ðÕÓÔØ I = (f_1 = x^2 + y^2 + z^2; f_2 = x + y − z; f_3 = y + z^2). úÁÃÅÐÌÅÎÉÅ ÉÍÅÀÔ ÔÏÌØËÏ f_1 É f_2:

F_{1;2} = f_1 − xf_2 = y^2 + z^2 − xy + xz = −xy + xz + y^2 + z^2:

òÅÄÕÃÉÒÕÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_2:

−xy +xz +y^2 +z^2 ⊏ (y −z)y −(y −z)z +y^2 +z^2 = 2y^2 +2z^2 −2yz:

òÅÄÕÃÉÒÕÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_3:

2y^2 + 2z^2 − 2yz ⊏ 2z^4 + 2z^3 + 2z^2:

äÁÌØÛÅ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ =⇒ f_4 = 2z^4 + 2z^3 + 2z^2. îÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f_4 = z^4 + z^3 + z^2. äÒÕÇÉÈ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÊ ÎÅÔ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.23. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; : : : ; f_m ∈ K [x_1; : : : ; x_n] ÐÏÓÌÅ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁÂÏÒ f_1; : : : ; f_m; f_{m+1}; : : : ; f_M , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.24. (Diamond Lemma). âÁÚÉÓ f_1; : : : ; f_m ÉÄÅÁÌÁ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÅÍ ÎÅÔ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÊ ÉÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ Œ çÌÁŒÅ 6.

ôÅÏÒÅÍÙ 4.23 É 4.24 ÏÂÏÓÎÏŒÙŒÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ. ðÏŒÔÏ- ÒÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÅÇÏ ÜÔÁÐÙ. ðÕÓÔØ f_1; : : : ; f_m { ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÄÅÁÌÁ I.

1) ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÅÓÔØ ÌÉ Œ ÎÁÂÏÒÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÊ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I, ÉÎÁÞÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÐÕÎËÔÕ 2.

2) ðÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏÍÕ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÀ (i; j) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i É f_j ÐÏ- ÌÏÖÉÍ f_{iC} = wq_1, f_{jC} = wq_2, É ÓÏÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F_{i;j} = f_iq_2 −f_jq_1. òÅÄÕÃÉÒÕÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F_{i;j} Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÁÂÏÒÁ {f_i} ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F_{i;j} ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÌÓÑ Ë ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÐÕÎËÔÕ 3, ÉÎÁÞÅ Ë ÐÕÎËÔÕ 4. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅ- ÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F_{i;j} Ë ÎÕÌÀ É ŒÉÄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙÈ ÒÅÄÕËÃÉÊ (ÐÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ !). œ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÌÀÂÕÀ ÐÒÉÍÅÎÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÄÕËÃÉÊ É, ÐÏÌÕÞÉŒ ÎÅÒÅÄÕÃÉÒÕÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ f, ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÐÕÎËÔÕ 3, ÂÏÌÅÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ (i; j) ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ.)

3) äÏÂÁŒÌÑÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ë ÎÁÂÏÒÕ f_1; f_2; : : : ; f_k Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f_{k+1} É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÐÕÎËÔÕ 4.

4) œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ {f_i} ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÂÙ- ÌÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ ÒÁÎÅÅ, É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÐÕÎËÔÕ 2. åÓÌÉ ŒÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁŒÅÒÛÅÎ.

úÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁÂÏÒ f_1; : : : ; f_m; f_{m+1}; : : : ; f_M , ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I = (f_1; : : : ; f_m) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ 4.21, 4.22). úÁÄÁÞÁ 4.25. ëÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1(x); : : : ; f_m(x) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁ Œ K [x] ?

4.6. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ

éÔÁË, ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I / K [x_1; : : : ; x_n] ÐÏÓÔÒÏÅÎ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÅÇÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ?

õÐÒÏÝÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÅ. ðÕÓÔØ f_1 É f_2 | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f_{1C} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f_{2C} . ôÏÇÄÁ ÕÄÁÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ f_1 ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.26. üÌÅÍÅÎÔÙ f_2; : : : ; f_m ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.27. âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ {f_1; : : : ; f_m} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ f_{iC} ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f_{jC} ÐÒÉ i ≠ j.

ëÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ, ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÑ "ÌÉÛÎÉÅ" ÞÌÅÎÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÀ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ÂÁÚÉÓÕ ÉÄÅÁÌÁ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÓÁÍ ÉÄÅÁÌ I (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÉÄÅÁÌ (x; x + y) !).

õÐÒÏÝÅÎÉÅ ŒÔÏÒÏÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÎÅÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ f_1; : : : ; f_m. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÞÌÅÎ q ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_j. ôÏÇÄÁ ÒÅÄÕ- ÃÉÒÕÅÍ q Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_j É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÚÁÐÉÛÅÍ Œ f_i ÎÁ ÍÅÓÔÏ q. ðÒÉ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÚÉÓÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÏ ÐÏÎÉÖÁÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÞÌÅÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; : : : ; f_m. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.28. âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ {f_1; : : : ; f_m} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_i ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j = 1; : : : ; m, i ≠ j.

ëÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÒÅ- ÄÕËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ çÒÅÂÎÅÒÁ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÁËÉÈ ÕÐÒÏÝÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ôÅÏÒÅÍÁ 4.29. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅ- ÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I / K [x_1; : : : ; x_n] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ^1, Ô.Å. ÎÅ ÚÁ- ŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÄÅÁÌÁ I É ÏÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏŒÏÄÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅ- ÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n).

(äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÍ. Œ çÌÁŒÅ 6.)

ðÒÉÍÅÒ 4.30. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ f_1 = x^2 + y^2 + z^2; f_2 = x + y − z; f_3 = y + z^2; f_4 = z^4 + z^3 + z^2 ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 4.22.

1) íÉÎÉÍÉÚÁÃÉÑ: ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_2 =⇒ f_1 ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ: {f_2; f_3; f_4}.

2) òÅÄÕËÃÉÑ: ÚÁÍÅÎÑÅÍ y Œ f_2 ÎÁ −z^2. éÍÅÅÍ: f_2 ⊏ x−z^2 −z.

âÏÌØÛÅ ÒÅÄÕËÃÉÊ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ Ó ÞÅÍ. éÔÁË, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÅÓÔØ {x−z^2 −z; y +z^2; z^4 +z^3 +z^2}.

úÁÄÁÞÁ 4.31. œÙÂÅÒÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÉÄÅÁÌÅ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 4.30 É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 4.32. õËÁÖÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÌÉ ÉÄÅÁÌÙ (f_1; : : : ; f_k) É (g_1; : : : ; g_s) Œ ËÏÌØÃÅ K [x_1; : : : ; x_n].

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÔÁÐÏŒ. îÁ ÐÅÒŒÏÍ ÜÔÁÐÅ, ÒÅ- ÄÕÃÉÒÕÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ, ÍÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÎÏŒÙÅ (ÎÅ- ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÍÙÅ Ë ÎÕÌÀ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅ ÉÚÍÅ- ÎÑÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

1íÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁÛÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÉÄÅÁÌÕ ÓÉÓÔÅÍÙ). îÁ ŒÔÏÒÏÍ ÜÔÁÐÅ ÍÙ ÏÔÂÒÁ- ÓÙŒÁÅÍ (ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÑ) ÉÌÉ "ÕÐÒÏÝÁÅÍ" (ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÉÅ) ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÂÏ ÏÔÂÒÏÛÅÎÙ, ÌÉ- ÂÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÕÐÒÏÝÅÎÙ É ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (Á ÏÎÁ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ) ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. îÏ É ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÌÅÚÎÁ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ É, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁŒÙ, ÕÓÐÅÈ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÍÐØÀÔÅÒ- ÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ) ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎ. úÁÄÁÞÁ 4.33. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ ÐÌÀÓ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÑ ÅÓÔØ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓ- ÓÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ, Á ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÒÅ- ÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ çÒÅÂÎÅÒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌÅÎ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÈÏÄÕ Œ ÍÅÔÏÄÅ çÁÕÓÓÁ (ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÅ).

úÁÄÁÞÁ 4.34. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ ÐÌÀÓ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ îïäÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ.

œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÎÅ ÓÔÁÎÅÍ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÌÉÛØ ÞÅÍ ÔÁ- ËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÉÄÅÁÌ I ËÏÌØÃÁ K [x_1; : : : ; x_n], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ k ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÞÉÓÌÁ d. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n, k É d ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ:

1) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ŒÏÚÎÉËÁ- ÀÝÅÇÏ Œ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ çÒÅÂÎÅÒÁ;

2) ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ;

3) ÓÔÅÐÅÎÉ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ;

4) ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ. üÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÂÕÄÕÔ ÚÁŒÉÓÉÔØ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÐÏÒÑ- ÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ (ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏ-

ÒÑÄËÁ ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ Œ ÇÌÁŒÅ 7), Á ÔÁËÖÅ ËÁËÕÀ ÉÚ ÍÏÄÉ- ÆÉËÁÃÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ. éÎÆÏÒ- ÍÁÃÉÀ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÞÅÔ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ËÎÉÇÁÈ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Œ ËÏÎÃÅ ÔÅËÓÔÁ, Á ÔÁËÖÅ Œ ÃÉÔÉÒÕÅÍÙÈ ÔÁÍ ÖÕÒÎÁÌØÎÙÈ ÓÔÁÔØÑÈ. óÌÅ- ÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÍÎÏÇÏ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ É, ŒÉÄÉÍÏ, ÅÝÅ ÐÒÅÖÄÅŒÒÅÍÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÚÄÅÓØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ.

4.7. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒÅÂÎÅÒÁ

íÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Œ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÄÌÑ ÉÄÅÁÌÏŒ (ŒÏ ŒÓÅÈ ÚÁ- ÄÁÞÁÈ ÓÞÉÔÁÅÍ x ¿ y ¿ z É ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ):

1) (x^2 − 1; (x − 1)y; (x + 1)z);

2) (x^2 − 1; (x − 1)y; (x − 1)z);

3) (x^3yz − xz^2; xy^2z − xyz; x^2y^2 − z);

4) (x^2y + xz + y^2z; xz^2 − zy; xyz − y^2);

5) (xy^2 − z − z^2; x^2y − y; y^2 − z^2);

6) (xy + x^2z; xz + yz^3; yz − y^2z^3).

çÌÁŒÁ 5.

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒÅÂÎÅÒÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

5.1. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔÉ

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÔ ÕËÁÚÁÎ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅ- ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ïÓÎÏŒ- ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ C .

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. óÉÓÔÅÍÁ S ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I(S) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ I(S), ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ S ÎÅÓÏ- ŒÍÅÓÔÎÁ, ÔÏ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 3.23 1 ∈ I(S). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÄÅÌÉÔ 1 É ÐÏÔÏÍÕ ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.2. œÙÐÉÛÉÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ (ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÕÀ) ÎÅÓÏ- ŒÍÅÓÔÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ S É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I(S).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÍÅÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ŒÙ- ÑÓÎÅÎÉÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ ÌÉ ÄÁÎÎÁÑ óáõ ÉÌÉ ÎÅÔ. ôÁË ÛÉÒÏËÏ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÁÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ôÁÒÓËÏÇÏ-úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ÏÂ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÔØ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ ÎÁÄ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁ "ÍÅÔÏÄÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ" (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.8 ËÎÉÇÉ î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ, ñÚÙËÉ É ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, í.: íãîíï, 2000, 286 ÓÔÒ.), ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ (ÎÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÉÊ !) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÎÉÑ.

5.2. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ

ðÏÉÓË ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ŒÙÑÓÎÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÓÉ- ÓÔÅÍ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍÕ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÉÄÅÁÌÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÄÉ- ËÁÌÕ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.

úÁÄÁÞÁ* 5.3. ðÕÓÔØ K { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I = (f_1; : : : ; f_m) ËÏÌØÃÁ K [x_1; : : : ; x_n].

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K [x_1; : : : ; x_n] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÉÔ Œ ÒÁÄÉËÁÌÅ ÉÄÅÁÌÁ I, ËÏÇÄÁ Œ ËÏÌØÃÅ K [x_1; : : : ; x_n; y] (ÚÄÅÓØ y - ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ) ÉÄÅÁÌ (f_1; : : : ; f_m; 1−yf) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ;

2) õËÁÚÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ f ÒÁÄÉËÁÌÕ ÉÄÅÁÌÁ (f_1; : : : ; f_m).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.16 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ S_1 É S_2 ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ I(S_1) ⊆ r(I(S_2)) É I(S_2) ⊆ r(I(S_1)). ïÔÓÀÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ôÅÏÒÅÍÁ 5.4. äŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

f_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · f_m(x_1; : : : ; x_n) = 0 É g_1(x_1; : : : ; x_n) = 0; · · · · · · · · · g_k(x_1; : : : ; x_n) = 0

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f_i ∈ r((g_1; : : : ; g_k)) i = 1; : : : ; m É g_j ∈ r((f_1; : : : ; f_m)); j = 1; : : : ; k^1.

úÁÄÁÞÁ 5.5. ðÕÓÔØ I = (f_1; : : : ; f_m) É l = a_1x_1 + : : : + a_nx_n, a_i ∈ K . õËÁÚÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ l^s ∈ I, ÉÌÉ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ l ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÒÁÄÉËÁÌÅ ÉÄÅÁÌÁ I.

äÁÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ. üÔÁ ÚÁÄÁ- ÞÁ ÒÅÛÅÎÁ, ÏÄÎÁËÏ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÏÖÎÏÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ- ÂÙ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÅÇÏ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ. ðÏÄÇÏÔÏŒÌÅÎÎÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÓÔÁÔØÑÍ (Gianni P., Trager B., Zacharias G, Gr-obner bases and primary decomposition of polynomial ideals, in: Computational Aspects of Commutative Algebra, ed. by Robbiano L., Academic Press, New York, 1988, 15-33) É (Eisenbud D., Huneke C., Vasconcelos W., Direct methods for primary decomposition, Invent. Math., 110 (1992), 207-235). âÙ- ÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÙÓËÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

5.3. ëÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ S ÏÔ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ x_1; x_2; : : : ; x_n ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÁÑ x_1 ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ff_1; ff_2; : : : ; ff_{N1} . íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x_1) = (x_1 − ff_1)(x_1 − ff_2) : : : (x_1 − ff_{N1} ) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅ- ÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ S. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ∃k_1 ∈ N : f^{k1} ∈ I(S). óÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f^{k1} ÅÓÔØ x^{N1k1}_1 . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f_i Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_i ÄÅÌÉÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f^{k1} . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_i ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_2; : : : ; x_n ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

1áŒÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ á. çÁÊÆÕÌÌÉÎÕ, ÏÂÒÁÔÉŒÛÅÍÕ ÅÇÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑ- ÍÉ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ f_1; : : : ; f_n | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅ- ÁÌÁ I(S) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_{iC} ÒÁŒÅÎ x^{Ni}_i . œ ÓÉÌÕ ÌÅËÓÉ- ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ (ŒÏÔ ÇÄÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÞÉÓÔÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ !) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_n ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}, Ô.Å.

f_n = a_{Nn} x^{Nn}_n + a_{Nn−1}x^{Nn−1}_n + : : : + a_1x_n + a_0

É a_{Nn} ≠ 0. ïÔÓÀÄÁ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x_n ËÁË ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_{n−1} ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ x_n É x_{n−1} É ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÅÇÏ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x_n. îÏ x_n ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ÐÏÔÏ- ÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x_{n−1} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÏÒÎÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_{n−2}; x_{n−3}; : : : ; x_1 ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ôÅÏÒÅÍÁ 5.6. þÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ S ËÏÎÅÞÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I(S) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ f_1; f_2; : : : ; f_n, ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; : : : ; x_n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒ- ÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÑŒÌÑÌÉÓØ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

éÔÁË, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ S, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ É, ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÎÅÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓËÁÚÁÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ. åÓÌÉ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ S ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÉÈ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÎÁÛ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓŒÏÄÉÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ. èÏÔÑ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÄÅÓØ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÔ (ÔÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ), ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÙÈ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏŒ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÏÍÐØÀÔÅÒ.

úÁÄÁÞÁ 5.7. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÇÌÁŒÙ 1 (ÓÍ. ÔÅ- ÏÒÅÍÕ 1.12).

ðÒÉÍÅÒ 5.8. òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ: ab = c^2 + c; a^2 = a + bc; ac = b^2 + b:

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ a ¿ b ¿ c. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f_1, f_2 É f_3. úÁÃÅÐÌÅÎÉÑ f_1 É f_2 ÄÁÀÔ f_1 · a − f_2 · b = (−c^2 − c)a + (a + bc)b = ab − ac + b^2c − ac^2 = f_4: òÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_1: f_4 ⊏ −ac^2 − ac + b^2c + c^2 + c = f_4: òÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_3: f_4 ⊏ −b^2 − b − bc + c^2 + c = f_4: úÁÃÅÐÌÅÎÉÅ f_2 É f_3: f_2c − f_3a = ab + ab^2 − ac − bc^2 = f_5. òÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_1: f_5 ⊏ −ac + cb + c^2 + c = f_5: òÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_3: f_5 ⊏ −b^2 − b + cb + c^2 + c = f_5: òÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_4: f_5 ⊏ 2bc = f_5

úÁÃÅÐÌÅÎÉÅ f_1 É f_3: f_1c − f_3b = b^3 + b^2 − c^3 − c^2 = f_6. òÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_4: f_6 ⊏ −b^2c + bc + bc^2 − c^3 − c^2 = f_6 òÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_4: f_6 ⊏ 2bc + 2bc^2 − 2c^3 − 2c^2 = f_6

òÅÄÕÃÉÒÕÅÍ f_6 Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_5. ðÏÌÕÞÉÍ −2c^3 − 2c^2 = f_6. íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ çÒÅÂÎÅÒÁ ÌÅÖÁÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a^2 − a − bc, −b^2 − b − bc + c^2 + c, −2c^3 − 2c^2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ. îÁÊÄÅÍ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ. éÚ −2c^3 − 2c^2 = 0 =⇒ c = 0 ÉÌÉ c = −1.

1) c = −1. éÚ 2bc = 0 =⇒ b = 0. éÍÅÅÍ a^2 − a − bc = 0 =⇒ a^2 = a =⇒ a = 0 ÉÌÉ a = 1. îÁÂÏÒÙ: (1; 0; −1) | ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, (0; 0; −1) | ÇÏÄÉÔÓÑ.

2) c = 0 =⇒ a^2 = a =⇒ a = 0 ÉÌÉ a = 1, b^2 + b = 0 =⇒ b = 0 ÉÌÉ b = −1. îÁÂÏÒÙ: (0; 0; 0) | ÇÏÄÉÔÓÑ, (0; −1; 0) | ÇÏÄÉÔÓÑ, (1; 0; 0) | ÇÏÄÉÔÓÑ, (1; −1; 0) | ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ.

ïÔŒÅÔ. {(0; 0; 0); (1; 0; 0); (0; −1; 0); (0; 0; −1)}.

ðÒÉÍÅÒ 5.9. òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ:

ab = c^2 + c; a^2 + a = bc; ac = b^2 + b:

úÁÃÅÐÌÅÎÉÅ f_1 É f_2: f_1 · a − f_2 · b = −ab − ac + b^2c − ac^2 = f_4.

òÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_1: f_4 ⊏ −ac^2 − ac + b^2c − c^2 − c = f_4

òÅÄÕËÃÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f_3: f_4 ⊏ −b^2 − b − bc − c^2 − c = f_4.

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÚÁ- ÃÅÐÌÅÎÉÑ ÒÅÄÕÃÉÒÕÀÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

úÎÁÞÉÔ, ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4-È ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

{f_1; f_2; f_3; f_4}:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ c ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

5.4. óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÓÉÓÔÅÍÁÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÚÄÅÓØ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ? œÅÄØ ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÑŒÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. œÙ- ÈÏÄ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ (ÐÁÒÁÇÒÁÆ 1.2): ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅ- ÛÅÎÉÊ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÅ É ÇÌÁŒÎÙÅ. óŒÏÂÏÄÎÙÍ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁŒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á ÇÌÁŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ. ïÄÎÁËÏ Œ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ŒÓÔÁÅÔ ÒÑÄ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ. ðÒÏ- ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÉÈ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ.

ðÒÉÍÅÒ 5.10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^3y^2 = 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÎÉ x ÎÉ y ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Ô.Ë. x ≠ 0, y ≠ 0. åÓÌÉ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÓÞÉÔÁÔØ x ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ, x ∈ C \ {0}, ÔÏ y = √ 1=x^3. îÏ ÆÕÎËÃÉÑ √ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ | ËÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ x ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÄŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y.

ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.11. íÎÏÖÅÓÔŒÏ H_F ⊂ C^n ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏ- ÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ F (x_1; : : : ; x_n) = 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ^2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.12. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ C^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÐÌÏÔÎÙÍ (ÄÁÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÌÏÔÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H_F . úÁÄÁÞÁ 5.13. 1) ëÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÌÏÔÎÙ Œ C ?

2) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÐÌÏÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ C^2.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.14. ðÕÓÔØ S | ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ ÎÅÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÈ x_1; x_2; : : : ; x_n; x_{i1} ; x_{i2} ; : : : ; x_{ik} | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ É Ox_{i1} : : : x_{ik} | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ C^n. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ

2ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ 1.25, ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ.

C^n → Ox_{i1} : : : x_{ik} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅ- ÎÉÊ X(S) ÓÉÓÔÅÍÙ S ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ox_{i1} : : : x_{ik} , É ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÉÂÏ ÐÌÏÔÅÎ Œ Ox_{i1} : : : x_{ik} ∼= C^k, ÌÉÂÏ ÌÅ- ÖÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H_F Œ C^k.

(äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÍ. Œ çÌÁŒÅ 6.)

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_{i1} ; : : : ; x_{ik} ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ (ŒÅÄØ ÜÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÏÞÔÉ ÌÀ- ÂÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ X(S)), Á ŒÏ ŒÔÏ- ÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÚÁŒÉÓÉÍÙÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_{i1} ; : : : ; x_{ik} ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F (x_{i1} ; : : : ; x_{ik} ) = 0).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.15. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ dim X(S) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ X(S) ÓÉÓÔÅÍÙ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. óŒÏÂÏÄ- ÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÏ dim X(S), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. åÓÌÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÔ, ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ* 5.16. ðÕÓÔØ F (x_1; : : : ; x_n) | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ F = 0 ÒÁŒÎÁ n − 1.

úÁÄÁÞÁ 5.17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ {x_i} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ S ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ x_i ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ X(S).

úÁÄÁÞÁ 5.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏ- ÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÎÏŒØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ.

úÁÄÁÞÁ* 5.19. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÎÁ- ÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒËÌÀÞÅÎ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ëÁË ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ?

úÄÅÓØ ÎÁÍ ŒÎÏŒØ ÐÏÍÏÇÕÔ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÉÓËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ:

1) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË:

x_1 ¿ x_2 ¿ : : : ¿ ^x_i ¿ : : : ¿ x_n ¿ x_i (ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x_i ÐÅ- ÒÅÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ËÏÎÅÃ) É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I(S). åÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x_i, ÔÏ x_i | ÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÉÎÁÞÅ | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÊÄÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÕÀ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÏÊ ÎÅÔ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÕÌØ- ÍÅÒÎÏ).

2) ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ x_n | ÓŒÏÂÏÄ- ÎÁÑ. ðÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_1; : : : ; x_{n−1}, ÓÔÒÏÉÍ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ ÄÌÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ x_1 ¿ x_2 ¿ : : : ¿ ^x_i ¿ : : : ¿ x_i ¿ x_n. åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÌÉÛØ ÏÔ x_i É x_n, ÔÏ ÎÁÂÏÒ {x_i; x_n} ÚÁŒÉÓÉÍ, ÉÎÁÞÅ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

3) ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x_n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÅ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ÄÅÊÓÔŒÕÑ ËÁË Œ ÐÕÎËÔÅ 2), ÎÁÈÏÄÉÍ ŒÓÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕ- ÈÅ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ŒÓÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ, ÞÅÔŒÅÒËÉ É Ô.Ä. ÄÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ.

ïÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, Á ÔÁËÖÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÅÇÏ ÏÐÔÉ- ÍÉÚÁÃÉÉ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

úÁÄÁÞÁ 5.20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ ⇐⇒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 5.21. œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 5.9.

ab = c^2 + c; a^2 + a = bc; ac = b^2 + b:

äÌÑ ÐÏÒÑÄËÁ a ¿ b ¿ c ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ

{f_1 = ab−c^2−c; f_2 = a^2+a−bc; f_3 = ac−b^2−b; f_4 = b^2+b+bc+c^2+c}:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ c ÓŒÏÂÏÄÎÁ, Á ÎÁÂÏÒ {b; c} ÚÁŒÉÓÉÍ. ðÏÌÏÖÉÍ b ¿ a ¿ c. éÍÅÅÍ f_1 = ab − c^2 − c, f_2 = bc − a^2 − a, f_3 = b^2 + b − ac:

úÁÃÅÐÌÅÎÉÅ f_1 É f_2: f_1c − f_2a = −c^3 − c^2 + a^3 + a^2 = f_4.

ðÏÌÕÞÅÎÁ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ a É c =⇒ ÎÁÂÏÒ {a; c} ÎÅ ÓŒÏ- ÂÏÄÅÎ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÌÏÖÉÍ c ¿ a ¿ b. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ −a^3 − a^2 + b^3 + b^2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÂÏÒ {a; b} ÎÅ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

œÙŒÏÄ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1.

5.5. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

ðÕÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ S ÐÏÌÕÞÅÎ. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÅÓÔØ {x_1; x_2; : : : ; x_k}. éÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ Œ: X(S) → Ox_1 : : : x_k, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ U. íÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ U ÐÌÏÔÎÏ Œ Ox_1 : : : x_k ∼= C^k.

ðÕÓÔØ u_0 = (x^0_1; : : : ; x^0_k) ∈ U. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Œ^{−1}(u_0). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1 = x^0_1; : : : ; x_k = x^0_k.

èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Œ^{−1}(u_0) ËÏÎÅÞÅÎ. ïÄÎÁ- ËÏ ÜÔÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÔÁË.

ðÒÉÍÅÒ 5.22. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ xyz = 0. îÁÂÏÒ {x; y} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉ x ≠ 0, y ≠ 0 ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ z ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: z = 0. ïÄ- ÎÁËÏ ÅÓÌÉ x = 0 ÉÌÉ y = 0, ÔÏ z ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ËÒÅÓÔÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÅÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ.

5.5. çåïíåôòéþåóëáñ óôòõëôõòá 55

úÁÄÁÞÁ 5.23. îÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5.22.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 5.24. œÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_1, ÞÔÏ Œ^{−1}(u) ËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ u ∈ U_1.

(ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ çÌÁŒÅ 6.) ôÁË, Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5.22 U_1 = U \ {Ox ∪ Oy}.

åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÕ U_1, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ "ÐÏ- ÞÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ". îÁ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ x_{k+1}; : : : ; x_n ÞÅÒÅÚ x_1; : : : ; x_k ÒÁÓÓÞÉÔÙŒÁÔØ ÎÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x_1; : : : ; x_k ÉÚ U_1 ÚÎÁÞÅÎÉÑ x_{k+1}; : : : ; x_n ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÒÅÛÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ ÏÄ- ÎÏÊ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ.

åÓÌÉ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (x_1; : : : ; x_k) ∈ U \U_1, ÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÉÑ. úÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x_1; : : : ; x_k Œ ÓÉÓÔÅ- ÍÕ É ŒÎÏŒØ ÎÁÞÁÔØ ÒÅÛÁÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ x_{k+1}, . . . , x_n ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÐÒÉÍÅ- ÒÁ 5.9. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ

{f_1 = ab − c^2 − c; f_2 = a^2 + a − bc; f_3 = ac − b^2 − b;

f_4 = b^2 + b + bc + c^2 + c}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ. íÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÍ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ

{f_1 = ab − c^2 − c; f_2 = a^2 + a − bc; f_3 = ac + bc + c^2 + c;

f_4 = b^2 + b + bc + c^2 + c}:

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ

ab = c^2 + c; a^2 + a = bc; ac = b^2 + b

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ

ab = c^2 + c; a^2 + a = bc;

ac = −bc − c^2 − c; b^2 + b + bc + c^2 + c = 0:

ðÒÉ c = 0 ÉÍÅÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ (0; 0; 0), (0; −1; 0) É (−1; 0; 0). ðÒÉ c ≠ 0 ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ a = −b − c − 1. ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÐÅÒŒÏÅ É ŒÔÏÒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÞÅÔŒÅÒÔÏÍÕ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ b ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÉÚ ÞÅÔŒÅÒÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ b = −c − 1 ± √ −3c^2 − 2c + 1 2 ; Á ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ a ÉÍÅÅÍ a = −c − 1 ∓ √ −3c^2 − 2c + 1 2 : ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔŒÅÔ:

1) c { ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, b =^{−c−1±} √ −3c^2−2c+1

2 É a = −c−1∓ √ −3c^2−2c+1 2 ; 2) a = b = c = 0.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ U = U_1 = O_c, ÔÏ ÅÓÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ c ≠ 0 ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÐÒÉ c = 0 ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÅÛÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ xyz = 0 ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÒÅÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. òÑÄ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÂÙÌ ÏÓÎÏŒÁÎ ÉÍÅÎÎÏ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅ- ÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÄÏÂÎÙÈ "ÞÁ- ÓÔÅÊ", ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÜÔÉ "ÞÁÓÔÉ" ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ É ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÀÔ ÉÚÕÞÁÔØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÔÄÅÌØÎÏ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ

5.6. òåûåîéå óéóôåí 57

ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÓÔÏÑ- ÝÅÇÏ ËÕÒÓÁ. úÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÎÎÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ- ÓÑ Ë ÕÞÅÂÎÉËÁÍ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÓÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ é. ò. ûÁÆÁÒÅŒÉÞ, ïÓÎÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÏÍ 1, í.: îÁÕËÁ, 1988.

5.6. òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ

òÅÛÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÅ ÐÒÉÍÅ- ÎÑÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÏÄÎÁËÏ ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÐÕÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÒÅÎÉÒÏŒËÉ). œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ÐÒÏ- ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÊÔÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÅŒ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÎÅÞ- ÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ É ÐÏÎÑÔÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÁÊÄÉ- ÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ. 1) x^2 = 1;

(x − 1)y = 0; (x + 1)z = 0:

2) x^2 + y^2 + z^2 = 0; x + y − z = 0; y + z^2 = 0:

3) xz − 2y + 1 = 0; yz − 1 + z = 0; yz + xyz + z = 0:

4) x^3yz − xz^2 = 0; xy^2z − xyz = 0; x^2y^2 − z = 0:

5) xy^2 − z − z^2 = 0; x^2y − y = 0; y^2 − z^2 = 0: 6) xy + z − 1 = 0; x − y − z^2 = 0; x^2 − 2y + 1 = 0: 7) zx − y − x + xy = 0; yz − z + x^2 + yx^2 = 0; x − x^2 + y = 0: 8) xy − xz + y^2 = 0; yz − x^2 + x^2y = 0; x − xy + y = 0: 9) yz + x^2 + z = 0; xyz + xz − y^3 = 0; xz + y^2 = 0:

10) x^2 + z^2y + yz = 0; y^2 − zx + x = 0; xy + z^2 − 1 = 0:

çÌÁŒÁ 6.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ

6.1. ë ÇÌÁŒÅ 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌØ- ÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁ- ÎÁ ŒÙÛÅ. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ K [x_1; : : : ; x_{n−1}] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x_1; : : : ; x_n) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÊ x_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ K [x_1; : : : ; x_{n−1}], Ô.Å.

f(x_n) = f_0(x_1; : : : ; x_{n−1}) + f_1(x_1; : : : ; x_{n−1})x_n + : : :

+f_m(x_1; : : : ; x_{n−1})x^m_n :

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Cont(f) = îïä(f_0(x_1; : : : ; x_{n−1}); : : : ; f_m(x_0; : : : ; x_{n−1})):

ìÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ. Cont(fg) = Cont(f)Cont(g): äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Cont(fg) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Cont(f)Cont(g). óÏËÒÁÔÉŒ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ Cont(f) = Cont(g) = 1. ðÕÓÔØ p { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅ- ÌÉÔÅÌØ Cont(fg). äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ p ÄÅÌÉÔ f_0; : : : ; f_s É g_0; : : : ; g_r, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔ f_{s+1} É g_{r+1}. ôÏÇÄÁ Œ fg ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^{s+r+2}_n

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ŒÓÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÇÏ ÞÌÅÎÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, É ÐÏÔÏ- ÍÕ f_{s+1}g_{r+1} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ p ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ

D = { f(x_1; : : : ; x_{n−1}) g(x_1; : : : ; x_{n−1})

| g ≠ 0}:

íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ D. õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ K [x_1; : : : ; x_n], ÔÏ ÏÎ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ É Œ D[x_n]. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f = gh { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ D[x_n], ÔÏ, ÐÒÉŒÅÄÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ qf = g^′h^′, ÇÄÅ g^′, h^′ { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ K [x_1; : : : ; x_n] ÔÅÈ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏ x_n, ÞÔÏ É g, h. óÏËÒÁÔÉŒ ÎÁ Cont(g^′)Cont(h^′), ÐÏÌÕÞÉÍ r^′f^′ = g^{′′}h^{′′}. ðÏ ÌÅÍÍÅ çÁÕÓÓÁ r^′ ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ f^′, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É f, ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ Œ K [x_1; : : : ; x_n].

ðÒÏŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ D[x_n] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ K [x_1; : : : ; x_n]. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ D[x_n] É Œ K [x_1; : : : ; x_{n−1}].

6.2. ë ÇÌÁŒÅ 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ÎÉÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ çÏÒÄÁ- ÎÕ (1900). ïÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÏÞÔÉ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏ- ÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ. äÌÑ ÎÁÓ ÏÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅÍ (ŒÐÅÒŒÙÅ ?) ŒÏÚÎÉËÌÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÄÅÁÌÁ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ É ÉÄÅÉ, ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ.

üÔÁÐ 1. ðÕÓÔØ I /K [x_1; : : : ; x_n] { ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ (ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÙÍ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ m_1; m_2; : : :.

ìÅÍÍÁ äÉËÓÏÎÁ. œ ÉÄÅÁÌÅ I ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ m_1; m_2; : : : ; m_k. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

6.2. ë çìáœå 2 61

ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. üÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÄÅÁÌÁ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÞÉ- ÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ n = 1, ÂÁÚÉÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. œ ÓÌÕÞÁÅ n ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ŒÏ ŒÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ x_n = 1 É Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÏŒÏ- ËÕÐÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n − 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ŒÙÂÅÒÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ m^′_1; : : : ; m^′_s. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ m_1; : : : ; m_s, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÉÅ m^′_i, Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ ÐÒÉ x_n. ðÕÓÔØ l ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÐÒÉ x_n Œ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÈ m_1; : : : ; m_s. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ÉÚ I ÓÔÅÐÅÎÉ p ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x_n, p = 0; 1; : : : ; l − 1. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÎÉÈ x_n = 1 É Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ŒÙÂÅÒÅÍ ŒÎÏŒØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ m^{(p)}_1 ; : : : ; m^{(p)}_{sp} . œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ m_1; : : : ; m_s; : : : ; m^{(p)}_i x^p_n : : : ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ.

x^7 x^4y x^3y^3 x^2y^5

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÀ. âÕÄÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÔØ ÏÄÎÏÞÌÅÎÕ ÔÏÞËÕ ÒÅÛÅÔËÉ Z^n { ÎÁÂÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ. ôÏÇÄÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ÉÚ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÅÇÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÔÏÞËÁÍ, ÐÏÐÁŒÛÉÍ ÎÁ

ËÏÎÅÞÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÌÏÍÁÎÎÏÊ { ÇÒÁÎÉÃÙ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÉÄÅÁÌÁ.

üÔÁÐ 2. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ. ðÕÓÔØ J { ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÊ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ f_C ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f ÉÄÅÁÌÁ I. œÙÂÅ- ÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ m_1; : : : ; m_k Œ ÉÄÅÁÌÅ J. ðÕÓÔØ f_i { ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I, ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÙ m_i. ðÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ f_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ I. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ I ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_C = m_ir ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ i É ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ r. ôÏÇÄÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f − f_ir ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÁÒ- ÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ f. úÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ f ∈ (f_1; : : : ; f_k).

äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÉÉ ËÏÌØÃÁ K [x_1; : : : ; x_n] ËÁË ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ x_n Ó ËÏ- ÜÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ K [x_1; : : : ; x_{n−1}]. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ P Œ K [x_1; : : : ; x_{n−1}]. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ P ÉÍÅÅÔ ËÏ- ÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ I. äÅÔÁÌÉ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

6.3. ë ÇÌÁŒÅ 3

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ.

õÄÁÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÎÉÇÅ œ. œ. ðÒÁÓÏÌÏŒÁ "íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ". äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÍÉÍÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔ- ÓÑ Ó ÔÁËÉÍÉ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÁËÔÁÍÉ ËÁË ÌÅÍÍÁ îÅÔÅÒ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ É ÐÒÏÞÅÅ.

óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÕÌÑÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÔÅÍ ŒÙŒÅÄÅÍ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. äÁÌÅÅ ËÏÌØÃÏ C [x_1; : : : ; x_n] ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕËŒÏÊ K.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; : : : ; f_m ∈ K ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g_1; : : : ; g_m ∈ K, ÞÔÏ

g_1f_1 + : : : + g_mf_m = 1:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. üÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (f_1; : : : ; f_m) ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ K.

ûáç 1. ðÕÓÔØ J - ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ (f_1; : : : ; f_m). ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ A = K=J ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ K=J ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. åÓÌÉ f =∈ J, ÔÏ J + (f) { ÉÄÅÁÌ, ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ J, ÐÏÜÔÏÍÕ J + (f) = K. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ a ∈ J É b ∈ K, ÞÔÏ a + bf = 1. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÌÁÓÓ b ∈ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ f ∈ A.

ðÕÓÔØ ff_i { ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x_i ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ

p : C [x_1; : : : ; x_n] → C [x_1; : : : ; x_n]=J = A:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A = C [ff_1; : : : ; ff_n] { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ ÎÁÄ C , ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÐÏÌÅÍ.

ûáç 2. åÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ C ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó C .

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ^1

ìÅÍÍÁ îÅÔÅÒ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ. œ ÁÌÇÅÂÒÅ A = C [ff_1; : : : ; ff_n] ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ

1œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ ÌÅÍÍÙ îÅÔÅÒ (ÓÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ œ. äÏÃÅÎËÏ, ïÂ ÏÄÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕ- ÌÑÈ, íÁÔ. ðÒÏÓŒÅÝÅÎÉÅ, ÔÒÅÔØÑ ÓÅÒÉÑ, ŒÙÐ. 6 (2002), 116-118), ÎÏ ÍÙ ÒÅÛÉÌÉ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ó ÜÔÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ.

ÎÁÄ C ÜÌÅÍÅÎÔÙ y_1; : : : ; y_k ÔÁË, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÂÕ- ÄÅÔ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ C [y_1; : : : ; y_k], Ô.Å. ÂÕÄÅÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÎÁÄ C [y_1; : : : ; y_k] :

a^l + b_1a^{l−1} + : : : + b_l = 0; ÇÄÅ b_1; : : : ; b_l ∈ C [y_1; : : : ; y_k]:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. åÓÌÉ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ff_1; : : : ; ff_n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ f(ff_1; : : : ; ff_n) = 0 { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. åÓÌÉ f { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ m, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^m_n ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ

ff^m_n + b_1ff^{m−1}_n + : : : + b_m = 0; b_1; : : : ; b_m ∈ C [ff_1; : : : ; ff_{n−1}]:

üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ff_n ÃÅÌ ÎÁÄ C [ff_1; : : : ; ff_{n−1}]. ðÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÉÓËÏÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ y_1; : : : ; y_k ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ C [ff_1; : : : ; ff_{n−1}]. ôÅÐÅÒØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ C [ff_1; : : : ; ff_n] ÃÅÌ ÎÁÄ C [y_1; : : : ; y_k] ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÃÅÌÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÏŒÅÒ- ËÕ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ:

(I) ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ C [ff_1; : : : ; ff_n] ÃÅÌ ÎÁÄ C [ff_1; : : : ; ff_{n−1}], ÔÏ a ÃÅÌ É ÎÁÄ C [y_1; : : : ; y_k];

(II) ÅÓÌÉ a_1; a_2 ∈ C [ff_1; : : : ; ff_n] ÃÅÌÙ ÎÁÄ C [ff_1; : : : ; ff_{n−1}], ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1 + a_2 É a_1a_2 ÔÁËÖÅ ÃÅÌÙ ÎÁÄ C [ff_1; : : : ; ff_{n−1}].

åÓÌÉ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^m_n Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ f ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ x_n = ¸_n; x_i = ¸_i + a_i¸_n; i = 1; : : : ; n − 1. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ a_i ∈ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

g(¸_1; : : : ; ¸_{n−1}; ¸_n) = f(x_1; : : : ; x_n) =

= f(¸_1 + a_1¸_n; : : : ; ¸_{n−1} + a_{n−1}¸_n; ¸_n)

ÂÙÌ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ¸^m_n . üÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ

g_m(0; : : : ; 0; 1) = f_m(a_1; : : : ; a_{n−1}; 1);

ÇÄÅ f_m É g_m { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ f É g. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_m(x_1; : : : ; x_n) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x_n = 1.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó C . œÙÂÅÒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ y_1; : : : ; y_k, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÌÅÍÍÅ îÅ- ÔÅÒ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ B = C [y_1; : : : ; y_k] ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ A { ÐÏÌÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ x ÏÂÒÁÔÉÍ Œ A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ îÅÔÅÒ ÜÌÅÍÅÎÔ x^{−1} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

(x^{−1})^l + b_1(x^{−1})^{l−1} + : : : + b_l = 0; b_1; : : : ; b_l ∈ B:

õÍÎÏÖÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ x^{l−1}, ÐÏÌÕÞÉÍ

x^{−1} = −b_1 − b_2x − : : : − b_lx^{l−1} ∈ B:

îÏ B ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C . ïÂÒÁÔÉÍÙ- ÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Œ ÎÅÍ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ B = C . ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ B. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A = C .

ûáç 3. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; : : : ; f_m ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ

(ff_1; : : : ; ff_n) ∈ C^n:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ

p : C [x_1; : : : ; x_n] → C [x_1; : : : ; x_n]=J = A = C

ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_i ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ff_i, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; : : : ; f_m, ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÝÉÅ ÉÄÅÁÌÕ J, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÎÕÌØ.

éÔÁË, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉŒ, ÞÔÏ (f_1; : : : ; f_m) ≠ C [x_1; : : : ; x_n], ÍÙ ÐÏ- ËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; : : : ; f_m ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ. ðÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ 1 ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ F (x_1; : : : ; x_n) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÂÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_1 = 0, . . . f_m = 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ s ∈ N , ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ F^s ∈ (f_1; : : : ; f_m). äÌÑ F = 0 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F ≠ 0. äÏÂÁŒÉÍ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x_1; : : : ; x_n ÎÏŒÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x_{n+1} = z É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ f_1; : : : ; f_m; 1 − zF . õ ÎÉÈ ÎÅÔ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ

1 = h_1f_1 + : : : + h_mf_m + h(1 − zF );

ÇÄÅ h_1; : : : ; h_m; h { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n; z. ðÏÌÏÖÉÍ z = 1=F . ðÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ÐÏÌÕÞÉÍ

F^s = r_1f_1 + : : : + r_mf_m;

ÇÄÅ r_1; : : : ; r_m { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x_1; : : : ; x_n. üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ŒÉÄ.

6.4. ë ÇÌÁŒÅ 4

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.23.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ F_{i;j} ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÒÅÄÕÃÉÒÕ- ÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÉÈ ÓÔÁÒ- ÛÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ Œ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ Õ ÌÀÂÏ- ÇÏ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒ- ÛÉÊ ÞÌÅÎ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ "ÂÁÚÉÓÎÙÈ" ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÔØ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉÅ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.24.

åÓÌÉ {f_1; : : : ; f_m} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F_{i;j} ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ ÏÎ ÌÅÖÉÔ Œ ÉÄÅÁÌÅ I. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÕÔÏÞÎÉÍ ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f = ax^ff + : : : É g = bx^fi + : : :, ÇÄÅ ax^ff = ax^{ff1}_1 : : : x^{ffn}_n ÅÓÔØ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É bx^fi =

6.4. ë çìáœå 4 67

bx^{fi1}_1 : : : x^{fin}_n ÅÓÔØ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x^fl ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ x^ff É x^fi. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ S(f; g) =^{xfl}_{axff} f −^{xfl}_{bxfi} g (ÜÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÕÄÏÂÎÅÅ ÞÅÍ ÉÎÄÅËÓÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ F_{i;j} ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ f_1; : : : ; f_s { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ x^ff. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ f = ∑ ˘_if_i ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ x^ff, ÔÏ f = ∑ i¡j ˚_{i;j}S(f_i; f_j) (ÚÄÅÓØ ˘_i É ˚_{i;j} { ÞÉÓÌÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ f_i = a_ix^ff + : : : É f_j = a_jx^ff + : : :, ÐÏÜÔÏÍÕ S(f_i; f_j ) =^{fi}_{ai} −^{fj}_{aj} . ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ f = ∑ ˘_if_i = ˘_1a_1( f_1 a_1 − f_2 a_2

) + (˘_1a_1 + ˘_2a_2)( f_2 a_2 − f_3 a_3

) + : : :

: : : + (˘_1a_1 + : : : + ˘_{s−1}a_{s−1})( f_{s−1} a_{s−1} − f_s a_s

) + (˘_1a_1 + : : : + ˘_sa_s) f_s a_s : ïÄÎÁËÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ˘_1a_1 + : : : + ˘_sa_s = 0.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ I ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ f = ∑ h_if_i, ÇÄÅ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÉÚ ÓÔÁÒ- ÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ h_if_i. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏ- ÇÏ. ðÕÓÔØ f = ∑ h_if_i { ÚÁÐÉÓØ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÚ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ h_if_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÍ, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÁÒÛÅ- ÇÏ ÞÌÅÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÁË f = ∑_t

i=1(h_{iC} f_i + h_{iM} f_i) +

∑_m

i=t+1 hifi, ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ hiC fi,

i = 1; : : : ; t { ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÞÌÅÎÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÔÁÒ- ÛÉÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÓÕÍÍÅ F =

∑_t i=1 h_{iC} f_i ŒÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ.

ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÉÍÅÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ F = ∑ i¡j ˚_{i;j}S(h_{iC} f_i; h_{jC} f_j).

ïÄÎÁËÏ h_{iC} { ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ S(h_{iC} f_i; h_{jC} f_j) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ S(f_i; f_j). òÅÄÕÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ Ë ÎÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ S(f_i; f_j ) Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÎÁÂÏÒÁ {f_i} ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ S(f_i; f_j) Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ∑ g_lf_l, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÒÛÉÊ

ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ S(f_i; f_j ) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÉÚ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g_lf_l. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ F É f, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÉ ∑ d_sf_s, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÚ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ d_sf_s ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ. ôÒÅÂÕÅÍÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ S- ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÄÌÑ ÔÅÈ ÐÁÒ f_i; f_j, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f É g ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ S(f; g) ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f É g. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f É g ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ (f; g), ÉÌÉ ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÉÄÁ fu+gv ÄÅÌÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_C , ÌÉÂÏ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ g_C . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ. ðÕÓÔØ F = fu + gv { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ f_C , ÎÉ ÎÁ g_C . íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u ÍÉÎÉ- ÍÁÌÅÎ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁËÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F . ðÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ fu É gv ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ, ÏÔËÕÄÁ u_C = wg_C , Á v_C = −wf_C ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ w. îÏ ÔÏÇÄÁ F = f(gw + u_1) + g(−wf + v_1) = fu_1 + gv_1, É ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ u_1 ÍÅÎØÛÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ u. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.29.

ûáç 1. ðÕÓÔØ f_1; : : : ; f_s É g_1; : : : ; g_t { ÄŒÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ s = t É (ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ) ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ f_i É g_i ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i (ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÙ, Ô.Å. ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 1 ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ g_i (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g_1). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÔÁÒ- ÛÉÊ ÞÌÅÎ g_1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f_j. œ ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ f_1; : : : ; f_s ÐÏÌÕÞÁÅÍ j = 1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ f_1 É g_1 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. äÁÌÅÅ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ g_k, ÐÒÉÞÅÍ k ≠ 1, Ô.Ë. ÉÎÁÞÅ

ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_2 ÄÅÌÉÌÓÑ ÂÙ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_1, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ f_1; : : : ; f_s. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k = 2 É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁË É ŒÙÛÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ f_2 É g_2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_i É g_j ÄÏÌÖÎÙ ÉÓÞÅÒÐÁÔØÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ, ÏÔËÕÄÁ s = t.

ûáç 2. ðÕÓÔØ ÂÁÚÉÓÙ f_1; : : : ; f_s É g_1; : : : ; g_s ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f_i −g_i ≠ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. ôÏÇÄÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_i−g_i ∈ I ÄÅÌÉÔ- ÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ g_j . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f_i − g_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ f_i ÉÌÉ g_i. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ g_j É f_j ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØÀ ÂÁÚÉÓÏŒ.

6.5. ë ÇÌÁŒÅ 5

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.14.

ðÏÓÌÅ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_{i1} ; : : : ; x_{ik} ÐÒÏÓÔÏ x_1; : : : ; x_k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÏ- ÅËÃÉÀ ß ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ A = C [x_1; : : : ; x_k] ÁÌÇÅÂÒÙ C [x_1; : : : ; x_n] ÎÁ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÕ B = C [x_1; : : : ; x_n]=I(S). åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (x_1; : : : ; x_k), ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÉÄÅÁÌÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÌÅÖÉÔ Œ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H_F .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏ- ÔÅÎ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ A Ó ÅÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ß(A) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ A ËÁË ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ B. îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÎÏÅ ÉÚ ËÎÉÇÉ ü. â. œÉÎÂÅÒÇÁ É á. ì. ïÎÉÝÉËÁ "óÅÍÉÎÁÒ ÐÏ ÇÒÕÐÐÁÍ ìÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÕÐÐÁÍ", í. îÁÕËÁ, 1988, ÓÔÒ. 72.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ B { ÁÌÇÅÂÒÁ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕ- ÌÑ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÁÄ ÓŒÏÅÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ A. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ B; b ≠ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A; a ≠ 0, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ : A → C , ÎÅ ÁÎÎÕ- ÌÉÒÕÀÝÉÊ a, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ : B → C , ÎÅ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ b.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûáç 1. ðÕÓÔØ B = A[u], ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔ u ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÉËÁËÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÎÁÄ A (Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÎÁÄ A). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ A[x] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f^Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ C [x], ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ f ÐÒÉ- ÍÅÎÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ËÏ ŒÓÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ. ðÕÓÔØ b = g(u). œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ a ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g. ôÏÇÄÁ g^Œ ≠ 0. ðÕÓÔØ ff ∈ C { ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g^Œ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f(u)) = f^Œ(ff). ôÏÇÄÁ (b) ≠ 0.

ûáç 2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ B = A[u] É ÜÌÅÍÅÎÔ u ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ A. ðÕÓÔØ p ∈ A[x] { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ u É a_1 { ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ. åÓÌÉ q ∈ A[x] { ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ q(u) = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ a^k_1 q ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p Œ A[x]. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ Œ(a_1) ≠ 0 É ff ∈ C { ÌÀÂÏÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p^Œ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (f(u)) = f^Œ(ff) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ : B → C , ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó Œ ÎÁ A.

ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ B ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ A. ðÕÓÔØ h ∈ A[x] { ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ h(b) = 0. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ a_2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ (b) = fi, ÔÏ h^Œ(fi) = 0. ðÕÓÔØ Œ(a_2) ≠ 0. ôÏÇÄÁ É fi ≠ 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ a = a_1a_2.

ûáç 3. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ B ÎÁÄ A ÓŒÏÄÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÛÁ- ÇÏŒ 1 É 2.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.14. ôÏÞËÉ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ X(S) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÎÕÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚ X(S) É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ B = C [x_1; : : : ; x_n]=I(S) Œ ÐÏ- ÌÅ C (ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÏÂÒÁÚÁÍ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. ðÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÁÌÇÅÂÒÙ A = ß(C [x_1; : : : ; x_k]), ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → C , ÎÅ ÏÂ- ÎÕÌÑÀÝÉÊ a, ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ B → C (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÌÉ b = 1). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ox_1 : : : x_k, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ X(S) ÐÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕ- ÌÑ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ. ðÕÓÔØ b_1 ≠ 0, b_2 ≠ 0, ÎÏ b_1b_2 = 0. ôÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ß_i : A → B=(b_i), i = 1; 2 ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ß_i(c_i) = 0, ÔÏ ß(c_1c_2) = 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÉÎSS- ÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ß, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ A ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÅÔ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ B_i É ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÌÏÔÅÎ Œ Ox_1 : : : x_k (ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÂÕÄÅÔ ÐÌÏÔÅÎ ÏÂÒÁÚ X(S)). åÓÌÉ Œ B_i ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ b_3 É b_4, ÐÏ- ÓÔÕÐÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É Ô. Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÄÅÁÌ Œ B, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ b_i; b_j ; : : :. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒ- ÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓŒÏÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ B^′, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ A É ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.24.

œ ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ {x_1; : : : ; x_k} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ¿ k ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {x_1; : : : ; x_k; x_j } ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ F_j (x_1; : : : ; x_k; x_j ) = 0. ðÕÓÔØ h_j (x_1; : : : ; x_k) { ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ ÐÏ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ x_j . åÓÌÉ ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x_1 = x^0_1; : : : ; x_k = x^0_k ÚÎÁÞÅÎÉÅ h_j (x^0_1; : : : ; x^0_k) ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x_j ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉ- ÍÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÐÒÏ- ÏÂÒÁÚÅ Œ^{−1}(u_0). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U, Œ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h_{k+1}(x_1; : : : ; x_k)h_{k+2}(x_1; : : : ; x_k) : : : h_n(x_1; : : : ; x_k) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ Œ^{−1}(u_0) ËÏÎÅÞÅÎ.

çÌÁŒÁ 7.

äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ.

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ

œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ, ÏÓÔÁ- ÎÏŒÉŒÛÉÓØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÎÁ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÐÏÎÑÔÉÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÔÁËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ŒÎÏÓÉÔ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒÅÂÎÅÒÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ K É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K [x_1; : : : ; x_n]. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ {x^a = x^{a1}_1 : : : x^{an}_n } ŒŒÅÄÅÎ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ≺, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

1) ÅÄÉÎÉÃÁ 1 = x^0 ÅÓÔØ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ;

2) ÅÓÌÉ x^a ≺ x^b, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x^c ÉÍÅÅÍ x^ax^c ≺ x^bx^c. œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÓÌÏŒÏ "ÐÏÒÑÄÏË" ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏ- ÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1),2). ðÏÒÑÄÏË ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.1. äÏËÁÚÁÔØ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÌÅÍÍÙ Ï ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ.

ðÒÉÍÅÒ 7.2. ðÕÓÔØ !_1; : : : ; !_n { ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎ x^a = x^{a1}_1 : : : x^{an}_n ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x^b = x^{b1}_1 : : : x^{bn}_n ÅÓÌÉ a_1!_1 + : : : + a_n!_n ¿ b_1!_1 + : : : + b_n!_n. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎ ÐÏÒÑÄÏË (ÚÁÞÅÍ ÎÕÖÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ !_i ?). íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÇÁÔÙÊ ÚÁÐÁÓ ÐÏÒÑÄËÏŒ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ, ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ (ÐÏÞÅÍÕ ?).

úÁÄÁÞÁ 7.3. 1) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÏÒÑÄËÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ;

2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ¿ 1 ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ* 7.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≺ ÎÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ x^{a1} ≻ x^{a2} ≻ x^{a3} ≻ : : :.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉ- ÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ≺. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÎÅËÏÅÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ ≺, ÍÏÖÅÔ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ŒÙÂÏÒÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏ- ÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ É ÕÄÏÂÎÙÊ ŒÉÄ, ÁËÔÉŒÎÏ ÉÓÓÌÅÄÕ- ÅÔÓÑ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ. þÉÔÁÔÅÌÀ, ÖÅÌÁÀÝÅÍÕ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÚÄÅÓØ ÓŒÏÉ ÓÉÌÙ, ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÏÊ ÐÏ ÂÁÚÉÓÁÍ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ Œ ËÏÎÃÅ ËÕÒÓÁ. óÅÊÞÁÓ ÖÅ ÍÙ, ÓÌÅÄÕÑ ËÎÉÇÅ [8], ÄÏËÁÖÅÍ ŒÅÓØÍÁ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ { ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊲ K [x_1; : : : ; x_n] ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ, Ô.Å. ÂÁÚÉÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.5. âÁÚÉÓ f_1; : : : ; f_M ÉÄÅÁÌÁ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂ-

74 çìáœá 7. õîéœåòóáìøîùê âáúéó çòåâîåòá

ÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≺ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.6. ìÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ I ⊲ K [x_1; : : : ; x_n] ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒÅÂÎÅÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ó ËÁÖÄÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ≺ ÍÙ ÓŒÑÖÅÍ (ÍÏ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ) ÉÄÅÁÌ I(≺) { ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≺. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≺ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ I(≺) { ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÂÁÚÉÓ ÉÄÅÁÌÁ I(≺) ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ Œ I ŒÚÑÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ I, ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ I(≺). (ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ≺_1 É ≺_2 ÉÄÅÁÌÙ I(≺_1) É I(≺_2) ÍÏÇÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ { ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ !) åÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÉÄÅÁÌÏŒ I(≺) ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÏÒÑÄËÁÍ ≺ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ, ÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÉÄÅÁÌÏŒ ŒÉÄÁ I(≺) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_1 ∈ I. þÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ Œ ÎÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÞÌÅÎ m_1 ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A_1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÔÉÐÁ I(≺).

ìÅÍÍÁ 7.7. îÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_2 ∈ I, ÎÉ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ m_1 ÌÅÖÉÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉ- ÓÌÅ ÉÄÅÁÌÏŒ ŒÉÄÁ I(≺), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÉÄÅÁÌ I(≺_1), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (m_1). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÄ- ÎÏÞÌÅÎÙ, ÎÅ ÐÏÐÁŒÛÉÅ Œ ÉÄÅÁÌ I(≺_1), ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÏÄÎÏÞÌÅ- ÎÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≺_1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ F ∈ K [x_1; : : : ; x_n] ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÚÁÐÉÓØ ŒÉÄÁ F = F_1 + F_2, ÇÄÅ F_1 { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÄ- ÎÏÞÌÅÎÏŒ, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F_2 ÌÅÖÉÔ Œ I. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÓÒÅ- ÄÉ ÞÌÅÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F ÅÓÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ Ë ÉÄÅÁÌÕ I(≺_1),

Ë ÔÁËÉÍ ÞÌÅÎÁÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÄÕËÃÉÀ. úÁÄÁÞÁ 7.4 ÐÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÅÄÕËÃÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÄ- ÎÏÞÌÅÎÏŒ. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ F_1 + F_2 = 0, ÉÌÉ F_1 = −F_2, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F_1 ∈ I. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F_1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ≺_1 ÌÅÖÉÔ Œ ÉÄÅÁÌÅ I(≺_1), ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ Ó ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØÀ ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÏŒ F_1.

ðÕÓÔØ r { ÏÄÎÏÞÌÅÎ, ÌÅÖÁÝÉÊ Œ I(≺_1) É ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ m_1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ r = F_1 + F_2. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ f_2 = r − F_1 (ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ F_1 ÎÏÒÍÁÌØÎÙ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ m_1).

ðÕÓÔØ f_2 { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ŒÎÏŒØ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ŒÉÄÁ I(≺) ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏŒ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÉÄÅÁÌÏŒ A_2 ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÉÄÅÁÌÏŒ ÉÚ A_1, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÞÌÅÎ m_2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_2. ðÕÓÔØ I(≺_2) { ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó (m_1; m_2). ðÏŒÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 7.7, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_3 ∈ I, ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÌÅÎÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÉÄÅÁÌÅ (m_1; m_2). œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÍÙ ÏÐÑÔØ ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÌÅÎ m_3, ËÏÔÏÒÙÊ ÌÅÖÉÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ ÉÄÅÁÌÁÈ ÔÉÐÁ I(≺) ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_2 É Ô.Ä. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ

(m_1) ⊂ (m_1; m_2) ⊂ (m_1; m_2; m_3) ⊂ : : :

üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.8. ðÕÓÔØ f ∈ K [x_1; : : : ; x_n]. îÁÊÔÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ (f).

îÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ çÒÅÂÎÅÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÅÇÏ ÎÁÈÏÖÄÅ- ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÇÌÁŒÁÈ 1 É 3 ËÎÉÇÉ [8].

çÌÁŒÁ 8.

õËÁÚÁÎÉÑ É ÏÔŒÅÔÙ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ

8.1. ë ÇÌÁŒÅ 1

1.6. ðÅÒŒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ: x = ±i √ 1 + y^2; y ∈ C (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ). œÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ.

1.10. { x_1 + x_2 + x_3 = 1 2x_1 + x_2 + x_3 = 2

1.11. (x_3; x_4; x_5); (x_1; x_4; x_5); (x_1; x_3; x_5); (x_1; x_3; x_4) { 4 ÓÐÏ- ÓÏÂÁ.

1.14. 1) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + : : : + a_{1n}x_n = 0; a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + : : : + a_{2n}x_n = 0; : : :

a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + : : : + a_{mn}x_n = 0 (1)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ R^n.

8.1. ë çìáœå 1 77

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + : : : + a_{1n}x_n = b_1; a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + : : : + a_{2n}x_n = b_2; : : :

a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + : : : + a_{mn}x_n = b_m (2)

ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ a ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ É ÒÅÛÅÎÉÑ u ∈ U ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÍÎÏÏÏÂÒÁÚÉÅ.

3) ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ U. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÕÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏ- ÒÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë U Œ R^n. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÜÔÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ŒÅËÔÏÒ a É ÎÁÊÄÅÍ ÓÔÏÌÂÅÃ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÉÓËÏÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

1.17. q(x) = 0; r(x) = x^2 − x + 1:

1.18. îÅÔ. îÅÌØÚÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ x ÎÁ 2x.

1.22. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÅÚÕ É ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

1.23. îÅÔ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÒÎÅÊ: 1) x^2 + 1 ÎÁÄ Q ;

2) x^p − x + 1 ÎÁÄ Z_p (ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ); 3) x^2 −t ÎÁÄ C (t) (ËÁËÏŒÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ Õ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ?).

1.25. ðÕÓÔØ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a_mx^m+: : :+a_1x+a_0, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÅÊ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ F (x; y) = a_mx^m + a_{m−1}x^{m−1}y + : : : + a_1xy^{m−1} + a_0y^m = 0 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (0; 0). óÉÓÔÅÍÁ { P_1 = 0 P_2 = 0

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ F (P_1(x_1; : : : ; x_n); P_2(x_1; : : : ; x_n)) = 0. äÁÌÅÅ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

1.27. Á) (x^2 − 2)(x^3 − 2); Â) { (x^2 − 2)(x^3 − 2)(y^2 + 1) = 0 (y − 1)(y^2 + 1) = 0 ÉÌÉ (x^2 − 2)^2(x^3 − 2)^2 + y^2 = 0.

8.2. ë ÇÌÁŒÅ 2

2.5. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

2.13. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ îïä.

2.15. åÓÌÉ f_1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f_2, Á f_2 ÎÁ f_1, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÕ.

2.17. x(x − 1)(x − 2).

2.18. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ 2 É x. 2.19. 1) x^{17}; x^{16}y; : : : ; y^{17};

2) y; x^2:

2.20. x−y; x−z; x−t: œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(x; y; z; t)−f(x; x; z; t) = (x − y)f_1(x; y; z; t). ðÏÜÔÏÍÕ

f(x; y; z; t) = (x − y)f_1(x; y; z; t) + (x − z)f_2(x; z; t)+ +(x − t)f_3(x; t) + f(x; x; x; x):

çÄÅ Œ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ?

2.21. ðÏÄÈÏÄÑÔ ÂÁÚÉÓÙ ÔÉÐÁ {z; y; x}; {x+y+z; y+z; z}; {x+ y^2 − z^4; −y + 5z^7; 2z}; {x − 2x^3 + y − 2y^2 + z; z + y − 2y^2 − 2x^2; z − 2y^2 + x^3}.

2.22. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ M, É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ M.

8.3. ë çìáœå 3 79

2.23. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÌØÃÏ K [x_1; x_2; : : :] ÏÔ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ I ŒÚÑÔØ ÉÄÅÁÌ (x_1; x_2; : : :), ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏ- ÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ R ŒÚÑÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (a_1; a_2; : : :); a_i ∈ K Ó ÐÏËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ I { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.

2.28. Â) (x + 1)(x^2 + x + 1) = 0.

2.30. S_1 : x^2y = 0, S_2 : xy^2 = 0.

8.3. ë ÇÌÁŒÅ 3

3.2. (x − 1)(x − 4)(x − 7) = 0; (x − 1)(x − 4)(y − 8) = 0; : : : ; (z − 3)(z − 6)(z − 9) = 0 (ŒÓÅÇÏ 27 ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÁÎÎÙÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ É ÔÒÅÍÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ x + 1 = y = z − 1; (x − 1)(x − 4)(x − 7) = 0, ÏÄÎÁËÏ ÐÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ.

3.3. Å) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ;

Ö) òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÏÓØÀ Ox É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÐÕÎËÔÏÍ.

3.4. Á) óÌÅÄÕÅÔ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

Â) åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÚÁÄÁÎÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ f_i = 0, Á ÄÒÕÇÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ g_j = 0, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ f_ig_j = 0 ÚÁÄÁÅÔ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

3.7. Á) ((x − 2)(x − 3)(x − 4)(x − 5)).

Â) (x − y; x − z). Œ) (x^4 − y^2). Ç) (x − y).

3.8. a) ðÏÌÏÖÉÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x^iy^jz^k ÒÁŒÎÏÊ 3i + 4j + 5k. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ

ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ f = f_0 +f_1 +: : :+f_N , ÇÄÅ f_l { ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ l. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ J(X), ÔÏ É f_l ∈ J(X) ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ l (ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÉÄÅÁÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_l(1; 1; 1) = 0. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ÉÄÅÁÌÅ J(X) { ÜÔÏ a = y^2 − xz (ÓÔÅÐÅÎÉ 8), b = x^3 − yz (ÓÔÅÐÅÎÉ 9) É c = z^2 − x^2y (ÓÔÅÐÅ- ÎÉ 10). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ J(X) ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g É h. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g^′ É h^′ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g É h ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ 10. ôÏÇÄÁ a, b É c ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ g^′ É h^′ Ó ÞÉÓÌÏŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (ÓÒÁŒÎÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ !). üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ a, b É c.

Â) ðÏÄÈÏÄÉÔ ÓÉÓÔÅÍÁ x^4 = y^3; x^5 = z^3; y^5 = z^4. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ x = 0, ÔÏ y = z = 0, ÉÎÁÞÅ ÐÏÌÏÖÉÍ t =^y_x . ôÏÇÄÁ

t^3 = y^3 x^3

= x; t^4 = y^4 x^4

= y; t^5 = y^5 x^5 = y^5 z^3

= z:

3.13. Á) (x), Â) (x; y), Œ) (x; y), Ç) (x^2 + y^2 + z^2) (ÓÍ. ÓÌÅÄÕ- ÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ).

3.14. åÓÌÉ I = (f) É f = f^{k1}_1 : : : f^{ks}_s { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ r(I) = (f_1 : : : f_s) (ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ).

3.15. 1) òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÄÅÁÌ (x^2 + 1).

2) ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ f^s = h_1f_1 +: : :+h_mf_m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ h_j Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ h_j = r_j + iq_j, ÇÄÅ r_j É q_j { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ôÏÇÄÁ f^s = r_1f_1 + : : : + r_mf_m.

3.18. åÓÌÉ f^k ∈ r(I), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ s, ÞÔÏ (f^k)^s ∈ I. ïÔÓÀÄÁ f ∈ r(I).

3.20. õÒÁŒÎÅÎÉÑ 1 = 0 É x^2 = −1 ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. 3.21. åÓÌÉ r(I(S)) = (f), ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÁ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÀ f = 0. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f = 0, ÔÏ ÉÄÅÁÌ r((f)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ (ÚÁÄÁÞÁ 3.14). éÄÅÁÌ

8.4. ë çìáœå 4 81

ÓÉÓÔÅÍÙ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÌÁŒÎÙÍ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉ- ÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ x^2y = 0; xy^2 = 0.

3.22. úÄÅÓØ ÉÄÅÁÌ (x; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ.

8.4. ë ÇÌÁŒÅ 4

4.3. a) œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÔ: ÎÁÂÏÒ ŒÉÄÁ (0; k) ÍÅÎØ- ÛÅ ÎÁÂÏÒÁ (1; 0). ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ w, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏŒ, ÍÅÎØÛÉÈ w, ËÏÎÅÞÎÏ.

Â) œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. 4.5. Á) (4,3);

Â) ïÔÒÅÚÏË (ÉÌÉ ÔÏÞËÕ);

Œ) œÅÒÛÉÎÙ (0; 0; 0), (4; 0; 0), (0; 4; 0), (0; 0; 4), (3; 3; 0), 8 ÒÅ- ÂÅÒ, 5 ÇÒÁÎÅÊ.

4.11. ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ y = 0 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^2. 4.15. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 4.3 Â).

4.20. òÅÄÕËÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ~F_{i;j} ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ f_{m+1} ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

4.25. œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ f_i ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.

4.26. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 4.16.

4.32. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅÒÁ Œ ÏÂÅÉÈ ÉÄÅÁÌÁÈ, ÚÁ- ÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ çÒÅÂÎÅ- ÒÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÉÄÅÁÌ ÄÌÑ f_1; : : : ; f_k É ÏÂÒÁÔÎÏ.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒÅÂÎÅÒÁ. 1) x^2 − 1, (x − 1)y, (x + 1)z, yz; 2) x^2 − 1, (x − 1)y, (x − 1)z;

3) xy^2z − xyz, x^2y^2 − z, x^2yz − z^2, yz^2 − z^2, x^2z^2 − z^3; 4) x^2y + xz + y^2z, xz^2 − zy, xyz − y^2, y^3 + y^2z^3 + yz^2, xy^2 + y^2z^2 + zy;

5) x^2y − y, 2y^2 + z, 2z^2 + z, xz + z;

6) xz + yz^3, xy + yz^3, yz^4 − yz, y^2z − yz^2.

8.5. ë ÇÌÁŒÅ 5

5.3. 1) ðÕÓÔØ f^p ∈ I. ôÏÇÄÁ 1 = (1 − yf)(1 + yf + : : : + y^{p−1}f^{p−1}) + f^py^p. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ (f_1; : : : ; f_m; 1 − yf) ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; : : : ; f_m ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K , ÎÏ É ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ K (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ 1 = f_1h_1 + : : : + f_mh_m + (1 − yf)h). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÐÏÌÀ^1, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÐÏÌÅ K (ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ K ), f ÌÅÖÉÔ Œ ÒÁÄÉËÁÌÅ ÉÄÅÁÌÁ (f_1; : : : ; f_m). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; : : : ; f_m; f ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÉÌÉ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ.

2) íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÁÄÉËÁÌÕ ÉÄÅÁÌÁ (f_1; : : : ; f_m) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ çÒÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ (f_1; : : : ; f_m; 1 − yf) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

5.5. ðÏÓÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ l = x_n. ôÏÇÄÁ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x^s_n Œ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÅ çÒÅÂÎÅÒÁ ÄÌÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ x_1 ¿ : : : ¿ x_n ÉÌÉ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÔÁÍ ÎÅÔ.

5.13. Á) üÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ;

Â) äÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ; ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

5.16. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x_1 ŒÈÏÄÉÔ Œ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ F . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ {x_2; : : : ; x_n} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ. åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_2; : : : ; x_n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H(x_2; : : : ; x_n) = 0, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ

1úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ { ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ.

8.5. ë çìáœå 5 83

çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ N ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ H^s ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ F { ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

5.17. œÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.14 É ÚÁÄÁÞÉ 5.13, 1).

5.18. åÓÌÉ ÐÏÄÎÁÂÏÒ ÚÁŒÉÓÉÍ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÎÁ- ÂÏÒÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ.

5.19. äÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ xy = 0, xz = 0 ÎÁÂÏÒ {y; z} ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÎÁÂÏÒ {x} ÎÅÌØÚÑ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ.

5.20. üÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

5.23. œÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÁÂÏÒ {x; y}, ÐÏÌÕÞÉÍ U = Oxy.

òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ.

1) x = 1, y ∈ C , z = 0 ÉÌÉ x = −1, y = 0, z ∈ C .

âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ x ¿ y ¿ z : x^2 − 1, xy − y, xz + z, yz.

2) x = y = z = 0 ÉÌÉ x = −1, y =^{1±i} √ 3 2 , z =^{−1±i} √ 3 2 . âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ x ¿ y ¿ z : x−z^2 −z, y +z^2, z^2 +z^3 +z^4.

3) x =^{−3±i} √ 7 2 , y =^{1±i} √ 7 4 , z =^{5∓i} √ 7 8 . âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ x ¿ y ¿ z : x + 4z − 1, −3 + 4z + 2y, 4z^2 − 5z + 2.

4) x = 0, y ∈ C , z = 0;

x ∈ C , y = 0, z = 0; x ∈ C , y = 1, z = x^2.

âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ x ¿ y ¿ z : x^2y^2 − z, x^2yz − z^2, −z^3 + x^2z^2, xy^2z − xyz, −z^2 + z^2y.

5) x ∈ C , y = 0, z = 0 ÉÌÉ x = −1, y = ±^1_2 , z = −^1_2 .

âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ x ¿ y ¿ z : x^2y − y, xz + z, 2y^2 + z, 2z^2 + z.

6) x = 1, y = 1, z = 0;

x = −1 ± i √ 2, y = ∓i √ 2, z = −1 ∓ i √ 2; x = ± i √ 2, y = −^1_2 , z = 1 ±^i √ 2 2 . âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ y ¿ z ¿ x : −x^2 + 2y − 1, 2z − 2 + x^3 + x, (x^2 + 2x + 3)(x^2 + 2)(x − 1)^2.

7) (0; 0; 0); (1; 0; 1); (−1; 2; −3).

âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ y ¿ z ¿ x : x − x^2 + y, x^2 − 2x^3 + z, −x^2 + x^4.

8) x = 0, y = 0, z ∈ C ÉÌÉ x =^{1±i} √ 3 2 , y =^{1∓i} √ 3 2 , z =^{−1∓i} √ 3 2 . âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ x ¿ y ¿ z : x + y + yz, y^2 + z^2y, yz + z^2y + z^3y.

9) x = y = z = 0 ÉÌÉ x =^1_2 , y = −^1_2 , z = −^1_2 ÉÌÉ x =^{−1±i} √ 3 4 , y = −^1_2 , z =^{1±i} √ 3 4 . âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ x ¿ y ¿ z : yz+x^2 +z, xz−2z^3, y^2 +2z^3, 2z^2y + z^2, z^2 + 8z^5.

10) x = 0, y = 0, z = ±1.

âÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ÐÒÉ x ¿ z ¿ y : x^2 + z^2y + yz, y^2 − zx + x, xy + z^2 − 1, −z^2 + 1 + z^3 − z + y^3,

y^2z^2 − y^2, y^4.

8.6. ë ÇÌÁŒÅ 7

7.4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ i ¡ j, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x^{aj} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^{ai} , Á ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÌÅÍÍÁ äÉËÓÏÎÁ.

7.8. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fg ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ Ï ÂÁÚÉÓÁÈ çÒÅÂÎÅÒÁ

[1] âÕÈÂÅÒÇÅÒ â., áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ | Œ ËÎÉÇÅ "ëÏÍÐØÀÔÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. óÉÍŒÏÌØÎÙÅ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ", í.: íÉÒ, 1986. - 392 ÓÔÒ.

[2] õÆÎÁÒÏŒÓËÉÊ œ. á., ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ É ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ - œéîéôé, óÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÉ, æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ, ÔÏÍ 57, íÏÓË- ŒÁ, 1990 (ÐÁÒÁÇÒÁÆ 2).

[3] äÜŒÅÎÐÏÒÔ äÖ., óÉÒÜ é., ôÕÒÎØÅ ü., ëÏÍÐØÀÔÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ, - í.: íÉÒ, 1991. - 350 ÓÔÒ. (ÇÌÁŒÁ 3).

[4] ìÁÔÙÛÅŒ œ.î., ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ËÏÌÅÃ. óÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, - í.: íçõ, 1988. - 68 ÓÔÒ.

[5] ðÒÁÓÏÌÏŒ œ. œ., íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ { í.: íãîíï, 2000. - 335 ÓÔÒ. (ÇÌÁŒÁ 6).

[6] ëÏËÓ ä., ìÉÔÔÌ äÖ., ï’ûÉ, ä., éÄÅÁÌÙ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ { í. íÉÒ, 2000. - 687 ÓÔÒ.

[7] Eisenbud D. Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry { Graduate Texts in Math. 150, Springer- Verlag, New York, 1995 (ÇÌÁŒÁ 15).

[8] Sturmfels B. Gr-obner Bases and Convex Polytopes { AMS, Providence, RI, 1995.

86 ìéôåòáôõòá ï âáúéóáè çòåâîåòá

[9] Adams W.W., Loustaunau P., An introduction to Gr-obner Bases { AMS, Graduated Studies in Math. Vol. III, 1994.

[10] Becker T., Kredel H., Weispfenning V., Gr-obner Bases: A Computational Approach to Commutative Algebra, Graduated Texts in Math., Springer, New York, 1993.