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é÷áî ÷. áòöáîãå÷

üÔÁ ÚÁÍÅÔËÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÁÍÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÁ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÎÉÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÍÙ-
ËÁÎÉÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÙ; ÏÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ × ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ É ÔÅÏÒÉÉ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÏ×, ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [2], [3], [4, Sec. 1.4], [5], [6, Ch. 13], [7].
úÄÅÓØ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ,
É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ ÅÅ ÞÁÓÔØ.

ðÕÓÔØ Zn = {(x1; : : : ; xn) : xi ∈ Z} { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÏ-
ÑÝÉÈ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Zn ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ
ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÒÅÛÅÔËÏÊ. ôÁËÖÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Qn = {(y1; : : : ; yn) :
yi ∈ Q} ÎÁÂÏÒÏ× ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÏÍ. îÁÂÏÒÙ (x1; : : : ; xn) É (y1; : : : ; yn) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÞËÁÍÉ, ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ,
Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× | ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÒÅÛÅÔËÉ Zn ÍÏÖÎÏ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ/×ÙÞÉÔÁÔØ É ÕÍÎÏ-
ÖÁÔØ ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ:

ÅÓÌÉ c = (x1; : : : ; xn) ∈ Zn; c′ = (x′1; : : : ; x′n) ∈ Zn; r ∈ Z;

ÔÏ c± c′ = (x1 ± x′1; : : : ; xn ± xn) É rc = (rx1; : : : ; rxn):
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ/×ÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Qn.

ó ËÁÖÄÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ A ⊆ Zn ÍÙ Ó×ÑÖÅÍ:
• ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z+A = {r1a1 + · · ·+ rsas : ai ∈ A; ri ∈ Z; ri ≥ 0} ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÒÅÛÅÔËÉ Zn, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ)
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A;
• ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ZA = {r1a1 + · · ·+ rsas : ai ∈ A; ri ∈ Z} ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÅÛÅÔËÉ

Zn, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ/×ÙÞÉÔÁÑ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ)
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A;
• ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q+A = {q1a1 + · · ·+ qsas : ai ∈ A; qi ∈ Q; qi ≥ 0} ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Qn, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ
ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ n = 1 É A = {2; 3}.

-d d d d d t d t t t t t t t t
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ôÏÇÄÁ Z+A = {c ∈ Z : c ≥ 2} ∪ {0}, ZA = Z É Q+A = {q ∈ Q : q ≥ 0}.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ n = 2 É A = {(3; 0); (0; 2)}.
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úÄÅÓØ Z+A = {(x1; x2) : x1 ∈ 3Z; x1 ≥ 0; x2 ∈ 2Z; x2 ≥ 0}, ZA = {(x1; x2) :
x1 ∈ 3Z; x2 ∈ 2Z} É Q+A = {(y1; y2) : yi ∈ Q; yi ≥ 0}.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ⊆ Zn ÉÍÅÅÍ Z+A ⊆ ZA ∩Q+A.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊆ Zn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ (ÐÏ-
ÁÎÇÌÉÊÓËÉ saturated), ÅÓÌÉ Z+A = ZA ∩Q+A.
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A × ÐÒÉÍÅÒÅ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ, Á × ÐÒÉÍÅÒÅ 1
{ ÎÅÔ.
úÁÄÁÞÁ 5. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÎÁÓÙÝÅÎ-
ÎÙÈ É ÎÅÎÁÓÙÝÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.
úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊆ Zn ÎÁÓÙÝÅÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ "rc ∈ Z+A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ r É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
c ∈ ZA" ×ÌÅÞÅÔ c ∈ Z+A.

óÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ
ËÏÎÕÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÎÕÓÏÍ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊆ Qn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ Zn ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ K = Q+A.
ôÅÏÒÅÍÁ 8. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊆ Qn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-
ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-
ÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, × ËÎÉÇÅ [1].

üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ZA∩Q+A)\Z+A ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË "ÄÙÒ-
ËÉ" ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ËÏÎÕÓÁ Q+A. ôÁË, × ÐÒÉÍÅÒÅ 1 "ÄÙÒËÏÊ" Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1.
úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊆ Z, A 6=
{0}, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ZA ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó dZ, ÇÄÅ d { ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,
ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. ïÂßÑÓÎÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÐÏÞÅÍÕ
ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ d ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊆ Z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ A ÎÁÓÙÝÅÎÎÏ.
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úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊆ Z ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï "ÄÙ-
ÒÏË" (ZA ∩Q+A) \ Z+A ËÏÎÅÞÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 12. ðÕÓÔØ A = {6; 10}. ôÏÇÄÁ Z+A = {0; 6; 10; 12}∪ {2c : c ∈ Z; c ≥ 8},
ZA = 2Z É Q+A = {q ∈ Q : q ≥ 0}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, "ÄÙÒËÁÍÉ" × ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ 2, 4, 8 É 14. ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÓÔÁÒÉÎÎÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄÅÎÅÇ ÂÏÌØÛÕÀ
7 ËÏÐÅÅË ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÁÔØ ÍÏÎÅÔÁÍÉ 3 ËÏÐ. É 5 ËÏÐ.
úÁÄÁÞÁ 13. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ Z2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï "ÄÙÒÏË" (ZA ∩Q+A) \ Z+A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 14. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÅÓÔØ ÎÅÎÁÓÙÝÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÛ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÅÒÓÏÎÁÖ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ Zn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ (× [7]
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ ÔÅÒÍÉÎ "hereditarily normal"), ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊆ A
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ.
úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {(1; 0); (−1; 0); (0; 1); (0;−1)} ⊂ Z2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ.
÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÈ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÙÍ ËÒÁÓÉ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 17. [5], [7] ðÕÓÔØ �n ⊂ Zn { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ 1, ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÒÁ×ÎÁ -1, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, É ÍÙ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ
ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÅÇÏ ÎÁÊÔÉ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÏ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18. C×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ Zn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ A ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÏÍ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å C ⊂ Zn.

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ. ïÐÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÅ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ Zn.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
× Zn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. åÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ, ÔÏ × ÎÅÍ
ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÅÎÁÓÙÝÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÏÂßÑÓÎÉÔÅ!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂßÅÄÉ-
ÎÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÃÅÐÉ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÓÏÖÅÒÖÁÝÅÅÓÑ × ÎÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÅÎÁÓÙÝÅÎÎÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÐÁÌÏ ÂÙ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÃÅÐÉ, Á
ÚÎÁÞÉÔ É × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÃÅÐÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÏÓÔÉ
ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ôÅÐÅÒØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {±2n : n ≥ 0} ∪ {0} ⊂ Z | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÒÈÎÁ-
ÓÙÝÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
úÁÄÁÞÁ 20. ïÐÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Z.
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(õËÁÚÁÎÉÅ. ôÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ Ä×ÕÍÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.)

îÁËÏÎÅÃ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ Ä×Á ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ÒÅÛÅÎÉÑ
ËÏÔÏÒÙÈ Á×ÔÏÒÕ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ 1. ïÐÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á
A ⊂ Z2.

ðÒÏÂÌÅÍÁ 2. ïÐÉÓÁÔØ, ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÙÈ Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A ⊂ Zn. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ
Ó×ÅÒÈÎÁÓÙÝÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �n∪{0} ⊂ Zn ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 17 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ?
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