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÷×ÅÄÅÎÉÅ
ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÕÐÐÁÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÄÓÔÁ-

ÎÏ×ÏË) Sm É Å�Å ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ (ÇÒÕÐÐÁ Þ�ÅÔÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË) Am,
ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ GLn É Å�Å ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ: ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ (ÕÎÉÍÏÄÕ-
ÌÑÒÎÁÑ) ÇÒÕÐÐÁ SLn, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ (ÐÏÌÎÁÑ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ) On É SOn, É
ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Spn. ôÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ (ÜÔÏ ÎÅ ËÁÌÁÍÂÕÒ!) É ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ×ÁÖÎÙÍ ÒÁÚÄÅÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ,
×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍ Ë ÒÁÂÏÔÁÍ á. ëÌÅÂÛÁ, ç. æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, é. ûÕÒÁ, á. àÎÇÁ, ç. ÷ÅÊÌÑ
É ÄÒ., É ÉÍÅÀÝÉÍ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Ó×ÑÚÉ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ, ÔÅÏ-
ÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× É Ô.Ä. ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÚÁÍÅÔÏË | ÉÚÌÏÖÉÔØ
ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ, ÐÏÄÞÅÒËÎÕ×
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÈ Ó×ÑÚØ Ó ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ. ïÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ ÄÌÑ ÎÁÓ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÎÉÇÉ æÕÌÔÏÎÁ{èÁÒÒÉÓÁ
[FH] É æÕÌÔÏÎÁ [æÕ]. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÂÕÄÕÔ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÎÉÇÁ
äÖÅÊÍÓÁ [äÖ] Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÍÏ-
ÎÏÇÒÁÆÉÑ ÷ÅÊÌÑ [÷Å], ÐÏÓ×ÑÝ�ÅÎÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C, ÈÏÔÑ ×ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-
ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, Á ÍÎÏÇÉÅ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ
ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÌÑ É × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ. (üÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ
ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÞÁÓÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁÄ ÐÒÏ-
ÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.)

ïÐÉÛÅÍ ×ËÒÁÔÃÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÚÁÍÅÔÏË.
÷ §1 ËÒÁÔËÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞ-

ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ × ÆÏÒÍÅ, ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ: ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÄÞÅÒËÎ�ÅÍ,
ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÎÏÓÉÔ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÒÁÓÓÞÉÔÁÎ ÎÁ ÞÉÔÁÔÅ-
ÌÑ, ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÏÇÏ Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-
ÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÁÒÁÇÒÁÆ 2 ÐÏÓ×ÑÝ�ÅÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÄÈÏÄ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ×
ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ × Ð. 2.2 Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Sm. úÄÅÓØ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-
ÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ, ÉÇÒÁÀÝÉÅ ×ÁÖÎÅÊÛÕÀ ÒÏÌØ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ
ÇÒÕÐÐ, | ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ. ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
Sm ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÚÕÞÁÔØ, ÒÅÁÌÉÚÕÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅ × ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, Á × ÁÌÇÅÂÒÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÇÄÅ Sm ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× | ÍÏÄÕÌÉ ûÐÅÈÔÁ | ÉÚÕ-
ÞÁÀÔÓÑ × Ð. 2.3. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÍÏÄÕÌÅÊ ûÐÅÈÔÁ,
Á × Ð. 2.4 ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ë
ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ
ÎÅÓÌÏÖÅÎ, ÓÍ. Ð. 2.5.

÷ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÞ-
ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. üÔÉ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ É ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉ-
ÍÉÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍÉ ËÌÁÓÓÁ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ (ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅ-
ÎÉÅ 2). ÷ÓÑËÁÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÌÏÖÅÎÁ × ÐÏÌÎÕÀ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ
ÇÒÕÐÐÕ; ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÔÁËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÌÏÖÅÎÏ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ. ðÒÉ
ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ G ÒÁÚÕÍÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÙÈ ÉÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
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ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÉÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉÃ ÉÚ G. îÁ ÓÁ-
ÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ×ÓÅÈ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ G ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. íÏÖÎÏ ÄÏ-
ËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 3), ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ
ÇÒÕÐÐ ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ × ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÚÁÍÅÔËÁÈ
ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ × §3. ÷ Ð. 3.1 ÏÐÉÓÁÎÙ ÆÕÎËÔÏÒÙ ûÕÒÁ | ÏÐÒÅ-
ÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ
ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× | ÍÏ-
ÄÕÌÉ ÷ÅÊÌÑ. ïÎÉ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. íÏÄÕÌÉ ÷ÅÊÌÑ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn, Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ Ë ÎÉÍ
Ó×ÏÄÑÔÓÑ. ÷ Ð. 3.3 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (n× n)-ÍÁÔÒÉÃ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÍÏÄÕÌÑÍ ûÐÅÈÔÁ. ïÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ
ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ, Ó ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ Ë ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÆÌÁÇÏ× (ÔÅÏÒÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×).

ëÁË É × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ
GLn ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÏÒÁÎÁ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. èÁÒÁËÔÅÒÙ
ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ûÕÒÁ. ïÎÉ ÄÁ×ÎÏ É ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕ-
ÀÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ [íÁ]. éÈ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÐÏÓ×ÑÝ�ÅÎ §4. òÁÚÌÉÞ-
ÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ
ÐÒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
Ä×ÕÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ðÒÁ×ÉÌÏ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏ-
ÖÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ
ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn. ïÎÏ ×Ù×ÅÄÅÎÏ × §5, Á × Ð. 4.2 ÒÁÚÏÂÒÁÎ ÅÇÏ ÂÏÌÅÅ
ÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÆÏÒÍÕÌÙ ðÉÅÒÉ. üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ
ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍ ×Ù×ÏÄÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ (Ð. 4.3), c
ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ × Ð. 4.4 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × §6.
éÈ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÉ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐ-
ÐÙ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÕÐÐ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ×ÓÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ × ÍÏÄÕÌÑÈ ÷ÅÊÌÑ.

÷ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÉÈ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ãÅÌØ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÐÏÌÎÏÅ É ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏ-
ÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ, Á × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÚÇÌÑÎÕÔØ
ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ \×ÓÔÒÏÉÔØ"
ÔÅÏÒÉÀ ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ËÏÎÔÅËÓÔ, ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×Á× ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÚÕ-
ÞÅÎÉÅ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÓÎÁÂÄÉ× ÂÏÌØÛÉÍ ÚÁÐÁÓÏÍ ÎÁÇÌÑÄÎÙÈ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÊ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÞÁÓÔÏ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ, ÐÏÑÓÎÑÀÝÉÍÉ ÔÕ ÉÌÉ
ÉÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ.
ðÏÄÞÅÒËÎ�ÅÍ, ÞÔÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ × §§2{6
ÓÄÅÌÁÎÏ (ÐÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ) ÚÁÍËÎÕÔÙÍ × ÓÅÂÅ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ
Ë ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÂÝÉÈ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 4, ÓÔÏÑÝÅÅ ÏÓÏÂÎÑËÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÄÌÑ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐ.
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îÁÓÔÏÑÝÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÈ ÓÅÍÉÎÁÒÁ \áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐ-
ÐÙ É ÔÅÏÒÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×" ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ × ×Å-
ÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 2006 Ç. á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ×ÓÅÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÚÁ ÁËÔÉ×-
ÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ É × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ è. îÕÒÌÉÇÁÒÅÅ×Õ, ë. ëÕÀÍÖÉÑÎ É îÇÕÅÎ âÉË ÷ÁÎ,
ÞØÉ ÄÏËÌÁÄÙ ÐÏÓÌÕÖÉÌÉ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÚÁÍÅÔÏË, Á
ÔÁËÖÅ é. ÷. áÒÖÁÎÃÅ×Õ ÚÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÞÔÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ
ÔÅËÓÔÁ É ÍÁÓÓÕ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ.

1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ
îÁÞÎ�ÅÍ Ó ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞ-

ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ×ËÌÀÞÁÅÍÙÈ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ, ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [÷É, ÇÌ. 11].

ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Å�Å ËÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C. ÷ÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A = CG (ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÆÏÒÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÊ
ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × G). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ G
É A ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÛËÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ, Ô.Å. ÌÀ-
ÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ A ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ. (üÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ; ÄÒÕÇÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ [÷É,
ÇÌ. 11, §3].)
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-
ÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÌÅ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ A ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÁÍÏÊ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑÍÉ ÓÌÅ×Á ÂÙÌÏ ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ.

óÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÓÑËÁÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ: A = Matn1(C)⊕ · · · ⊕Matns(C).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A ËÁË ÌÅ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. (îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ) ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ A | ÎÅ ÞÔÏ
ÉÎÏÅ, ËÁË (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ) ÌÅ×ÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÔÉÐÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ
A = I1⊕· · ·⊕ Is, ÇÄÅ ÉÚÏÔÉÐÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ii ÓÕÔØ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ
ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. éÚÏÔÉÐÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÕÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎ-
ÎÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ A ÓÐÒÁ×Á ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ÏÞÎÁ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÌÅ×ÙÈ
A-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ × ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄ-
ÍÏÄÕÌÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ (ÉÌÉ × 0).

ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚÏÔÉÐÎÏÊ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ × A ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÆÉËÓÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ A-ÍÏÄÕÌÀ U . éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ A ' U⊕· · ·⊕U ' U⊗Cn
(ÇÄÅ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÌÅ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ).

óÏÐÏÓÔÁ×É× ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ A ÏÐÅÒÁÃÉÀ x 7→ xa, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÎÔÉÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ A ∼→ EndAA (ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ EndAM ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×
A-ÍÏÄÕÌÑ M). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ' ∈ EndAA ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁ-
ÄÁ�ÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a = '(1): '(x) = '(x · 1) = x'(1) = xa. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÏÂÒÁÔÎÏÍ
ÐÏÒÑÄËÅ.
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ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, EndAA ' Matn(C), ÇÄÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Matn(C) ÎÁ U ⊗ Cn
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ ÐÒÁ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ ' ∈ EndA(U ⊕ · · · ⊕ U) ÎÁ i-Å ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ui ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ
U ' Ui → '(Ui) → Uj ' U , ÇÄÅ 1-Ñ ÓÔÒÅÌËÁ | ÜÔÏ ', Á 2-Ñ | ÐÒÏÅËÃÉÑ. ðÏ
ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ �ij,
É ' ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (�ij).

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A ' Matn(C), ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÐÏÄ×ÅÒÇÎÕÔØ Matn(C)
ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÁÎÔÉÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÕ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÀ). ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÐÉÓÁÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. åÓÌÉ A = Matn(C), ÔÏ A ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ
ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ×ÉÄÁ:

0 ... 0 = Matn(C) · Eii ' Cn

(ÚÄÅÓØ Eij ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ Ó 1 ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) É 0 ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
ÍÅÓÔÁÈ). ÷ÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × A ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Á×-
ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ A ËÁË ÌÅ×ÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ A · Eii · g−1 (ÐÒÉ
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ g ∈ GLn) = A(gEiig−1) = Ae, ÇÄÅ e | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÒÁÎÇÁ 1. ó ÔÏÞËÉ
ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ ÒÁÎÇÁ 1 × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÍÏÇÕÔ
ÂÙÔØ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÎÙ ËÁË ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ, Ô.Å. ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÙ e ∈ A, ÞÔÏ e2 = e 6= 0 É e ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ
ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏ×: e = e1 + e2, e2

i = ei 6= 0, e1e2 = e2e1 = 0. èÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÁË ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ,
ÐÏÒÏÖÄ�ÅÎÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÁÍÉ, ÕÖÅ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÐÏ-
ÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ.

÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ A ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ Ui = Cni (i = 1; : : : ; s), ÇÄÅ ÎÁ Ui ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÔÏÌØËÏ i-Ñ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ
A-ÍÏÄÕÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÅÍ A, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ÷ÓÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÓ-
ÞÅÒÐÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ui = Cni,
i = 1; : : : ; s.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n2
1 + · · · + n2

s = dimA É s = dimZ(A), ÇÄÅ Z(A) | ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A. åÓÌÉ A = CG, ÔÏ dimA = |G|, Á Z(A) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖ�ÅÎÎÏÓÔÉ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁ×ÎÏ
ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, Á ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ | ÐÏÒÑÄËÕ
ÇÒÕÐÐÙ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ�Å, ÞÔÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ g 7→ g−1 ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ
ÄÏ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÎÔÉÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ a 7→ a∗ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ
2.1. äÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ §1 Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ G = Sm. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ
ËÌÁÓÓÏ× ÓÏÐÒÑÖ�ÅÎÎÏÓÔÉ, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÃÉËÌÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ-
ÒÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, Ô.Å. ÄÌÉÎÁÍÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏ× × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ.



ðòåäóôá÷ìåîéñ ëìáóóéþåóëéè çòõðð 6

õÐÏÒÑÄÏÞÉ× ÄÌÉÎÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏ× × ÐÏÒÑÄËÅ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚ-
ÂÉÅÎÉÅ � = (�1; : : : ; �k), �1 ≥ · · · ≥ �k, �1 + · · · + �k = m. þÉÓÌÏ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÄÌÉÎÏÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, Á ÞÉÓÌÏ m = |�|| ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ
ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ | ÔÁÂÌÉÃÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ m Ë×Á-
ÄÒÁÔÎÙÈ ÑÞÅÅË, ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ × k ÓÔÒÏÞÅË ÄÌÉÎ �1; : : : ; �k, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ
Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ × ÐÏÒÑÄËÅ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ É ×ÙÒÏ×ÎÅÎÎÙÈ ÐÏ ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ:

�1
�2

�k

äÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ �, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍ×Ï-
ÌÏÍ �. å�Å ×ÙÓÏÔÁ ht� | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÏÞÅË, Ô.Å. ÄÌÉÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. þÁÓÔÏ
ÄÌÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ ÚÁÍÅ-
ÎÑÀÔ ÎÁ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÒÁ×ÎÏÊ ÞÉÓÌÕ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
×ÙÛÅÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË: � = (7; 52; 4; 2; 1).

úÁÞÅÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÏÓØ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÏÂßÅËÔ | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ m |
ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ | ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ? òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÍÙÓÌ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ
ÞÔÏ-ÔÏ ÐÏÍÅÝÁÔØ × ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. äÁÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÒÉÇÏÄÑÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ôÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ � | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ � ÞÉÓÌÁÍÉ 1; : : : ;m ÂÅÚ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÊ.

ôÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅ×Á
ÎÁÐÒÁ×Ï É Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ôÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ S É T ÉÍÅÀÔ ÆÏÒÍÕ � = (5; 42; 2), ÐÒÉÞ�ÅÍ S ÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÁ, Á T | ÎÅÔ:

S =
1 2 3 8 10
4 5 7 13
6 9 11 15
12 14

; T =
1 3 5 6 12
2 4 10 11
8 7 9 14
13 15

:

2.2. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. íÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Sm ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ ÐÏÒÑÄËÁ m. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ
ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÙÍ. îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ � ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Sm É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
×ÓÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ àÎÇÁ T ÆÏÒÍÙ � É ÄÁÄÉÍ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. óÔÒÏÞÎÙÍ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÁÂÌÉÃÙ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐ-
ÐÁ PT ⊆ Sm, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÞÉÓÌÁ ×ÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏÞÅË
ÔÁÂÌÉÃÙ T . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, PT ' S�1 × · · · × S�k .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÌÂÃÏ×ÙÊ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ QT . íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ QT = PT> , ÇÄÅ T> | ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ.
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ:
aT =

∑

�∈PT
�;

bT =
∑

 ∈QT
(sgn ) ;

cT = bTaT | ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒ àÎÇÁ:
çÒÕÐÐÁ Sm ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÔÁÂÌÉÃÁÈ àÎÇÁ: ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ

� ∈ Sm ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÁÂÌÉÃÕ T × ÔÁÂÌÉÃÕ �T ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÙ, ÚÁÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ
ÞÉÓÅÌ t ∈ T (t = 1; : : : ;m) ÎÁ �(t). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ T ÎÁ �T ÐÏÄÇÒÕÐ-
ÐÙ PT ; QT É ÜÌÅÍÅÎÔÙ aT ; bT ; cT ÓÏÐÒÑÇÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ �, ÐÏÜÔÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ÜÔÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. äÏÐÕÓËÁÑ ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÎÄÅËÓ � ×ÍÅÓÔÏ T .
ôÅÏÒÅÍÁ 2. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÙ àÎÇÁ c� ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ ÉÄÅÍ-
ÐÏÔÅÎÔÁÍ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ U(�) = Ac� ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ
ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Sm.
ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÚÂÉÅÎÉÀ � = (m) ÏÔ×ÅÞÁÀÔ P� = Sm, Q� = {e}, b� = e, a� = c� =∑

�∈Sm �, É U(�) = Cc� | ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Sm.
· · ·

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÚÂÉÅÎÉÀ � = (1m) ÏÔ×ÅÞÁÀÔ P� = {e}, Q� = Sm, a� = e, b� = c� =∑
�∈Sm(sgn�)�, É U(�) = Cc� | ÚÎÁËÏ×ÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Sm.

...

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÅÒÉÉ ÌÅÍÍ.
ìÅÍÍÁ 1. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ � ∈ Sm ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ � =  �,  ∈ Q�, � ∈ P�,
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ i; j, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄ-
ÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÔÁÂÌÉÃÙ T (ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ P�; Q�) É × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ
ÔÁÂÌÉÃÙ T ′ = �T . üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ � =  �, ÔÏ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÕÑ ÎÁ T ÓÐÅÒ×Á �, Á ÚÁÔÅÍ  , ÎÅ ÚÁÇÎÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ × ÏÄÎÕ
ÓÔÒÏËÕ.

îÁÐÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ T; T ′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ, ÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÎÁ T ÓÔÏÌÂ-
ÃÏ×ÙÍ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ QT , ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÚÁÇÎÁÔØ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÔÅ ÖÅ ÓÔÒÏÞ-
ËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × T ′: ÓÐÅÒ×Á, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÞÉÓÌÁ × ÓÔÏÌÂÃÁÈ T , ÚÁÇÏ-
ÎÑÅÍ × 1-À ÓÔÒÏËÕ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × 1-Ê ÓÔÒÏËÅ T ′ (ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÁÈ T ), ÚÁÔÅÍ ÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÅÍ ÓÏ 2-Ê
ÓÔÒÏËÏÊ É Ô.Ä. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ  ∈ QT , �′ ∈ PT ′ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ  T = �′T ′ = ��T ,
ÇÄÅ � = �−1�′� ∈ PT . ïÔÓÀÄÁ � =  �−1 ∈ Q�P�.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ P� ∩Q� = {e}. ¤
ìÅÍÍÁ 2. c = c� | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ c ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ  Ó� = (sgn )c, ∀� ∈ P�,  ∈ Q�.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏ, ÞÔÏ c� ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ a� ÎÅ
ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ � ∈ P�, Á b� ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ  ∈ Q� ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ
ÎÁ sgn .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ
Ó =

∑

�∈Sm
z�� ∈ A (z� ∈ C)

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ôÏÇÄÁ z �� = z� · sgn (∀� ∈ P�,  ∈ Q�) É

Ó =
∑

�= �∈Q�P�
ze(sgn )� +

∑

�=∈Q�P�
z��:

ðÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ zec�. ðÕÓÔØ � =∈ Q�P�. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ 1,
ÎÁÊÄ�ÅÍ ÞÉÓÌÁ i; j × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ T É ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ T ′ = �T . ôÏÇÄÁ � = (i; j) ∈
QT ∩ PT ′ , � ′ = �−1�� ∈ PT , ��� ′ = � =⇒ z� = z��� ′ = −z� = 0. ¤
ìÅÍÍÁ 3. c�Ac� = Cc� É c2

� = q�c�, q� ∈ N.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ËÌÀÞÅÎÉÅ c�Ac� ⊆ Cc� ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2. ôÅÐÅÒØ
ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ c2

� = q�c�, q� ∈ Z.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ x 7→ xc� ÎÁ A. ðÏÓËÏÌØËÕ �c� = · · · + � + · · · , ∀� ∈ Sm,

ÉÍÅÅÍ tr(x 7→ xc�) = m!. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÍ Ó U(�),
ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ

q� . . . 00 q�
∗

0 0
ðÏÜÔÏÍÕ tr(x 7→ xc�) = q� · dimU(�), ÏÔËÕÄÁ q� = m!= dimU(�). ¤
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ q� ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ-
ÃÉÀ: ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ËÒÀËÏ× ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �, ÓÍ. Ð. 2.4.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÙ àÎÇÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀ-
ÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ. îÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ àÎÇÁ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ó ÒÁÚ-
ÂÉÅÎÉÑÍÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË \Â": ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ
ÄÌÉÎÙ ÓÔÒÏË × ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ �; �, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÅÒ×ÏÊ, ÄÏ 1-ÇÏ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÍ ÎÏÍÅÒÅ p, É ÓÞÉÔÁÅÍ � Â �, ÅÓÌÉ �p > �p.
ìÅÍÍÁ 4. åÓÌÉ � Â �, ÔÏ a�b� = b�a� = 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a�; b� ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ T; T ′, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ
ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ i; j × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ T É × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ T ′. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ QT ′ ÎÁ T ′ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÇÎÁÔØ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ
ÉÚ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ T × 1-À ÓÔÒÏËÕ T ′, ÚÁÔÅÍ ÉÚ 2-Ê ÓÔÒÏËÉ T ×Ï 2-À ÓÔÒÏËÕ T ′, É Ô.Ä.
îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÔÒÏËÉ T ′ ÂÙÌÉ ÂÙ ÎÅ ËÏÒÏÞÅ ÓÔÒÏË T | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÀ � = (i; j) ∈ P� ∩Q� É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a�b� =
(a��)b� = a�(�b�) = −a�b� = 0, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó b�a�. ¤
ìÅÍÍÁ 5. åÓÌÉ � 6= �, ÔÏ c�Ac� = 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ � Â �, ÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ:
c�Ac� = b�a�Ab�a� = 0 ⇐= a�Ab� = 0 ⇐= a��b� = 0 (∀� ∈ Sm) ⇐= a�b′� = 0;
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ÇÄÅ b′� = �b��−1. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × 0 ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4. åÓÌÉ ÖÅ
� ≺ �, ÔÏ

c�Ac� = 0 ⇐= b�Aa� = 0;
ÞÔÏ ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ e� = c�=q� | ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÉÄÅÍ-
ÐÏÔÅÎÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÒÁÚÌÏÖÉÍ × ÓÕÍÍÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÍ-
ÐÏÔÅÎÔÏ× e� = e1 + e2, ÔÏ ÍÙ ÂÙ ÉÍÅÌÉ e�eie� = ei ∈ c�Ac�, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË
c�Ac� = Ce� ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÉ U(�) ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, A ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ U(�) É U(�) ÐÒÉ � 6= �. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, c�U(�) = Cc� 6= 0 = c�U(�) ÐÏ ÌÅÍÍÁÍ 3, 5. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÉ U(�) ÐÏÐÁÒÎÏ
ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ � É ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ Sm-ÍÏÄÕÌÉ, ÔÁË
ËÁË ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏÐÒÑÖ�ÅÎÎÏÓÔÉ × Sm. ¤
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÓÀ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ×ÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÍÅÓÔÏ c�
ÜÌÅÍÅÎÔÙ c∗� = a�b� (ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÐÏÒÑÄÏË
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ac∗�.
ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ac∗� ' Ac�. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ
ÍÏÄÕÌÉ Aa� É Ab�. éÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× A-ÍÏÄÕÌÅÊ:

Aa�
·b�−−−−³ Ac∗�

∪ ∩
Ac�

·a�−́−−− Ab�
óË×ÏÚÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ac� → Ac∗� → Ac� ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÏÍ q�, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

Sm-ÍÏÄÕÌØ Aa� ÕÓÔÒÏÅÎ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ | ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÐÅÒ-
ÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÍ, Ô.Å. Sm ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ôÒÁÎÚÉ-
ÔÉ×ÎÏ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏ-
ÒÏÍ H ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ É ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ C[G=H] | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× G ÐÏ H Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ G ÌÅ×ÙÍÉ
ÓÄ×ÉÇÁÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Aa� ' C[Sm=P�]. ÷ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ [FH, §3.3],
Aa� ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ P�.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ab� ' C[Sm=Q�]⊗ sgn ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ ÓÏ ÚÎÁËÏ×ÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ
ÇÒÕÐÐÙ Q�.

ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ Aa�; Ab� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ U(�). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ àÎÇÁ
[FH, §4.3], [æÕ, §§7.3{7.4].
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ëÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Sm × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U = {x ∈ Cm | x1 + · · · + xm = 0} ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ïÂÏÂÝÁÑ ÐÒÉÍÅÒÙ 2{3, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ U(�>) ' U(�)⊗ sgn.
2.3. íÏÄÕÌÉ ûÐÅÈÔÁ. èÏÔÑ ÍÙ É ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ×ÓÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ Sm, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÉÈ ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ,
ÂÏÌÅÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÈ, ÞÅÍ ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ×ÓÅÈ ÎÅ-
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Sm × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× C[x1; : : : ; xm].

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ àÎÇÁ T ÐÏÒÑÄËÁ m É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ tij ÞÉÓÌÏ, ÓÔÏÑÝÅÅ
× (i; j)-Ê ËÌÅÔËÅ, ÓÞÉÔÁÑ ×ÎÉÚ/×ÐÒÁ×Ï ÏÔ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÇÌÁ. ÷×ÅÄ�ÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
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ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

xT =
∏
i;j
xi−1
tij ;

�T = bTxT =
∑

 ∈QT
(sgn )

∏
i;j
xi−1
 (tij):

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

�T = �T (1) · · ·�T (l) ;

ÇÄÅ �T (j) | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ × j-Í
ÓÔÏÌÂÃÅ T (j) ÔÁÂÌÉÃÙ T , Á l | ÄÌÉÎÁ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ 〈xT | T ÆÏÒÍÙ �〉C | ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ×
C[x1; : : : ; xm], ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ Aa�. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

S(�) := 〈�T | T ÆÏÒÍÙ �〉C ' U(�)

| ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÍÏÄÕÌÅÍ ûÐÅÈÔÁ. þÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ûÐÅÈÔÁ (×ÐÒÏÞÅÍ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÄÁÎÎÏÍÕ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ
× [æÕ, §7.2], [äÖ, §4].

íÏÄÕÌÉ ûÐÅÈÔÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÄÏÂÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁ-
ÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.
äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÍÍ.

÷×ÅÄ�ÅÍ ÎÁ ÔÁÂÌÉÃÁÈ ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË
\Â" ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÞÉÓÌÁ × ÔÁÂÌÉÃÁÈ T; T ′ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÌÅ×Á
ÎÁÐÒÁ×Ï É Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ (ËÁË ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÉÓÕÎËÅ) ÄÏ 1-ÇÏ ÒÁÚÌÉÞÉÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÐÏÚÉÃÉÉ (p; q), É ÓÞÉÔÁÅÍ T Â T ′, ÅÓÌÉ tpq < t′pq.

? -
-

-
-

-
-

ìÅÍÍÁ 6. åÓÌÉ T Â T ′ | Ä×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÆÏÒÍÙ �, ÔÏ aT bT ′ =
bT ′aT = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 4, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ i; j × ÏÄÎÏÊ
ÓÔÒÏËÅ T É × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ T ′. ðÕÓÔØ ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ T É T ′ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ
× ÐÏÚÉÃÉÉ (p; q), Ô.Å. ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ × ÓÔÒÏËÁÈ ×ÙÛÅ p-Ê É × p-Ê ÌÅ×ÅÅ q-ÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ, Á j = tpq < t′pq. ôÏÇÄÁ × T ′ ÞÉÓÌÏ j ÓÔÏÉÔ ÌÅ×ÅÅ q-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÎÉÖÅ p-Ê
ÓÔÒÏËÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ Ó ÎÅËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ i ÉÚ p-Ê ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ T . ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. cT cT ′ = c∗T ′c∗T = 0.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. cT�T ′ = 0, cT�T = q��T .

þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �T
ÍÏÄÕÌÑ ûÐÅÈÔÁ, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÄÎÏÊ ÌÅÍÍÏÊ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ det(v1; : : : ; vk) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; : : : ; vk ∈ Ck,
ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ.
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ìÅÍÍÁ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ. æÉËÓÉÒÕÅÍ p ≤ k. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï:

det(v1; : : : ; vk) · det(w1; : : : ; wk) =
=

∑
i1<···<ip

det(v1; : : : ; w1
i1
; : : : ; wp

ip
; : : : ; vk) · det(vi1 ; : : : ; vip ; wp+1; : : : ; wk)

(ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÏÂÍÅÎÏÍ ÐÅÒ×ÙÈ p ÓÔÏÌÂÃÏ× 2-ÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ Ó ËÁËÉÍÉ-ÎÉÂÕÄØ p ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ
1-ÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÔÏÌÂÃÏ×).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ v1; : : : ; vk. úÁÍÅÎÉ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ, ÞÔÏ v1; : : : ; vk ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e1; : : : ; ek ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á Ck. ôÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ:

det(w1; : : : ; wk) =
=

∑
i1<···<ip
j1<···<jq

deti1:::ip(w1; : : : ; wp) · sgn
(1 ::::::::::::::::: k
i1 ::: ip j1 ::: jq

)
detj1:::jq(wp+1; : : : ; wk);

ÇÄÅ {i1; : : : ; ip | j1; : : : ; jq} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ {1; : : : ; k} ÎÁ 2 ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á, Á detk1;:::;kr(u1; : : : ; ur) | ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ u1; : : : ; ur ∈ Ck,
ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÓÔÒÏËÉ k1; : : : ; kr.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÐÌÁÓÁ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ
w1 ∧ · · · ∧ wk = (w1 ∧ · · · ∧ wp) ∧ (wp+1 ∧ · · · ∧ wk);

ÅÓÌÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ∧•Ck
É ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ. ¤
ìÅÍÍÁ 7. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÙÐÒÑÍÌÅÎÉÑ: �T =∑

T ′ �T ′, ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄ�ÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ T ′, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ T ÏÂ-
ÍÅÎÏÍ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ p ÞÉÓÅÌ ÉÚ q-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ Ó ÐÅÒ×ÙÍÉ p ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ (q + 1)-ÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÏÒÑÄÏË ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ (× ËÁÖÄÏÍ ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÉ ×ÙÐÒÑÍÌÅÎÉÑ p; q ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �T (j) , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÔÏÌÂÃÁÍ Ó j 6= q,
q + 1, ÐÒÏÓÔÏ ×ÙÎÏÓÑÔÓÑ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � ÉÍÅÅÔ
×ÓÅÇÏ Ä×Á ÓÔÏÌÂÃÁ:

T =

y1 z1
... ...... zl...
yk

úÄÅÓØ × ÔÁÂÌÉÃÅ T ×ÍÅÓÔÏ ÞÉÓÅÌ i = 1; : : : ;m ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ xi, ÐÅÒÅÏÂÏ-
ÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ËÁË y1; : : : ; yk; z1; : : : ; zl. ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ

�T =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 : : : : 1
y1 : : : : yk... : : : : ...
: : : : : : : : : : : : : : : :

... : : : : ...
yk−1

1 : : : : yk−1
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

1 : : : 1
z1 : : : zl
: : : : : : : : : : : : : :
zl−1

1 : : : zl−1
l

0
: : : : : : : : : : : : : : :
zk−1

1 : : : zk−1
l

1 . . .0 1
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É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÌÅÍÍÅ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒ×ÙÈ p ÓÔÏÌÂÃÏ× ×Ï 2-Í ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ
ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ p ÓÔÏÌÂÃÏ× (ÐÏÌØÚÕÑÓØ ËÏÓÏ-
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÉÈ ×Ó�Å ÒÁ×ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÅ p
ÍÅÓÔ). ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ×ÙÐÒÑÍÌÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. üÌÅÍÅÎÔÙ �T , ÇÄÅ T ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ ÆÏÒÍÙ �, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ S(�).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÐÒÑÍÌÅÎÉÑ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÊ ÌÀÂÏÊ �T ÞÅ-
ÒÅÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ.

éÚÍÅÎÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË \Â" ÎÁ ÔÁÂÌÉÃÁÈ ÆÏÒÍÙ �,
ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÔÅÐÅÒØ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ËÏÌÏÎËÁÍ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ É ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï:

6666666666

¾

îÁÐÒÉÍÅÒ, T Â T↓, ÇÄÅ T↓ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ T ÕÐÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂÃÏ× × ÐÏÒÑÄËÅ
×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ.

ðÏÓËÏÌØËÕ �T = ±�T↓ , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ × ÓÔÏÌÂÃÁÈ T ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ.
ðÕÓÔØ T ÎÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ. ôÏÇÄÁ × ÎÅÊ ÎÁÊÄ�ÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ i = tp;q > tp;q+1 = j:

...
i>j

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ T ′ ≺ T ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ T ′, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÉÚ T ÏÂÍÅÎÏÍ
ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ p ÞÉÓÅÌ ÉÚ q-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ Ó ÐÅÒ×ÙÍÉ p ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ (q+1)-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.
ðÏ ÌÅÍÍÅ 7 �T ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �T ′ Ó T ′ ≺ T . ôÁË, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÑ
ÔÁÂÌÉÃÙ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ �T ÞÅÒÅÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ �T ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÅÒ-
Î�ÅÍÓÑ Ë ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ ÎÁ ÔÁÂÌÉÃÁÈ. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ

∑

T ÓÔÁÎÄ.
zT�T = z0�T0 +

∑

Ti≺T0

zi�Ti = 0:

äÅÊÓÔ×ÕÑ cT0 , ÐÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2 ÌÅÍÍÙ 6 ÐÏÌÕÞÁÅÍ z0q��T0 = 0 =⇒ z0 = 0, É ÔÁË
ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ zi = 0. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÀÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Sm × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ É ÓÐÏÓÏÂ ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ÷ÙÐÒÑÍÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ��T ∈ S(23), ÇÄÅ

� =
(1 2 3 4 5 6

5 1 4 6 3 2

)
; T =

1 4
2 5
3 6

:
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äÌÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ �T ÓÁÍÕ ÔÁÂÌÉÃÕ T . éÍÅÅÍ:

�T =
5 6
1 3
4 2

= −
1 2
4 3
5 6

= −



2 1
3 4
5 6

+
2 1
4 5
3 6

+
1 4
2 5
3 6


 =

= −



1 2
3 4
5 6

+
2 3
1 4
5 6

+
2 5
3 4
1 6


 +




1 2
3 5
4 6

+
2 3
1 5
4 6

+
2 4
3 5
1 6


−

1 4
2 5
3 6

=

= −
1 2
3 4
5 6

+
1 3
2 4
5 6

+
1 4
2 5
3 6

+
1 2
3 5
4 6

−
1 3
2 5
4 6

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÜÌÅÍÅÎÔ �T , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ
ÔÁÂÌÉÃÅ

T =

l : : : 2 1
l+1

...
m

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5 (ðÒÁ×ÉÌÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ Sm × S(�) ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Sm−1 (ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ m) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ⊕

�′ S(�′), ÇÄÅ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ �′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ � ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Sm ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ Sm−1 ÐÒÉ m > 2. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ
ÄÌÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∧kU(m− 1; 1) ' U(m− k; 1k).
2.4. æÏÒÍÕÌÁ ËÒÀËÏ×. èÏÔÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 3 É ÄÁ�ÅÔ ÎÁÍ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Sm, ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÅÊ ÄÌÑ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅÕÄÏÂÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÒÏ×ÅÄ�ÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÙÓÌÅÎÎÙÊ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. ÷ÏÚØÍ�ÅÍ ÎÁÕÇÁÄ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÆÏÒÍÙ �. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ?
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ëÒÀËÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ËÌÅÔËÅ (i; j) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÉÄÕÝÉÈ × i-Ê ÓÔÒÏËÅ ×ÐÒÁ×Ï ÉÌÉ × j-Í ÓÔÏÌÂÃÅ
×ÎÉÚ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó (i; j) ÄÏ ËÒÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. äÌÉÎÁ ËÒÀËÁ hij | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË
ËÒÀËÁ.

• • • •
•
•
•

þÔÏÂÙ ÔÁÂÌÉÃÁ ÂÙÌÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ,
ÓÔÏÑÝÅÅ × ×ÅÒÛÉÎÅ ËÁÖÄÏÇÏ ËÒÀËÁ, ÂÙÌÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÏÍ ËÒÀ-
ËÅ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ × ÄÁÎÎÏÍ ËÒÀËÅ ÐÏÐÁÄ�ÅÔ × ÅÇÏ
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×ÅÒÛÉÎÕ, ÒÁ×ÎÁ 1=hij. åÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅ ÜÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ×ÅÒÏ-
ÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÂÏÒÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÁ×ÎÁ 1=∏

i;j hij. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÒÀËÏ×:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. dimU(�) = m!=∏
i;j hij.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. q� = ∏
i;j hij.

ðÒÉÍÅÒ 5. äÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ m = 24, ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÝÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3,
ÕËÁÖÅÍ ÄÌÉÎÙ ËÒÀËÏ× ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÉÓÕÎËÅ:

12 10 8 7 5 2 1
9 7 5 4 2
8 6 4 3 1
6 4 2 1
3 1
1

ðÏÌÕÞÁÅÍ dimU(�) = 44 172 388 260.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ËÒÀËÏ× × ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ. äÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � = (�1; : : : ; �k) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ `i = �i + k − i; ÔÏÇÄÁ
`1 > · · · > `k. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ:

∏
i;j
hij = `1! · · · `k!∏

p<q
(`p − `q)

:

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ
ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ �, ÄÏÂÁ×É× ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ×. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ �k = 0,
ÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ

`1! · · · `k−1!
∏

p<q<k
(`p − `q) ·

∏
p<k

`p
= (`1 − 1)! · · · (`k−1 − 1)!

∏
p<q<k

(
(`p − 1)− (`q − 1)

) :

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ËÒÀËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × 1-Í ÓÔÏÌÂÃÅ � ÒÁ×ÎÙ `1; : : : ; `k,
É ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÉÈ ÐÏÄÅÌÉÔØ, ÔÏ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ,
ÎÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÂÅÚ 1-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Ü×ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÏÅ ÐÅÒÅÄ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 4, ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÒÀ-
ËÏ× ÓÔÏÑÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. óÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ
ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ m.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÒÀËÏ× ÞÅÒÅÚ F (�). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ F (�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ, ÞÔÏ É ÞÉÓÌÏ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ �:

F (�) =
∑

�′
F (�′) ÐÏ ×ÓÅÍ �′, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ � ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ.

ðÒÉ×ÅÄ�ÅÍ Ä×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ | ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ [æÕ, §4.3]
É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ [GNW].
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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏËÒÁÔÉ× ÎÁ (m−1)!=`1! : : : `k!, ÐÒÉ×ÅÄ�ÅÍ ÎÁÛÅ
ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ

m�(`1; : : : ; `k) =
k∑
i=1

`i�(`1; : : : ; `i − 1; : : : ; `k); ÇÄÅ �(t1; : : : ; tk) =
∏
p<q

(tp − tq):

üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ti = `i, t = −1 ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Á:

(
t1 + · · ·+ tk +

(k
2
)
t
)

�(t1; : : : ; tk) =
k∑
i=1

ti�(t1; : : : ; ti + t; : : : ; tk):

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÐÏ
t1; : : : ; tk, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �(t1; : : : ; tk). ÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ
t1; : : : ; tk; t. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉ t = 0 (ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ)
É ÐÒÉ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ t 6= 0 É t1; : : : ; tk ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �(t1; : : : ; tk) 6= 0.
÷ÏÚØÍ�ÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ti = k− i, t = −1; ÔÏÇÄÁ É ÌÅ×ÁÑ É ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ 0. ¤

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÄ�ÅÍ ÓÅÒÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ. îÁ
ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÌÅÔËÕ (i1; j1) ÄÉÁÇÒÁÍ-
ÍÙ �, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ×ÙÂÏÒ ÌÀÂÏÊ ËÌÅÔËÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍ (Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=m).
îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÀÂÕÀ ËÌÅÔËÕ (i2; j2) ËÒÀËÁ Ó
×ÅÒÛÉÎÏÊ × ËÌÅÔËÅ (i1; j1), ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÞÉÔÁÑ ×ÙÂÏÒ ÌÀÂÏÊ ËÌÅÔËÉ
ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍ (Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=(hi1j1−1)). ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÅ × ÔÏÍ ÖÅ
ÄÕÈÅ, ÐÏËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ô.Å. ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄ�ÅÍ ÄÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅËÉÊ
ÐÕÔØ � : (i1; j1) → (i2; j2) → · · · → (iN ; jN). ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÂÏÒÁ ÐÕÔÉ � ÒÁ×ÎÁ
P(�) = 1=m ·∏p<N 1=(hipjp − 1).

•→•−→•
� |
↓•−−→•↓•

ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ [çÎ, §6], ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÕÔÉ � Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ P(�). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ (É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ
ÍÏÄÅÌÅÊ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×).

÷ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ×ÙÂÏÒÁ ÐÕÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÄÅÒÅ×Á. éÚ ËÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÅÄ�ÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÅÂ�ÅÒ × ×ÅÒÛÉÎÙ 1-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍ ×ÙÂÏÒÁ 1-Ê ËÌÅÔËÉ × ÐÕÔÉ. éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒ-
ÛÉÎÙ 1-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ×ÅÄÕÔ Ò�ÅÂÒÁ × ×ÅÒÛÉÎÙ 2-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ
×ÁÒÉÁÎÔÁÍ ×ÙÂÏÒÁ 2-Ê ËÌÅÔËÉ, É Ô.Ä.
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p4p1
p3
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r1 r2

1

p1

p1q1

p1q1r1

∑
i pi = ∑

j qj = ∑
k rk = · · · = 1

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÌÀÂÏÊ ×ÅÔ×ÑÝÉÊÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓ. ðÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÄÅÒÅ×Á ÐÒÉÐÉÓÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅÓ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ
×ÅÓÏ× Ò�ÅÂÅÒ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ×ÓÅ-
ÇÄÁ ÒÁ×ÎÁ 1. üÔÉ ×ÅÓÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×
ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÐÒÏÃÅÓÓÁ. (÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÐÉÛÅÍ Ò�ÅÂÒÁÍ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ
ËÏÒÎÑ, ×ÅÓ 1=m, Á ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ×ÙÂÏÒÕ ÔÏÞËÉ (ip; jp), |
×ÅÓ 1=(hipjp − 1).)

ðÒÉÐÉÛÅÍ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ×ÅÓ, ÒÁ×ÎÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÅÓÏ× Ò�ÅÂÅÒ ×ÄÏÌØ ÐÕ-
ÔÉ, ×ÅÄÕÝÅÊ × ÄÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ ËÏÒÎÑ ÄÅÒÅ×Á (ËÏÒÎÅ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ 1).
üÔÏÔ ×ÅÓ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌ�ÅÎÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÛÁÇÁÈ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, ×ÅÄÕÝÉÈ Ë ÓÉ-
ÔÕÁÃÉÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÍÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ.

ìÅÍÍÁ 8. ÷ÅÓ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÅÓÏ× ËÏÎÃÅ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ
ÐÏÐÁÓÔØ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, Ä×ÉÇÁÑÓØ ××ÅÒÈ ÐÏ Ò�ÅÂÒÁÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÍÍÁ
×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ËÏÎÃÅ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÓÏÂÙÔÉÑÍ ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á) ÒÁ×ÎÁ 1.

ìÅÍÍÕ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÕÒÏ×ÎÀ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.
äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÕÔÉ � : (i1; j1) → · · · → (iN ; jN) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ

ÐÒÏÅËÃÉÀ I = {i1; : : : ; iN} É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ J = {j1; : : : ; jN} (ÔÁË ÞÔÏ
|I|+|J | = N+1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P(I; J) (ÕÓÌÏ×ÎÕÀ) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÕÔØ
ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÃÉÉ I; J , ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÉÓÐÙÔÁÎÉÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ËÌÅÔËÅ (i1; j1),
Ô.Å.

P(I; J) :=
∑

�:(i1;j1)→···→(iN ;jN )
{i1;:::;iN}=I
{j1;:::;jN}=J

P(�) ·m:

ìÅÍÍÁ 9.

P(I; J) =
∏

i∈I\{iN}

1
hijN − 1

∏

j∈J\{jN}

1
hiN j − 1 :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ [çÎ, §7]

P(I; J) = 1
hi1j1 − 1

(
P(I \ {i1}; J) + P(I; J \ {j1})

)
:
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òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ

1
hi1j1 − 1


 ∏

i∈I\{i1;iN}

1
hijN − 1

∏

j∈J\{jN}

1
hiN j − 1 +

∏

i∈I\{iN}

1
hijN − 1

∏

j∈J\{j1;jN}

1
hiN j − 1




= hi1jN − 1 + hiN j1 − 1
hi1j1 − 1

∏

i∈I\{iN}

1
hijN − 1

∏

j∈J\{jN}

1
hiN j − 1 =

=
∏

i∈I\{iN}

1
hijN − 1

∏

j∈J\{jN}

1
hiN j − 1 : ¤

ðÕÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ �′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ � ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ (̂{; |̂). ïÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P(�′) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÓÐÙÔÁÎÉÅ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ × ËÌÅÔËÅ (̂{; |̂),
Ô.Å.

P(�′) :=
∑

�: ···→({̂;|̂)
P(�):

îÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ É ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ ÐÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.
ìÅÍÍÁ 10. P(�′) = F (�′)=F (�).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ É ÌÅÍÍÅ 9

P(�′) = 1
m

∑

I⊆{1;:::;̂{}
J⊆{1;:::;|̂}

P(I; J) = 1
m

∑

i1<···<is<{̂
j1<···<jt<|̂

∏
p≤s

1
hip |̂ − 1

∏
q≤t

1
h{̂jq − 1 =

= 1
m

∏

i<{̂

(
1 + 1

hi|̂ − 1

) ∏

j<|̂

(
1 + 1

h{̂j − 1

)
= 1
m

∏

i<{̂

hi|̂
hi|̂ − 1

∏

j<|̂

h{̂j
h{̂j − 1 =

= F (�′)=F (�): ¤

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ. ÷ÉÄÏÉÚÍÅÎÉÍ ÎÁÛÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÅ, ÐÒÏÄÏÌÖÉ× ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ. ðÏÓÌÅ ×ÙÂÏÒÁ ÐÕÔÉ � : (i1; j1) → · · · → (iN ; jN) ÚÁÐÉÛÅÍ × ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÌÅÔ-
ËÕ (iN ; jN) ÞÉÓÌÏ m É ÕÄÁÌÉÍ Å�Å ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �. ÷ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ
�′ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ×ÙÂÏÒ ËÌÅÔÏË ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÉ ÄÌÑ �. ðÏÌÕÞÉÍ
ÐÕÔØ �′. ÷ ÅÇÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ ÚÁÐÉÛÅÍ m−1, ÕÄÁÌÉÍ Å�Å ÉÚ �′, É Ô.Ä. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
ÔÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÔÅÊ �; �′; : : : ; �(m−1) × ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ
�; �′; : : : ; �(m−1) ÐÏÒÑÄËÏ× m;m− 1; : : : ; 1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ P(�)P(�′) · · ·P(�(m−1)),
Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÞÉÓÌÁÍÉ m, m− 1,
. . . , 1 ÄÁÓÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ T ÆÏÒÍÙ �.

ìÀÂÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÆÏÒÍÙ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
c ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ P(T ) = P(�′) · · ·P(�(m−1)), ÇÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �′; : : : ; �(m−1) ÐÏÌÕÞÁ-
ÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ � ËÌÅÔÏË c tij = m; : : : ; 2. éÚ ÌÅÍÍÙ 10
ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m ÐÏÌÕÞÁÅÍ P(T ) = P(�′)P(T ′) = P(�′)=F (�′) = 1=F (�) (ÚÄÅÓØ
T ′ = T \ {m}). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ
ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÆÏÒÍÙ � Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=F (�) (ÞÔÏ, × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÅÝ�Å ÒÁÚ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÒÀËÏ×). ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÉ×ÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÆÏÒÍÙ �,
ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ m ÐÉÛÅÔÓÑ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË � Ó ÒÁ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ,
ÚÁÔÅÍ m − 1 ÐÉÛÅÔÓÑ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �′ Ó
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ÒÁ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ É Ô.Ä., ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ � =
(m− 1; 1) ÔÁÂÌÉÃÁ

1 · · · · · · m
i ↑

ÂÅÚ i

×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2m+1−i (ÅÓÌÉ 2 < i ≤ m) ÉÌÉ 1=2m−2 (ÅÓÌÉ i = 2).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dimU(�) < |�| ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �
ÉÌÉ �> ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

· · · · · ·

2.5. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. éÍÅÑ × ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÕÖÅ
ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Sm, ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ Am.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Am | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ 2 × Sm = Amt �Am, ÇÄÅ
� ∈ Sm | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ.

÷ÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ Am-ÍÏÄÕÌØ U ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉ-
ÍÙÊ Sm-ÍÏÄÕÌØ W : ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ U × CAm ⊂ CSm É ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ
(ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) × ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ Sm. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �U ⊆ W | ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ Am-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ É W =
U + �U , ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÔÏÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ Sm-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ Sm-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍ-
ÍÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ Am-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ � .
ìÅÍÍÁ 11. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ:

• W 6' W ⊗ sgn =⇒ W = U = �U ;
• W ' W ⊗ sgn =⇒ W = U ⊕ �U; U 6' �U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Sm-ÍÏÄÕÌÉ W É W ⊗ sgn ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. éÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ  ∈ GL(W ), ÐÏÄ-
ËÒÕÞÉ×ÁÀÝÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Sm ÎÁ sgn, Ô.Å.  (�w) = (sgn �)� (w), ∀� ∈ Sm; w ∈ W .

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±1 (ÐÏÓËÏÌØËÕ � 2 = e). ïÐÅÒÁÔÏÒ
 ÏÂÑÚÁÎ ÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ
ûÕÒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Am × W ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, U 6= �U .

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ W = U ⊕ �U , ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ  = E ⊕ (−E) ÐÏÄËÒÕÞÉ×ÁÅÔ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ Sm ÎÁ sgn, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W ∼→ W ⊗ sgn. ïÓÔÁ�ÅÔÓÑ
ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ U 6' �U .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U ∼→ �U ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ u 7→ �'(u), ∀u ∈ U ,
ÇÄÅ ' ∈ GL(U) ÐÏÄËÒÕÞÉ×ÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Am ÎÁ � : '(�u) = (�−1��)'(u), ∀� ∈ Am.
ðÒÉ ÜÔÏÍ '2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Am, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓËÁÌÑÒÅÎ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ.
âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ '2 = E. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏ-
×ÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï {(u; �'(u)) | u ∈ U} ⊂ W
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Am É � , Ô.Å. ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Sm | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤

ïÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ, ËÁËÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ × ÌÅÍÍÅ 11 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ Sm-ÍÏÄÕÌÑ W = U(�), ÄÁ�ÅÔ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏ-
ÔÏÒÏÍÕ U(�) ⊗ sgn ' U(�>). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ � 6= �> ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Am ×
U(�) É U(�>) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ.
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ðÒÉ � = �> ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Am × U(�) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅ-
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 11 ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÐÏ-
ÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ Am-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ × U(�). á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ) ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ  ÎÁ U(�), ÐÏÄËÒÕÞÉ-
×ÁÀÝÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Sm ÎÁ sgn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ  2 = E.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

åÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U+(�); U−(�) ⊂ U(�) (Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑÍÉ ±1) Am-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ É ÂÕÄÕÔ ÉÓËÏÍÙÍÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ
Am-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ.

éÔÏÇÉ ÐÏÄ×ÏÄÉÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 5. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Am ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ
U(�) ÐÒÉ � 6= �> É U±(�) ÐÒÉ � = �> (ÐÏ ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ � ÐÏÒÑÄËÁ m).
ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÅ×
U(�) ' U(�>).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÎÅ-
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Am, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÅ-
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ Am-ÍÏÄÕÌÀ U ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ Sm-ÍÏÄÕÌØ W ×ÏÓ-
ÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÄËÒÕÔËÉ ÎÁ ⊗ sgn.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �U ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ U ËÁË Am-ÍÏÄÕÌØ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ � ÚÁÄÁ�ÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U ' �U . ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ Am ÎÁ �U ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ U , ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÅ ÎÁ � :
(�; u) 7→ (�−1��)u, ∀� ∈ Am; u ∈ U .

åÓÌÉ U 6' �U ËÁË Am-ÍÏÄÕÌÉ, ÔÏ W = U ⊕ �U ' U ⊕ U (ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÙÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á), ÐÒÉÞ�ÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Am ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÐÏÄËÒÕÞÅÎÏ ÎÁ � , Á
ÓÁÍÁ � ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. üÔÉÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Sm ÎÁ W .

åÓÌÉ ÖÅ U ' �U ËÁË Am-ÍÏÄÕÌÉ, ÔÏ W = U . ðÕÓÔØ W ′ | ÄÒÕÇÏÊ Sm-ÍÏÄÕÌØ,
ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ U ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ Am. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Am-ÍÏÄÕÌÅÊ
' : W ∼→ W ′. ôÏÇÄÁ �'�−1 : W ∼→ W ′ | ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ Am-
ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ, �'�−1 = "' ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " ∈ C. óÏÐÒÑÇÁÑ Ó � ÅÝ�Å
ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ' = "2' =⇒ " = ±1 =⇒ '� = ±�'. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ' ÌÉÂÏ
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Sm (Ô.Å. W ' W ′), ÌÉÂÏ ÐÏÄËÒÕÞÉ×ÁÅÔ ÅÇÏ ÎÁ sgn (Ô.Å.
W ' W ′ ⊗ sgn). ¤
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÓÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G É Å�Å ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÉÎÄÅËÓÁ 2 [FH, §5.1]. ÷ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ
ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ H = Am ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ G = Sm ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ G É H. ÷ Ð. 6.3 ÍÙ ÅÝ�Å ÒÁÚ ×ÓÔÒÅÔÉÍÓÑ
Ó ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ G = On(C) É H = SOn(C). íÙ ÎÅ ÓÔÁÌÉ ÚÄÅÓØ
ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÉÎÄÅËÓÁ 2, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÛÉÓØ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÐÅÃÉÆÉËÁ ÓÉÔÕÁ-
ÃÉÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÎÅÓÔÉ ÒÑÄ ÕÐÒÏÝÅÎÉÊ × ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÔ
ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ G \H ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ 2).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ëÁËÉÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ Am ÉÍÅÀÔ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔØ < m?
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3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ
3.1. æÕÎËÔÏÒÙ ûÕÒÁ. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn(C) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÅ GLn(C) × (Cn)⊗2 ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ: S2Cn É ∧2Cn. âÏ-
ÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, GLn(C)-ÍÏÄÕÌÉ SmCn É ∧mCn ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ m.
óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ×ÎÅÛÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÏÂÝÅÊ ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÉ, ÎÏÓÑÝÅÊ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ ûÕÒÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ' Cn É ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÕÀ
ÓÔÅÐÅÎØ V ⊗m. ðÏÍÉÍÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ×ÓÅÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÌÉ-
ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× GL(V ) ' GLn(C) (É ÄÁÖÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏ× L(V ) ' Matn(C)), × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ⊗m ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ Ó ÎÉÍ
ÐÒÁ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Sm:

(v1 ⊗ · · · ⊗ vm)� = v�(1) ⊗ · · · ⊗ v�(m); ∀v1; : : : ; vm ∈ V; � ∈ Sm:
ïÎÏ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ V ⊗m × ÐÒÁ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ (A = CSm).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S�V = V ⊗m · c∗� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÷ÅÊÌÑ
(ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � ÐÏÒÑÄËÁ m). ïÐÅÒÁÃÉÑ V Ã S�V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË-
ÔÏÒÏÍ ûÕÒÁ. ëÁË É × 2.2, ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÉÓÁÔØ ÉÎÄÅËÓ T ×ÍÅÓÔÏ �, ÇÄÅ
T | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ �.

ðÒÉÍÅÒ 6. S(m)V = SmV , S(1m)V = ∧mV .

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÔÏÒ ûÕÒÁ | ÜÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ × ËÁÖÄÏÊ
ÓÔÒÏËÅ ÔÁÂÌÉÃÙ T ÆÏÒÍÙ �, Á ÚÁÔÅÍ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ-
ÃÙ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙÅ Ë V ⊗m.

ðÒÉÍÅÒ 7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ

T = 1 2
3

íÏÄÕÌØ ÷ÅÊÌÑ STV ⊂ V ⊗3 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ

(u⊗ v ⊗ w)c∗T = (u⊗ v + v ⊗ u)⊗ w · bT =
= u⊗ v ⊗ w − w ⊗ v ⊗ u+ v ⊗ u⊗ w − w ⊗ u⊗ v

(ÇÄÅ u; v; w ∈ V ).

ïÐÅÒÁÃÉÑ S� ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : V → W ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ�ÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S�' : S�V → S�W (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ '⊗m),
ÐÒÉÞ�ÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
| × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÏÅ S�V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ GL(V )- É ÄÁÖÅ L(V )-ÍÏ-
ÄÕÌÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. íÏÄÕÌÉ ÷ÅÊÌÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ, ÐÒÉÞ�ÅÍ S�Cn 6= 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ht� ≤ n. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (GLn(C)× Sm)-ÍÏÄÕÌÅÊ:

(Cn)⊗m =
⊕

|�|=m
ht�≤n

S�Cn ⊗ U(�):
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V = Cn. åÓÌÉ ht� > n, ÔÏ × ÏÐÅÒÁÃÉÉ S� ÐÒÉ-
ÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ > n ÉÎÄÅËÓÁÍ, ÏÔËÕÄÁ S�V = 0. îÁÐÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ
ht� = k ≤ n, ÔÏ S�V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÔÅÎÚÏÒ

(e⊗�1
1 ⊗ · · · ⊗ e⊗�kk ) c∗� = �1! · · ·�k! (e⊗�1

1 ⊗ · · · ⊗ e⊗�kk ) b� =
= �1! · · ·�k! (e1 ∧ · · · ∧ ek)⊗ · · · ⊗ (e1 ∧ · · · ∧ el);

ÇÄÅ e1; : : : ; en | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ V É �> = (k; : : : ; l) (ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÅ/ÁÌØÔÅÒÎÉ-
ÒÕÅÍÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÛÌÉ ÐÏÄÒÑÄ).

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V ⊗m ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
V ⊗m ' V ⊗m ⊗

A
A = V ⊗m ⊗

A

⊕

|�|=m
Ac∗�A

(ÐÏÓËÏÌØËÕ Ac∗�A ' Matn�(C) ÓÕÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ A)

=
⊕

|�|=m
V ⊗m ⊗

A
(Ac∗� ⊗C c

∗
�A)

(ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ac∗� ⊗ c∗�A
∼→ Ac∗�A ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ)

'
⊕

|�|=m
(V ⊗m ⊗

A
Ac∗�)⊗C c

∗
�A '

⊕

|�|=m
S�V ⊗ U(�)

(ÁÎÔÉÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ ∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ Sm-ÍÏÄÕÌØ c∗�A × ÌÅ×ÙÊ Sm-
ÍÏÄÕÌØ Ac� = U(�)).

éÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
EndA(V ⊗m) =

⊕

|�|=m
L(S�V ):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
EndA(V ⊗m) ⊂ L(V ⊗m) ' V ⊗m ⊗ (V ⊗m)∗ ' (V ⊗ V ∗)⊗m

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Sm, Ô.Å. ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×:

EndA(V ⊗m) ' Sm(V ⊗ V ∗) ' SmL(V ):
÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ:
ìÅÍÍÁ 12. SmW = 〈w⊗m | w ∈ W 〉C.

ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ EndA(V ⊗m) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ '⊗m, ' ∈ L(V ), Á
ÚÎÁÞÉÔ, S�' ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ L(S�Cn) (ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ det' 6= 0),
ÏÔËÕÄÁ S�V ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 12. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, SmW ∗ ' C[W ]m | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ m ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W . éÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ m-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ F ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ

f(w) = F (w; : : : ; w) = 〈F;w⊗m〉; ∀w ∈W
(ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ). åÓÌÉ 〈F;w⊗m〉 =
0, ∀w ∈ W , ÔÏ f = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, F = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ × SmW ∗ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á 〈w⊗m | w ∈ W 〉C ÒÁ×ÅÎ 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó SmW . ¤
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. òÁÚÌÏÖÉÔÅ (Cn)⊗m × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ GLn(C)-
ÍÏÄÕÌÅÊ (m = 2; 3; 4) É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (m = 2; 3).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÖÉÔÅ:

V ⊗m =
⊕

T ÓÔÁÎÄ.
|T |=m
htT≤n

STV:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �> = (�1; : : : ; �l). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ,
S�V = V ⊗m · c∗� = (S�1V ⊗ · · · ⊗ S�kV ) b� ⊆

∧�1V ⊗ · · · ⊗∧�lV
| ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë S�1V ⊗· · ·⊗S�kV ⊆ V ⊗m ÏÐÅÒÁ-
ÃÉÊ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÄÁÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÆÏÒÍÙ �.
÷ÏÔ ÄÒÕÇÁÑ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ:

S�V ' V ⊗m · c� = (∧�1V ⊗ · · · ⊗∧�lV ) a� ⊆ S�1V ⊗ · · · ⊗ S�kV:
éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ
É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 2):

V ⊗m · c∗� ' V ⊗m ⊗
A
Aa�b�

·a�−−−−−→∼←−−−−−
·b�

V ⊗m ⊗
A
Ab�a� ' V ⊗m · c�:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ GL(V )-ÍÏÄÕÌÅÊ (S�V )∗ ' S�(V ∗).
3.2. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ëÁËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÁÎÉÍÁÀÔ ÍÏÄÕÌÉ ÷ÅÊÌÑ
ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn(C)? ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÏÎÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R : GLn(C) → GL(W ) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ rij(g) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× R(g) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ
ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g ∈ GLn(C).

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÏÄ- É ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ. ðÏÌÉ-
ÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ R : Matn(C) → L(W ).

îÅ ×ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙ: ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
GLn(C) × (Cn)∗ ÎÅ ÔÁËÏ×Ï, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔ-
ÎÙ Ë ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕÐÐÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ det × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ 7. íÏÄÕÌÉ ÷ÅÊÌÑ S�Cn ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉ-
ÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn(C).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÉÛÅÍ ÏÂÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏ-
ÍÉÁÌØÎÙÊ GLn-ÍÏÄÕÌØ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× C[Matn].
ðÕÓÔØ R : GLn → GL(W ) | ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. åÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ r!;w(g) = 〈!; gw〉, w ∈ W , ! ∈ W ∗. ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ rij ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å w ÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ-
ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ! | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. æÉËÓÉÒÕÑ !, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ W → C[Matn], w 7→ r!;w | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ GLn-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÇÄÅ GLn
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ C[Matn] ÐÒÁ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ gf(x) = f(xg)
(g ∈ GLn, x ∈ Matn). åÓÌÉ W ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÜÔÏ | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ



ðòåäóôá÷ìåîéñ ëìáóóéþåóëéè çòõðð 23

Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ×ÌÏÖÅÎÉÀ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ × ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ.

÷ÚÑ× W = Cn, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ! | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÌÏÖÅ-
ÎÉÑ Cn ,→ Mat∗n × ×ÉÄÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÏÒÏÖÄ�ÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ GLn
ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØÓÑ ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Cn:

. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .
· · · x · · ·. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .

· g

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
C[Matn] ' S•(Mat∗n) ' S•

(
Cn ⊕ · · · ⊕ Cn︸ ︷︷ ︸

n ÒÁÚ

)
=

⊕
m1;:::;mn≥0

Sm1Cn ⊗ · · · ⊗ SmnCn:

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÏÄ-
ÈÏÄÑÝÅÅ (Cn)⊗m (m = m1 + · · · + mn) É ÚÎÁÞÉÔ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ S�Cn
(|�| = m). ¤

âÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ:
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R : GLn(C) → GL(W ) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ,
ÅÓÌÉ rij(g) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g ∈ GLn(C).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÅ-
×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ, ÔÏ ÉÈ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÔÅÐÅÎÉ det g.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R⊗ detk ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÐÒÉ k À 0.

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ S�Cn, ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ � ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ
ÞÌÅÎÁÍÉ ÄÏ (�1; : : : ; �n), �1 ≥ · · · ≥ �n ≥ 0.
ìÅÍÍÁ 13. S�Cn ⊗ detk = S�+(kn)Cn.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÑÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ×
(Cn)⊗(|�|+nk), ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏ (e1∧· · ·∧en)⊗· · ·⊗(e1∧· · ·∧el), ÇÄÅ (�+(kn))> =
(n; : : : ; l). ¤

éÚ ÌÅÍÍÙ 13, ÔÅÏÒÅÍÙ 7 É ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 8. íÏÄÕÌÉ V (�) := S�+(kn)Cn ⊗ det−k (�1 ≥ · · · ≥ �n ∈ Z) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ
ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ k À 0 É ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ GLn(C).

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ GLn(C) ËÁË
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 27 × ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 3). þÕÔØ
ÐÏÚÖÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ V (�) ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 12), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÊ GLn(C).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚ×É×ÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Ó ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ
ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

W ,→ C[Matn]⊕ · · · ⊕ C[Matn]︸ ︷︷ ︸
N=dimW

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ R : GLn → GL(W ) ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ
w 7→ (r!1;w; : : : ; r!N ;w), ÇÄÅ !1; : : : ; !N | ÂÁÚÉÓ W ∗. ïÔÓÀÄÁ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn(C) ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× (Cn)⊗m. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.
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ó×ÏÄÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ ÎÁ ⊗ detk,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:
ôÅÏÒÅÍÁ 9. ÷ÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn(C) ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ.

üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn.
ôÅÏÒÅÍÁ 9 ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ (ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 3).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8, S�(Cn)∗ ' V (�′) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �′ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ
ÏÔ �) | ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ.
3.3. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. ëÁË É ÄÌÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Sm, ÍÏÖ-
ÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÄÏÂÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÄÕÁÌØÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÷ÅÊÌÑ S�(Cn)∗.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V = Cn, ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e1; : : : ; en É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ
ÆÕÎËÃÉÑÍÉ x1; : : : ; xn. âÕÄÅÍ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × (V ∗)⊗m ËÌÅÔËÁÍÉ (j; q)
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÐÏÒÑÄËÁ m. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

(V ∗)⊗m ,→ C[xijq | i = 1; : : : ; n; (j; q) ∈ �]
× ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ×ÅËÔÏÒÁÍ x·jq =
(x1jq; : : : ; xnjq) (ÚÄÅÓØ xijq ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ i-À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ (j; q)-ÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÑ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �> = (�1; : : : ; �l). áÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �
ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ (V ∗)⊗m ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ×ÅËÔÏÒÏ× x·jq, j = 1; : : : ; �q. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ
ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÅÎÕ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÏÌÉÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÕÌØÔÉÓÔÅÐÅÎÉ (�1; : : : ; �k) ÐÕÔ�ÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×
x·jq := x·j, q = 1; : : : ; �j, Ô.Å. ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xijq = xij. ðÏÌÕÞÁÅÍ ×ÌÏ-
ÖÅÎÉÅ

S�V ∗ ' (V ∗)⊗m · b�a� ,→ C[Matn] = C[xij | i; j = 1; : : : ; n]:
çÒÕÐÐÁ GLn ÚÄÅÓØ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃ ÌÅ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ
ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ gf(x) = f(g−1x) (g ∈ GLn, x ∈ Matn).

ïÐÉÛÅÍ ÏÂÒÁÚ ÄÕÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÷ÅÊÌÑ × C[Matn]. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÁÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ïÂÏÂÝ�ÅÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ � É ×ÅÓÁ ! | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ T ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ � ÞÉÓÌÁÍÉ

tjq = 1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸
!1 ÒÁÚ

; : : : ; n; : : : ; n︸ ︷︷ ︸
!n ÒÁÚ

; (j; q) ∈ �;

ÇÄÅ ! = !(T ) = (!1; : : : ; !n) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.
ðÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ | ÜÔÏ ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉ-

ÓÌÁ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÔ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï É (ÓÔÒÏÇÏ) ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ.
ðÒÉÍÅÒ 8. ïÂÏÂÝ�ÅÎÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ S É T ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÏÒÍÕ � = (5; 42; 2)
É ×ÅÓÁ !(S) = (2; 3; 3; 4; 3), !(T ) = (3; 3; 5; 4; 0) (ÓÞÉÔÁÑ n = 5):

S =
1 1 2 2 4
2 3 3 4
3 4 4 5
5 5

; T =
1 1 1 2 3
2 3 2 3
3 4 3 4
4 4

:

ôÁÂÌÉÃÁ S ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ, Á T | ÎÅÔ.



ðòåäóôá÷ìåîéñ ëìáóóéþåóëéè çòõðð 25

âÁÚÉÓÎÙÅ p-ÆÏÒÍÙ xi1 ∧ · · · ∧ xip ∈
∧pV ∗ ÚÁÄÁÀÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

Di1:::ip =

∣∣∣∣∣∣

xi1;1 : : : xi1;p
: : : : : : : : : : : : : : :
xip;1 : : : xip;p

∣∣∣∣∣∣

ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ x·j = (x1j; : : : ; xnj). ðÏÜÔÏÍÕ
∧�1V ∗ ⊗ · · · ⊗∧�lV ∗ ' 〈DT (1)(x··1) · · ·DT (l)(x··l) | tjq ∈ {1; : : : ; n}〉C

(ÐÏ ×ÓÅÍ ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÙÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ T ÆÏÒÍÙ �, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; : : : ; n), ÇÄÅ

x··q =



x11q : : : x1;�q ;q
: : : : : : : : : : : : : : : :
xn1q : : : xn;�q ;q


 :

üÔÕ ËÁÒÔÉÎÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÉÄÁÄÉÍ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � ÏÂß�ÅÍ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÉ× Å�Å ËÏÐÉÉ ÎÁ n ÕÒÏ×ÎÑÈ ÇÌÕÂÉÎÙ. ÷ ËÁÖÄÏÊ (ËÕ-
ÂÉÞÅÓËÏÊ) ÑÞÅÊËÅ (i; j; q) ÏÂß�ÅÍÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xijq.

t

?

¡¡µ

j

i
-
q

q q q
q q q

q

ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ x·jq ÏÔ×ÅÞÁÀÔ \ËÏÌÏÄÃÁÍ" ÜÔÏÊ ÏÂß�ÅÍÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, Á DT (q) |
ÍÉÎÏÒÙ Å�Å q-ÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÓÒÅÚÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÁÍ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ q-ÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ T (q) ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ T .

óÉÍÍÅÔÒÉÚÕÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �, Ô.Å. ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ xijq = xij, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÄÕÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÷ÅÊÌÑ:

S�V ∗ ' (∧�1V ∗ ⊗ · · · ⊗∧�lV ∗) a� '
' 〈DT := DT (1) · · ·DT (l) | T ÆÏÒÍÙ �; tjq ∈ {1; : : : ; n}〉C:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, S�(Cn)∗ ⊂ C[Matn] ÐÏÒÏÖÄ�ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ-
ÃÙ x ∈ Matn(C), ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× (É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ
ÓÔÒÏËÉ), ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÙ ÜÔÉÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �>.

ôÅÏÒÅÍÁ 10. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ DT , ÇÄÅ T ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ ÆÏÒÍÙ �, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁ-
ÚÉÓ S�(Cn)∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 3 É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ.

áÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÐÒÑÍÌÅÎÉÑ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÌÀÂÏÊ DT ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÕÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÙÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÙÐÒÑÍÌÅÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ 14. DT = ∑
T ′ DT ′ ÐÏ ×ÓÅÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ T ′, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ T ÏÂÍÅÎÏÍ

ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ p ÞÉÓÅÌ ÉÚ q-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ Ó ÐÅÒ×ÙÍÉ p ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ (q+1)-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ,
ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÏÒÑÄÏË ÉÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (p; q ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É × ÌÅÍÍÅ 7, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÅÍÍÕ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ Ë

Di1;:::;ikDj1;:::;jl =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xi1;1 : : : : xik;1... : : : : ...
: : : : : : : : : : : : : : : :

... : : : : ...
xi1;k : : : : xik;k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

xj1;1 : : : xjl;1
: : : : : : : : : : : : : : :
xj1;l : : : xjl;l

0
: : : : : : : : : : : : : : :
xj1;k : : : xjl;k

1 . . .0 1

;

ÇÄÅ T (q) = (i1; : : : ; ik), T (q+1) = (j1; : : : ; jl). ¤
ìÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË
ÎÁ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃÁÈ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï É

Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, Á ÑÞÅÊËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ x ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ É ÓÌÅ×Á
ÎÁÐÒÁ×Ï:

?-

-
-

-
-

-
??????

-

õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÑÞÅÅË (i; j) ÚÁÄÁ�ÅÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÈ
ÏÔ xij, i; j = 1; : : : ; n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f̂ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ C[Matn].
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ D̂i1;:::;ip = xi1;1 · · ·xip;p (ÐÒÉ i1 < · · · < ip), Á D̂T ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅ:

q
x·1 . . . . . . . . . . : : : : : : x·1
x·2 . . . . . . . . . x·2

j xij (i = tjq)

x·k
ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ T Â T ′ =⇒ D̂T Â D̂T ′ . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÐÅÒ×ÏÅ

ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ T É T ′ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ËÌÅÔËÅ (j; q). ôÏÇÄÁ i = tjq < t′jq É xij
×ÈÏÄÉÔ × D̂T × ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÅÍ × D̂T ′ , Á ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ | ×
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ (ÚÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔØ).

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔ-
ÎÙÈ DT ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. âÁÚÉÓ S�Cn ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ eT := (eT (1) ⊗ · · · ⊗ eT (l)) a�, ÇÄÅ
T ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ, Á ei1:::ip := ei1 ∧ · · · ∧ eip.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ: ÏÇÒÁÎÉÞÅ-
ÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn(C) × S�Cn ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ GLn−1(C), ×ÌÏÖÅÎÎÕÀ \ÕÇÌÏÍ",
ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ⊕

�′ S�
′Cn−1, ÇÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ �′ ×ÙÓÏÔÙ < n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �

ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.
3.4. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÆÌÁÇÏ×. äÕÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÷ÅÊÌÑ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÆÌÁÇÏ×. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (ÐÏÌÎÙÍ) ÆÌÁÇÏÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× 0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wn = V ,
dimWp = p. ëÁÖÄÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Wp ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ p-×ÅËÔÏÒÏÍ
wp = v1 ∧ · · · ∧ vp (ÇÄÅ v1; : : : ; vp | ÂÁÚÉÓ Wp), ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞ-
ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÏÞËÕ
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ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(∧pV ), ÇÄÅ P(M) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÒÑ-
ÍÙÈ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ×

F`n = F`(V ) := {W• = (W1; : : : ;Wn) | Wp ⊂ Wq ÐÒÉ p < q} ⊂
⊂ P(V )× P(∧2V )× · · · × P(∧nV )

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÌÏÖÅÎÏ × ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÏÌÎÙÊ
ÐÒÏÏÂÒÁÚ F`(V ) × (V \ 0)× (∧2V \ 0)× · · · × (∧nV \ 0) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× w• =
(w1; : : : ; wn) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ wp 6= 0, wp ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ p É ÄÅÌÉÔ wq ÐÒÉ p < q.
ïÔËÁÚÙ×ÁÑÓØ ÏÔ ÕÓÌÏ×ÉÊ wp 6= 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÕÌØÔÉËÏÎÕÓ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ
ÆÌÁÇÏ×:

F̂`n = F̂`(V ) := {w• = (w1; : : : ; wn) | wp ÒÁÚÌÏÖÉÍÙ; wp|wq ÐÒÉ wp 6= 0; p < q} ⊂
⊂ V ⊕∧2V ⊕ · · · ⊕∧nV:

ìÀÂÏÊ ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ×ÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ:

wp =
∑

1≤i1<···<ip≤n
yi1:::ipei1:::ip ; ∀wp ∈

∧pV:

þÉÓÌÁ yi1:::ip ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ðÌÀËËÅÒÁ p-×ÅËÔÏÒÁ wp (ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Wp, ÅÓÌÉ wp ÒÁÚÌÏÖÉÍ). éÈ ÕÄÏÂÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× i1; : : : ; ip, ÐÒÉÎÑ× ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ðÌÀËËÅ-
ÒÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÐÏ Ó×ÏÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ.

ìÅÍÍÁ 15. F`(V ) É F̂`(V ) ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÙ ðÌÀËËÅÒÁ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙ. íÕÌØÔÉËÏÎÕÓ F̂`(V ) | ÜÔÏ ×
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ F`(V ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ F`(V ), ×
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ wp ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÎÁ yi1:::ip .
÷ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ðÌÀËËÅÒÁ yj1:::jp 6= 0. âÅÚ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ y1:::p = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ,

wp = v1 ∧ · · · ∧ vp; vj = ej +
∑
i>p

aijei =⇒ aij = y1:::i
j
:::p:

òÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ wp ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ yi1:::ip ÓÕÔØ p-ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏ ÓÔÏÌÂ-
ÃÁÍÉ v1; : : : ; vp, Ô.Å. ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ y1:::i:::p, i > p ≥ j. äÅÌÉÍÏÓÔØ ÎÁ
wp ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÌÀÂÏÊ vj, Ô.Å. ÕÓÌÏ×ÉÀ vj ∧ wq = 0 | ÜÔÏ ÔÏÖÅ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ðÌÀËËÅÒÁ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÄÏÍÎÏÖÉ× ÏÄÎÏ-
ÞÌÅÎÙ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ yj1:::jp , | ÔÏÇÄÁ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ × ÌÀÂÏÊ
ÔÏÞËÅ w• ∈ F̂`(V ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ wp = 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ, Á ÐÒÉ wp 6= 0
ÍÏÖÎÏ ÍÁÌÙÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× vj ÄÏÂÉÔØÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ yj1:::jp 6= 0, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. üÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ F̂`(V ) É F`(V ).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F̂`(V ) | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ F`(V ). ÷ÏÚØ-
Í�ÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ w• ∈ F̂`(V ). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ v1; : : : ; vn ÔÁË, ÞÔÏ wp =
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v1 ∧ · · · ∧ vp ÄÌÑ ×ÓÅÈ wp 6= 0, É ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍÉ:

vp(t) :=





t · vp; wp = 0 6= wp−1;
vp=t; wp 6= 0 = wp−1;
vp; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

ðÒÏÏÂÒÁÚ F`(V ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ w•(t) = (w1(t); : : : ; wn(t)), ÇÄÅ

wp(t) := v1(t) ∧ · · · ∧ vp(t) =
{
t · v1 ∧ · · · ∧ vp; wp = 0;
v1 ∧ · · · ∧ vp; wp 6= 0;

ÐÒÉÞ�ÅÍ w•(t) → w• ÐÒÉ t→ 0. ¤
ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÉÌÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÉÌÉ ÐÒÑÍÏÇÏ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ,
ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, F`n É F̂`n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.

áÌÇÅÂÒÁ C[M ] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M , É ÉÄÅÁÌ I(M) ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀ-
ÝÉÈÓÑ × 0 ÎÁ M , ÎÅÓÕÔ ×ÁÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M , ÓÍ. [ûÁ]. éÚÕÞÉÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ C[F̂`n].

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ× ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ GL(V )
(Ô.Å. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ): F`n ' GLn=Bn, ÇÄÅ Bn | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÅ×ÙÒÏ-
ÖÄÅÎÎÙÈ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ-
ÇÏ ÆÌÁÇÁ E• = (E1; E12; : : : ; E1:::n), E1:::p = 〈e1; : : : ; ep〉C. åÇÏ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ
× F̂`n | ÏÔËÒÙÔÁÑ ÐÌÏÔÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ GLn=Un, ÇÄÅ Un | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ
×ÅÒÈÎÉÈ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ (Ô.Å. Ó 1 ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ), Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉ-
ÚÁÔÏÒÏÍ e• = (e1; e12; : : : ; e1:::n).

ïÒÂÉÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
GLn −→ F̂`n; g 7→ ge•;

ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

Matn −→ F̂`n; x 7→ xe• = (: : : ; x·1 ∧ · · · ∧ x·p; : : : ):
ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ðÌÀËËÅÒÁ ÎÁ F̂`n ÍÏÖÎÏ ÐÏÄ-
ÎÑÔØ ÄÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x 7→ f(xe•) ÎÁ Matn. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ
F̂`n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÌÏÔÎÕÀ ÏÒÂÉÔÕ, ÐÏÌÕÞÁ-
ÅÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ C[Matn] ←- C[F̂`n], ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ðÌÀËËÅÒÁ
yi1:::ip ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × Di1:::ip , Á ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ yT := yT (1) · · · yT (l) | × DT (ÇÄÅ T | ÌÀ-
ÂÁÑ ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ×ÙÓÏÔÙ ≤ n, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; : : : ; n). éÚ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ð. 3.3 ×ÙÔÅËÁÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 11. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ:

C[F̂`n] ' 〈DT | htT ≤ n; tjq ∈ {1; : : : ; n}〉C =
⊕

ht�≤n
S�(Cn)∗:

ïÄÎÏÞÌÅÎÙ yT , ÇÄÅ T ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ, ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ F̂`n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁ-
ÚÉÓ C[F̂`n] (ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ). éÄÅÁÌ I(F̂`n) ÐÏÒÏÖÄÁ-
ÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ yi1:::ikyj1:::jl − (ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ
Ä×ÕÈ ÐÌÀËËÅÒÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÁÒÁÍ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏ×, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ
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ÉÚ (i1; : : : ; ik), (j1; : : : ; jl) ÏÂÍÅÎÏÍ j1; : : : ; jp Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ p ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÚ i1; : : : ; ik)
ÐÏ ×ÓÅÍ k ≥ l ≥ p.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ yi1:::ikyj1:::jl = : : : ÓÌÕÖÁÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-
ÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ yi1:::ip ÁÌÇÅÂÒÙ C[F̂`n] É ÚÁÄÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ F`n É F̂`n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÉÓÁÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É ÂÁÚÉÓÁ C[F̂`n] ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.
ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ðÌÀËËÅÒÁ
ÎÁ F̂`n ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÙÐÒÑÍÌÅÎÉÑ (ÌÅÍÍÁ 14). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØ-
ËÏ ÉÍÉ, ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ðÌÀËËÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ×
ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×. åÓÌÉ f ∈ I(F̂`n), ÔÏ ÜÔÁ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÃÉÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × C[F̂`n].
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, I(F̂`n) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. óËÏÌØËÏ GLn-ÏÒÂÉÔ × F̂`n? ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÌÅÖÁÔ × ÏÂÒÁÚÅ Matn?
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×ÙÐÒÑÍÌÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ

k+1∑
s=1

(−1)s−1yi1;:::;ik−1;jsyj1;:::;js−1;js+1;:::;jk+1 = 0;

ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ËÏÎÕÓ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ k-×ÅËÔÏÒÏ× × ∧kV .

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ C[F̂`n] ' C[Matn]Un | ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ Un ÐÒÁ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ × F̂`n ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ
ÕÓÌÏ×ÉÅÍ wn 6= 0, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÎÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁÚÒÅÛÁÑ ×
ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÓÔÅÐÅÎØ y1:::n, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ

C[F̂`n][y−1
1:::n] ' 〈DT= detk | htT ≤ n; tjq ∈ {1; : : : ; n}; k ≥ 0〉C =

= C[GLn]Un '
⊕

�1≥···≥�n∈Z
V (�)

(ÇÄÅ C[GLn] := C[Matn][det−1]). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ: ×ÓÅ ÎÅÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn(C) ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ × ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄ�ÅÎÎÕÀ ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

4. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ
4.1. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn. èÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ R : G →
GL(W ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ

chW (g) := trR(g) = �1(g) + · · ·+ �N(g);
ÇÄÅ �i(g) | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R(g).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ chV⊕W = chV + chW É chV⊗W = chV · chW ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ G-ÍÏÄÕÌÅÊ V;W .

÷ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ
[÷É, ÇÌ. 11, §4], [FH, Lect. 2]. ôÏ ÖÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ É ÄÌÑ (ÒÁÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÙÈ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ G = GLn(C) (Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G,
ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 3).
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ðÏÞÔÉ ×ÓÅ g ∈ GLn(C) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÍÉ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÌÏÔÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × GLn).
ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ (ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ chW ) ÄÌÑ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ chW (g) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ

g =
(t1 . . . 00 tn

)
∈ Tn :=

(∗ . . . 00 ∗

)
;

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Tn ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
chW ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÏÒÁÎÁ ÉÚ C[t±1

1 ; : : : ; t±1
n ] × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÑ ÉÌÉ ÏÂÙÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ C[t1; : : : ; tn] × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. þÉÓÌÁ ti ÓÕÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ g × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ
GLn × Cn. ðÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, chW (g) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ìÏÒÁÎÁ) ÏÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ g ÎÁ ×ÓÅÊ ÇÒÕÐÐÅ GLn.
ìÅÍÍÁ 16. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ (ìÏÒÁÎÁ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ Sn ,→ GLn × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄ-
ÇÒÕÐÐÙ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. éÍÅÅÍ ÐÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ Tn,
� ∈ Sn:

chW (t1; : : : ; tn) = trR(t) = trR(�−1t�) = chW (t�(1); : : : ; t�(n)): ¤

÷ ÍÏÄÕÌÅ ÷ÅÊÌÑ W = S�Cn ×ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ R(t) (t ∈ Tn) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÉÁ-
ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ: ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ eS, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ
S ÆÏÒÍÙ � ×ÅÓÁ �, R(t) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ t� := t�1

1 · · · t�nn . äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, eS | ×ÅÓÏ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Tn ×ÅÓÁ t� ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ � (ÓÍ. ÐÒÉ-
ÌÏÖÅÎÉÅ 3). ÷ÅÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ, Ô.Å.
�1 ≥ · · · ≥ �n.

óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ � ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

S� =
1 . . . . . . . . . . . . . . : : : 1
2 . . . . . . . . . . . . 2
. . . . . . . : : : : : :
k : : : k

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ e� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓÏ×ÙÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ Tn, ÎÏ
É ÄÌÑ Bn. åÇÏ (ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ) ×ÅÓ t� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ÓÒÅÄÉ ×ÅÓÏ× t� ÍÏÄÕÌÑ
S�Cn ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ôÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÓÔÁÒÛÉÍÉ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 29 × ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 3).
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ | ÜÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ:

s�(t1; : : : ; tn) := chS�Cn =
∑

|�|=|�|
K��t�;

ÇÄÅ K�� | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ � ×ÅÓÁ �. þÉÓÌÁ K�� ÎÁ-
ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ëÏÓÔËÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s(1k) = �k | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k, Á s(k) | ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ k (ÐÏÌÎÙÊ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ).
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èÁÒÁËÔÅÒÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ
chV (�) = s�+(kn)(t1; : : : ; tn)=(t1 : : : tn)k:

÷ÅÓÏ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ S�+(kn)Cn, ÎÏ ÉÈ ×ÅÓÁ ÓÄ×ÉÇÁÀÔÓÑ ÎÁ (−kn).
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ �.

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÆÕÎ-
ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ:
ôÅÏÒÅÍÁ 12. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× C[t1; : : : ; tn]Sn.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÄÅÑ ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ [÷É, ÇÌ. 3, §8].

õ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f̂ = t� ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÏÍ �1 ≥ · · · ≥ �n. ÷ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ f ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ûÕÒÁ s� Ó ÎÕÖÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h = f − c�s� Ó ĥ ≺ f̂ . ôÏÊ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÕÂÉ×ÁÅÍ
ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ h É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, × ÉÔÏÇÅ ×ÙÒÁÖÁÑ f × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ.

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ � Â �′ ⇐⇒ t� Â t�′ , Á ÚÎÁÞÉÔ,
× ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× s� ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÎÅ
ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. chV (�) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ìÏ-
ÒÁÎÁ C[t±1

1 ; : : : ; t±1
n ]Sn.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. íÏÄÕÌÉ V (�) ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ �.
üÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÁËÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ V (�) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÔÁÒÛÉÅ

×ÅÓÁ (ÓÒ. ÔÅÏÒÅÍÕ 29 × ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 3).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn(C) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ
Ó×ÏÉÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å W ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ chW × ÓÕÍÍÕ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÏ× chV (�). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ chW , Á ÚÎÁÞÉÔ,
É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ W ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏ chW . ¤

÷ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 3 ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ÒÅÄÕË-
ÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ Ó×ÏÄÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÊ Ë ÞÉÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ, ÒÁÂÏÔÁÑ ×ÍÅÓÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
Ó ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ V (�)⊗V (�) ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó×Ï-
ÄÉÔÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ s� · s� ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ. ÷ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝ-
ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × §5, Á × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÍ,
ËÁË ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ SkCn É ∧kCn.

4.2. æÏÒÍÕÌÙ ðÉÅÒÉ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÔÅÎ-
ÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑ ÷ÅÊÌÑ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ É ×ÎÅÛÎÀÀ ÓÔÅÐÅÎÉ Cn
ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 13 (æÏÒÍÕÌÙ ðÉÅÒÉ). éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ GLn-ÍÏÄÕÌÅÊ:

S�Cn ⊗ SkCn '
⊕

�′
S�′Cn

ÐÏ ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ �′ ×ÙÓÏÔÙ ≤ n, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ � ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ k ËÌÅÔÏË
ÓÐÒÁ×Á, ÐÒÉÞ�ÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ × ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ;

S�Cn ⊗∧kCn '
⊕

�′′
S�′′Cn

ÐÏ ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ �′′ ×ÙÓÏÔÙ ≤ n, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ � ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ k ËÌÅÔÏË
ÓÐÒÁ×Á, ÐÒÉÞ�ÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ × ËÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÏ×Á. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 12, Ó×ÏÄÉÍ ×Ï-
ÐÒÏÓ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ûÕÒÁ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ s� · s(k) = ∑ s�′ ,
s� ·�k = ∑ s�′′ , ÇÄÅ �′; �′′ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ s� = ∑

S t!(S) ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ S ÆÏÒÍÙ �. äÌÑ ÒÁÚÌÏ-
ÖÅÎÉÑ s� · s� × ÓÕÍÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ s�′ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÉ (S; T ) ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍ
� É � É ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ S ′ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÏÒÍ �′ (ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÓÐÉÓËÁ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ !(S ′) = !(S) + !(T ). äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ, ÕÖÅ ÞÉÓÔÏ ËÏÍ-
ÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ, ×ÏÐÒÏÓÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÓÁ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÅËÔÏÒÙ eS⊗eT ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ S�Cn⊗S�Cn, Á ×ÅËÔÏ-
ÒÙ eS′ | ÂÁÚÉÓ ⊕

S�′Cn. ÷ÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÄÁÓÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× S�Cn⊗S�Cn ' ⊕

S�′Cn, Á ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ×ÅÓÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ Tn-ÍÏÄÕÌÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ
Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ GLn | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ GLn-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ
ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓ-
ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Cn ⊗ Cn = S2Cn ⊕ ∧2Cn, Á ÂÁÚÉÓÎÙÅ
×ÅËÔÏÒÙ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÕÔØ ei ⊗ ej + ej ⊗ ei (i ≤ j) É ei ⊗ ej − ej ⊗ ei
(i < j).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ S ÎÁ ÏÄÎÏËÌÅÔÏÞÎÕÀ
ÔÁÂÌÉÃÕ t ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ËÌÅÔ-
ËÕ t Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ S ÓÐÒÁ×Á. åÓÌÉ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔØ, ÔÏ ÉÝÅÍ
ÐÅÒ×ÕÀ ÓÐÒÁ×Á ËÌÅÔËÕ s ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ t ÂÅÚ
ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔÉ (Ô.Å. ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ Ó s > t), É ÚÁÍÅÎÑÅÍ.
÷ÙÔÅÓÎÅÎÎÕÀ ËÌÅÔËÕ s ÐÙÔÁÅÍÓÑ ×ÐÉÓÁÔØ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏÞËÕ S ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, É Ô.Ä.:

ts
svu

r ¾
¾

+

k
z

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ S ′ ÆÏÒÍÙ �′, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÉÚ �
ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ S É ÞÉÓÌÏÍ t.
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ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÌÅÔËÕ:
1) ðÕÔØ ×ÙÔÅÓÎÅÎÉÑ (ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÍÙÈ ËÌÅÔÏË, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÄÏÂÁ-

×ÌÑÅÍÏÊ) ÉÄ�ÅÔ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ×ÎÉÚ/×ÌÅ×Ï (ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
ÒÉÓÕÎËÅ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ ËÏ 2-Ê. ëÌÅÔ-
ËÁ s , ×ÙÔÅÓÎÅÎÎÁÑ ÉÚ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÍÏÖÅÔ ×ÙÔÅÓÎÉÔØ ×Ï 2-Ê ÓÔÒÏËÅ ÌÉÂÏ
ÓÔÏÑÝÕÀ ÐÏÄ s ËÌÅÔËÕ v , ÌÉÂÏ ËÌÅÔËÕ ÌÅ×ÅÅ ÜÔÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ s < v.
äÁÌØÛÅ ×Ó�Å ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

2) ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÓÔÒÏ-
ÇÏÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, Á ÓÔÒÏÇÏÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-
ÎÉÅ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏÞÅË:
r ≤ t < s, t < s < v (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ S ·T ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:
S ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ T , × ÐÏÒÑÄËÅ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï
ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ.

6
-

-
-

-
-

-

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÙ:
1 1 3 4
2 3 4
4

×
1 2 2
2 4
3

ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÔÒÏËÕ (ÓÔÏÌÂÅÃ):
3) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÕÔÉ ×ÙÔÅÓÎÅÎÉÑ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÉÎÎÅÅ)

ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÁ×ÅÅ (ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ) ÉÈ, Ô.Å. × ËÁ-
ÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ËÌÅÔËÉ Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ËÌÅÔËÁ
1-ÇÏ ÐÕÔÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÁ×ÅÅ (ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ) ËÌÅÔËÉ 2-ÇÏ ÐÕÔÉ.

üÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÎÏÍÅÒÕ ÓÔÒÏËÉ. ðÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÉ ÎÁ ËÌÅÔËÉ t É t′ Ó t ≤ t′ (t > t′) ÓÐÅÒ×Á t ×ÙÔÅÓÎÑÅÔ ÉÚ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ ËÌÅÔËÕ
s c s > t, Á ÚÁÔÅÍ t′ ×ÙÔÅÓÎÑÅÔ ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ s′ Ó s′ > t′ ≥ t (s′ > t′ < t).

ðÏÜÔÏÍÕ s′ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÁ×ÅÅ (ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ) ×ÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÉ t ,
Ô.Å. ËÌÅÔËÉ s × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ, É s ≤ s′ (s > t ≥ s′). úÁÔÅÍ ËÌÅÔËÉ s É s′
×ÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ×Ï 2-À ÓÔÒÏËÕ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É Ô.Ä.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÁÓÓÏÃÉ-
ÁÔÉ×ÎÏ [æÕ, ÇÌ. 1{3].
ìÅÍÍÁ 17. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ S ′ = S · T ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-
ÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÉ (S; T ), ÇÄÅ S | ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ
ÆÏÒÍÙ �, Á T | ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ (ÓÔÏÌÂÅÃ) ÄÌÉÎÙ k, É ÐÏÌÕÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÙÍÉ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ S ′ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÏÒÍ �′, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ � ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ
k ËÌÅÔÏË, ÐÒÉÞ�ÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ × ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ (ÓÔÒÏËÕ).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ ÓÔÒÏËÕ (ÓÔÏÌÂÅÃ)
ÄÌÉÎÙ k ÉÍÅÅÔ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ �′, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á 3 ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÁ-
ÂÌÉÃ. ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ S ′ ÆÏÒÍÙ
�′ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ (S; T ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ S ′ = S · T .

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ T . ðÏÓÌÅÄÎÉÅ
ËÌÅÔËÉ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÕÔÑÈ ×ÙÔÅÓÎÅÎÉÑ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÌÅÔËÉ, ÄÏÐÏÌ-
ÎÑÀÝÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ � ÄÏ �′, × ÐÏÒÑÄËÅ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï É ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ (Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ
É ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×É-
ÄÏÍ S ′, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ S É T ÐÏ S ′ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ, ÓÞÉÔÁÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ,
ÞÔÏ k = 1, Ô.Å. T ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ p × ÐÕÔÉ ×ÙÔÅÓÎÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ËÁËÁÑ ËÌÅÔ-
ËÁ q ×ÙÔÅÓÎÉÌÁ Å�Å ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ q < p, ÎÏ ÌÀÂÁÑ ËÌÅÔËÁ
ÐÒÁ×ÅÅ q ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÞÉÓÌÏ ≥ p. ðÏÜÔÏÍÕ q | ÓÁÍÁÑ ÐÒÁ×ÁÑ ËÌÅÔËÁ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ < p.

ôÁË ÍÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ ×ÅÓØ ÐÕÔØ ×ÙÔÅÓÎÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, Á ÅÇÏ 1-Ñ ËÌÅÔËÁ ÄÏ-
ÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ë T . ðÒÏÃÅÓÓ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ S ÉÚÏÂÒÁÖ�ÅÎ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÉÓÕÎËÅ
(ÓÔÒÅÌËÉ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ ×ÙÔÅÓÎÅÎÉÑ):

p
q
u r

v*
*

ïÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ S; T ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙ.
îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ S ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÏÈÒÁ-

ÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, Á ÓÔÒÏÇÏÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÑÓÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×
u < q < p, q < p ≤ v (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÒÉÓÕÎÏË).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔØ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ) T , ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÐÕÔÉ ×ÙÔÅÓÎÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ p É p′ | ËÌÅÔËÉ ÜÔÉÈ
ÐÕÔÅÊ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ; ÔÏÇÄÁ p′ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ (ÎÅÓÔÒÏÇÏ
ÐÒÁ×ÅÅ) p É p′ ≤ p (p′ > p). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÎÏ-
ÍÅÒÕ ÓÔÒÏËÉ: ÅÓÌÉ p É p′ , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎ-
ÄÕËÃÉÉ, ×ÙÔÅÓÎÅÎÙ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ ËÌÅÔËÁÍÉ q É q′ , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÔÏ q′ < p′ ≤ p (q′ < p′ > p), Á ÚÎÁÞÉÔ, q′ ÓÔÏÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ (ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÐÒÁ×ÅÅ)
ËÌÅÔËÉ q É q′ ≤ q (q′ ≥ p > q). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ËÌÅ-
ÔÏË ÉÚ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ËÌÅÔËÉ × T . ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÁ × T
ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï (ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ). ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 13. éÍÅÅÍ

s� · s(k) =
∑

S
t!(S) ·

∑

T
t!(T )

(ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ S ÆÏÒÍÙ � É ÓÔÒÏËÁÍ T ÄÌÉÎÙ k)

=
∑

S;T
t!(S)+!(T ) =

∑

S′
t!(S′)
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(ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ S ′ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÏÒÍ �′, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 17)

=
∑

�′
s�′ :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, s� · �k = ∑
�′′ s�′′ . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÈÁÒÁËÔÅÒÙ GLn-ÍÏÄÕÌÅÊ × ÌÅ×ÏÊ

É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÆÏÒÍÕÌ ðÉÅÒÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÓÁÍÉ ÍÏÄÕÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ
ÐÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 12. ¤

4.3. æÏÒÍÕÌÁ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÀ 8 ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÅÒÅÂÏÒÁ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ É ÐÏÄÓÞ�ÅÔÁ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á.
÷×ÉÄÕ ×ÁÖÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ, ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÉÈ Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ ×
ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ. ôÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
É ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 14 (æÏÒÍÕÌÁ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ).

s�(t1; : : : ; tn) = a(`1; : : : ; `n)
a(n− 1; : : : ; 1; 0) ;

ÇÄÅ `i = �i + n− i É

a(l1; : : : ; ln) =

∣∣∣∣∣∣

tl11 : : : tl1n
: : : : : : : : : : :
tln1 : : : tlnn

∣∣∣∣∣∣
:

÷ÎÁÞÁÌÅ ÉÚÌÏÖÉÍ ÓÈÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ~s�
ÆÏÒÍÕÌÙ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ
ðÉÅÒÉ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ. üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÁ �. ôÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÕ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ �, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÏÂÅ Å�Å ÞÁÓÔÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ.

ìÅÍÍÁ 18.

a(l1; : : : ; ln)
(1− t1) · · · (1− tn) =

∑

l′1≥l1>l′2≥l2>···>l′n≥ln
a(l′1; : : : ; l′n)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÄ�ÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ: tl=(1−t) = ∑
l′≥l tl

′ .
äÌÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÛÁÇÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ a(l′1; : : : ; l′n) ÐÏ ÐÏÓÌÅÄ-
ÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ:

a(l′1; : : : ; l′n) =
n∑
i=1

tl′ni (−1)n+ia{̂(l′1; : : : ; l′n−1);
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ÇÄÅ a{̂ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ a, ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t1; : : : ; ti−1,
ti+1; : : : ; tn. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁ×ÎÁ

n∑
i=1

(−1)n+i
ln−1−1∑

l′n=ln

tl′ni
∑

l′1≥l1>···>l′n−1≥ln−1

a{̂(l′1; : : : ; l′n−1) =

=
n∑
i=1

(−1)n+i tlni − tln−1
i

1− ti
· a{̂(l1; : : : ; ln−1)∏

j 6=i(1− tj)
(ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ)

= a(l1; : : : ; ln)− a(l1; : : : ; ln−1; ln−1)
(1− t1) · · · (1− tn)

(Ä×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ), Ô.Å. ÒÁ×ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ. ¤

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ
1

(1− t1) · · · (1− tn) =
∞∑

k=0
s(k)

ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 18 ÆÏÒÍÕÌÕ ðÉÅÒÉ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ
ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ:
ìÅÍÍÁ 19. ~s�·s(k) = ∑

�′ ~s�′ ÐÏ ×ÓÅÍ �′, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ � ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ k ËÌÅÔÏË,
ÐÒÉÞ�ÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ × ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

a(`1; : : : ; `n) · s(k) =
∑

a(`′1; : : : ; `′n);

ÇÄÅ `′i = �′i + n − i, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 18 ×ÚÑÔÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
ÓÔÅÐÅÎÉ `1 + · · ·+ `n + k ÐÏ t1; : : : ; tn ÏÔ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 14. ðÒÏ×ÅÄ�ÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÐÏ-
ÒÑÄÏÞÅÎÉÀ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ �>. âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ÐÒÉ � = ∅ ÆÏÒÍÕÌÁ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ
ÏÞÅ×ÉÄÎÁ (× ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÓÔÏÉÔ 1).

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ �, ÐÏÌÕÞÁÅÍÕÀ ÉÚ � ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÐÏ-
ÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÄÌÉÎÕ k. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÌÅÍÍÕ 19 × ×ÉÄÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: ~s� = ~s� · s(k)−

∑
�′ ~s�′ ÐÏ ×ÓÅÍ �′ 6= �, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ � ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉ-

ÅÍ k ËÌÅÔÏË, ÐÒÉÞ�ÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ × ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ s�. ðÏÓËÏÌØËÕ �>; (�′)> ≺ �>, ÆÏÒÍÕÌÁ ñËÏÂÉ{TÒÕÄÉ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ
s�; s�′ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ s� × ÓÉÌÕ
ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ¤

4.4. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ. æÏÒÍÕÌÁ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ, × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn(C).
ôÅÏÒÅÍÁ 15.

dim S�Cn =
∏
p<q

�p − �q + q − p
q − p =

∏
p<q

`p − `q
q − p

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, dim S�Cn = s�(1; : : : ; 1). ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÒÑÍÁÑ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÁ t1 = · · · = tn = 1 × ÆÏÒÍÕÌÕ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ ÄÁÓÔ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÏÓÔØ 0=0.
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þÔÏÂÙ Å�Å ÒÁÚÒÅÛÉÔØ, ÕÄÏÂÎÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ti = tn−i. ðÏÌÕÞÁÅÍ:

s�(tn−1; : : : ; t; 1) = �(t`1 ; : : : ; t`n)
�(tn−1; : : : ; 1) =

∏
p<q

t`p − t`q
tn−p − tn−q −→

∏
p<q

`p − `q
q − p ÐÒÉ t→ 1;

ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ ìÏÐÉÔÁÌÑ ÉÌÉ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÓÏËÒÁÔÉ×
ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÎÁ t− 1. ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ × (Cn)⊗4.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÒÀËÏ× ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ ÷ÅÊÌÑ:

dim S�Cn =
∏

(i;j)∈�

n− i+ j
hij

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ
ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V (�) ÇÒÕÐ-
ÐÙ GLn(C). ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÆÏÒ-
ÍÕÌ ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÌÀÂÙÈ
ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 3.

5. ðÒÁ×ÉÌÏ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ
úÁÄÁÞÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÁ

ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.
÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÒÅÛÉÍ Å�Å ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ GLn(C).

ôÁË ËÁË ×ÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn(C) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ det−k (k ∈ N), É ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ
ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (ÌÉÛØ ÐÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ÎÉÈ ÎÁ det−k,
ÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ), ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V (�)⊗ V (�) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �; � | ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, Á V (�) = S�Cn É V (�) = S�Cn | ÍÏÄÕÌÉ
÷ÅÊÌÑ. ðÒÏÂÌÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÒÁÚÌÏÖÉÔØ s� · s� × ÌÉÎÅÊÎÕÀ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ S�Cn ,→ S�1Cn ⊗ · · · ⊗ S�nCn, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ S�Cn ⊗ S�Cn ÎÁ ÎÅÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ | ÜÔÏ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ S�Cn ⊗ S�1Cn ⊗ · · · ⊗ S�nCn, ËÏÔÏÒÏÅ
ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ðÉÅÒÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 12, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h� = s(�1) · · · s(�n) ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, s� ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÙ h� (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 12 ÄÁ�ÅÔ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÎÏ ÅÓÔØ É
Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ [FH, §A.1]). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ s� · s� ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÅÒÅÚ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ s� · h� , Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ | ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ðÉÅÒÉ.

ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
S�Cn ⊗ S�1Cn ⊗ · · · ⊗ S�nCn ÍÅÔÏÄÏÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ/ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ: ÓÐÅÒ×Á ÍÙ ×ÙÞÉ-
ÔÁÅÍ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ s� · h� ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ s� · h�′ , ÇÄÅ s�′ ×ÈÏÄÉÔ ×
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ h�, (�′)> ≺ �>; ÚÁÔÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ s� · h�′′ , ÇÄÅ s�′′ ×ÈÏÄÑÔ
× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ h�′ , (�′′)> ≺ (�′)>; ÚÁÔÅÍ ÓÎÏ×Á ×ÙÞÉÔÁÅÍ, É Ô.Ä.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ S�Cn⊗S�Cn ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ
ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ: ÏÎ ÉÚÂÙÔÏÞÅÎ (ÔÁË ËÁË × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÔÏÇÏ×ÙÈ
ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÐÕÔ�ÅÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ/×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ
ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ) É ÎÅ ÄÁ�ÅÔ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �; �. ñ×ÎÙÊ
ÏÔ×ÅÔ ÄÁ�ÅÔ
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ôÅÏÒÅÍÁ 16 (ðÒÁ×ÉÌÏ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ).
S�Cn ⊗ S�Cn '

⊕

(�′; �′′; ::: ; �(n)=�)

S�Cn

ÐÏ ×ÓÅÍ ÃÅÐÏÞËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍ �(k), ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ � ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅ-
ÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌ ðÉÅÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ S�kCn É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ
ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÎÁ k-Í ÛÁÇÅ × ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ≤ i, ÎÅ
ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÎÁ (k− 1)-Í ÛÁÇÅ × ÓÔÒÏËÉ Ó
ÎÏÍÅÒÁÍÉ < i, ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 2; : : : ; ht�, i = 1; : : : ; ht �(k−1) + 1 (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ
k-Í ÛÁÇÅ ËÌÅÔËÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ÔÏÌØËÏ × ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ≥ k).
ðÒÉÍÅÒ 9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ ÆÏÒÍÕÌÙ
ðÉÅÒÉ: � = � = (2; 1).

1 1
2

1 1

1 1

2

1
1 2

1
1

1
1

2

1
2

1

1

1

1

1
2

1
1 2

1
1

1
1
2

/ ~ ® R ® ®j j

9 ¼ j

XXXXXXXXXXXz

ðÏÌÕÞÁÅÍ (S(2;1)Cn)⊗2 ' S(4;2)Cn⊕S(4;1;1)Cn⊕S(3;3)Cn⊕(S(3;2;1)Cn)⊕2⊕S(3;1;1;1)Cn⊕
S(2;2;2)Cn ⊕ S(2;2;1;1)Cn (ÉÓËÌÀÞÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ×ÙÓÏÔÙ > n).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23. òÁÚÌÏÖÉÔÅ S(2;2;1)Cn ⊗ S(3;2;1)Cn ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.

íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 16 × ÄÕÈÅ Ð. 4.2, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ [æÕ, ÇÌ. 5] (ÔÏÌØËÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÁ É
ÔÁ ÖÅ ÔÁÂÌÉÃÁ ÆÏÒÍÙ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁÂÌÉÃ
ÆÏÒÍ �; � ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ). ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÏÝ-
ÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÎÁÛÕ ÚÁÄÁÞÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÏÊÄ�ÅÍ
ÏËÏÌØÎÙÍ ÐÕÔ�ÅÍ, ÓÌÅÄÕÑ íÁËÄÏÎÁÌØÄÕ [íÁ, ÇÌ. I, §9].
5.1. ëÏÓÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅ-
ÀÔÓÑ Ä×Å ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ �; �, ÐÒÉÞ�ÅÍ � ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ
ÕÇÌÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �, Ô.Å. �i ≤ �i, ∀i = 1; : : : ; n. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ ÔÁË:
� ⊆ �. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË, ÏÓÔÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ � ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ
ÕÇÌÁ �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ �\�:

�
�\�

úÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ, ÒÁÚ×ÉÔÏÊ ×ÙÛÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÏÂÙÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ
àÎÇÁ, ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÓÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏÓÙÅ ÔÁ-
ÂÌÉÃÙ àÎÇÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏ× (ÏÂÙÞÎÙÅ É ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÙÅ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ É ÐÏÌÕ-
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ).

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË ËÏ-
ÓÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ T ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ, ËÁË
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× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 9. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ËÌÅÔËÁÈ T × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ
ÐÏÒÑÄËÅ, ÎÁÚÏ×�ÅÍ ÓÔÒÏÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÓÌÏ×ÏÍ) ÔÁÂÌÉÃÙ T .
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. óÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó
ÌÀÂÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÑÝÉÈ × Î�ÅÍ ÞÉÓÅÌ k ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á
ÞÉÓÅÌ k − 1, ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 2; : : : ; n.
ðÒÉÍÅÒ 10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÓÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ:

T =
3 2 1

2 1 1
1 1 2 3

; T ′ =
2 1 1

3 3 1
1 3 2 2

:

óÔÒÏÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï (1; 1; 2; 3; 2; 1; 1; 3; 2; 1) ÔÁÂÌÉÃÙ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÒÅÛ�ÅÔÞÁ-
ÔÙÍ, Á ÓÌÏ×Ï (1; 3; 2; 2; 3; 3; 1; 2; 1; 1) ÔÁÂÌÉÃÙ T ′ | ÎÅÔ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 5-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
ÔÒÏÅË ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Ä×ÏÅË).

åÓÌÉ × ÐÒÁ×ÉÌÅ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÃÅÐÏÞËÉ
(� ′; � ′′; : : : ; �) ÐÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ k × ËÌÅÔËÁÈ, ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÎÁ k-Í ÛÁÇÅ, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÅ ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ËÏÓÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ (ÜÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ
ÆÏÒÍÕÌ ðÉÅÒÉ), ÓÔÒÏÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ËÏÔÏÒÏÊ | ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÏÅ (ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏ-
ÓÔÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÃÅÐÏÞËÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍ �(k)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÁ×ÉÌÏ
ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
ôÅÏÒÅÍÁ 17.

S�Cn ⊗ S�Cn '
⊕
�

(S�Cn)⊕M�
�� ;

ÇÄÅ M �
�� | ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ �\� ×ÅÓÁ � Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÒÅ-

Û�ÅÔÞÁÔÙÍ ÓÔÒÏÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ.
ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ M �

�� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ.
íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÓÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÙ àÎÇÁ (ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ÎÅ

ÂÕÄÕÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÁÍ), Á ÔÁËÖÅ ËÏÓÙÅ ÆÕÎË-
ÔÏÒÙ ûÕÒÁ É ÍÏÄÕÌÉ ÷ÅÊÌÑ (ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ), É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÄÌÑ ÎÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ËÁË × Ð. 3.3. ïÄÎÁËÏ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ
ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ËÏÓÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÷ÅÊÌÑ | ËÏÓÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ

s�\�(t1; : : : ; tn) =
∑

|�|=|�|−|�|
K�\�; �t�;

ÇÄÅ K�\�; � | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ �\� ×ÅÓÁ �.
ìÅÍÍÁ 20. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t = (t1; : : : ; tn) É t′ = (t′1; : : : ; t′n).
ôÏÇÄÁ s�(t′; t) = ∑

�⊆� s�(t′)s�\�(t).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï ×ÓÑËÏÊ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ S ÆÏÒÍÙ �, ÚÁÐÏÌÎÅÎ-
ÎÏÊ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; : : : ; 2n, ÞÉÓÌÁ 1; : : : ; n ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ S ′
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÙ � ⊆ �, Á ÞÉÓÌÁ n + 1; : : : ; 2n | ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ S ′′
ÆÏÒÍÙ �\�. úÁÍÅÎÑÑ × S ′′ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÎÁ k − n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔ-
ÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ T ÆÏÒÍÙ �\�, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; : : : ; n. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÏ ËÁÖÄÏÊ
ÐÁÒÅ (S ′; T ) ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ S. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎ × s�(t′; t),
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ S, ÒÁ×ÅÎ (t′)!(S′)t!(T ), ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍÍÕ. ¤

éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÓÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ s�\� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ (ÐÏÓËÏÌØËÕ s� ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, Á s� ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ). óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂÙÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ. îÁÊÄ�ÅÍ
ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 18. s�\� = ∑
�M �

��s�
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
ÔÁ:

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÌÅÍÍÁ. éÍÅÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖ-
ÄÕ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ S ÆÏÒÍÙ �\� ×ÅÓÁ � É ÐÁÒÁÍÉ (S ′; T ), ÇÄÅ S ′
| ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÆÏÒÍÙ �\� Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÙÍ ÓÔÒÏÞÎÙÍ
ÓÌÏ×ÏÍ, Á T | ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ×ÅÓÁ �, ÆÏÒÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
×ÅÓÏÍ S ′.

ìÅÍÍÕ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÚÁËÏÎÞÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÔÅÏÒÅÍÙ. éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ K�\�; � = ∑

�′M �
��′K�′�, Á ÚÎÁÞÉÔ,

s�\� =
∑
�
K�\�; �t� =

∑

�;�′
M �

��′K�′�t� =
∑

�′
M �

��′s�′ : ¤

5.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÌÅÍÍÙ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
S Ã (S ′; T ), ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÑÑ ËÏÓÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ S, ÞÔÏÂÙ Å�Å ÓÔÒÏÞÎÏÅ
ÓÌÏ×Ï ÓÔÁÌÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÙÍ, É ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ × ÔÁÂÌÉÃÅ T .

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÌÏ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ k-ÄÅÆÅËÔ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÍÉ ÞÉÓÅÌ k É k−1 × ÓÌÏ×Å, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (k ≥ 2). úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÅÇÏ
ÄÅÆÅËÔÙ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

óÔÒÏÑ (S ′; T ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ, ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÛÁÇÅ ÐÏÌÁÇÁÅÍ S ′ := S, T := S�
(ÜÔÁ ÚÁÐÉÓØ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ � ÎÅ ÄÏÍÉÎÁÎÔÅÎ).

ðÕÓÔØ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ × ÓÔÒÏÞÎÏÍ ÓÌÏ×Å S ′ ×ÓÅ l-ÄÅÆÅËÔÙ ≤ 0 ÐÒÉ l < k,
ÎÏ Õ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× k-ÄÅÆÅËÔÙ > 0. ÷ÏÚØÍ�ÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÙÍ k-ÄÅÆÅËÔÏÍ d | ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ k. úÁÍÅÎÉÍ ÅÇÏ ÎÁ
k−1 É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓ�ÅÍ ËÒÁÊÎÀÀ ÐÒÁ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ k-Ê ÓÔÒÏËÉ T × ÐÒÁ×ÙÊ
ËÏÎÅÃ (k−1)-Ê ÓÔÒÏËÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ k ÎÁÛÅÇÏ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

k

k − 1
6

6k
k − 1

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÏ×ÅÎØ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÏÊ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÛÁÇÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÉÄÏÍ S ′. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ k-ÄÅ-
ÆÅËÔÙ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÌÏ×Á ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÌÉÓØ
ÎÁ 2, Á ÐÏÓÌÅ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ | ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ k-ÄÅÆÅËÔ ×
ÎÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Å ÒÁ×ÅÎ d−1 ÉÌÉ −1, ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÁÎ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ d = 1).

ìÅÍÍÁ 21. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ k ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k ≥ 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÌÏ×Á, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ
×ÙÂÒÁÎÎÙÍ, ÓÔÁÎÅÔ ÐÅÒ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ k-ÄÅÆÅËÔÏÍ (ÒÁ×ÎÙÍ
d− 1). ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ËÏÓÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ
ÐÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ k-ÄÅÆÅËÔÏÍ É ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÉÊ (ÉÌÉ ÓÁÍÙÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ k-ÄÅÆÅËÔÙ < 0) ÜÌÅÍÅÎÔ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÒÁ×ÎÙÊ k − 1) ÎÁ k. ¤
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ k ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-
ÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏ×ÁÍÉ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ k-ÄÅÆÅËÔÏÍ > 0 É ÓÌÏ×ÁÍÉ, Õ
ËÏÔÏÒÙÈ k-ÄÅÆÅËÔ 1-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÉÌÉ < 0.
ìÅÍÍÁ 22. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ É ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÎÉÍ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÐÏÌÕÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÏÓÔØ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ S ′ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ, Á ÎÏ×ÁÑ |
ÎÅÔ, ÔÏ ÚÁÍÅÎÑÅÍÙÊ × S ′ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÓÁÍÏÅ ÌÅ×ÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ k × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ
(ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ), Á × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÁÄ ÎÉÍÉ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ k − 1, ÌÅ×ÅÅ
ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÍÅÎØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ.

k
k−1 k−1

· · ·
· · ·

k−1

ki<
<

<

ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ × ÓÌÏ×Å ÚÁ ÜÔÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ k − 1, ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÙÊ k-ÄÅÆÅËÔ d | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ S ′ ÎÅ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ, ÎÏ ÓÔÁÌÁ ÔÁËÏ×ÏÊ ÐÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÔÏ × ÎÏ×ÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÚÁÍÅÎ�ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÓÁÍÏÅ ÐÒÁ×ÏÅ ÉÚ
ÞÉÓÅÌ k − 1 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ, Á × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÏÄ ÎÉÍÉ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ k,
ÐÒÁ×ÅÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ Â�ÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ.

k−1 k−1
k k

· · ·
· · ·

k

<<
<o

ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× k ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ k-ÄÅÆÅËÔ d− 1 | ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤

èÏÔÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ k-ÄÅÆÅËÔ, (k − 1)-ÄÅ-
ÆÅËÔÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ×Á ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ÚÁÍÅÎ�ÅÎÎÏÇÏ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ-
×ÁÀÔÓÑ ÎÁ 1 É ÍÏÇÕÔ ÓÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1 (× ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÉÈ k-ÄÅÆÅËÔÙ ÕÍÅÎØÛÁÔÓÑ
ÎÁ 2, (k + 1)-ÄÅÆÅËÔÙ Õ×ÅÌÉÞÁÔÓÑ ÎÁ 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ l-ÄÅÆÅËÔÙ ÐÒÉ l ≤ k − 2 É
l ≥ k+2, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁ-
ÃÉÑ ÚÁÍÅÎÉÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó (k−1)-ÄÅÆÅËÔÏÍ 1 ÎÁ k−2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÏ ÚÁÍÅÎ�ÅÎÎÏÇÏ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÏÂÒÅÓÔÉ (k− 2)-ÄÅÆÅËÔ 1 (ÎÏ
k-ÄÅÆÅËÔÙ, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÛÉÓØ ÎÁ 1, ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ < d), É ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÛÁÇÏÍ ÓÔÁ-
ÎÅÔ ÚÁÍÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ (k − 2), É Ô.Ä. ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ×ÓÅ l-ÄÅÆÅËÔÙ
ÐÒÉ l < k ÎÅ ÓÔÁÎÕÔ ÓÎÏ×Á ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ (Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ k-ÄÅÆÅËÔ ÓÔÁÎÅÔ
ÒÁ×ÅÎ d− 1).

k: : :: : : . . . . . . . . .k − 1k − 2. . . . . . . . .

k − 1k − 2k − 3
]]]¾

÷ ÔÁÂÌÉÃÅ T ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÒÁÊÎÑÑ ÐÒÁ×ÁÑ ËÌÅÔËÁ k-Ê ÓÔÒÏËÉ ÐÅÒÅÅÄÅÔ × ÏÄÎÕ ÉÚ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÔÒÏÞÅË. îÁÚÏ×�ÅÍ ÜÔÕ ÃÅÐÏÞËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ
ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÒÏ×ÎÑ k.
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ìÅÍÍÁ 23. ðÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ k
ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÒÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÍÅÝÁÀÔÓÑ ËÌÅÔËÉ ÉÚ k-Ê ÓÔÒÏËÉ T , ÎÅÓÔÒÏÇÏ
ÕÂÙ×ÁÀÔ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉ× ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÒÏ×ÎÑ k,
ÍÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÉÌÉ × ÓÔÒÏÞÎÏÍ ÓÌÏ×Å S ′ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÑÈ i1 ≥
· · · ≥ ir ÎÁ k − 1; : : : ; k − r. üÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÉ i1 + 1 ÉÍÅÅÔ k-ÄÅÆÅËÔ d − 1.
ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó k-
ÄÅÆÅËÔÏÍ d−1, ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÉ j1 > i1, ÎÁ k−1. ôÅÐÅÒØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÉ
i2 + 1 ÐÒÉÏÂÒ�ÅÌ (k − 1)-ÄÅÆÅËÔ 1. úÎÁÞÉÔ, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ
ÚÁÍÅÎÉÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó (k − 1)-ÄÅÆÅËÔÏÍ 1, ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÉ j2 > i2,
ÎÁ k − 2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ × ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÑÈ js > is
ÎÁ k − s, s = 1; : : : ; r.

k k: : : : : :: : :: : : . . . . . . . . .k − 1k − 1k − r + 1 k − r + 1. . . . . . . . .

k − 1

k − 1

k − 2

k − 2

k − r

k − r

]

À

]

À

]

À

ir jr i1 j1j2i2
. . . . . . .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÃÅÐÏÞËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÏ-
ÓÔÁ×ÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÒÏ×ÎÑ k, ÎÅ ËÏÒÏÞÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍ-
ÍÕ. ¤
ìÅÍÍÁ 24. ðÏÓÌÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ k ÓÔÒÏËÉ T Ó 1-Ê
ÐÏ k-À ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; : : : ; k.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÄ�ÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ k Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÂÁÚÏÊ. îÁ k-Í ÛÁÇÅ
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï d ËÌÅÔÏË k Ó ÐÒÁ×ÏÇÏ ËÒÁÑ k-Ê ÓÔÒÏËÉ T ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ×
ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 23.

k
k k

k

k
¾ 66

6

ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÒÏ×ÎÑ k ×ÓÅ l-ÄÅÆÅËÔÙ ≤ 0 ÐÒÉ l < k, Á
ÐÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ | É ÐÒÉ l = k. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉÎÁ l-Ê ÓÔÒÏËÉ T ÒÁ×ÎÁ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �′l ÞÉÓÅÌ l × S ′, ÐÅÒÅÄ ËÁÖÄÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÄÌÉÎÙ ÐÅÒ×ÙÈ k−1 ÓÔÒÏË, Á
ÐÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ | ÐÅÒ×ÙÈ k ÓÔÒÏË, ÄÏÌÖÎÙ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÔØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
d ≥ �′k − �′k−1. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ËÌÅÔËÉ k ÎÅ ÍÏÇÕÔ ×ÓÔÁÔØ ÄÒÕÇ ÎÁÄ
ÄÒÕÇÏÍ, ÉÚ ÞÅÇÏ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔØ. ¤

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.
éÚ ÌÅÍÍÙ 22 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÔÏÇÏ×ÁÑ ËÏÓÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ S ′ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔ-

ÎÏÊ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, Å�Å ÓÔÒÏÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï | ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÏÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
�′ = !(S ′) | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, T | ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÆÏÒÍÙ �′ ×Å-
ÓÁ �. ðÏ ÌÅÍÍÅ 24 ÏÎÁ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ. îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÍÍÁ 23 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-
ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÐÒÉ×ÅÄÛÉÈ ÏÔ (S; S�) Ë (S ′; T ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÃÅÐÏÞËÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÃÉÊ k-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÎÏÍÅÒÏ×
ÓÔÒÏË ÔÁÂÌÉÃÙ T , × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ k ×ÙÛÅ k-Ê ÓÔÒÏËÉ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï.
ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ë ÐÁÒÅ (S ′; T ), ÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ S
ÐÏ ÌÅÍÍÅ 21. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÕÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÏÊ ËÏÓÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ S ′ ×ÅÓÁ �′ c ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÙÍ ÓÔÒÏÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ,
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ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÕÒÏ×ÎÑ l × ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉ-
ÑÈ ÕÒÏ×ÎÑ k ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ l-ÄÅÆÅËÔ 1-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ < 0
(l < k) ÉÌÉ ÎÅÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ (l = k).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24. ëÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÔÁÂÌÉÃ (S ′; T ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÓÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ

S =
2

1 2 3
2 4 4 5
3 5 5

?

5.3. ÷Ù×ÏÄ ÐÒÁ×ÉÌÁ. ÷ÅÒÎ�ÅÍÓÑ Ë ÐÒÁ×ÉÌÕ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ. þÔÏÂÙ ÅÇÏ
×Ù×ÅÓÔÉ, ÎÁÄÏ Ó×ÑÚÁÔØ ËÏÓÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ.

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÄÎÉÍ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ:

ìÅÍÍÁ 25 (ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÏÛÉ).

∑

�
s�(t1; : : : ; tn)s�(t′1; : : : ; t′m) =

∏
1≤i≤n
1≤j≤m

1
1− tit′j

ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ m = n (ÏÂÝÉÊ
ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ \ÌÉÛÎÉÈ" ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). äÏ-
ÍÎÏÖÉ× ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÎÁ �(t1; : : : ; tn)�(t′1; : : : ; t′n), ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÅÇÏ × ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÍ ×ÉÄÅ, Ó ÕÞ�ÅÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ:

�(t)�(t′)∏n
i;j=1(1− tit′j)

=
∑

`1>···>`n≥0

∣∣∣∣∣∣

t`11 : : : t`1n
: : : : : : : : : : : :
t`n1 : : : t`nn

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

(t′1)`1 : : : (t′n)`1
: : : : : : : : : : : : : : : : :
(t′1)`n : : : (t′n)`n

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1
1−t1t′1 : : : 1

1−t1t′n
: : : : : : : : : : : : : : : : : :

1
1−tnt′1 : : : 1

1−tnt′n

∣∣∣∣∣∣

÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
ÐÒÉ t`�(1)

1 · · · t`�(n)
n (� ∈ Sn) ÒÁ×ÅÎ

∣∣∣∣∣∣

(t′1)`�(1) : : : (t′n)`�(1)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
(t′1)`�(n) : : : (t′n)`�(n)

∣∣∣∣∣∣
:

äÏËÁÖÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÏÛÉ × ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÍ ×ÉÄÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ×ÙÞÔÑ 1-À ÓÔÒÏËÕ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, Á ÐÏÔÏÍ 1-Ê ÓÔÏÌ-
ÂÅÃ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ×ÙÎÏÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÚ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ×:
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1−t1t′1 : : : 1

1−t1t′n
: : : : : : : : : : : : : : : : :

1
1−tit′1 : : : 1

1−tit′n
: : : : : : : : : : : : : : : : :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1−t1t′1 : : : 1

1−t1t′n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ti−t1

1−t1t′1
t′1

1−tit′1 : : : ti−t1
1−t1t′n

t′n
1−tit′n

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
n∏
i=2

(ti − t1)
n∏
j=1

1
1− t1t′j

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 : : : 1
: : : : : : : : : : : : : : : : :
t′1

1−tit′1 : : : t′n
1−tit′n

: : : : : : : : : : : : : : : : :

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
n∏
i=2

(ti − t1)
n∏
j=1

1
1− t1t′j

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
t′1

1−tit′1
t′2−t′1
1−tit′1

1
1−tit′2 : : : t′n−t′1

1−tit′1
1

1−tit′n
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
n∏
i=2

(ti − t1)(t′i − t′1)
1− tit′1

n∏
j=1

1
1− t1t′j

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 : : : 0... 1
1−t2t′2 : : : 1

1−t2t′n... : : : : : : : : : : : : : : : : : :... 1
1−tnt′2 : : : 1

1−tnt′n

∣∣∣∣∣∣∣∣
:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 17. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÉ ÎÁÂÏÒÁ t; t′; t′′ ÐÏ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
äÏÍÎÏÖÉ× ÆÏÒÍÕÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 18 ÎÁ s�(t′)s�(t′′) É ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á× ÐÏ �; �, ÐÏÌÕÞÉÍ:

∑

�;�
s�(t′)s�\�(t)s�(t′′) =

∑

�;�;�
M �

��s�(t′)s�(t)s�(t′′):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 20 ÐÏÌÕÞÁÅÍ:
∑

�;�
s�(t′)s�\�(t)s�(t′′) =

∑
�
s�(t′; t)s�(t′′) =

=
n∏

i;k=1

1
1− t′it′′k

·
n∏

j;k=1

1
1− tjt′′k

=
∑

�;�
s�(t′)s�(t′′)s�(t)s�(t′′);

ÔÒÉÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÏÛÉ. ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×É-
ÓÉÍÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ É ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ s�(t′)s�(t) × ÐÒÁ-
×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÞÔÏ ÄÁ�ÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ s�s� = ∑

�M �
��s� . ¤

5.4. äÒÕÇÉÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ. ðÒÁ×ÉÌÏ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ-
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. íÙ ÐÒÉ×ÅÄ�ÅÍ Ä×Å ÔÁ-
ËÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ.

ðÅÒ×ÁÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ òÅÍÍÅÌÀ É õÉÔÎÉ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �\�
× ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÔÒÏÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ
|�\�|; : : : ; 2; 1.
ôÅÏÒÅÍÁ 19. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ M �

�� ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ �,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÅÓÌÉ ËÌÅÔËÁ i × �\� ÓÔÏÉÔ ÎÅ-
ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅ×Á ÏÔ i− 1 ÉÌÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÄ j , ÔÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ
ÔÁÂÌÉÃÅ i ÓÔÏÉÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ×ÙÛÅ É ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÁ×ÅÅ i− 1 É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ É ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ j .
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i−1
j
i i−1 i

j

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÏÊ ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ S ÆÏÒÍÙ �\� ×ÅÓÁ � ÐÏÓÔÁ×ÉÍ
×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÁÂÌÉÃÕ T ÆÏÒÍÙ � ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
× k-Ê ÓÔÒÏËÅ T ÐÉÛÅÍ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÎÏÍÅÒÁ ËÌÅÔÏË S, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÉÔ
ÞÉÓÌÏ k. ðÒÉ ÜÔÏÍ T ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÔÒÏÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï S
| ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÏÅ.

õÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË i , i− 1 × T × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ × S ÎÅÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï. óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ,
ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË,
ÎÏ ÅÓÌÉ ËÌÅÔËÁ i ÎÅ ÎÉÖÅ i− 1 , ÏÎÁ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÁ×ÅÅ, × ÓÉÌÕ ÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÏÓÔÉ T .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË i , j ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ × S ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ. õÓÌÏ×ÉÅ
ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁ-
ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1; : : : ; j ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÐÏÄÔÁÂÌÉÃÕ × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ T ,
ÐÒÉÞ�ÅÍ ÅÓÌÉ j-Ñ ËÌÅÔËÁ S ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × k-Ê ÓÔÒÏËÅ, ÔÏ ÐÏÄ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ËÌÅÔÏË k-Ê
ÓÔÒÏËÉ × ÜÔÏÊ ÐÏÄÔÁÂÌÉÃÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ. ôÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ i ÌÅÇËÏ ÐÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ i ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ É ÐÒÁ×ÅÅ j (ÉÎÁÞÅ ÞÉÓÌÁ 1; : : : ; i ÎÅ
ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÐÏÄÔÁÂÌÉÃÕ × T ).

÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ
ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ÆÏÒÍÙ � Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ É ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÔÁÂÌÉÃÁ-
ÍÉ ÆÏÒÍÙ �\� ×ÅÓÁ � Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÙÍ ÓÔÒÏÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 19 ÕÄÏÂÎÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× M �
��, ÔÁË ËÁË

×ÓÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÅËÕÒ-
ÓÉ×ÎÏ, ÎÁÞÁ× Ó 1 × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ É ÎÁ i-Í ÛÁÇÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÑ i × ÄÏÐÕÓÔÉÍÕÀ
ÚÏÎÕ ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅM �

�� ÄÌÑ � = (32; 2; 12), � = (4; 32; 2), � = (6; 52; 4; 2).

äÒÕÇÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÉÔÔÅÌØÍÁÎÕ [Li].
ôÅÏÒÅÍÁ 20.

S�Cn ⊗ S�Cn '
⊕

T
S�+!(T )Cn

ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ T ÆÏÒÍÙ � ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÓÁ �+!(Tj)
ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙ (j = 1; : : : ; �1), ÇÄÅ Tj ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ T , ÎÁÞÉÎÁÑ Ó j-ÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÏÊ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ T ÆÏÒÍÙ � ×ÅÓÁ �′ = !(T )
ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÌÏ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÅÇÍÅÎÔÏ× ÄÌÉÎ
�′n; : : : ; �′1, ÔÁË ÞÔÏ × k-Í Ó ËÏÎÃÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ, ÐÒÉÞ�ÅÍ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ j ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÞÉÓÅÌ k × j-Ê ÓÔÒÏËÅ T :

. . . . . . . . .︸ ︷︷ ︸
�′n

. . . . . . . . . 1 : : : 1 : : : j : : : j : : : k : : : k︸ ︷︷ ︸
�′k

. . . . . . . . . . . . . . . . . .︸ ︷︷ ︸
�′1
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éÚ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÙÍ. ðÒÉ-
ÐÉÓÁ× k-Ê Ó ËÏÎÃÁ ÓÅÇÍÅÎÔ ÓÌÏ×Á Ë k-Ê ÓÔÒÏËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �, ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÓÕÀ
ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ S ÆÏÒÍÙ �\�, � = �+ �′ (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔ-
ÎÏÓÔØÀ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÔÒÏËÁÈ S ÞÉÓÌÁ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÁÍÅÎÁ
T ÎÁ Tj ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÄÁÌÅÎÉÀ ÉÚ S ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ j−1 ËÌÅÔÏË k ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 1; : : : ; n.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÒÏÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï S | ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÏÅ, × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ËÌÅÔËÉ
ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ Ó ËÏÎÃÁ. åÓÌÉ ×ÅÓÁ �+!(Tj) ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙ, ÔÏ j-Ñ Ó ËÏÎÃÁ ËÌÅÔËÁ k ×
ÔÁÂÌÉÃÅ S ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ É ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ j-Ê Ó ËÏÎÃÁ ËÌÅÔËÉ k − 1 ,
ÄÌÑ ×ÓÅÈ j = 1; : : : ; �k, k = 2; : : : ; n.

k−1

k

p

q

p
qk

k−1

j

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ ÞÉÓÌÏÍ k × S ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, S ÐÏ-
ÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÁÑ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ S ÆÏÒÍÙ �\� ×ÅÓÁ � Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ
ÒÅÛ�ÅÔÞÁÔÙÍ ÓÔÒÏÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÏÊ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ T ÆÏÒÍÙ � ×ÅÓÁ
� − �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ¤

6. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ
6.1. óÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. íÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ
GLn(C) É SLn(C) ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÅÓÎÁÑ Ó×ÑÚØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ Ä×Å ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ
ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ: ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ g ∈ GLn ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ
g = t · g1, t ∈ C×, g1 ∈ SLn.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R : GLn → GL(W ) ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÎÁ
ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ SLn. åÓÌÉ R ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ
ÍÁÔÒÉÃ C× ⊂ GLn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ W ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, R|SLn ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ GLn É SLn ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á).

ïÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R : SLn → GL(W ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ (ÎÅÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ) ÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÓËÁÌÑÒ-
ÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Zn ⊂ SLn. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ n Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ
" · E, ÇÄÅ " = e2�i=n, Á E ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. òÁÚÌÏÖÉÍ W × ÐÒÑ-
ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Wk ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ " ·E Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ "k, ÇÄÅ k ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÙÞÅÔÏ× mod n. ôÁË ËÁË Zn
| ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ SLn, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Wk ÂÕÄÕÔ SLn-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ.
ðÒÏÄÏÌÖÉ× R ÎÁ C× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ R(t) ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌ ÎÁ Wk ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÏÍ tk, ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R : GLn(C) → GL(W )
ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ R(g) = R(t)R(g1).

éÚ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ É ÔÅÏÒÅÍÙ 9, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ
( ⇐⇒ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SLn ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍÙ, Á ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn.
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åÓÌÉ R; S | Ä×Á ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn, ÐÒÉÞ�ÅÍ R|SLn ' S|SLn , ÔÏ
R(t·E) É S(t·E) | ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ tr É ts, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÉÞ�ÅÍ
r ≡ s mod n. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ R ' S ⊗ detk, ÇÄÅ r = s + nk. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8,
×ÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ GLn-ÍÏÄÕÌØ ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ ÎÁ ⊗ detk ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕ
S�Cn Ó �n = 0. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ:
ôÅÏÒÅÍÁ 21. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SLn(C) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞ-
ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ � ×ÙÓÏÔÙ < n
É ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ÷ÅÊÌÑ S�Cn.
6.2. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Sp(V ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÎÅ-
×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! (ËÏÓÏÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÅ). íÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en × V , Ô.Å., ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ V ' Cn ÔÁË,
ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ! × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:


 =
0 10 ···1 0

}
n=2

−10 ···−1 0 0
}
n=2

︸ ︷︷ ︸
n=2

︸ ︷︷ ︸
n=2

(ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, n = dimV ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Þ�ÅÔÎÙÍ). ðÒÉ ÜÔÏÍ Sp(V ) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ
Ó ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ

Spn(C) = {g ∈ GLn(C) | g>
g = 
}:
ðÏÓËÏÌØËÕ Spn ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ n-ÆÏÒÍÕ ! ∧ · · · ∧ !
(n=2 ÒÁÚ), ÉÍÅÅÍ Spn ⊂ SLn.

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Spn
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ É ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ (ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 3). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÅ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×
ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Spn × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× V ⊗m (ÔÅÏÒÅÍÁ 28).
ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Spn(C) ÚÁ×ÅÒÛÉÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÎÅ-
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (�) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÅÎÚÏÒÏ×
× S�Cn, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÅ×ÕÀ Ó×�ÅÒÔËÕ Ó ! ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏ×. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
V (�) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Spn.
ìÅÍÍÁ 26. V (�) | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ Spn-ÍÏÄÕÌØ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V (�) ÓËÁÌÑ-
ÒÅÎ. ÷ ÓÉÌÕ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ V ⊗m

(m = |�|). ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 31 × ÐÒÉÌÏÖÅ-
ÎÉÉ 4) ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ Spn-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊗m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÔØ ËÏÍÐÏÚÉ-
ÃÉÉ ÐÏÌÎÏÊ Ó×�ÅÒÔËÉ Ó !⊗k (k ≤ m=2), ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (!∗)⊗k, ÇÄÅ !∗
| Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ 2-ÆÏÒÍÅ ! ÂÉ×ÅËÔÏÒ, É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÎÄÅËÓÏ×. éÚ
×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ V (�) ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØ-
ËÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÎÄÅËÓÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÂÕÄÕÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÎÄÅËÓÏ×, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ GLn, Á ÚÎÁÞÉÔ,
ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ S�V ⊇ V (�) É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Î�ÅÍ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ. ¤
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ìÅÍÍÁ 27. ëÁÖÄÙÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ V ⊗m ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ V (�) ÐÒÉ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÍ �.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉW ⊆ S�V ,
|�| = m. åÓÌÉ W 6= V (�), ÔÏ Ó×�ÅÒÔËÁ Ó ! ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏ× ÚÁÄÁ�ÅÔ ×ÌÏ-
ÖÅÎÉÅ W ,→ V ⊗m−2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m. ¤

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ V (�) ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÕ-
ÌÅ×ÙÍÉ. îÁÞÎ�ÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ � = 1m.
ìÅÍÍÁ 28. ðÒÉ m > n=2 Ó×�ÅÒÔËÁ Ó ! ÐÏ Ä×ÕÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÚÁÄÁ�ÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ∧mV ,→ ∧m−2V (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V (1m) = 0).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Cij ÏÐÅÒÁÃÉÀ Ó×�ÅÒÔËÉ Ó ! ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ i; j.
÷ ÓÉÌÕ ËÏÓÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ !, Cij = −Cji.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ: ∃w ∈ ∧mV , w 6= 0, C12(w) = 0. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ

C12
(
!∗ ∧ · · · ∧ !∗︸ ︷︷ ︸

p
∧w)

=
∑

�∈Sm+2p

sgn� · C12
(
(!∗ ⊗ · · · ⊗ !∗ ⊗ w)�

)
=

=
∑

1≤i<j≤m+2p

∑

�∈Sm+2p−2

2(−1)j−i−1 sgn � · Cij(!∗ ⊗ · · · ⊗ !∗ ⊗ w) · �:

åÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ i; j ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ !∗, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ Ó×�ÅÒÔËÁ
ÒÁ×ÎÁ n(!∗)⊗p−1⊗w, Á ×ÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 2n(!∗)∧p−1 ∧w. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë Ä×ÕÍ ÒÁÚÎÙÍ !∗ ÉÌÉ Ë !∗ É w, ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ
ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ −2(!∗)∧p−1 ∧ w. ÷ ÓÕÍÍÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

C12
(
!∗ ∧ · · · ∧ !∗︸ ︷︷ ︸

p
∧w)

= (2np− 4p(p− 1)− 4pm) !∗ ∧ · · · ∧ !∗︸ ︷︷ ︸
p−1

∧w:

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ 2p(n − 2m − 2p + 2) < 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ p. ÷ÚÑ×
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (!∗)∧p ∧ w = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤
ìÅÍÍÁ 29. V (�) 6= 0 ⇐⇒ ht� ≤ n=2
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �> = � = (�1; : : : ; �l). ðÒÉ �1 ≤ n=2 ×ÅËÔÏÒ

e� = (e1 ∧ · · · ∧ e�1)⊗ · · · ⊗ (e1 ∧ · · · ∧ e�l) ∈ S�V
ÌÅÖÉÔ × V (�). ðÒÉ �1 > n=2 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 28 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ó×�ÅÒÔËÁ Ó ! ÐÏ ÐÅÒ×ÙÍ
Ä×ÕÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÚÁÄÁ�ÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

S�V ⊆ ∧�1V ⊗∧�2V ⊗ · · · ⊗∧�lV ,→ ∧�1−2V ⊗∧�2V ⊗ · · · ⊗∧�lV:
ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ V (�) = 0. ¤

äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ V (�) ÐÏÌÅÚÎÏ, ËÁË É × §4, ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
Spn ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Tn=2, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ




t1 . . . 0tn=2
t−1
n=2

0 . . .
t−1
1



; t1; : : : ; tn=2 ∈ C×:

÷ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Tn=2 × V (�) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ (ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Tn ⊃ Tn=2 × S�V ⊇ V (�)). èÁÒÁËÔÅÒÙ
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chV (�) ∈ C[t±1
1 ; : : : ; t±1

n=2] ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Spn
ÔÁËÕÀ ÖÅ ÒÏÌØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ GLn, ÓÍ. ÔÁËÖÅ
ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 3.
ìÅÍÍÁ 30. íÏÄÕÌÉ V (�), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ � ×ÙÓÏÔÙ ≤ n=2,
ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ (× ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ)
×ÅÓ Tn=2 × S�V ÒÁ×ÅÎ t� É ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ) ×ÅËÔÏÒÅ e�. ðÏÓËÏÌØËÕ e� ∈ V (�), ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ Tn=2 × V (�), Ô.Å.
ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ chV (�) ÔÏÖÅ ÒÁ×ÅÎ t�. úÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ � ÍÏÄÕÌÉ V (�) ÉÍÅÀÔ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ¤

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄ×ÅÓÔÉ ÉÔÏÇÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ 22. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Spn(C) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞ-
ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ � ×ÙÓÏÔÙ ≤
n=2 É ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V (�).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SmCn = V (m) | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ Spn-ÍÏÄÕÌØ,
Á ∧mCn ' ∧n−mCn ' V (1m)⊕ V (1m−2)⊕ · · · ⊕ V (1m−2k)⊕ · · · ÐÒÉ m ≤ n=2.
6.3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ðÅÒÅÊÄ�ÅÍ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ On(C) É SOn(C). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ
ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ' Cn ÚÁÄÁÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉ-
ÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ). ôÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-
ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ × V ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (× ËÏÔÏÒÏÍ
ÍÁÔÒÉÃÁ ! ÅÄÉÎÉÞÎÁ), ÏÄÎÁËÏ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÇÉÐÅÒÂÏ-
ÌÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ! ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:


 =
( 10 ···1 0

)
:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÕÐÐÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× O(V ) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÁÔÒÉÞ-
ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ

On(C) = {g ∈ GLn(C) | g>
g = 
}:
ôÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ On É SOn ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍÕ

ÓÌÕÞÁÀ, Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÑÍÉ.
÷ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ On É SOn ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙ É ×ÐÏÌÎÅ

ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÁÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× V ⊗m.

ëÁË É × Ð. 6.2, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ On-ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ V (�) ⊆ S�V ËÁË ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ÔÅÎÚÏÒÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÅ×ÕÀ Ó×�ÅÒÔËÕ Ó ! ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏ×.
ìÅÍÍÁ 31. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ On × V (�) ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ É ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ On × V ⊗m, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.
áÎÁÌÏÇÏÍ ÌÅÍÍÙ 29 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 32. V (�) 6= 0 ⇐⇒ �>1 + �>2 ≤ n
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �> = � = (�1; : : : ; �l). ðÒÉ �1 + �2 ≤ n ÉÍÅÅÍ V (�) 3
e� 6= 0 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ Ó×�ÅÒÔËÁ e� Ó ! ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ
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ÓÔÏÌÂÃÏ× � ÒÁ×ÎÁ 0, Á Ó×�ÅÒÔËÁ ÐÏ ÐÁÒÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ É ÔÁË ÎÕÌÅ×ÁÑ).

ðÒÉ �1+�2 > n ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó×�ÅÒÔËÁ Ó ! ÐÏ 1-ÍÕ É, ÓËÁÖÅÍ, (�1+1)-ÍÕ
ÉÎÄÅËÓÁÍ ÚÁÄÁ�ÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ
S�V ⊆ ∧�1V ⊗∧�2V ⊗∧�3V ⊗· · ·⊗∧�lV ,→ ∧�1−1V ⊗∧�2−1V ⊗∧�3V ⊗· · ·⊗∧�l ;
Á ÚÎÁÞÉÔ, V (�) = 0. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ � = (p; q). úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ
V ⊕ V ËÏÓÏÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ~! ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

~!(x; y) = !(x′; y′′)− !(x′′; y′); ∀x = (x′; x′′); y = (y′; y′′) ∈ V ⊕ V:
ôÏÇÄÁ ∧pV ⊗ ∧qV ,→ ∧p+q(V ⊕ V ), Á Ó×�ÅÒÔËÁ Ó ! ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÁ Ó×�ÅÒÔËÏÊ Ó ~!.
ïÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 28. ¤

ðÒÉ Þ�ÅÔÎÏÍ n ÇÒÕÐÐÁ On ÓÏÄÅÒÖÉÔ Tn=2. ðÒÉ ÎÅÞ�ÅÔÎÏÍ n ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ On−1
× On ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ \ÓÒÅÄÎÅÇÏ" ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ en+1

2
, Á ÚÎÁÞÉÔ, T[n=2] ⊂

On−1 ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × On ËÁË ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ


t1 . . . 0t[n=2]
1 t−1

[n=2]

0 . . .
t−1
1



; t1; : : : ; t[n=2] ∈ C×:

ëÁË É × Ð. 6.2, ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ ÍÏÄÕÌÉ V (�), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ �, ÐÒÉ
ÐÏÍÏÝÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× chV (�) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ T[n=2] × V (�).

óÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ T[n=2] × S�V ÒÁ×ÅÎ t� ÐÒÉ ht� ≤ n=2 É t�� ÐÒÉ ht� > n=2, ÇÄÅ �� |
ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ��>1 = n − �>1 É ��>j = �>j , ∀j > 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ e� ÌÅÖÉÔ × V (�).

ðÏÜÔÏÍÕ On-ÍÏÄÕÌÉ V (�) É V (�) ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÉ � 6= �; ��, ÉÂÏ ÉÈ ÓÔÁÒÛÉÅ
×ÅÓÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ïÄÎÁËÏ Õ V (�) É V (��) ÓÔÁÒÛÉÅ ×ÅÓÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.
ìÅÍÍÁ 33. V (��) ' V (�)⊗ det
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ËÁÎÏÎÉ-
ÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ∧kV ∼→ ∧n−kV ∗ ∼→ ∧n−kV , ÚÁÄÁ-
×ÁÅÍÙÊ Ó×�ÅÒÔËÏÊ Ó ÆÏÒÍÏÊ ÏÂßÅÍÁ x1 ∧ · · · ∧ xn (ÇÄÅ xi | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × V ), Á
ÚÁÔÅÍ ÐÏÄß�ÅÍÏÍ ÉÎÄÅËÓÏ× ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ !. ïÎ ÚÁÄÁ�ÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ On-ÍÏÄÕÌÅÊ∧kV ⊗ det ' ∧n−kV . ïÂÏÚÎÁÞÉ× ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ � = (�1; : : : ; �l) = �>, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ On-ÍÏÄÕÌÅÊ∧�1V ⊗∧�2V ⊗ · · · ⊗∧�lV ⊗ det ' ∧n−�1V ⊗∧�2V ⊗ · · · ⊗∧�lV;
ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, e� ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ±e��. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ V (�)
ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó V (��), × ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ. ¤

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V (�) É V (��) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË SOn-ÍÏÄÕÌÉ, É chV (��) = chV (�).
þÔÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ V (�) É V (��) ÐÒÉ � 6= ��, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ (ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÊ) ×ÅËÔÏÒ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ e� ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ � ∈ On, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ Þ�ÅÔÎÏÍ n
ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ en

2
É en

2 +1, Á ÐÒÉ ÎÅÞ�ÅÔÎÏÍ n ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ en+1
2

, É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ
ÍÅÓÔÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. éÍÅÅÍ �e� = e� ÐÒÉ ht� < n=2 É −e� ÐÒÉ
ht� > n=2.

÷ ÉÔÏÇÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ
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ôÅÏÒÅÍÁ 23. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ On(C) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞ-
ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ � Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ
×ÙÓÏÔÏÊ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× ≤ n É ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V (�).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∧mCn = V (1m) | ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ On-ÍÏÄÕÌØ,
Á SmCn ' V (m)⊕ V (m− 2)⊕ · · · ⊕ V (m− 2k)⊕ · · · .
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ On × V (m) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ m ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , Ô.Å. ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× f(x1; : : : ; xn) ÏÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ
ìÁÐÌÁÓÁ: @2f=@x2

1 + · · ·+ @2f=@x2
n = 0.

ðÅÒÅÊÄ�ÅÍ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ SOn. ðÏÓËÏÌØËÕ SOn | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ 2 ×
On = SOn t �SOn, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÕ ÖÅ ÓÈÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÞÔÏ É ×
Ð. 2.5.

÷ÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ SOn ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å ÔÅÎÚÏÒÏ× U ⊆ V ⊗m. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÌÏÖÉÔØ U × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÙÊ On-ÍÏÄÕÌØ W . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, W = U + �U . ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ
On-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ SOn-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ,
ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ � .
ìÅÍÍÁ 34. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ:

• W 6' W ⊗ det =⇒ W = U = �U ;
• W ' W ⊗ det =⇒ W = U ⊕ �U; U 6' �U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W ∼→ W ⊗ det, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ W , ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �
c ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ, É ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ SOn × W ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ
W = U ⊕ �U , ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E ⊕ (−E) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W ∼→ W ⊗ det.
ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ U 6' �U .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U ∼→ �U ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ u 7→ �'(u), ∀u ∈ U ,
ÇÄÅ ' ∈ GL(U) ÐÏÄËÒÕÞÉ×ÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ SOn ÎÁ � : '(gu) = (�−1g�)'(u), ∀g ∈ SOn.
ðÒÉ ÜÔÏÍ '2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ SOn, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓËÁÌÑÒÅÎ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ.
âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ '2 = E. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
{(u; �'(u)) | u ∈ U} ⊂ W ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ On | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤

ðÏ ÌÅÍÍÁÍ 34 É 33, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SOn × V (�) É V (��) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÙ ÐÒÉ � 6= ��. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ � ÎÁ ��, ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ht� < n=2. ðÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ � ×ÙÓÏÔÙ < n=2 ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ SOn-
ÍÏÄÕÌÉ V (�) ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÁÒÛÉÅ ×ÅÓÁ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T[n=2] ⊂ SOn.

ðÒÉ � = ��, Ô.Å. ÅÓÌÉ ht� = n=2 (É n Þ�ÅÔÎÏ), ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V (�) ∼→ V (�) ⊗ det,
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 33, ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÅÎ. åÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±1) | ÜÔÏ É ÅÓÔØ Ä×Á ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ
SOn-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ V±(�) ⊂ V (�). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁË, ÞÔÏ V+(�) 3 e� (ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (−1)[n=4]), Á V−(�) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅËÔÏÒ e�− = �e� ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÏ
ÓÔÁÒÛÉÎÓÔ×Õ ×ÅÓÁ �− = (�1; : : : ; �n

2−1;−�n2 ).
÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ:

ôÅÏÒÅÍÁ 24. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ SOn(C) ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÁÈ V (�), ÇÄÅ � | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ×ÙÓÏÔÙ < n=2, É (ÐÒÉ Þ�ÅÔÎÏÍ n) × V±(�),
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ÇÄÅ � | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ×ÙÓÏÔÙ n=2. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÙ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ
ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ

ìÉ, É ÍÎÏÇÉÅ ÆÁËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ É ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔÙ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. ÷ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÍÙ
ÉÚÌÏÖÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÏÐÕÓËÁÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÑ ÉÈ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ
ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ. ðÏÌÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [÷ï, ÇÌ. 4{5].

1. çÒÕÐÐÙ ìÉ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ É ÁÌÇÅÂÒ
ìÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÉÈ ×ËÒÁÔÃÅ, ÏÔÓÙÌÁÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÚÁ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÙÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÍ
Ë [÷É, ÇÌ. 12], ÓÍ. ÔÁËÖÅ [÷ï, ÇÌ. 1], [FH, Part II].

ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÉÌÉ C. ìÉÎÅÊÎÁÑ
ÇÒÕÐÐÁ ìÉ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ) | ÜÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ G ⊆ GL(V ), Ñ×ÌÑ-
ÀÝÁÑÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ) × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L(V ). óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ
(ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, É Ô. Ä.) ÁÄÁÐÔÉÒÕÀÔÓÑ Ë ÇÒÕÐÐÁÍ ìÉ,
ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
(ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÒÕÅÍÙÍÉ, É Ô. Ð.).

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë G × E ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÍÕ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× [X; Y ] = XY − Y X É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ
ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G É
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÐÒÏ-
ÐÉÓÎÙÍÉ ÌÁÔÉÎÓËÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ, Á ÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÍÉ ÓÔÒÏÞÎÙÍÉ ÇÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÄÅÒÖÉ-
×ÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ.

çÒÕÐÐÁ ìÉ G ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Á
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ g ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ G × E.
ðÒÉÍÅÒ 11. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ) ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×: gl(V ) = L(V ). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ × g = E ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ det g = 1,
ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÇÒÕÐÐÕ ìÉ SL(V ), ÄÁ�ÅÔ Å�Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ

sl(V ) = {X ∈ gl(V ) | trX = 0}:
ðÒÉÍÅÒ 12. çÒÕÐÐÁ O(V ) ÉÌÉ Sp(V ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓËÁ-
ÌÑÒÎÏÅ ÉÌÉ ËÏÓÏÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ! ÎÁ V , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ. îÁ ÍÁÔÒÉÞ-
ÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÎÁ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

g>
g = 
;
ÇÄÅ 
 | ÍÁÔÒÉÃÁ ! × ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉ g = E,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

X>
 + 
X = 0;
ÚÁÄÁÀÝÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ o(V ) ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, sp(V ). ðÏÓËÏÌØËÕ
SO(V ) = O(V ) ∩ SL(V ) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó O(V ) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ E (× ËÏÔÏÒÏÊ det > 0),
ÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁ×ÎÙ: so(V ) = o(V ). üÔÏ ×ÉÄÎÏ É ÉÚ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ o(V ) | ÉÚ ÎÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ trX = 0.
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ðÒÉÍÅÒ 13. çÒÕÐÐÁ U(V ) ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ, Å�Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ u(V ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
×ÓÅÈ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 12). çÒÕÐÐÁ U(V ) ËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÔÁË
ËÁË ÚÁÍËÎÕÔÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L(V ) (ÜÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ Å�Å ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ
ÚÁÄÁÎÉÑ).

ïÂÒÁÔÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ É ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ ÄÁ�ÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ exp (ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÏÂÙÞ-
ÎÏ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ exp ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ g × G
É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ 0 ∈ g É E ∈ G. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏ-
ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ (ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ) ÌÀÂÏÊ
Ó×ÏÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ Ó×ÏÅÊ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ.

ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ É ÏÂÒÁÔÎÏ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÍÎÏÇÉÅ ×Ï-
ÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ, Ó×ÏÄÑ ÉÈ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. üÔÏ ÑÒËÏ
ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ ìÉ.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ | ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R : G→
GL(W ). åÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ × ÅÄÉÎÉÃÅ dR : g → gl(W ) | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
ìÉ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ:

R(expX) = exp dR(X); ∀X ∈ g:
ïÎÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ g, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÍÅÒÅ, ÅÓÌÉ G Ó×ÑÚÎÁ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅ ×ÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, Ô.Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g → gl(W )
( = ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ) ÐÒÏ-
ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ G. üÔÏ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ G Ó×ÑÚÎÁ É ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁ.
ðÒÉÍÅÒ 14. ó ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ Ó×ÑÚÁÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎ�ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ad : G → GL(g), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÉÑ x 7→ gxg−1 | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ G, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ E ÎÁ ÍÅÓÔÅ. äÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÅÇÏ ÐÒÉ x = E, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ad(g) ∈ GL(g), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ad(g)X = gXg−1,
∀g ∈ G; X ∈ g. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÏ g ÐÒÉ g = E, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉÓÏ-
ÅÄÉÎ�ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ad = dAd : g → gl(g), ad(Y )X = [Y;X],
∀X;Y ∈ g (ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ g ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ).

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ R É dR ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÓÑËÏÅ R(G)-
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ É dR(g)-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔ-
ÎÏÅ, ÅÓÌÉ G Ó×ÑÚÎÁ.
2. òÅÄÕËÔÉ×ÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. ïÔÎÙÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ V ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, Á G | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ (ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ).

÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ìÉ K ⊂ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ G,
ÅÓÌÉ g = k⊕ ik É K ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÓÅ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ G.
ðÒÉÍÅÒ 15. çÒÕÐÐÁ GLn(C) ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ GLn(R) É Un(C) (ÇÒÕÐ-
ÐÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ).

ïÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G ⊂ GL(V ) ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÁ,
ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ K.
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íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ G.

îÁ V ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ K-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ [÷É,
ÇÌ. 11, §2], ÔÁË ÞÔÏ K ⊆ U(V ).

îÁÐÏÍÎÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ [÷É, ÇÌ. 6, §3]: ÌÀÂÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g ∈ GL(V ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
g = gugp, ÇÄÅ gu | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ, Á gp | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÊ ÜÒÍÉÔÏ×
ÏÐÅÒÁÔÏÒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, exp ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï iu(V ) ÜÒ-
ÍÉÔÏ×ÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, Á ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ

U(V )× exp iu(V ) ∼→ GL(V ):
ìÅÍÍÁ 35. G = K · exp(ik) ' K × k

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ K · exp(ik) ⊆ G ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÔËÒÙÔÏ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × E ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ: k⊕ ik = g. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ G, Á K ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
×ÓÅ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. G ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ K.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. G ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ É ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ: g ∈ G =⇒ g∗; gu; gp ∈ G.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÅÍÍÕ 35 ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ G ⊆ GL(V ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ G =
K · exp(ik) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ K ⊆ U(V ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ K = G ∩ U(V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ G.
ðÒÉÍÅÒ 16. ÷ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙ (ÚÄÅÓØ K = G).
ðÒÉÍÅÒ 17. ÷ÓÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙ. çÒÕÐÐÙ GL(V ) É SL(V )
ÉÍÅÀÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÆÏÒÍÙ U(V ) É SU(V ) = U(V ) ∩ SL(V ), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁ-
ÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ V ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÌÉ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ
ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ! ÂÙÌ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ôÏÇÄÁ
ÄÌÑ G = O(V ) ÉÌÉ Sp(V ) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2: × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ
ÐÒÉÍÅÒÁ 12, g ∈ G ⇐⇒ g = 
−1(g>)−1
, ÏÔËÕÄÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔØÀ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ 
 × ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁ-
ÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ gu; gp É g∗ = gpg−1

u . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÐÉÓÁ× gp = expX
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X, ÍÙ ×ÉÄÉÍ,
ÞÔÏ X = −
−1X>
 ∈ g (ÓÐÒÁ×Á ÔÏÖÅ ÜÒÍÉÔÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ gp).
ðÏÜÔÏÍÕ Ë G ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 35 (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ×ÙÛÅ).

îÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ÑÚÙËÅ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ On(C) ÂÕÄÅÔ On(R), Á ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ
ÆÏÒÍÏÊ Spn(C) | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ (ÉÌÉ ÕÎÉ-
ÔÁÒÎÁÑ) ÇÒÕÐÐÁ Spn=2(H) = Spn(C)∩Un(C). îÁÚ×ÁÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Spn=2(H)
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÇÒÕÐÐÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ GLn=2(H), ×ÌÏ-
ÖÅÎÎÏÊ × GLn(C), ÅÓÌÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ (2×2)-ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ [÷É, ÇÌ. 1, §9, ÚÁÄ. 4]. ëÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ SOn(C) Ñ×ÌÑÅÔ-
ÓÑ SOn(R).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ GLn(C); SLn(C); SOn(C); Spn(C) Ó×ÑÚ-
ÎÙ, Á On(C) | ÎÅÔ.
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ðÒÉÍÅÒ 18. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÒ Tn ' C× × · · · × C× (n ÒÁÚ) ÒÅÄÕËÔÉ×ÅÎ.
îÁÚ×ÁÎÉÅ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Tn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÊ
ÔÏÒ Tn ∩ Un(C) ' S1 × · · · × S1, ÇÄÅ S1 ⊂ C× | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÒÙ ÉÇÒÁÀÔ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÅÄÕË-
ÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ > 0 (Ô.Å. ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÔÏÒ, Á ×ÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ
(ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ) ÔÏÒÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÑÚÎÕÀ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ G. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × G ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
ÔÏÒ T ' Tr. åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ G. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
T ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ × Ó×Ï�ÅÍ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÅ NG(T ). æÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ W =
NG(T )=T (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÷ÅÊÌÑ.

÷ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ T ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 26), Á
ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ×ÅÓÏ×ÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ
ËÏÔÏÒÙÈ T ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ×ÅÓ T → C×. ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Tr →
C× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ t = (t1; : : : ; tr) 7→ t� := t�1

1 · · · t�rr , ÇÄÅ � = (�1; : : : ; �r) ∈ Zr. ðÏÜÔÏÍÕ
×ÅÓÁ T ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÅÛ�ÅÔËÕ � ' Zr. îÁ ÎÅÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÷ÅÊÌÑ
ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ: tw� = (g−1tg)�, ∀w =
gT ∈W . îÁ � ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ W -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (· ; ·).

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ T ÐÒÉÓÏÅÄÉÎ�ÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ
Ad : T → GL(g).
ôÅÏÒÅÍÁ 25. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:

g = t⊕
⊕

�∈�
g�;

ÇÄÅ � ⊂ � \ 0 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅÓÏ× T × ÐÒÉÓÏÅÄÉÎ�ÅÎÎÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ
ÎÁ g, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ËÏÒÎÑÍÉ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÓÏ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á g�,
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÔÁËÖÅ ËÏÒÎÅ×ÙÍÉ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ.

óÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ � ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙG ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÔÏÒÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ÏÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0, W -ÉÎ×Á-
ÒÉÁÎÔÎÁ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÁÖÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ: 2(�; �)=(�; �) ∈ Z,
∀� ∈ �; � ∈ �. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÒÁÚ W × GL(�) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ×ÄÏÌØ
ËÏÒÎÅÊ

r�(�) = �− 2(�; �)
(�; �) �:

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ (�;�) Ó ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-
ÅÔ G ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×
× ÒÅÛ�ÅÔËÁÈ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á-
ÍÉ, ÍÏÖÎÏ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÄ�ÅÔ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ Ó×ÑÚÎÙÈ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ
ÇÒÕÐÐ.
ðÒÉÍÅÒ 19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ G = GLn(C). óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ T =
Tn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. åÇÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ
NG(T ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ (Ô.Å. × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É × ËÁÖÄÏÍ
ÓÔÏÌÂÃÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, NG(T ) ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅÓÔÁ-
×ÌÑÔØ ×ÅÓÏ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á T × Cn, Ô.Å. ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉ. ðÏÜÔÏÍÕW ' Sn.

æÉËÓÉÒÕÅÍ × � = Zn ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ "1; : : : ; "n, ÔÁË ÞÔÏ t"i = ti. çÒÕÐÐÁ W
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ � ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (�; �) = �1�1 + · · ·+ �n�n ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ.
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ëÏÒÎÅ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × g = gln(C) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÁ-
ÍÉ Eij, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÒÎÉ ÓÕÔØ "i−"j (i 6= j). ëÏÒÎÅ×ÙÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ r"i−"j
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍ (ij) ∈ Sn.
ðÒÉÍÅÒ 20. óÌÕÞÁÊ G = SLn(C) ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. íÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ T = Tn ∩ SLn(C) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ
ÍÁÔÒÉÃ. åÇÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ É ÇÒÕÐÐÁ ÷ÅÊÌÑ W ' Sn ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ×
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ det = 1.

÷ÅÓÁ T ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ×ÅÓÏ× Tn, ÐÏÜÔÏÍÕ � ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÆÁËÔÏÒÒÅÛ�ÅÔËÏÊ Zn ÐÏ Z("1 + · · ·+ "n). ïÂÒÁÚÙ ×ÅËÔÏÒÏ× "i (ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÍÙÅ ÔÅÍÉ ÖÅ ÂÕË×ÁÍÉ) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ �, ÎÏ ÕÖÅ ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ | ÉÈ
ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 0. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÏ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë Z("1 + · · ·+ "n). ëÏÒÎÉ É ËÏÒÎÅ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÔÁËÉÅ
ÖÅ, ËÁË × ÐÒÉÍÅÒÅ 19.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 30. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ("i; "j).
ðÒÉÍÅÒ 21. ÷ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÉÌÉ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ, ËÁË × ÐÐ. 6.2{6.3,
É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ SOn(C) É Spn(C) × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ôÏÇÄÁ
son(C) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÂÏÞÎÏÊ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, Á spn(C) | ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ

A B
C D

; A;B;C;D ∈ Matn=2;

ÇÄÅ B;C ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, Á A É D ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ!).

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÏÒÙ × G = SOn(C) ÉÌÉ Spn(C) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ T =
Tn∩G ' Tr, r = [n=2]; ÏÎÉ ÏÐÉÓÁÎÙ × ÐÐ. 6.2{6.3. éÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÄÏ-
ËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÔÏÒÁ ÏÂÑÚÁÎ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÔØ Ó T , Á ÚÎÁÞÉÔ,
ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ×ÅÓÏ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Cei, Ô.Å. ÌÅÖÁÔØ × Tn.

ðÕÓÔØ "1; : : : ; "r | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ � ' Zr. óÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
±"i±"j (i 6= j), Á ÔÁËÖÅ ±"i ÄÌÑ G = SO2r+1 É ±2"i ÄÌÑ G = Spn (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ!).
ëÁË É × ÐÒÉÍÅÒÅ 19, NG(T ) ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, W ÐÅÒÅ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÈ ×ÅÓÁ ±"i. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ
ÎÁ � ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 31. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ W ÄÌÑ G = SOn; Spn.
3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ.
ôÅÏÒÅÍÁ 26. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÅÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G É Å�Å ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ K ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÉ
É ÔÅ ÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: ÉÚ K-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k É ik, Á ÚÎÁÞÉÔ, É G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 35. ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ K-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ
ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ | Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ.
üÔÏÔ ÐÒÉ�ÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ç. ÷ÅÊÌÀ É ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ \ÕÎÉÔÁÒ-
ÎÙÊ ÔÒÀË". ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ÷ÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ, Á ÎÅÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ.

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. õ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÔÏÒÁ (C×)n É ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÔÏÒÁ (S1)n ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×
(S1)n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ S1) É ÏÄÎÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ × ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ-
ÚÕÅÍÙ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ). ðÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ×Ó�Å ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
(S1)n, Á ÚÎÁÞÉÔ, É (C×)n ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏ. ¤

÷ÅËÔÏÒ v 6= 0 × ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ R ÇÒÕÐÐÙ H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÓÏ×ÙÍ,
ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ h ∈ H, Ô.Å. R(h)v = �(h)v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
(ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) � : H → C×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ×ÅÓÏÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÒÁ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ×ÅÓÏ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.

ëÁË É × Ð. 3.2, ÎÁÚÏ×�ÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ R ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ⊆
GLn(C) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ rij(g)
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g ∈ G (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÁÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ det g × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ). ÷ÓÑËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄËÒÕÔËÉ ÎÁ ⊗ detk.
ôÅÏÒÅÍÁ 27. ÷ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÒÁÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÙ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ÷ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ SLn,
On, SOn, Spn ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐÁÈ det ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ±1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÅÌÅÎÉÅ
ÎÁ det ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 28. ÷ÓÑËÏÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × ÐÒÑ-
ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÉÄÁ (Cn)⊗m.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÄÅÑ ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É × Ð. 3.2 | Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÓÔÒÏÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × C[G] ⊕ · · · ⊕ C[G], ÇÄÅ
C[G] ' C[Matn]=I(G) | ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ Matn, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÁ G.
ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ G, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÄÎÑÔØ ÜÔÏ ×ÌÏ-
ÖÅÎÉÅ × C[Matn]⊕ · · · ⊕ C[Matn] (ÈÏÔÑ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÏÎÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 26). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
C[Matn] ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (Cn)⊗m. ¤
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÏÅ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÏÔÐÒÁ×ÌÑÑÓØ ÏÔ ÉÎ-
×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Cn | ÏÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÎ×Á-
ÒÉÁÎÔÎÏÅ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ (Cn)⊗m. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ \ÚÁÔËÎÕÔØ
ÄÙÒËÕ" × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 26.

ðÅÒÅÊÄ�ÅÍ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐ-
ÐÙ G.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ T ⊆ G É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÉ-
ÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ � ⊂ �. ìÀÂÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍ ÎÁ ÒÅÛ�ÅÔËÕ �, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ËÏÒÎÅÊ, ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ � ÎÁ
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Ä×Å ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ �+ É �− (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒ-
ÎÉ). ÷ÅÓ � ∈ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ (�; �) ≥ 0, ∀� ∈ �+.

ðÏÄÁÌÇÅÂÒÁ
b = t⊕

⊕

�∈�+

g� ⊆ g

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ âÏÒÅÌÑ. ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ìÉ B ⊆ G (ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ âÏÒÅÌÑ). ÷ÓÅ ÂÏÒÅ-
ÌÅ×ÓËÉÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ É ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.
ôÅÏÒÅÍÁ 29. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ
ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒ v�, ×ÅÓÏ×ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ×Å-
ÓÁ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T ⊆ B. ÷ÅËÔÏÒ v� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ, Á � |
ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ. ÷ÅÓÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ T -×ÅÓÏ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ �−�1−· · ·−�k,
ÇÄÅ �i ∈ �+. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ×ÅÓÁ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ V (�) ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �.
ðÒÉÍÅÒ 22. ðÕÓÔØ G = GLn(C). çÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ × 〈"1; : : : ; "n〉R ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ËÏÒÎÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÏÒÍÁÌÉ � ÐÏÐÁÒ-
ÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷ÏÚØÍ�ÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, � = (n; n − 1; : : : ; 1). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ
ËÏÒÎÑÍÉ (ÌÅÖÁÝÉÍÉ × ÏÄÎÏÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó �) ÂÕÄÕÔ "i − "j ÐÒÉ i < j.
äÏÍÉÎÁÎÔÎÙÅ ×ÅÓÁ ÓÕÔØ � ∈ Zn, �1 ≥ · · · ≥ �n. âÏÒÅÌÅ×ÓËÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ b = bn
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ B = Bn
| ÉÚ ×ÓÅÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÏÄÕÌÉ
V (�) ÏÐÉÓÁÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ 8, ÉÈ T -×ÅÓÁ | × Ð. 4.1, ÓÔÁÒÛÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÕÔØ

e� = (e1 ∧ · · · ∧ e�1)⊗ · · · ⊗ (e1 ∧ · · · ∧ e�l);
ÇÄÅ � = (�1; : : : ; �l) | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ Ë �+ (kn) (k À 0).

óÌÕÞÁÊ G = SLn(C) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ, ÓÒ. Ð. 6.1.
ðÒÉÍÅÒ 23. ðÕÓÔØ G = SOn(C) ÉÌÉ Spn(C). ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÐÒÉÍÅÒÅ 21,
ÒÅÛ�ÅÔËÁ ×ÅÓÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Zr, r = [n=2], ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ
ÂÁÚÉÓÏÍ "1; : : : ; "r. çÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ × 〈"1; : : : ; "r〉R Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ ÎÏÒÍÁÌÉ � ÎÅ ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ËÏÒÎÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ |�i| 6= |�j|, Á ÔÁËÖÅ |�i| 6= 0 ÄÌÑ
G = SO2r+1; Sp2r, ÐÒÉ ×ÓÅÈ i 6= j. ÷ÚÑ× � = (r; : : : ; 1), ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ
ËÏÒÎÉ "i ± "j, i < j, Á ÔÁËÖÅ "i ÄÌÑ G = SO2r+1 É 2"i ÄÌÑ G = Spn. äÏÍÉÎÁÎÔ-
ÎÙÅ ×ÅÓÁ � ∈ Zr ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ �1 ≥ · · · ≥ �r ≥ 0 ÄÌÑ G = SO2r+1; Sp2r É
�1 ≥ · · · ≥ �r−1 ≥ |�r| ÄÌÑ G = SO2r.

ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!), ÞÔÏ b = bn ∩ g É B = Bn ∩ G ÓÏÓÔÏÑÔ
ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÌÉ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ.

îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ G-ÍÏÄÕÌÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ � ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË. åÓÌÉ G =
SO2r+1(C) ÉÌÉ Sp2r(C), Á ÔÁËÖÅ G = SO2r(C) É �r = 0, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÄÕÌÉ V (�),
ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ × ÐÐ. 6.2{6.3, ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ e�. ÷ ÓÌÕÞÁÅ G = SO2r(C),
�r > 0 ÜÔÏ V+(�), Á ÐÒÉ �r < 0 | V−(�+), ÇÄÅ �+ = (�1; : : : ; �r−1; |�r|). óÔÁÒÛÉÍÉ
×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ e� É �e�+ , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ R : G→ GL(M) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÅÇÏ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÅ chM(t) = trR(t), t ∈ T . èÁÒÁËÔÅÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ìÏÒÁÎÁ ÏÔ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ t1; : : : ; tr × T ' Tr, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ C[�].
ìÅÍÍÁ 36. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ W -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 16: chM ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÑ NG(T ) ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÞÔÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÅÊÓÔ×ÉÀ W ÎÁ �.
ôÅÏÒÅÍÁ 30. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ chV (�) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ
ÁÌÇÅÂÒÙ C[�]W .

ïÔÓÀÄÁ, ËÁË É × Ð. 4.1, ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G × V (�) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÓÔÁÒ-
ÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �, ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ chV (�) ÄÏÌÖÅÎ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÐÏ �. ñ×ÎÁÑ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ç. ÷ÅÊÌÀ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A(�) = ∑
w∈W (sgnw)tw�, ÇÄÅ sgnw | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ � (ÒÁ×ÎÙÊ ±1). ôÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
� ÐÏÌÕÓÕÍÍÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (�; �) > 0, ∀� ∈ �+.
æÏÒÍÕÌÁ ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ. chV (�) = A(�+ �)=A(�)
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë � ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ
� ⊥ � (ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÏÍÎÏÖÁÔÓÑ ÎÁ t�).

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ
æÏÒÍÕÌÁ ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

dimV (�) =
∏

�∈�+

(�+ �; �)
(�; �)

ðÒÉÍÅÒ 24. ðÕÓÔØ G = GLn(C). ìÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ � ÉÍÅÅÔ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÙ �i = n+1

2 − i. ðÒÉÂÁ×ÌÑÑ Ë ÎÅÍÕ � = (n−1
2 ; : : : ; n−1

2 ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÅËÔÏÒ
~� = (n − 1; : : : ; 1; 0). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, A(�) | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÅ ×ÙÒÁÖÅ-
ÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ a(�1; : : : ; �n) ÉÚ Ð. 4.3. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ÷ÅÊÌÑ chV (�) =
A(�+ ~�)=A(~�) ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ ñËÏÂÉ{ôÒÕÄÉ. æÏÒÍÕÌÁ ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÕ 15. äÌÑ G = SLn(C) ×ÓÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ SOn(C) É Spn(C).

æÏÒÍÕÌÁ ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÏÂÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏ-
ÖÅÎÉÑ V (�)⊗V (�) ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ chV (�) · chV (�) × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× chV (�) (ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÅÊ-
ÎÂÅÒÇÁ [FH, §25.3] É ÄÒ.), ÏÄÎÁËÏ ÏÎÉ ÍÁÌÏÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÎÉÈ ÐÒÉÓÕÔ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÞÌÅÎÙ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏ× É ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ. åÓÔØ
É ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ \ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÒ�ÅÈ ÉÎÄÕ-
ÓÏ×", ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (æ11) × ÓÐÒÁ×ÏÞÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ [÷ï]), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÏ
ÒÁÂÏÔÁÀÔ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ V (�); V (�) ÕÓÔÒÏÅÎ ÐÒÏÓÔÏ, ÎÁÐÏ-
ÍÉÎÁÑ ÜÔÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÉÅÒÉ. æÏÒÍÕÌÙ ðÉÅÒÉ É ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ
ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ [Li].

4. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÉÚÕ-
ÞÁÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÅÎÚÏÒÏ× ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ GL(V ), SL(V ), O(V ), SO(V ), Sp(V ). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ,
ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍÁÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÔÅÎÚÏÒÏ×, ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ
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ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÐÏ ËÎÉÇÅ ÷ÅÊÌÑ [÷Å]. îÁÍ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ × §6 ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÚ-
×ÉÔØ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ×
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐ.
ôÅÏÒÅÍÁ 31. ðÕÓÔØ G = O(V ) ÉÌÉ Sp(V ) | ÇÒÕÐÐÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ,
ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÌÉ-
ÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . áÌÇÅÂÒÁ C[V ⊕ · · · ⊕ V ]G ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ m ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× V ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ !ij(v1; : : : ; vm) = !(vi; vj) (v1; : : : ; vm ∈ V ), i; j = 1; : : : ;m (× ÏÒÔÏ-
ÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÒÁÔØ i ≤ j, Á × ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ | i < j).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ \ÐÅÒ×ÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ-
×ÁÒÉÁÎÔÏ×" ÄÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔ ÉÍÅÅÔÓÑ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ [÷Å, ÇÌ. 2, 6], [FH, App. F].
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂßÑÓÎÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÉÄÅÀ.

îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ⊕ · · · ⊕ V ' V ⊗ (Cm)∗ ÐÏÍÉÍÏ ÇÒÕÐÐÙ G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ GLm.
äÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ g ∈ GLm Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÍÅÎÅ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ g−1: (v1; : : : ; vm) 7→ (v1; : : : ; vm) ·g−1. ôÁË ËÁË
ÜÔÉ Ä×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, GLm ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ É ÎÁ C[V ⊕m]G.

éÚ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÅ GLm × C[V ⊕m]G ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ É × ËÁÖÄÏÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅ
ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Um É ×ÅÓÏ×ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Tm
Ó ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ ×ÅÓÏÍ. ôÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÏ×�ÅÍ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ-
ÍÉ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄ�ÅÎÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ !ij, ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ GLm É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ !ij ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ 
 ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (v1; : : : ; vm).
ðÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ g ∈ GLm ÏÎÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÔÁË: 
 7→ g>
g (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ 
 ËÁË
ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ (v1; : : : ; vm), ÐÏ ÏÂÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ g−1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, !ij ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÒÏÖÄ�ÅÎÎÁÑ ÉÍÉ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ GLm-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ.

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÄÅÀ ÓÅÞÅÎÉÑ
| ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÈ × ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ðÏÄ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔ-
ÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G,
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅ ×ÓÅ ÏÒÂÉÔÙ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÒÂÉÔÙ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÌÏÔ-
ÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏÓÔÏÑÎ-
ÎÙ ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÈ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ, ÏÎÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ S.
âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ S ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G, ÔÏ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ S ÂÕÄÕÔ H-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ. åÓÌÉ
ÕÄÁ�ÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ H-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÎÁ S (ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÝÅ ÉÓÈÏÄ-
ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÎØÛÁÑ ÇÒÕÐÐÁ
ÎÁ ÍÅÎØÛÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å) É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å�Å ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-
ÎÉÑÍÉ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÔÏ ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

ðÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G×Um. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅ-
ÞÅÎÉÅ S ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ⊕m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏ ÏÔ-
ÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÉ. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
n = dimV , r = min(m;n).
ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × V ⊕m ÐÌÏÔÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÕÇÌÏ×ÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ
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 ÒÁÚÍÅÒÁ ≤ r ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ. ôÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Um
(ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄÔÁ). ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÏ-
×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ O(V ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕ (x1e1; : : : ; xmem)
× ÓÌÕÞÁÅ m ≤ n É (x1e1; : : : ; xnen; 0; : : : ; 0) × ÓÌÕÞÁÅ m > n, ÇÄÅ e1; : : : ; en | ÆÉËÓÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ V . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× É ÅÓÔØ
ÉÓËÏÍÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ S. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ H × Tm, ÇÄÅ
H ⊂ On ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ

(±1 . . . 0
0 ±1

)
:

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ S ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÙ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ H É ×ÅÓÏ×ÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Tm c ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍÉ
×ÅÓÁÍÉ. ôÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÕÔØ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ x2k1

1 · · · x2kr
r , k1 ≥ · · · ≥ kr ≥ 0. ìÀÂÏÊ

ÏÄÎÏÞÌÅÎ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÁ �k1−k2

1 · · ·�kr−1−kr
r−1 �kr

r , ÇÄÅ �i | ÕÇÌÏ×ÙÅ ÍÉÎÏÒÙ 
 (ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ
S ÄÁÀÝÉÅ x2

1 · · · x2
i ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ×ÓÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ É

ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ !ij.
óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × V ⊕m ÐÌÏÔÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒ×ÙÅ r ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ×ÓÅ
Þ�ÅÔÎÙÅ ÕÇÌÏ×ÙÅ ÍÉÎÏÒÙ 
 ÒÁÚÍÅÒÁ ≤ r ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ. ôÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ (v1; : : : ; vm)
ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Um, Ô.Å. ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ vj ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ, ÍÏÖÎÏ
ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕ, × ËÏÔÏÒÏÍ !ij 6= 0 ÌÉÛØ ÐÒÉ i = 2k− 1, j = 2k ≤ n É vj = 0 ÐÒÉ
j > n. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ vj ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ×ÅËÔÏÒÁÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÂÁÚÉÓÁ, É ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Sp(V ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ (v1; : : : ; vm) × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔ-
ÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ m ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ (e1; x1e2; : : : ; en−1; xn=2en; 0; 0; : : : ), ÇÄÅ
e1; : : : ; en | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ V , × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ !
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:


n :=




0 1
−1 0 0

. . .

0 0 1
−1 0



:

ôÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ (e1; x1e2; : : : ) ÄÌÉÎÙ m ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ S. ïÎÏ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ Tm, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó
1 ÎÁ ÎÅÞ�ÅÔÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ.

þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ÐÏ-
ÎÑÔÉÅ ÐÆÁÆÆÉÁÎÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ [÷É, ÇÌ. 8, §4, Ó. 340]. ðÕÓÔØ
á | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ (n × n)-ÍÁÔÒÉÃÁ. ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉ-
×ÅËÔÏÒ � = ∑

i<j aijei ∧ ej ÎÁ V . ôÏÇÄÁ � ∧ · · · ∧ � (n=2 ÒÁÚ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ
e1∧ · · · ∧ en Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (n=2)! ·pf A, ÇÄÅ pf A | ÎÅËÉÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ Å�Å ÐÆÁÆÆÉÁÎÏÍ. ðÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ
g ∈ GLn ÍÁÔÒÉÃÁ A ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × gAg>, Á pf A ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ det g. ðÏÓËÏÌØËÕ
ÌÀÂÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ A = g
ng>, Á
pf 
n = det 
n = 1 (ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ detA = (pf A)2. üÔÏÔ
×Ù×ÏÄ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÌÕ É ÄÌÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ (ÌÅ×ÁÑ É ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×-
ÎÙ 0).
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ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÎÁ S ÓÕÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ×ÅÓÏ×ÙÅ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ H, Ô.Å. ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ xk1

1 · · · xkss , s ≤ r=2, ÐÒÉÞÅÍ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÓÔØ ×ÅÓÁ ÐÒÉ-
ÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ ×ÌÅÞ�ÅÔ k1 ≥ · · · ≥ ks ≥ 0. ìÀÂÏÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×É-
ÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ P k1−k2

1 · · ·P ks−1−ks
s−1 P ks

s ,
ÇÄÅ Pi | ÐÆÁÆÆÉÁÎ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ 
 ÒÁÚÍÅÒÁ 2i × 2i (ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ
ÎÁ S ÄÁÀÝÉÊ x1 · · ·xi). ÷ÓÅ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ !ij. ¤

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÐÉÓÁÔØ G-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ, Ô.Å.
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ G, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊗m.
óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÕËÁÚÁÔØ ÚÁÐÁÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÅÍÙÈ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ | ÜÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏÌÎÏÊ Ó×�ÅÒÔËÉ Ó !⊗· · ·⊗!, ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ !∗⊗· · ·⊗!∗,
ÇÄÅ !∗ | 2-ÔÅÎÚÏÒ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ !, É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÎÄÅËÓÏ×.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ÷ÓÅ G-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ V ⊗m ÓÕÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. G-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : V ⊗m → V ⊗m

ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ V ⊗m ⊗
(V ∗)⊗m, Á ÔÅ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ | Ó G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉ-
ÑÍÉ f ÎÁ V ×m × (V ∗)×m, ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:
f(v1; : : : ; vm; '1; : : : ; 'm) = 〈F (v1 ⊗ · · · ⊗ vm); '1 ⊗ · · · ⊗'m〉; ∀vi ∈ V; 'j ∈ V ∗:
ðÏÄÎÉÍÁÑ ÉÎÄÅËÓÙ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ !∗, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ 'j × vm+j ∈ V , Á f |
× G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ V ×2m. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 31, ×ÓÅ ÔÁËÉÅ
ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÉÄÁ

f(v1; : : : ; v2m) = !(vi1 ; vj1) · · ·!(vim ; vjm);
ÇÄÅ i1; : : : ; im; j1; : : : ; jm | ÎÅËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; 2m.

ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F , ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏ×
ik; jk ≤ m ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Ó×�ÅÒÔËÁ Ó ! ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÐÁÒÅ ik; jk > m |
ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ !∗ c ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ Ä×ÕÈ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÁ
ÐÏÚÉÃÉÉ ik −m; jk −m, Á ÐÁÒÅ ik ≤ m < jk | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ik 7→ jk −m. ¤
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ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ
1: ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ A-ÍÏÄÕÌØ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÊ ÏÂÒÁÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ.
2: � = (m− 1; 1). éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ Cn ' Aa�.
3: ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � 7→ (sgn�)� (� ∈ Sm) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ

Ac�> ÎÁ Ac∗� É ÐÏÄËÒÕÞÉ×ÁÀÝÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Sm ÎÁ sgn.
4:

m∑

i=l
(−1)i−l

1 : : : l− 1 i
l
... ← ÂÅÚ i
m

5: õÄÁÌÅÎÉÅ m ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ T ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ T ′. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
�T = �T ′

∏
i(xm − xi), ÇÄÅ i ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ Ó m. ÷ÚÑÔÉÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ xm ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÓÅÈ �T Ó ÆÉËÓÉÒÏ-
×ÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÅÊ m × T ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ S(�′). ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ S(�′) ×ÈÏÄÉÔ × S(�).
ïÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

6: ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 5 ÉÍÅÅÍ � = ⋃�′, ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ � | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË.
7: éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2 É ÐÒÁ×ÉÌÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ.
8: ðÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÉÚ � 1-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ dimU(�)=|�| ÐÏÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (m − 1) · · · (m − k)=`1 · · · `k.

üÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ≥ 1 (ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ: � = (m), (1m), (2; 1m−2)). òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ
ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÁÒÉÁÎÔÙ, ËÏÇÄÁ ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ
ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ (m− k), (1m−k), (m− k − 1; 1), (2; 1m−k−2), (2; 2), (2; 2; 2), (3; 3).

9: ðÕÓÔØ T | ÔÁÂÌÉÃÁ ÆÏÒÍÙ � = �>, � ∈ Sm, �(T ) = T>. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3 É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÐÒÁ×Á ÎÁ �aT ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ AcT × ÓÅÂÑ, ÐÏÄËÒÕÞÉ×ÁÑ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Sm ÎÁ sgn. åÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁ×ÅÎ (sgn �)q� · E.

10: U(�) ÉÌÉ U±(�), ÇÄÅ � | ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 8 ÉÌÉ

� =

11: îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ: SmCn × ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1, dim =
(n+m−1

m
)
; ∧mCn × ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1,

dim =
(n
m

)
; ÐÒÉ m = 3: S(2;1)Cn × ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2, dim = n3−n

3 ; ÐÒÉ m = 4: S(3;1)Cn É S(2;1;1)Cn

× ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 3; S(2;2)Cn × ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2.
12: STV · c∗TA = ⊕

� V ⊗m · c∗T�−1 (ÐÏ ×ÓÅÍ � ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ �T ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ) = ⊕
� V ⊗m ·�−1c∗�T =⊕

� S�TV .
13: åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ GL(V )-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ V ⊗m É (V ∗)⊗m ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ

Ó×�ÅÒÔËÏÊ 〈w;!〉 ÔÅÎÚÏÒÁ w ⊗ !, ∀w ∈ V ⊗m, ! ∈ (V ∗)⊗m. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ
ÍÅÖÄÕ V ⊗m · c∗� É (V ∗)⊗m · c�, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ 〈w · a; !〉 = 〈w;! · a∗〉, ∀a ∈ A.

14: �′ = (−�n; : : : ;−�1). òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ GLn-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ∧�1Cn ⊗ · · · ⊗∧�lCn É ∧n−�lCn ⊗ · · · ⊗ ∧n−�1Cn ⊗ det−l ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ 〈w1 ⊗ · · · ⊗ wl; w′1 ⊗ · · · ⊗ w′l〉 =
(w1∧w′l)⊗· · ·⊗(wl∧w′1)=(e1∧· · ·∧en)⊗l, ÇÄÅ �> = (�1; : : : ; �l). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ
(Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ) ÍÅÖÄÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ S�Cn É S�′+(ln)Cn ⊗ det−l.

15: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 5, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ DT = DT ′xn;k1 · · ·xn;ks + · · · ËÁË
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ xnj (j = 1; : : : ; n), ÇÄÅ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ T ′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÕÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ T ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ n (ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × ÓÔÏÌÂÃÁÈ k1; : : : ; ks) Á ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÅ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÂÏÌÅÅ ÓÔÁÒÛÉÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ÏÔ xnj .

16: 2n ÏÒÂÉÔ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ wp = 0 ÐÒÉ p = p1; : : : ; ps (ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅË-
ÓÏ×) É wp 6= 0 ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ p. ïÒÂÉÔÁ ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ, ÅÓÌÉ p1; : : : ; ps | ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ s
ÞÉÓÅÌ ÉÚ 1; : : : ; n.

20:
1 1 1 2 2
2 2 3 3 4
3 4 4
4

21: dimS(3;1)Cn = (n3−n)(n+2)
8 ; dim S(2;1;1)Cn = (n3−n)(n−2)

8 ; dim S(2;2)Cn = n4−n2

12 .
22: éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÌÉÎ ËÒÀËÏ× ÉÚ Ð. 2.4.
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23: S(5;4;2)⊕S(5;4;12)⊕S(5;32)⊕(
S(5;3;2;1))⊕2⊕S(5;3;13)⊕S(5;23)⊕S(5;22;12)⊕S(42;3)⊕(

S(42;2;1))⊕2⊕
S(42;13) ⊕ (

S(4;32;1))⊕2 ⊕ (
S(4;3;22))⊕2 ⊕ (

S(4;3;2;12))⊕3 ⊕ S(4;3;14) ⊕ (
S(4;23;1))⊕2 ⊕ S(4;22;13) ⊕

S(33;2) ⊕ S(33;12) ⊕ (
S(32;22;1))⊕2 ⊕ S(32;2;13) ⊕ S(3;24) ⊕ S(3;23;12).

24:

S′ =
1

1 1 2
1 2 2 3
3 3 4

; T =
1 2 2 5
2 3 4
3 4 5
5

25: 3.
26: ó×�ÅÒÔËÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ Ó ! ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏ× ÒÁ×ÎÁ 0. äÌÑ 2-ÇÏ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó×�ÅÒÔËÁ Ó ! ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ∧mCn ÎÁ ∧m−2Cn É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ
ÐÏ m.

27: áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 26.
28: ðÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ SmV ' SmV ∗ ÏÐÕÓËÁÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÏ× Ó×�ÅÒÔËÁ Ó ! ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ìÁÐÌÁÓÁ.
29: äÏËÁÚÁÔØ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÆÏÒÍ. äÌÑ Un(C) ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ g ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, É ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ
ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × 1, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÓÏÅÄÉÎÉÔØ
g ËÒÉ×ÏÊ Ó E. óÌÕÞÁÊ SUn(C) ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ. äÌÑ Spn=2(H) ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÎÏÓÔØ g ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �; � ËÏÓÏÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÒÉ �� 6= 1 | ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ
ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ. äÌÑ SOn(R) ×ÍÅÓÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÁÎÏÎÉ-
ÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. îÁ On(C) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ det ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ 2 ÚÎÁÞÅÎÉÑ ±1.

30: (n− 1)=n ÐÒÉ i = j; −1=n ÐÒÉ i 6= j.
31: W ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Zr, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ É ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÚÎÁ-

ËÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, × ÓÌÕÞÁÅ G = SO2r ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ ÚÁÍÅÎÙ ÚÎÁËÏ× ÔÏÌØËÏ Õ Þ�ÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

32: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ `i = �i + r − i É

a±(l1; : : : ; lr) =

∣∣∣∣∣∣∣

tl11 ± t−l11 : : : tl1r ± t−l1r
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
tlr1 ± t−lr1 : : : tlrr ± t−lrr

∣∣∣∣∣∣∣
:

ïÔ×ÅÔ:
chV (�) dimV (�)

SO2r
a−(`1; : : : ; `r) + a+(`1; : : : ; `r)

a+(r − 1; : : : ; 1; 0)
∏

i<j

`i − `j
j − i

∏

i<j

`i + `j
2r − i− j

SO2r+1
a−(`1 + 1=2; : : : ; `r + 1=2)
a−(r − 1=2; : : : ; 3=2; 1=2)

∏

i<j

`i − `j
j − i

∏

i≤j

`i + `j + 1
2r − i− j + 1

Sp2r
a−(`1 + 1; : : : ; `r + 1)

a−(r; : : : ; 2; 1)
∏

i<j

`i − `j
j − i

∏

i≤j

`i + `j + 2
2r − i− j + 2

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 31, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ:
A(�) =

∑

�∈Sr
sgn�

∏

i

(
t��(i)
i − t−��(i)

i

)
= a−(�1; : : : ; �r)

ÄÌÑ SO2r+1;Sp2r, É

A(�) =
∑

�∈Sr
sgn�

∏
i

(
t��(i)
i − t−��(i)

i

)
+ ∏

i

(
t��(i)
i + t−��(i)

i

)

2

= a−(�1; : : : ; �r) + a+(�1; : : : ; �r)
2

ÄÌÑ SO2r. îÁÊÔÉ � = (r−1; : : : ; 1; 0), (r−1=2; : : : ; 3=2; 1=2) ÉÌÉ (r; : : : ; 2; 1) ÄÌÑ SO2r, SO2r+1
É Sp2r, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
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Q� = QT , ÓÔÏÌÂÃÏ×ÙÊ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ, 6
q�, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ËÒÀËÏ×, 8, 14
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T , ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ, 55
tij , ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ, 9
T (j), ÓÔÏÌÂÅÃ ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ, 10, 25
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xij , ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ x, 24
xijq, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ, 24
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"i, ×ÅËÔÏÒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Zn, 55
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9, 18{19, 21{25, 36{37, 48{50, 63
��, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, 50
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