14-Ñ ÐÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

1. 14-Ñ ÐÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ

ðÕÓÔØ k | ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÎÅÓÞÅÔÎÏ), É G ⊆ GL_n(k) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ïÎÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x_1; : : : ; x_n] ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

14-Ñ ÐÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ (1900). âÕÄÅÔ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ k[x_1; : : : ; x_n]^G ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ?

óÁÍ çÉÌØÂÅÒÔ ÓÞÉÔÁÌ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÂÙÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÅÎÁ íÁÕ- ÒÅÒÏÍ (1899), É ÓÔÁŒÉÌ ŒÏÐÒÏÓ ÉÎÁÞÅ:

òÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ 14-Ñ ÐÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ðÕÓÔØ k ⊆ L ⊆ k(x_1; : : : ; x_n) | ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ k[x_1; : : : ; x_n] ∩ L ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ?

(œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ L = k(x_1; : : : ; x_n)^G.) úÁÒÉÓÓËÉÊ (1954) ÏÂÏÂÝÉÌ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ 14-Ñ ÐÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ðÕÓÔØ R | ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÃÅÌÏ- ÚÁÍËÎÕÔÁÑ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ K, É k ⊆ L ⊆ K | ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ R ∩ L ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ?

úÁÒÉÓÓËÉÊ [Z1] ÒÅÛÉÌ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ tr: deg L ≤ 2. òÉÓ [R] ÐÏÓÔÒÏÉÌ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ó tr: deg L = 3 (Œ ËÏÔÏÒÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, L ÎÅ ÕÎÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ).

œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ Œ ÒÁÂÏÔÅ íÁÕÒÅÒÁ ÂÙÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÙ ÏÛÉÂËÉ, É ÉÓÈÏÄÎÁÑ 14-Ñ ÐÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØ- ÂÅÒÔÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÏÔËÒÙÔÏÊ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÏÎÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÒÅÄÕËÔÉŒÎÙÈ G. îÏ Œ 1958 îÁÇÁÔÁ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ë ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ 14-Ê ÐÒÏÂÌÅÍÅ, Á Œ 1959 ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏÍ É Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ [N1].

ðÒÉÍÅÒ îÁÇÁÔÙ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ŒÏÐÒÏÓÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

2. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ îÁÇÁÔÙ

ðÕÓÔØ V = k^2 ⊕ · · · ⊕ k^2 | 2l-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x_1; y_1; : : : ; x_l; y_l. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ

T = t_1 0 0 t_1 0 ... 0^{tl 0}_{0 tl}

; t_1 : : : t_l = 1

H = 1 u_1

0 1 0_. .. 0^{1 ul}_{0 1} ; l∑ j=1 a_{ij}u_j = 0; i = 1; 2; 3

G = T × H ⊂ SL(V )

(ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ H ÒÁŒÅÎ 3). úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ dim G = 2l − 4, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ G : V ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, É ÏÒÂÉÔÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ 4-ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ.

œÙÑÓÎÉÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒ A = k[V ]^H , S = k[V ]^G.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÌÁŒÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V = {y_1 : : : y_l ≠ 0} Ó ÎÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ y_j, z_j = x_j =y_j. äÅÊÓÔŒÉÅ g = tu ∈ G Œ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: y_j → t_j y_j, z_j → z_j + u_j.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ w_i =

∑_l j=1 a_{ij}y_1 : : : x_j : : : y_l, s = y_1 : : : y_l. ôÏÇÄÁ w_1; w_2; w_3; y_1; : : : ; y_l ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÒÁÚÄÅÌÑÀÔ H-ÏÒÂÉÔÙ ÎÁ V , Á w_1; w_2; w_3; s ÒÁÚÄÅÌÑÀÔ G-ÏÒÂÉÔÙ, ÐÒÉÞÅÍ k[V ]^H = k[w_1; w_2; w_3; y^{±1}_1 ; : : : ; y^{±1}_l ], k[V ]^G = k[w_1; w_2; w_3; s^{±1}].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ H : V ÑŒÌÑÀÔÓÑ y^{±1}_j É r_i = ∑ a_{ij} z_j .

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ r_i ÎÁ w_i = r_is.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

A = k[V ] ∩ k[w_1; w_2; w_3; y^{±1}_1 ; : : : ; y^{±1}_l ] = ⨁ m_1;:::;m_l∈Z d∈Z_+ A_{d;m1;:::;ml}

ÇÄÅ A_{d;m1;:::;ml} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ F (w_1; w_2; w_3)y^{−m1}_1 : : : y^{−ml}_l , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ F | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ w_1; w_2; w_3, ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ y^{m1}_1 : : : y^{ml}_l Œ k[x_1; y_1; : : : ; x_l; y_l]. ðÒÉ ÜÔÏÍ

S = k[V ] ∩ k[w_1; w_2; w_3; s^{±1}] = ⨁ d;m S_{d;m}

ÇÄÅ S_{d;m} = A_{d;m;:::;m} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ F (w_1; w_2; w_3)s^{−m} ∈ k[x_1; y_1; : : : ; x_l; y_l].

áÌÇÅÂÒÁ A É ÅÅ ÐÏÌÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ A_{d;m1;:::;ml} ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÏ- ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË p_1; : : : ; p_l ∈ P^2, p_j = (a_{1j} : a_{2j} : a_{3j} ) (Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ (a_{ij} ) ÎÅ ÒÁŒÅÎ 0). âÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ w_1; w_2; w_3 ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ P^2.

ìÅÍÍÁ 2. F (w_1; w_2; w_3)y^{−m1}_1 : : : y^{−ml}_l ∈ A_{d;m1;:::;ml} ⇐⇒ F ∈ k[w_1; w_2; w_3]_d ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ ≥ m_j Œ p_j , j = 1; : : : ; l.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, ÓËÁÖÅÍ p_1. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ p_1 = (0 : 0 : 1) =⇒ w_1; w_2 = y_1 · (: : : ), w_3 = x_1y_2 : : : y_l + y_1 · (: : : ). òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ x_1, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ F ∈ k[w_1; w_2; w_3]_d ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y^m_1 Œ k[x_1; y_1; : : : ; x_l; y_l] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F = ∑ k w^k_1 w^{m−k}_2 P_k, Ô.Å. ord_{p1} F ≥ m.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. õÓÌÏŒÉÅ ord_{pj} ≥ m_j ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ m_j ≤ 0; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ F Œ ÔÏÞËÅ p_j ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, S_{d;m} = k[w_1; w_2; w_3]_ds^{−m} ÐÒÉ m ≤ 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. åÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏŒ (a_{ij}) | ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ z_j ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ H ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ A; S ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë l − 1 ÓÔÏÌÂÃÕ É ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ y_j.

åÓÌÉ p_j = p_k = · · · = p, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ord_p ≥ m_j ; m_k; : : : ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ max{m_j ; m_k; : : : }, É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÐÑÔØ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y_j; y_k; : : : ÄÌÑ ËÒÁÔÎÏÊ ÔÏÞËÉ p É ÚÁÍÅÎÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ y-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ (y_jy_k : : : ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÃÙ (a_{ij} ) ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ P^2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ A; S ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÉ | ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ

dim A_{d;m1;:::;ml} ≥ ( d + 2 2 ) − l∑ j=1 ( m_j + 1 2 ) (1)

(ËÁÖÄÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ËÒÁÔÎÏÓÔØ Œ ÔÏÞËÅ p_j ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔ

(_{mj +1} 2 ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÏÒÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d).

ðÒÏÂÌÅÍÁ. âÕÄÕÔ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A; S ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ?

ãÅÌØ îÁÇÁÔÙ ÓÏÓÔÏÑÌÁ Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ Ë 14-Ê ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÔÔÁÌËÉŒÁÑÓØ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ{úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, îÁÇÁÔÁ ÓÔÁÒÁÌÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ, É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÂÏÔÁÌ Ó S (tr: deg S = 4, tr: deg A = l + 3). ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ A ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ (Ô.Ë. S = A^T , Á T | ÔÏÒ).

ðÏÄÈÏÄ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ˚ = {(d; m) ∈ Z^2 | S_{d;m} ≠ 0}. ëÏÎÕÓ Q_+ ˚ | ÕÇÏÌ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Q^2 , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 4-Ê ËŒÁÄÒÁÎÔ {d ≥ 0 ≥ m} É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÓŒÅÒÈÕ (Œ 1-Í ËŒÁÄÒÁÎÔÅ {d; m ≥ 0}) ÎÅËÉÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÌÕÞÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ([N1], [St]). ðÕÓÔØ l = k^2, k ≥ 3, É p_1; : : : ; p_l | ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÕÅÔ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ˚:

d m d = m √ l = km � l ≥ 16 [N1] d m

� d = m √ l = 3m d = 3m + 1

3m + 3 1 1

l = 9 [St]

ðÒÉ l ≥ 16 ËÏÎÕÓ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÌÕÞ, Á ÐÒÉ l = 9 Õ ÔÏÞÅË (d; m) ÕËÁÚÁÎÙ dim S_{d;m}. ðÒÉ l ≥ 16 ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ˚, Á ÚÎÁÞÉÔ É S, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ. ðÒÉ l = 9 ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ˚ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, dim S_{d;m} ŒÓÅÇÄÁ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ (1), ÏÄÎÁËÏ ÎÁ ÌÕÞÅ, ÓÏÓÅÄÎÅÍ Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÌÕÞÏÍ, ÒÁÓÔÕÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÙÓÔÒÏ, ÞÔÏÂÙ S ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ðÏÞÅÍÕ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ îÁÇÁÔÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÔØ 3 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ Œ ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ H? òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÍÍÁ 1 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÌÕ.

åÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÅÔ ŒÏÏÂÝÅ, ÔÏ A = k[y_1; : : : ; y_l].

åÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏ, ÔÏ A = k[w_1; y_1; : : : ; y_l], Ô.Ë. ÎÉËÁËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ w^d_1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y_j. åÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄŒÁ, ÔÏ ÌÅÍÍÁ 2 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÌÕ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ P^2 ÎÁ P^1. ôÏÇÄÁ ord_{pj} F ≥ m ⇐⇒ F ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ H^m_j , ÇÄÅ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ H_j | ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ p_j ÎÁ P^1. ïÔÓÀÄÁ A = k[w_1; w_2; y_1; : : : ; y_l; H_1=y_1; : : : ; H_l=y_l].

ðÏÜÔÏÍÕ 3 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ | ÐÅÒŒÙÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

3. ëÏÇÄÁ ÐÏÌÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ?

œÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ îÁÇÁÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÌÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A, ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÏÊ Z^r. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ C ⊆ Q^r ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ A(C) = ⨁ n̄∈C∩Z^r An̄. ðÏÌÏÖÉÍ C = Q + {—n ∈ Z

r | A_{n̄} ≠ 0}, ÔÏÇÄÁ A = A(C).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. 1) áÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ =⇒ C ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

2) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ C = C_1 ∪ · · · ∪ C_k ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÎÕÓÏŒ, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÐÏ ÇÒÁÎÑÍ. ôÏÇÄÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ⇐⇒ ∀i = 1; : : : ; k : A(C_i) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) œÅÓÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ C.

2) \ ⇐= " ÏÞÅŒÉÄÎÏ: A = ∑ A(C_i).

\ =⇒ " éÚÍÅÌØÞÉŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ∀C_i ÓÔÒÏÇÏ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌÅÎ (Ô.Å. ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎ ÂÁÚÉÓÏÍ Z^r). ðÕÓÔØ —n = (n_1; : : : ; n_r) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ôÏÒ T = (k^×)^r ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ A ÔÁË, ÞÔÏ t = (t_1; : : : ; t_r) ∈ T ÕÍÎÏÖÁÅÔ A_{n̄} ÎÁ ÓËÁ- ÌÑÒ t^{n̄} = t^{n1}_1 : : : t^{nr}_r . ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A[x_1; : : : ; x_r], ÐÏÌÁÇÁÑ t(x_j ) = t^{−1}_j x_j . ôÏÇÄÁ A(C) ≃ A[x_1; : : : ; x_r]^T | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

4. áÌÇÅÂÒÙ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ

œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÐÏÌÉ)ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ËÁË ÁÌ- ÇÅÂÒÙ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏ- ÇÉÀ [äÁ].

ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á D | ÄÉŒÉÚÏÒ ëÁÒÔØÅ ÎÁ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ O(D) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÄÉŒÉÚÏÒÕ D. åÇÏ ÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÏÄÐÕÞÏË ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ k(X), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ div f + D ≥ 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, O(D) ÉÍÅÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s (ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ f = 1) Ó div s = D. äÏÐÕÓËÁÑ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ H^i(D) = H^i(X; O(D)), h^i(D) = dim H^i(D).

üÆÆÅËÔÉŒÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ D ≥ 0 (Ô.Å. D = ∑ m_iD_i, D_i | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, m_i ≥ 0) ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ_D : X P(H^0(D)^∗), ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ŒÎÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÕÓÔÏ, Ô.Å. D ÍÏÖÎÏ ÓÄŒÉÎÕÔØ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔØ) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ O(D) ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÉÌÉ Œ_D | ÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÂÉÌØÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ_{mD} | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ m.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÉŒÉÚÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Q-ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (Q-ÜÆÆÅËÔÉŒÅÎ, Q -ÓŒÏÂÏÄÅÎ, É Ô.Ä.), ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A = A(D) = ⨁ n≥0 H^0(X; nD). ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÁ? ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ D ÏÂÉÌÅÎ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ D Q-ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

îÁÚÏŒÅÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ B ⊆ A ÂÏÌØÛÏÊ, ÅÓÌÉ ∀x ∈ X ∃n ¿ 0 ∃s ∈ B_n : s(x) ≠ 0. åÓÌÉ ÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ B ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÀÒSS- ÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ_B : X → Z = Proj B. ðÏÌÏÖÉÍ B^{(m)} = ⨁ n≥0 B_{mn}. åÓÌÉ B ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ Proj B^{(m)} ≃ Proj B.

ðÕÓÔØ mD ÓŒÏÂÏÄÅÎ =⇒ R^{(m)} = ⨁ n≥0 H^0(mD)^n | ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÄÁÌ- ÇÅÂÒÁ =⇒ Œ = Œ_{mD} : X → Y = Proj R^{(m)} | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. úÁÍÅÎÑÑ m ÎÁ m^′ = km, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

Y^′ Y X Œ Œ^′

ÇÄÅ Y^′ → Y | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ k-ËÒÁÔÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Y . ðÒÉ ÔÁËÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ X_{≥d} = {x | dim_x Œ^{−1}Œ(x) ≥ d} ÍÏÇÕÔ ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ∀d =⇒ X_d = {x | dim_x Œ^{−1}Œ(x) = d} ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ∀d =⇒ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ Y^′ → Y ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏÉ, Ô.Å. ËÏÎÅÞÎÙ =⇒ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ŒÓÅÇÄÁ Y^{′ ∼}→ Y . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ R = R^{(m)} ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ B ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

Y Z X Œ_B

Œ_R

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ∃n : B^{(n)} ⊆ R^{(n)} =⇒ Z ≃ Proj B^{(n)} ← Proj R^{(n)} ← Y .

ìÅÍÍÁ 3. A ÃÅÌÁ ÎÁÄ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. A ÃÅÌÁ ÎÁÄ A^{(m)} =⇒ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ m = 1, R = ⨁ n≥0 H^0(D)^n. ôÏÇÄÁ s ∈ H^0(nD) =⇒ ∀q ∈ H^0(D) ∃p ∈ H^0(D)^k : s=q^n = p=q^k (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, B = R[s] =⇒ Z ≃ Y =⇒ Z_q ≃ Y_q). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∃d : q^ds ∈ R =⇒ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ d ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ R_ds ⊆ R_{d+n} =⇒ ∀i : R_ds^i ⊆ R =⇒ ∀s^i ∈^1_{qd} R =⇒ s ÃÅÌ ÎÁÄ R.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ D Q -ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A = A(D) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, A^{(n)} = R^{(n)} ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n, Á Y = Proj A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÚ X ÐÒÉ Œ_{mD}, Ô.Å.

Y Œ_{mD}(X) X

É ∃m : Y ≃ Œ_{mD}(X).

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÕÓÔØ ˚ ⊆ CaDiv X | ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ëÁÒÔØÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË ÁÌÇÅÂÒ A(˚) = ⨁ D∈� O(D) É ÐÏÌÏÖÉÍ A(˚) = H^0(X; A(˚)). óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ A(˚) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, úÁÒÉÓÓËÏÍÕ [Z2, §4].

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ˚ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Q -ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ. ôÏÇÄÁ A(˚) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ôÅÏÒÅÍÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ˚ = C ∩ N, ÇÄÅ N ⊂ CaDiv X | ÒÅÛÅÔËÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, Á C ⊆ N ⊗ Q | ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ, ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q-ÓŒÏÂÏÄÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ N = Z˚, C = Q_+ ˚ ⊆ N ⊗ Q , ~˚ = C ∩ N | ÎÁÓÙÝÅÎÉÅ ˚ (ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 4). ðÏ ÌÅÍÍÅ çÏÒÄÁÎÁ ~˚ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ É ∃m ∈ N : m~˚ ⊆ ˚ =⇒ A(~˚) ÃÅÌÁ ÎÁÄ A(˚), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ˚ = ~˚.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ C = C_1 ∪ · · · ∪ C_k, ˚_i = C_i ∩ N. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ∀A(˚_i), Ô.Å. ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ C ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÍ.

ðÕÓÔØ D_1; : : : ; D_r ∈ N ÓŒÏÂÏÄÎÙ É ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÒÅÂÒÁ C. ôÏÇÄÁ ∃m ∈ N : m˚ ⊆ ˚_0 = ∑ Z_+D_j =⇒ A(˚) ÃÅÌÁ ÎÁÄ A(˚_0) =⇒ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ˚ = ∑ Z_+D_j .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L_j = O(D_j ) → X, ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E = L_1 ⊕ · · · ⊕ L_r → X É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ß : P_X (E^∗) → X. ðÏÌÏÖÉÍ L = O_{P(E} ∗_)(1). ôÏÇÄÁ ß_∗L^n = S^nE = ⨁ n_1+···+n_r=n L n_1

1 ⊗ · · · ⊗ L^{nr}_r É A = ⨁ n_1;:::;n_r≥0 H

0(L^{n1}_1 ⊗ · · · ⊗ L^{nr}_r ) = ⨁ n≥0 H^0(L^n).

ìÅÍÍÁ 4. L ÓŒÏÂÏÄÎÏ (ÏÂÉÌØÎÏ) ⇐⇒ L_1; : : : ; L_r ÓŒÏÂÏÄÎÙ (ÏÂÉÌØÎÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ˘ = (˘_1 : · · · : ˘_r) ∈ ß^{−1}(x) = P(E^∗(x)) = P(L^∗_1(x) ⊕ · · · ⊕ L^∗_r(x)), x ∈ X, ˘_j ∈ L^∗_j (x). äÌÑ ∀s = (s_1; : : : ; s_r) ∈ H^0(L), s_j ∈ H^0(L_j), ÉÍÅÅÍ s(˘) = ∑ ⟨s_j(x); ˘_j⟩. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ⇐⇒ ∀˘ ∃s : s(˘) ≠ 0 ⇐⇒ ∀j = 1; : : : ; r ∃s_j ∈ H^0(L_j) : s_j(x) ≠ 0 ⇐⇒ ∀L_j ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. ïÂ ÏÂÉÌØÎÏÓÔÉ ÓÍ. [Ha].

ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ r = 1, A(˚) = A(D) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Q-ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÅÓÌÉ ˚ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÉÌØÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ, ÔÏ tr: deg A(˚) = dim X + r, r = rk N.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. åÓÌÉ X ÎÏÒÍÁÌØÎÏ É ˚ ÎÁÓÙÝÅÎÁ, ÔÏ A(˚) ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁ, Ô.Ë. ÐÕÞÏË A(˚) ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ O_X ⊗ k[˚], É ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ k[˚] | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

5. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ îÁÇÁÔÙ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ [éû].

ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ðÏÄ ËÒÉŒÙÍÉ ÎÁ X ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. îÁÒÑÄÕ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Q-ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÎÁ X, Ô.Å. ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ËÒÉŒÙÈ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ãÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ Q-ÄÉŒÉÚÏÒÁ D ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ [D].

ìÉÎÅÊÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ \∼", Á ÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØ ÓÉÍŒÏÌÏÍ \≈". ðÕÓÔØ Pic X = Div X= ∼ | ÇÒÕÐÐÁ ðÉËÁÒÁ, Á N_X = Div X= ≈ | ÒÅÛÅÔËÁ îÅÒÏÎÁ{óÅŒÅÒÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ èÏÄÖÁ. æÏÒÍÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (·; ·) ÎÁ Div X ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÐÓÅŒÄÏÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ N_X ⊗ Q ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (+ − · · · −).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K = K_X ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ. Ø(O(D)) = h^0(D) − h^1(D) + h^2(D) =

(D; D) − (D; K) 2 + Ø(O_X )

äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ óÅÒÒÁ. h^i(D) = h^{2−i}(K − D)

ëÏÎÕÓ íÏÒÉ E_X | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ Œ N_X ⊗ Q, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÏÌ ËÏÎÕÓÁ {ffi ∈ N_X ⊗ Q | (ffi; ffi) ≥ 0} ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ E_X É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÉÌØÎÙÅ ÄÉŒÉÚÏÒÙ. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÕ ÐÏÌÕ ËÏÎÕÓÏÍ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ˙_+.

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ E_X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ (ËÁË ŒÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ) ˙_+ É ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ C ⊂ X, (C; C) ¡ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÂÅÒ E_X .

Nef-ËÏÎÕÓ E^∨_X ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÅÎ ËÏÎÕÓÕ íÏÒÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ˙^∨_+ = ˙_+, ÔÏ E_X ⊇ ˙_+ ⊇ E^∨_X . ïÂÉÌØÎÙÅ Q -ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ E^∨_X , Á ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÉÌØÎÙÅ) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @E^∨_X .

ìÅÍÍÁ 5. E^∨_X ∩ @˙_+ = E^∨_X ∩ @E_X = ˙_+ ∩ @E_X , ÐÒÉÞÅÍ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ffi ÉÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ E^∨_X , Á ffi^⊥ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÐÏÒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë E_X Œ ffi.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ffi ∈ E^∨_X ∩ @˙_+ =⇒ (ffi; E_X ) ≥ 0 =⇒ ffi ∈ ˙_+ ∩ @E_X =⇒ (ffi; E^∨_X ) ≥ 0, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ (ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ffi) =⇒ ffi ∈ E^∨_X ∩ @˙_+. îÁËÏÎÅÃ, ffi^⊥ | ÏÐÏÒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë E_X , Á ÚÎÁÞÉÔ É Ë ˙_+, Œ ffi ∈ =⇒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ =⇒ R_+ ffi ⊂ E^∨_X | ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Œ 0 (ëÏÄÁÉÒÁ{òÁÍÁÎÕÄÖÁÍ). D ∈ E^∨_X \@˙_+ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, D ÏÂÉÌÅÎ) =⇒ h^1(−D) = h^1(K + D) = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. D ∈ K + (E^∨_X \ @˙_+) =⇒ h^1(D) = h^2(D) = 0

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. D ∈ K +(E^∨_X \@˙_+) =⇒ h^1(D) = 0 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Œ 0), D =∈ K −E_X (Ô.Ë. E^∨_X ∩ (−E_X ) = 0) ⇐⇒ K − D =∈ E_X ⇐⇒ h^2(D) = h^0(K − D) = 0.

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ([Z2, §7]). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Q-ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ D = D_+ + D_−, ÇÄÅ D_+ | nef Q-ÄÉŒÉÚÏÒ, D_− = ∑ m_j C_j, m_j ≥ 0, C_j | ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ, É ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ (C_i; C_j) ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ∀j : (D_+; C_j) = 0. åÓÌÉ D | ÃÅÌÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÔÏ ÅÇÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ D_−, É H^0(D) ≃ H^0([D_+]).

ðÕÓÔØ œ : X → Y | ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Y Œ ÔÏÞËÅ p, E = œ^{−1}(p) | ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ. ëÒÉŒÙÅ E ⊂ X, ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙÅ œ-ÐÒÏÃÅÓÓÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (−1)-ËÒÉŒÙÍÉ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÚÕÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ:

1) (E; E); (E; K) ¡ 0

2) (E; E) = (E; K) = −1

3) (E; E) = −1, E ≃ P^1

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ œ^∗D ∈ Div X ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ D ∈ Div Y , Á œ^+C | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÒÉŒÏÊ C ⊂ Y . ôÏÇÄÁ œ^∗ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Pic Y ,→ Pic X = Pic Y ⊕ ZE, N_Y ,→ N_X = N_Y ⊕ ZE, ÐÒÉÞÅÍ E ⊥ N_Y , K_X = K_Y + E, É œ^∗C = œ^+C + mE, ÇÄÅ m = ord_p C.

ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ D ∈ Div Y . ôÏÇÄÁ H^0(X; D − mE) ≃ H^0(Y; D)_m | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ D ÎÁ Y , ÉÍÅÀÝÉÈ ord_p ≥ m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ s_E ∈ H^0(E), div s_E = E. ôÏÇÄÁ s ∈ H^0(X; D − mE) =⇒ q = s ⊗ s^m_E ∈ H^0(X \ E; D) ≃ H^0(Y \ {p}; D) = H^0(Y; D), ÐÒÉÞÅÍ ord_E q ≥ m. ïÂÒÁÔÎÏ, q ∈ H^0(Y; D), ord_E œ^∗q ≥ m =⇒ œ^∗q=s^m_E ∈ H^0(X \ E; D − mE), ord_E(œ^∗q=s^m_E ) ≥ 0 =⇒ œ^∗q=s^m_E ∈ H^0(X; D − mE). îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ÞÔÏ ord_E œ^∗q = ord_p q.

ìÅÍÍÁ 7. ∀D ∈ Div Y ∀n : H^n(X; œ^∗D) = H^n(Y; D)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ H^n(X; O(œ^∗D)) ⇐= H^i(Y; R^jœ_∗O(œ^∗D)) ŒÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ, Ô.Ë. R^j œ_∗O(œ^∗D) = R^j œ_∗O_X ⊗ O(D) = O(D) ÐÒÉ j = 0 É 0 ÐÒÉ j ¿ 0.

6. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ X | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ P^2 Œ ÔÏÞËÁÈ p_1; : : : ; p_l. ðÕÓÔØ œ : X → P^2 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÑ, E_j = œ^{−1}(p_j) | ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ (−1)-ËÒÉŒÙÅ, H ∈ Pic X | ËÌÁÓÓ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ P^2, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p_1; : : : ; p_l. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ §5 ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ.

Pic X = N_X = ⟨H; E_1; : : : ; E_l⟩_Z, ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (H; H) = 1, (E_j ; E_j) = −1, K_X = −3H + ∑ E_j . õÄÏÂÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ N_X ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ d; m_1; : : : ; m_l, ÐÏÌÁÇÁÑ D = dH − ∑ m_j E_j ÄÌÑ ∀D ∈ N_X .

äÉŒÉÚÏÒ H ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÉÌÅÎ =⇒ H ∈ @E^∨_X =⇒ ∑ Q_+ E_j ⊂ E_X | ÓÔÅÎËÁ (Ô.Å.

ÇÒÁÎØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1).

éÚ ÌÅÍÍÙ 6 ŒÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. A_{d;m1;:::;ml} ≃ H^0(X; dH − m_1E_1 − · · · − m_lE_l).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÅ F ∈ k[w_1; w_2; w_3]_d Ó ord_{pj} F ≥ m_j ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ, Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 2,6, ÓÅÞÅ- ÎÉÅ s = F=s^{m1}_1 : : : s^{ml}_l ∈ H^0(X; dH − ∑ m_j E_j ), ÇÄÅ s_j ∈ H^0(E_j ), div s_j = E_j , ÔÁË ÞÔÏ y_j ∈ A ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ Ó s_j .

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ îÁÇÁÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ Œ ËÏÎÔÅËÓÔ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÅÊ: ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÕÞÏË ÁÌÇÅÂÒ A_X = ⨁ d;m_1;:::;m_l∈Z O(dH − ∑ m_jE_j ), É ÔÏÇÄÁ A = H^0(X; A_X ).

ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4. D = dH − ∑ m_j E_j ∈ E_X =⇒ h^0(D) = ( d + 2 2 ) − ∑ (m_j + 1 2 ) + h^1(D)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÌÅÍÍÙ 7 ÓÌÅÄÕÅÔ Ø(O_X ) = Ø(O_P2) = 1 =⇒ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÅÚ h^1(D) ÅÓÔØ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, D ∈ E_X =⇒ K − D =∈ E_X (ÉÎÁÞÅ K ∈ E_X , ÞÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ) =⇒ h^2(D) = h^0(K − D) = 0.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ (1) ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË h^1(D).

7. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÅÌØ-ðÅÃÃÏ

œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ §6, ÐÕÓÔØ l ≤ 8 É p_1; : : : ; p_l | ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÕÔÏÞÎÑÅÔÓÑ Œ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 7). ôÏÇÄÁ ÁÎÔÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÄÉŒÉÚÏÒ −K = 3H − ∑ E_j ÏÂÉÌÅÎ, Ô.Å. X = X_l | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÄÅÌØ-ðÅÃÃÏ. ï ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ÄÅÌØ-ðÅÃÃÏ ÓÍ. [éû, 13.3], [íÁ], [De].

ðÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ h^0(D) ÐÏÌÅÚÎÏ ŒÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2 É ÁÎÔÉÏÂÉÌØÎÏÓÔÉ K

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5. D ∈ E^∨_X =⇒ h^1(D) = h^2(D) = 0

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. −K ∈ int E^∨_X =⇒ E^∨_X ⊂ int(K + E^∨_X )

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÉ l = 1 ÒÅÛÅÔËÁ îÅÒÏÎÁ{óÅŒÅÒÉ, ËÏÎÕÓÙ íÏÒÉ, ÂÕÄÕÝÅÇÏ, É nef-ËÏÎÕÓ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

−K H E_1

E^∨_X ˙_+

E_X

ðÒÉ l ≥ 2 ËÏÎÕÓ íÏÒÉ E_X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ I_X = {C ∈ N_X | (C; C) = (C; K) = −1} (−1)-ËÒÉŒÙÈ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ I_X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ E_i, H − E_i − E_j , 2H − E_{i1} − · · · − E_{i5} , 3H −2E_i −E_{j1} −· · ·−E_{j6} , 4H −2E_{i1} −2E_{i2} −2E_{i3} −E_{j1} −· · ·−E_{j5} , 5H −2E_{i1} −· · ·−2E_{i6} −E_j −E_k, 6H − 3E_i − 2E_{j1} − · · · − 2E_{j7} (ÓÅÒÉÑ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÐÉÓËÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ l, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÅ ÎÅ ÈŒÁÔÁÅÔ ÉÎÄÅËÓÏŒ).

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÉ l = 2 ÒÅÛÅÔËÁ îÅÒÏÎÁ{óÅŒÅÒÉ, ËÏÎÕÓÙ íÏÒÉ, ÂÕÄÕÝÅÇÏ, É nef-ËÏÎÕÓ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ:

E_1

E_2

H −K H − E_1 − E_2

H − E_1

H − E_2

E^∨_X

˙_+

E_X (K; ·) = const

úÄÅÓØ I_X = {E_1; E_2; H − E_1 − E_2}.

ðÒÉ l ≥ 3 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ´_X = {ff ∈ N_X | (ff; ff) = −2; (ff; K) = 0} ÏÂÒÁÚÕÅÔ Œ K^⊥_X ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ ÒÁÎÇÁ l ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ −(·; ·). åÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ äÙÎËÉÎÁ É ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ:

E_1 − E_2 E_2 − E_3

E_3 − E_4 El−1 − El

H − E_1 − E_2 − E_3

· · ·

−3 ( ∑ E_j )

−1 (E_l)

ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ËÁÍÅÒÁ œÅÊÌÑ C_− ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

d ≥ m_1 + m_2 + m_3; m_1 ≥ · · · ≥ m_l: (2)

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ I_X (Á ÔÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ K^⊥_X ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅÓÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ó ÍÌÁÄÛÉÍ ŒÅÓÏÍ E_l (ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÏÔÍÅÔËÁ ÕËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ äÙÎËÉÎÁ).

çÒÕÐÐÁ œÅÊÌÑ W = W_X ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÁ ÎÁ I_X É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ Aut(N_X ; K_X ) ÐÓÅŒÄÏÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÒÅÛÅÔËÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÅËÔÏÒ, Á ÔÁËÖÅ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ Aut(I_X ) ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ (−1)-ËÒÉŒÙÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÄÅÊÓÔŒÉÑ W_X : N_X ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ïÔÒÁÖÅÎÉÑ ŒÄÏÌØ ËÏÒÎÅÊ E_i − E_{i+1} ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË E_1; : : : ; E_l, Ô.Å. ÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÅÒÅÎÕ- ÍÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÇÏ ÐÒÉ œ : X → P^2, ÉÌÉ Ë ÐÅ- ÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ p_1; : : : ; p_l. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ ŒÄÏÌØ H − E_1 − E_2 − E_3 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: E_i → H − E_j − E_k ÐÒÉ {i; j; k} = {1; 2; 3}, E_i → E_i ÐÒÉ i ¿ 3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÉ œ : X → P^2 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÉÓËÌÀÞÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÉ œ^′ : X → P^2, ÔÁË ÞÔÏ ø = œ^′œ^{−1} : P^2 → P^2 | ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ëÒÅÍÏÎÙ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ p_1; p_2; p_3 (ÅÓÌÉ p_1 = (1 : 0 : 0), p_2 = (0 : 1 : 0), p_3 = (0 : 0 : 1), ÔÏ ø(x : y : z) = (yz : zx : xy)).

ìÅÍÍÁ 8. ìÀÂÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ Œ Div X, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ p_1; : : : ; p_l, Ô.Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ËÏÎÆÉ- ÇÕÒÁÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E_1; : : : ; E_l (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔØ, ÏÂÉÌØÎÏÓÔØ, h^i(D), ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ É Ô.Ä.) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ W_X .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ W_X ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÉÓËÌÀ- ÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É Ë ÚÁÍÅÎÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ, ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÅ Œ ÄÒÕÇÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ ÔÏÞÅË ÎÁ P^2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. õÓÌÏŒÉÅ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË p_1; : : : ; p_l ÓÏÓÔÏÉÔ ËÁË ÒÁÚ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ W_X , Ô.Å. ÌÀÂÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ëÒÅÍÏÎÙ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ 3 ÔÏÞËÁÈ ÉÚ p_1; : : : ; p_l ÎÉËÁËÉÅ 3 ÔÏÞËÉ ÎÅ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

éÚÕÞÉÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÎÕÓÏŒ E_X , E^∨_X . ïÂÁ ËÏÎÕÓÁ W_X -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó C_−.

ìÅÍÍÁ 9. ðÕÓÔØ C ⊂ N_X ⊗ Q | W_X -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ËÏÎÕÓ. çÒÁÎØ ` ⊂ C ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ int C_− ⇐⇒ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÁÎØ `^∗ = `^⊥ ∩ C^∨ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ C_−.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. \ =⇒ " çÒÁÎØ `^∗ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ ˚ Ë ÏÐÏÒÎÙÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ C, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ `. äÌÑ ˘ ∈ ` ∩ int C_− ÉÍÅÅÍ (˚; C) ≥ 0 = (˚; ˘) =⇒ (s_ff˚; C) = (˚; s_ffC) ≥ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ ff (s_ff ∈ W_X | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ) =⇒ (s_ff˚; ˘) = (˚; s_ff˘) = (˚; ˘) + (˘; ff)(˚; ff) ≥ 0 = (˚; ˘) =⇒ (˚; ff) ≥ 0 =⇒ ˚ ∈ C_−.

\ ⇐= " ðÏÍÅÎÑÅÍ C; C^∨ ÒÏÌÑÍÉ. ðÕÓÔØ ` ⊂ C_−, ÔÏÇÄÁ int ` ⊂ int(C_− ∩ {ff_1; : : : ; ff_k}^⊥) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ff_i. œÚÑŒ ˚ ∈ int `^∗ É ÕÓÒÅÄÎÉŒ ÐÏ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ W (ff_1; : : : ; ff_k) ⊂ W , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ˚ ⊥ ff_1; : : : ; ff_k. ôÅÐÅÒØ ˘ ∈ int ` =⇒ ˘ + fflff ∈ C \` ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ ff ≠ ff_1; : : : ; ff_k (ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ffl) =⇒ (˚; ˘ + fflff) = (˚; ˘) + ffl(˚; ff) ¿ (˚; ˘) =⇒ (˚; ff) ¿ 0. ïÓÔÁÌÏÓØ ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ (˚; ff_i) ¿ 0 =⇒ ˚ ∈ int C_−.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ E_X , ÌÅÖÁÝÅÅ Œ C_−, ÅÓÔØ Q_+ E_l. ðÏ ÌÅÍÍÅ 9, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÅÎËÁ E^∨_X , ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ int C_−, ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ m_l = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, E^∨_X ∩ C_− | ÓÉÍÐÌÉÃÉ- ÁÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (2) É m_l ≥ 0. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÒÅÂÅÒ E^∨_X ∩ C_− ÓÕÔØ −K É ŒÅËÔÏÒÙ, ÐÒÏÅËÃÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ K^⊥ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ŒÅÓÁÍ: H − E_1

3H − E_1 − E_2 − E_3 3H − E1 − · · · − El−1 · · ·

H

2H − E_1 − E_2

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, E^∨_X ∩ C_− ÓÔÒÏÇÏ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌÅÎ.

úÎÁÑ ÒÅÂÒÁ E_X É @E^∨_X ∩ C_−, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÇÒÁÎÅÊ E_X , ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 9 l-ÇÒÁÎÉ ÓÕÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÔÅÎËÉ E_X , ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ int C_−, Á ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÍ ÒÅÂÒÁ ÓÕÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÅÂÒÁ E^∨_X , ÌÅÖÁÝÉÅ Œ C_−. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÅ ÒÅÂÒÏ W_X -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ W_X ÚÁÇÏÎÑÅÔÓÑ Œ C_−, Á ÌÀÂÁÑ ÓÔÅÎËÁ W_X -ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ int C_−, ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÓÅÈ ÒÅÂÅÒ É ÓÔÅÎÏË E_X , E^∨_X . òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÙ Œ ÔÁÂÌÉÃÁÈ 1{3:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. 1) áÎÔÉÄÏÍÉÎÁÎÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÎÕÓÁ íÏÒÉ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÅ E_{Xl} ∩ C_− = C_0 ∪ : : : C_l ∪ C_∗, ÇÄÅ

C_k = E^∨_{Xk} ∩ C_− ⊕ ⟨E_{k+1} + · · · + E_l; : : : ; E_l⟩_{Q+} ; (k = 0; : : : ; l) C_∗ = ⟨H − E_1; 2H − E_1 − E_2⟩_{Q+} ⊕ ⟨H − E_1 − E_2 + E_3 + · · · + E_l; E_3 + · · · + E_l; : : : ; E_l⟩_{Q+}

| ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÒÏÇÏ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ ËÏÎÕÓÏŒ.

ôÁÂÌÉÃÁ 1. çÒÁÎÉ nef-ËÏÎÕÓÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ËÁÍÅÒÕ œÅÊÌÑ

òÅÂÒÁ E^∨_X ∩ C_− íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÁÎÉ E^∨_X , äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉ E_X ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ H ÒÅÂÒÏ l-ÇÒÁÎØ ⟨E_i | i = 1; : : : ; l⟩ H − E_1 ÒÅÂÒÏ l-ÇÒÁÎØ ⟨E_i; H − E_1 − E_i | i ¿ 1⟩ 2H − E_1 − E_2 2-ÇÒÁÎØ (l − 1)-ÇÒÁÎØ ⟨H − E_1 − E_2; E_i | i ¿ 2⟩ 3H − E_1 − E_2 − E_3 4-ÇÒÁÎØ (l − 3)-ÇÒÁÎØ ⟨E_i | i ¿ 3⟩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3H − E_1 − · · · − E_{l−1} l-ÇÒÁÎØ ÒÅÂÒÏ ⟨E_l⟩

ôÁÂÌÉÃÁ 2. òÅÂÒÁ É ÓÔÅÎËÉ ËÏÎÕÓÁ íÏÒÉ É nef-ËÏÎÕÓÁ

ëÏÎÕÓ ðÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ W -ÏÒÂÉÔ ÒÅÂÒÁ ÓÔÅÎËÉ E_{Xl} ⟨E_l⟩ ⟨E_i | i = 1; : : : ; l⟩, ⟨E_i; H − E_1 − E_i | i ¿ 1⟩ E^∨_{Xl} ⟨H⟩, ⟨H − E_1⟩ E^∨_{Xl−1}

2) çÒÁÆ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÑ C_i | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ äÙÎËÉÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ codim(C_i ∩ C_j ) ÒÁŒÎÁ ÄÌÉÎÅ ÐÕÔÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ:

C_0

C_2 C_l · · · C_∗ C_1

3) òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ D ∈ C_i ÐÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ D = D_+ + D_−, ÐÒÉÞÅÍ

D ∈ C_k =⇒ { D_+ = dH − ∑ j≤k m_j E_j D_− = ∑ j¿k(−m_j )E_j k = 0; : : : ; l

D ∈ C_∗ =⇒ { D_+ = (d − ffi)H − (m_1 − ffi)E_1 − (m_2 − ffi)E_2 D_− = ffi(H − E_1 − E_2) + ∑ j¿2(−m_j )E_j ffi = m_1 + m_2 − d

4) äÌÑ ∀D ∈ E_X ∩ C_− ÉÍÅÅÍ

h^0(D) = h^0(D_+) = ( d + 2 2 ) − ∑ m_j ¿0 ( m_j + 1 2 ) + ( ffi 2 ) ; ffi = m_1 + m_2 − d

(ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ D ∈ C_∗).

ôÁÂÌÉÃÁ 3. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÎÕÓÏŒ Ó ËÁÍÅÒÏÊ œÅÊÌÑ

ëÏÎÕÓ ïÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ òÅÂÒÁ E_X ∩ C_− 0 ≤ d ≥ m_1 ≥ · · · ≥ m_l E_1 + · · · + E_l; : : : ; E_l; d ≥ m_1 + m_2 + m_3 H − E_1; H − E_1 − E_2 + E_3 + · · · + E_l; −K E^∨_X ∩ C_− m_1 ≥ · · · ≥ m_l ≥ 0 H; H − E_1; 2H − E_1 − E_2; d ≥ m_1 + m_2 + m_3 3H − E_1 − E_2 − E_3; : : : ; 3H − E_1 − · · · − E_l

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ E_X ∩C_− ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ {m_1 = 0},. . . , {m_l = 0}, {d = m_1 + m_2}. ëÏÎÕÓÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ÉÚ ÔÁÂÌÉÃÙ 3 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ {m_1 ≤ 0}, {m_1 ≥ 0 ≥ m_2}, {m_2 ≥ 0 ≥ m_3; d ≥ m_1 + m_2}, {m_2 ≥ 0 ≥ m_3; d ≤ m_1 + m_2}, {m_3 ≥ 0 ≥ m_4},. . . , {m_l ≥ 0}, ÓÕÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ C_0, C_1, C_2, C_∗, C_3,. . . , C_l.

2) ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ C_i.

3) ðÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ nef-ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ, Á ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ 2-Ê ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ŒÙÒÁÖÁÀÔ- ÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ (−1)-ËÒÉŒÙÈ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ñŒÎÙÊ ŒÉÄ D_± | ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ.

4) ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ 3), ÅÓÌÉ D | ÃÅÌÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒ, ÔÏ D_± | ÃÅÌÙÅ =⇒ h^0(D) = h^0(D_+). æÏÒÍÕÌÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ 3) É ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ 4{5.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8. ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ îÁÇÁÔÅ [N2, II].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ W_X ÚÁÇÏÎÑÅÔÓÑ Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ËÁÍÅÒÕ œÅÊÌÑ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ É h^0(·) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6. áÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÐÒÉ l ≤ 8.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A(C_−) = ∑ A(C_i) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, Ô.Å. ÞÔÏ A(C_i) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ. ðÕÓÔØ C_i = C^+_i ⊕C^−_i | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. ôÏÇÄÁ A(C_i) = A(C^+_i )⊗ A(C^−_i ). éÚ ÔÁÂÌÉÃÙ 2 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ E^∨_X Q -ÓŒÏÂÏÄÎÙ =⇒ A(C^+_i ) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, Á A(C^−_i ) = k[s_1; : : : ; s_r], ÇÄÅ s_j ∈ H^0(D_j), D_1; : : : ; D_r | ÂÁÚÉÓ C^−_i .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10. œ ÎÅÄÁŒÎÅÊ ÒÁÂÏÔÅ œ. âÁÔÙÒÅŒÁ É ï. ðÏÐÏŒÁ [BP] ÐÏÌÕÞÅÎ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: A ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ŒÓÅÈ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ D Ó (D; K) = −1 (ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ I_X , ÐÒÉÞÅÍ h^0(D) = 1, É −K ÄÌÑ l = 8, ÐÒÉÞÅÍ h^0(−K) = 2), É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ.

8. òÁÚÄÕÔÉÅ 9 ÔÏÞÅË

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ÄÅÌØ-ðÅÃÃÏ ÓÌÕÞÁÊ | ÒÁÚÄÕÔÉÅ l = 9 ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ P^2. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ §7 ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ.

´_X | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ Œ N_X ⊗ Q. ïÂ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÍ. [ë]. ðÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÍÎÉÍÙÊ ËÏÒÅÎØ ÒÁŒÅÎ −K, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ −(·; ·) ŒÅËÔÏÒ ÒÁŒÅÎ K_8 = −3H + E_1 + · · · + E_8.

íÎÏÖÅÓÔŒÁ ´_X , I_X É ÇÒÕÐÐÁ W_X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙ. ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ ôÉÔÓÁ ⋃ w∈W_X wC− = {(K; ·) ¡ 0} ∪ Q + (−K) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ

ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÕÞÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ I_X , Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÌÕÞÏÍ Q_+ (−K) =⇒ −K ∈ @E_X ∩ @˙_+ = E^∨_X ∩ @˙_+ (ÌÅÍÍÁ 5) =⇒ E_X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ I_X É −K.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÌÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ (K; D) ¡ 0 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2, Á ÐÒÉ D = −mK ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁ- ÚÁÔØ h^0(D) = 1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ p_1; : : : ; p_9 ÇÌÁÄËÕÀ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ C (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, Ô.Ë. h^0(−K) ≥ 1 É ÔÏÞËÉ | Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ). éÍÅÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 −→ O(−(m − 1)K) −→ O(−mK) −→ O(−mK|_C ) −→ 0 0 −→ H^0(−(m − 1)K) −→ H^0(−mK) −→ H^0(−mK|_C ) äÉŒÉÚÏÒ −K|_C = −3H|_C + p_1 + · · · + p_9 ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ C ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 0 É ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË Œ Pic C (Ô.Ë. p_1; : : : ; p_9 | ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ) =⇒ H^0(−mK|_C ) = 0. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ m ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

óÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÎÕÓÁ íÏÒÉ É nef-ËÏÎÕÓÁ, ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ËÁÍÅÒÏÊ œÅÊÌÑ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÔÁËÁÑ ÖÅ ËÁË ÐÒÉ l ≤ 8 (ÌÉÛØ Œ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ E_X ; E^∨_X ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ \ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ" −K).

E_X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ =⇒ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 5 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1).

9. ðÒÏÂÌÅÍÙ

1) W_X ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÄÅÌØ-ðÅÃÃÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÐÒÉ l ¿ 4.

îÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ çÁÌÕÁ?

2) óŒÅÒÎÕÔØ ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ A É S Œ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ l ≤ 8. 3) ëÁËÏŒÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÒÉ l ¿ 9: ËÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ E_X ; E^∨_X , ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, ËÁËÏŒÙ h^0(D), ÍÏÖÅÔ ÌÉ S ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ?

4) ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ËÁÒÔÉÎÁ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÄÕŒÁÔØ ÔÏÞËÉ ÎÅÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÈÒÁ- ÎÉÔÓÑ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ A ÐÒÉ l ≤ 8?

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ [äÁ] œ. é. äÁÎÉÌÏŒ, áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÓÈÅÍÙ, óÏŒÒ. ÐÒÏÂÌ. ÍÁÔ. æÕÎÄ. ÎÁÐÒ., Ô. 23, Ó. 172{302, œéîéôé, íÏÓËŒÁ, 1988.

[éû] œ. á. éÓËÏŒÓËÉÈ, é. ò. ûÁÆÁÒÅŒÉÞ, áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, óÏŒÒ. ÐÒÏÂÌ. ÍÁÔ.

æÕÎÄ. ÎÁÐÒ., Ô. 35, Ó. 131{263, œéîéôé, íÏÓËŒÁ, 1989. [ë] œ. ëÁÃ, âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, íÉÒ, íÏÓËŒÁ, 1993, 425 Ó. [íÁ] à. é. íÁÎÉÎ, ëÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ, îÁÕËÁ, íÏÓËŒÁ, 1972, 304 Ó.

[BP] V. V. Batyrev, O. N. Popov, The Cox ring of a del Pezzo surface, Preprint, 2003, arXiv:math.AG/0309111.

[De] M. Demazure, Surfaces de del Pezzo, Lect. Notes Math. 777 (1980), 22{69. [Ha] R. Hartshorne, Ample vector bundles, Publ. Math. IHES 29 (1966), 63{94. [N1] M. Nagata, On the 14-th problem of Hilbert, Amer. J. Math. 81 (1959), 766{772. [N2] M. Nagata, On rational surfaces, I, II, Mem. Coll. Sci. Univ. Kyoto, Ser. A, 32 (1960), no. 3, 351{370, 33 (1960), no. 2, 271{293.

[R] D. Rees, On a problem of Zariski, Illinois J. Math. 2 (1958), 145{149. [St] R. Steinberg, Nagata’s example, Algebraic groups and Lie groups, Austral. Math. Soc. Lect.

Ser., vol. 9, pp. 375{384, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1997.

[Z1] O. Zariski, Interpr«etations alg«ebrico-g«eom«etriques du quatorzi„eme probl„eme de Hilbert, Bull.

Sci. Math. 78 (1954), 155{168.

[Z2] O. Zariski, The theorem of Riemann{Roch for high multiples of an e¸ective divisor on an algebraic surface, Ann. Math. 76 (1962), no. 3, 560{615.