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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Â íîâîì èçäàíèè ¾Ñáîðíèêà çàäà÷ ïî àëãåáðå¿ óñòðàíåíû îáíà-
ðóæåííûå îïå÷àòêè, à òàêæå äîáàâëåíû íîâûå çàäà÷è è ðåøåíèÿ.
Áûë ðàñøèðåí àâòîðñêèé êîëëåêòèâ. Ñòðóêòóðà ñáîðíèêà çàäà÷ ïî-
âòîðÿåò ñòðóêòóðó ïðåäûäóùåãî èçäàíèÿ 2007 ã.

Ìîñêâà, 2009 Àâòîðû

ÈÇ ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÉ Ê ÏÐÅÄÛÄÓÙÈÌ ÈÇÄÀÍÈßÌ

Ñóùåñòâóþùèå ñáîðíèêè çàäà÷ ïî êóðñàì ¾Âûñøåé àëãåáðû¿,
¾Ëèíåéíîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè¿ (ñì., íàïðèìåð, çàäà÷íèêè Ôàääå-
åâà è Ñîìèíñêîãî, Ïðîñêóðÿêîâà è äð.) çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ ñ ñà-
ìîé ëó÷øåé ñòîðîíû. Ïîýòîìó âûïóñê åùå îäíîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ
àíàëîãè÷íîãî æàíðà íóæäàåòñÿ â ïîÿñíåíèè. Ñîñòàâèòåëè ïðåäëàãà-
åìîãî ñáîðíèêà çàäà÷ ðóêîâîäñòâîâàëèñü ïðîñòûìè ñîîáðàæåíèÿìè.
Èçìåíèâøàÿñÿ çà ïîñëåäíèå ãîäû ñòðóêòóðà óêàçàííûõ êóðñîâ, ïî-
ÿâëåíèå íîâûõ ðàçäåëîâ, óïðàçäíåíèå èëè ÷àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå
ðÿäà òðàäèöèîííûõ òåì � âñå ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ïðåïîäàâà-
òåëè, âåäóùèå ñåìèíàðñêèå çàíÿòèÿ, âûíóæäåíû îðèåíòèðîâàòüñÿ
íà áîëüøîå ÷èñëî ðàçíîðîäíûõ èñòî÷íèêîâ. ×òîáû èñïðàâèòü ñëî-
æèâøååñÿ ïîëîæåíèå âåùåé, êàôåäðà âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ ðåøèëà
ïîäãîòîâèòü íîâûé ñáîðíèê çàäà÷, êîòîðûé îõâàòûâàë áû âñå ðàçäå-
ëû òðåõñåìåñòðîâîãî êóðñà.

Òðóä ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðèîáðåë êîëëåêòèâíûé õàðàêòåð. Ñîòðóä-
íèê, îòâåòñòâåííûé çà òó èëè èíóþ ãëàâó, ïðèäåðæèâàëñÿ âûðàáî-
òàííîãî îïûòíûì ïóòåì êðèòåðèÿ ïîëíîòû è ðàçíîîáðàçèÿ ìàòå-
ðèàëà, ïðîÿâëÿÿ ðàçóìíóþ óìåðåííîñòü â åãî ïîäáîðå. Ôàêòè÷åñêè
ýòî îçíà÷àëî îïðåäåëåííîå ñîêðàùåíèå êîëè÷åñòâà øàáëîííûõ ÷èñ-
ëåííûõ ïðèìåðîâ è âûäåëåíèå â ìàññèâå çàäà÷ íàèáîëåå õàðàêòåð-
íûõ ïðåäñòàâèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, â ñáîðíèê âîøëè â îñíîâíîì
òå çàäà÷è, êîòîðûå ðåàëüíî ïðåäëàãàëèñü ñòóäåíòàì. Ñðàâíèòåëüíî
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íåáîëüøóþ äîëþ, îñîáåííî â ïåðâîì ñåìåñòðå, ñîñòàâëÿþò çàäà÷è
ïîâûøåííîé òðóäíîñòè. Âñå îíè ñíàáæåíû óêàçàíèÿìè. Ðîëü òàêèõ
çàäà÷, îäíàêî, âîçðàñòàåò ê êîíöó êóðñà. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è
ìîãóò ïðåäëàãàòüñÿ íà äîïîëíèòåëüíûõ çàíÿòèÿõ ïî àëãåáðå.

Êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ ïîÿñíåíèé ñâåäåíî ê ìèíèìóìó, îäíà-
êî ñîîáðàæåíèÿ àâòîíîìíîñòè èãðàëè âñå áîëåå çíà÷èòåëüíóþ ðîëü
ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ ê äîïîëíèòåëüíûì ãëàâàì àëãåáðû. Ïðè ñî-
ñòàâëåíèè íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ áûëî èñïîëüçîâàíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñ-
ëî çàäà÷ èç ñáîðíèêîâ, óêàçàííûõ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

Â êîíöå êíèãè ïðèâîäÿòñÿ ñïèñîê îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëåíèÿ
îñíîâíûõ ïîíÿòèé, èñïîëüçóåìûõ â êíèãå, ê êîòîðûì ñëåäóåò îáðà-
ùàòüñÿ â ñëó÷àå çàòðóäíåíèé ïðè ïîíèìàíèè óñëîâèÿ çàäà÷è. Îïðå-
äåëåíèÿ, îòñóòñòâóþùèå â ïîñëåäíåì ñïèñêå, ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå
¾Òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ¿, ãäå êðàòêî èçëîæåíû îñíîâíûå óòâåð-
æäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Â.Â.Áàòûðåâó, ìíîãî ïîðàáî-
òàâøåìó íàä òåêñòîì ñáîðíèêà. Îñîáàÿ áëàãîäàðíîñòü � ñîòðóäíè-
êàì êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî
óíèâåðñèòåòà è êàôåäðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Êèåâñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà. Îíè ïðîâåëè òùàòåëüíîå ðåöåíçèðîâàíèå ñáîðíèêà
è ñäåëàëè áîëüøîå ÷èñëî êîíêðåòíûõ çàìå÷àíèé.

Àâòîðû áëàãîäàðíû ðåäàêòîðó êíèãè Ã.Â.Äîðîôååâó, êîòîðûé
îáðàòèë ñàìîå ñåðüåçíîå âíèìàíèå íà ïðèíöèïû óïîðÿäî÷åíèÿ ìàòå-
ðèàëà è óíèôèêàöèþ îáîçíà÷åíèé, óñòðàíèâ èçëèøíèé ïàðàëëåëèçì,
î êîòîðîì ãîâîðèëîñü âûøå.

∗ ∗ ∗
Îáúåì ñáîðíèêà ñóùåñòâåííî óâåëè÷èëñÿ íå òîëüêî çà ñ÷åò

ñòàíäàðòíûõ çàäà÷. Âîçíèê ñïåöèàëüíûé ðàçäåë çàäà÷ ïîâûøåííîé,
à èíîãäà è âåñüìà âûñîêîé òðóäíîñòè; ýòè çàäà÷è, ÷àñòè÷íî èçâëå-
÷åííûå èç æóðíàëüíîé è ìîíîãðàôè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, ïîìîãóò
â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè óäîâëåòâîðèòü çàïðîñû ñèëüíûõ ñòóäåíòîâ
è ïîäñêàçàòü òåìû êóðñîâûõ ðàáîò. Ýòè çàäà÷è ðàñïîëîæåíû â êîíöå
ïàðàãðàôà ïîñëå çíàêà ∗ ∗ ∗.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

Êîñòðèêèí À.È. Ââåäåíèå â àëãåáðó.�Ì.: Íàóêà, 1977.
Êîñòðèêèí À.È.,Ìàíèí Þ.È. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ.�Ì.:

Íàóêà, 1986.



Ïðåäèñëîâèå 9

Êîñòðèêèí À.È. Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×. I. �Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2012.
Êîñòðèêèí À.È. Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×. II. �Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2012.
Êîñòðèêèí À.È. Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×. III. �Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2012.
Êóðîø À.Ã. Êóðñ âûñøåé àëãåáðû.�Ì.: Íàóêà, 1971.
Ñêîðíÿêîâ Ë.À. Ýëåìåíòû àëãåáðû.�Ì.: Íàóêà, 1980.
Ôàääååâ Ä.Ê., Ñîìèíñêèé È.Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé àëãåáðå.�

Ì.: Íàóêà, 2001.
Ïðîñêóðÿêîâ È.Â. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå. �Ì.: Ëàáî-

ðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé, 1999.
Èêðàìîâ Õ.Ä. Çàäà÷íèê ïî ëèíåéíîé àëãåáðå.�Ì.: Íàóêà, 1975.
Öóáåðáèëëåð Î.È. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-

ðèè.�Ì.: Íàóêà, 1970.
Õîðí Ð., Äæîíñîí È. Ìàòðè÷íûé àíàëèç.�Ì.: Íàóêà, 1989.
Barbeau E. J. Polynomials. �N. Y.: Springer-Verlag, 1989.
Ëàòûøåâ Â.Í. Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè è ëèíåéíîå ïðîãðàììèðî-

âàíèå.�Óëüÿíîâñê: Ôèëèàë ÌÃÓ, 1992.
Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àëãåáðå / Ïîä ðåä. À.È.Êîñòðèêèíà.�Ì.: Íàóêà,

1987; Ì.: Ôàêòîðèàë, 1995; Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001, 2007.
Exercises in algebra: a collection of exercises in algebra, linear algebra

and geometry / Ed. A. I.Kostrikin.�Gordon and Breach Publ., 1996.
Äûáêîâà Å.Â.,Æóêîâ È.Á., Ñåì¼íîâ À.À.,Øìèäò Ð.À. Çàäà÷è ïî

àëãåáðå. Îñíîâû òåîðèè ãðóïï.�ÑÏá.: Èçä-âî Ñàíêò-Ïåòåðáóðã-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1996.

Ãåíåðàëîâ À.È., Äûáêîâà Å.Â., Æóêîâ È.Á., Ìåðêóðüåâ À.Ñ., Ñå-
ì¼íîâ À.À., Øìèäò Ð.À. Çàäà÷è ïî àëãåáðå. Îñíîâû òåîðèè
êîëåö.�ÑÏá.: Èçä-âî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1998.

Âèíáåðã Ý.Á. Êóðñ àëãåáðû.�Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2011.



×àñòü I

Îñíîâû àëãåáðû



Ãë à â à 1

ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ È ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß

� 1. Îïåðàöèè íàä ïîäìíîæåñòâàìè.

Ïîäñ÷åò ÷èñëà ýëåìåíòîâ

1.1. Ïóñòü Ai (i ∈ I), B�ïîäìíîæåñòâà â X. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

à)
(⋃
i∈I

Ai

)
∩B =

⋃
i∈I

(Ai ∩B); á)
(⋂
i∈I

Ai

)
∪B =

⋂
i∈I

(Ai ∪B);

â)
⋃
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

Āi; ã)
⋂
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

Āi.

1.2. Ïóñòü X�ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, 2X �ìíîæåñòâî âñåõ åãî
ïîäìíîæåñòâ. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ 4 ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè

A4B = (A ∩ ¯̄B) ∪ (Ā ∩B)

íà ìíîæåñòâå 2X îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
à) A4B =B 4A;
á) (A4B)4 C =A4 (B 4 C);
â) A4∅ =A;
ã) äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî

B ⊂X òàêîå, ÷òî A4B = ∅;
ä) (A4B) ∩ C = (A ∩B)4 (A ∩ C);
å) A4B = (A ∪B) \ (A ∩B);
æ) A4B = (A \B) ∪ (B \A).
1.3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A1, ..., An∣∣∣∣ n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣=

n∑
i=1

|Ai| −
∑

16i<j6n

|Ai ∩Aj |+ ...

...+ (−1)k−1
∑

16i1<...<ik6n

|Ai1 ∩ ... ∩Aik |+ ...

...+ (−1)k−1|A1 ∩ ... ∩An|.

1.4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1

ϕ(n) = n
(

1− 1
p1

)(
1− 1

p2

)
...
(

1− 1
pr

)
,

ãäå p1, p2, ..., pr �âñå ðàçëè÷íûå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà n, ϕ(n)�
ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
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1.5. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ìîæíî îáðàçîâàòü
èç äàííûõ n ïîäìíîæåñòâ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ?

1.6. Ïóñòü A, B, C � ïîäìíîæåñòâà â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå. Äî-
êàçàòü, ÷òî A ∩B ⊆ C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A⊆ ¯̄B ∪ C.

� 2. ×èñëî îòîáðàæåíèé è ïîäìíîæåñòâ,

áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû

2.1. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ëþäåé â íåêîòîðîì ïîìåùåíèè, Y �
ìíîæåñòâî ñòóëüåâ â ýòîì ïîìåùåíèè è ïóñòü:

à) êàæäîìó ÷åëîâåêó ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ñòóë, íà êîòîðîì
îí ñèäèò;

á) êàæäîìó ñòóëó ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ÷åëîâåê, êîòîðûé íà
íåì ñèäèò.

Â êàêèõ ñëó÷àÿõ à) è á) îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèÿ X → Y è Y →
→X? Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ýòè îòîáðàæåíèÿ èíúåêòèâíû, ñþðúåêòèâíû,
áèåêòèâíû?

2.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X áåñêîíå÷íî, à åãî ïîäìíîæå-
ñòâî Y êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå X \ Y →X.

2.3. Ïóñòü f : X → Y �îòîáðàæåíèå. Îòîáðàæåíèå g : Y →X íà-
çûâàåòñÿ ëåâûì (ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûì) îáðàòíûì äëÿ f , åñëè
g ◦ f = 1X (ñîîòâåòñòâåííî f ◦ g = 1Y ). Äîêàçàòü, ÷òî:

à) îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
îíî îáëàäàåò ëåâûì îáðàòíûì;

á) îòîáðàæåíèå f ñþðúåêòèâíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
îíî îáëàäàåò ïðàâûì îáðàòíûì.

2.4. Óñòàíîâèòü áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ
îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà X âî ìíîæåñòâî {0, 1} è ìíîæåñòâîì 2X

(ñì. çàäà÷ó 1.2) è íàéòè |2X |, åñëè |X|= n.

2.5. Ïóñòü |X|=m, |Y |= n. Íàéòè ÷èñëî:
à) îòîáðàæåíèè;
á) èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé;
â) áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé;
ã) ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà X âî ìíîæåñòâî Y .

2.6. Ïóñòü |X| = n. Íàéòè ÷èñëî
(
n
m

)
âñåõ ïîäìíîæåñòâ â X,

ñîñòîÿùèõ èç m ýëåìåíòîâ (ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ òàêæå ÷èñëîì ñî-
÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m è ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Cmn ).
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2.7. Ïóñòü |X|= n. Íàéòè ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ âX, ñîñòîÿùèõ
èç ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

2.8. Äîêàçàòü ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà

(a+ b)n =

n∑
i=0

(
n
i

)
aibn−i, n ∈ N.

2.9. Ïóñòü |X|= n è m1 + ...+mk = n (mi > 0). Íàéòè ÷èñëî(
n

m1, ..., mk

)
óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X íà k ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæà-
ùèõ ñîîòâåòñòâåííî m1, ..., mk ýëåìåíòîâ.

2.10. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

à) (x1 + ...+ xk)n =
∑

(m1,...,mk)
m1+...+mk=n, mi>0

(
n

m1, ..., mk

)
xm1

1 ...xmkk ;

á)
∑

(m1,...,mk)
m1+...+mk=n, mi>0

(
n

m1, ..., mk

)
= kn.

2.11. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

à)
(
n
m

)
=
(

n
n−m

)
; á)

n∑
i=0

(
n
i

)
= 2n;

â)
n∑
i=0

(−1)i
(
n
i

)
= 0; ã)

n∑
i=1

i
(
n
i

)
= n2n−1;

ä)
n∑
i=1

(−1)ii
(
n
i

)
= 0, n > 1; å)

m∑
i=0

(
p
i

)(
q

m− i

)
=
(
p+ q
m

)
;

æ)
(

n
k − 1

)
+
(
n
k

)
=
(
n+ 1
k

)
, 1 6 k 6 n;

ç)
r∑
i=1

(
r + 1
i

)
(1i + 2i + ...+ ni) = (n+ 1)r+1 − (n+ 1);

è)
(
k
k

)
+
(
k + 1
k

)
+ ...+

(
n+ k
k

)
=
(
n+ k + 1
k + 1

)
;

ê)
n∑
i=0

p(p+ 1) ...(p+ i− 1)

i!
=

(p+ 1) ...(p+ n)

n!
;

ë)
n−l∑
i=k

(
i
k

)(
n− i
l

)
=
(

n+ 1
k + l + 1

)
, n> k + l > 0.

2.12. Äîêàçàòü, ÷òî xm + x−m ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè m
îò x+ x−1.

2.13. Íàéòè ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n â óïîðÿäî÷åííóþ ñóììó èç
k íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ.
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� 3. Ïåðåñòàíîâêè

3.1. Ïåðåìíîæèòü ïåðåñòàíîâêè â óêàçàííîì è îáðàòíîì ïîðÿä-
êàõ:

à)

(
1 2 3 4 5
3 4 1 5 2

)(
1 2 3 4 5
5 3 1 2 4

)
;

á)

(
1 2 3 4 5 6
3 6 4 5 2 1

)(
1 2 3 4 5 6
2 4 1 5 6 3

)
;

â)

(
1 2 3 4 5
2 1 3 5 4

)(
1 2 3 4 5
4 5 3 2 1

)
;

ã)

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 6 2 4

)(
1 2 3 4 5 6
6 3 4 2 1 5

)
.

3.2. Çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ïåðåñòà-
íîâêè:

à)

(
1 2 3 4 5 6 7
5 4 1 7 3 6 2

)
;

á)

(
1 2 3 4 5 6 7
3 1 6 7 5 2 4

)
;

â)

(
1 2 3 4 5 6 7
3 7 6 5 1 2 4

)
;

ã)

(
1 2 3 4 5 6 7
4 3 6 7 1 5 2

)
;

ä)

(
1 2 3 4 ... 2n− 1 2n
2 1 4 3 ... 2n 2n− 1

)
;

å)

(
1 2 ... n n+ 1 n+ 2 ... 2n

n+ 1 n+ 2 ... 2n 1 2 ... n

)
.

3.3. Çàïèñàòü â âèäå òàáëèöû ïåðåñòàíîâêè:
à) (136)(247)(5); á) (1654237);
â) (135 ...2n− 1)(246 ...2n).

3.4. Ïåðåìíîæèòü ïåðåñòàíîâêè:
à) [(135)(2467)] · [(147)(2356)];
á) [(13)(57)(246)] · [(135)(24)(67)].

3.5. Îïðåäåëèòü ÷èñëî èíâåðñèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ:
à) 2, 3, 5, 4, 1; á) 6, 3, 1, 2, 5, 4;
â) 1, 9, 6, 3, 2, 5, 4, 7, 8; ã) 7, 5, 6, 4, 1, 3, 2;
ä) 1, 3, 5, 7, ..., 2n− 1, 2, 4, 6, 8, ..., 2n;
å) 2, 4, 6, ..., 2n, 1, 3, 5, ..., 2n− 1;
æ) k, k + 1, ..., n, 1, 2, ..., k − 1;
ç) k, k + 1, ..., n, k − 1, k − 2, ..., 2, 1.

3.6. Îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâîê:

à)

(
1 2 3 4 5 6 7
5 6 4 7 2 1 3

)
; á)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 5 2 1 6 4 8 7

)
;
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â)

(
3 5 6 4 2 1 7
2 4 1 7 6 5 3

)
; ã)

(
2 7 5 4 8 3 6 1
3 5 8 7 2 6 1 4

)
;

ä)

(
1 2 3 ... ... ... ... ... n− 1 n
2 4 6 ... 1 3 5 ..................

)
;

å)

(
1 2 3 ... ... ... ... ... n− 1 n
1 3 5 ... 2 4 6 ..................

)
;

æ)

(
1 2 3 ... n− 1 n
n n− 1 n− 2 ... 2 1

)
;

ç)

(
1 2 3 4 ... n− 1 n
n 1 n− 1 2 ..................

)
.

3.7. Îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâîê:
à) (123 ...k); á) (i1i2 ... ik);
â) (1473)(67248)(32); ã) (i1i2)(i3i4)(i5i6) ...(i2k−1i2k);
ä) (i1 ... ip)(j1 ... jq)(k1 ...kr)(l1 ... ls).

3.8. ×èñëî èíâåðñèé â íèæíåé ñòðîêå ïåðåñòàíîâêè
(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

)
ðàâíî k. Íàéòè ÷èñëî èíâåðñèé â íèæíåé ñòðîêå ïåðåñòàíîâêè(

1 2 ... n
an an−1 ... a1

)
.

3.9. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêè
(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

)
ñòåïåíè n.

à) Â êàêîé ñòðîêå (a1, ..., an) ÷èñëî èíâåðñèé íàèáîëüøåå?
á) Ñêîëüêî èíâåðñèé îáðàçóåò ÷èñëî 1, ñòîÿùåå â íèæíåé ñòðîêå

íà k-ì ìåñòå?
â) Ñêîëüêî èíâåðñèé îáðàçóåò ÷èñëî n, ñòîÿùåå â íèæíåé ñòðîêå

íà k-ì ìåñòå?

3.10. Ïóñòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, ..., an ÷èñåë 1, 2, ..., n ïåðå-
ñòàâëåíû äâà ÷èñëà, q è q + 1, ãäå 1 6 q 6 n− 1. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî
èíâåðñèé èçìåíèòñÿ íà ±1.

3.11. Ïóñòü çàäàíà ïåðåñòàíîâêà σ =

(
1 2 ... n
a1 a2 ... an

)
, ïðè÷åì

÷èñëî èíâåðñèé â íèæíåé ñòðîêå ðàâíî k. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) σ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì k òðàíñïîçèöèé âèäà (q, q + 1), ãäå

1 6 q 6 n− 1;
á) σ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìåíåå k òðàíñïîçè-

öèé óêàçàííîãî âèäà.

3.12. Ïóñòü π, σ ∈ Sn, ïðè÷åì σ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû k. Äîêà-
çàòü, ÷òî πσπ−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû k.

3.13. Âûÿñíèòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ïåðåñòàíîâêè â ïðî-
èçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ïðè óìíîæåíèè åå íà íåêîòîðóþ
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òðàíñïîçèöèþ. ×òî ïðîèñõîäèò ïðè ýòîì ñ äåêðåìåíòîì ïåðåñòà-
íîâêè?

3.14. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Sn ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé âèäà:

à) (12), (13), ...(1, n);
á) (12), (23), ...(n− 1, n).

3.15. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Sn ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé, ðàâíûõ öèê-
ëàì (12) è (123 ...n).

3.16. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà êàê:

à) ïðîèçâåäåíèå òðîéíûõ öèêëîâ;
á) ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ âèäà (123), (124), ..., (12n).

3.17. Ïóñòü fij � îäèí èç äâó÷ëåíîâ xi − xj èëè xj − xi, ãäå
i è j � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî n, i < j, è ïóñòü
f(x1, ..., xn)�ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýòèõ äâó÷ëåíîâ. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn

f(xσ(1), ..., xσ(n)) = (sgn σ) · f(x1, ..., xn).

∗ ∗ ∗

3.18. Ïóñòü T �íåêîòîðûé íàáîð òðàíñïîçèöèé èç Sn è Γ�ãðàô
ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí 1, 2, ..., n è ìíîæåñòâîì ðåáåð T . Äîêàçàòü,
÷òî:

à) âñÿêàÿ ïåðåñòàíîâêà èç Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
òðàíñïîçèöèé èç T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Γ ñâÿçíûé;

á) ïðè |T | < n − 1 ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà èç Sn, íå ïðåäñòàâè-
ìàÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé èç íàáîðà T .

3.19. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî k, ïðè÷åì 1 6 k 6
(
n
2

)
. Äîêàçàòü, ÷òî

â Sn ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà

(
1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
, ÷èñëî èíâåðñèé

â íèæíåé ñòðîêå êîòîðîé ðàâíî k.

3.20. Íàéòè ñóììó ÷èñëà èíâåðñèé íèæíèõ ñòðîê âî âñåõ ïåðåñòà-

íîâêàõ

(
1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
.

3.21. Ïóñòü |X|=m, |Y |= n, σ ∈ SX , τ ∈ SY . Îïðåäåëèì ξ ∈ SX×Y ,
ïîëàãàÿ ξ(x, y) = (σ(x), τ(y)), x ∈X, y ∈ Y .

Íàéòè:
à) sgn ξ, åñëè çàäàíû sgn σ è sgn τ ;
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á) äëèíû íåçàâèñèìûõ öèêëîâ â ðàçëîæåíèè ïåðåñòàíîâêè ξ, åñëè
èçâåñòíû äëèíû k1, ..., ks è l1, ..., lt íåçàâèñèìûõ öèêëîâ â ðàçëî-
æåíèÿõ ïåðåñòàíîâîê σ è τ (ñ ó÷åòîì öèêëîâ äëèíû 1). Ïîëó÷èòü
îòñþäà åùå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è à).

3.22. Ïóñòü d= d(σ)�äåêðåìåíò ïåðåñòàíîâêè σ. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) sgn σ = (−1)d;
á) ïåðåñòàíîâêó σ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

d òðàíñïîçèöèé;
â) ïåðåñòàíîâêó σ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìåíåå

÷åì d òðàíñïîçèöèé.

3.23. Ïóñòü σ ∈Sn. Äîêàçàòü, ÷òî σ=αβ, ãäå α, β ∈Sn è α2 = β2 =
= ε.

3.24. Ïóñòü σ�öèêë äëèíû n. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî m äåëèò n, òî σm ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-

íèåì m öèêëîâ äëèíû
m
n
;

á) åñëè m�íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ n, òî σm ÿâëÿ-
åòñÿ öèêëîì äëèíû n;

â) åñëè m� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è d� íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë m, n, òî σm ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì d öèêëîâ
äëèíû

n
d
.

3.25. Ïóñòü ïåðåñòàíîâêà σ ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå íåçàâè-
ñèìûõ öèêëîâ äëèí n1, ..., nk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m � ïðîèçâîëü-
íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è di � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë
m è ni. Äîêàçàòü, ÷òî σ

m ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì d1 öèêëà äëèíû
n1

d1
, d2 öèêëîâ äëèíû

n2

d2
, ... , dk öèêëîâ äëèíû

nk
dk
.

� 4. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ

4.1. Ïóñòü f(x) = x2 − ax − b � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ

u(n) = au(n− 1) + bu(n− 2) (n> n0 + 2).

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ôóíêöèÿ u(n) = αn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ,

åñëè α�êîðåíü f(x);
á) ôóíêöèÿ u(n) = nαn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ,

åñëè α�äâîéíîé êîðåíü f(x);
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â) åñëè f(x) èìååò ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå êîðíè α1 è α2, òî âñÿêîå
ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

u(n) = C1α
n
1 + C2α

n
2 ,

ïðè÷åì ïîñòîÿííûå C1 è C2 îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî;
ã) åñëè f(x) èìååò äâîéíîé êîðåíü α, òî âñÿêîå ðåøåíèå äàííîãî

óðàâíåíèÿ èìååò âèä

u(n) = C1α
n + C2nα

n,

ïðè÷åì ïîñòîÿííûå C1 è C2 îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè α 6= 0.

4.2. Ðåøèòü ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ (n0 = 0):
à) u(n) = 3u(n− 1)− 2u(n− 2), u(0) =−2, u(1) = 1;
á) u(n) =−2u(n− 1)− u(n− 2), u(0) =−1, u(1) =−1.

4.3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè a 6= 1

1 + 2a+ 3a2 + ...+ nan−1 =
nan+1 − (n+ 1)an + 1

(a− 1)2
.

4.4. Âû÷èñëèòü u(0) + u(1) + ...+ u(n), ãäå n> 2 è:
à) u(n) = 5u(n− 1)− 4u(n− 2), u(0) = 0, u(1) = 3;
á) u(n) = 2u(n− 1)− u(n− 2), u(0) = 1, u(1) =−1;
â) u(n) = 4u(n− 1)− 4u(n− 2), u(0) =−2, u(1) = 0.

4.5. Ïóñòü u(0) = 0, u(1) = 1 è u(n) = u(n − 1) + u(n − 2), ãäå
n> 2. ×èñëà u(n) íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è. Âû÷èñëèòü u(n).

4.6. Ïóñòü a > −1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1 + a)n > 1 + nα.

4.7. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n> 2 ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

4n

n+ 1
<

(2n)!

(n!)2
.

4.8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n:
à) (n+ 1)(n+ 2) ...(n+ n) = 2n · 1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1);

á) 1 · 2 + 2 · 3 + ...+ (n− 1) · n=
(n− 1)n(n+ 1)

3
;

â) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + ...+ n(n+ 1)(n+ 2) =
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4
;

ã)
1

4 · 5 +
1

5 · 6 +
1

6 · 7 + ...+
1

(n+ 3)(n+ 4)
=

n

4(n+ 4)
;

ä)
(

1− 1
4

)(
1− 1

9

)
...
(

1− 1

(n+ 1)2

)
=

n+ 2
2n+ 2

;
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å) 1− 1
2

+
1
3
− 1

4
+ ...+

1
2n− 1

− 1
2n

=
1

n+ 1
+

1
n+ 2

+ ...+
1

2n
;

æ)
1

1 · 2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 + ...+
1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

1
2

(
1
2
− 1

(n+ 1)(n+ 2)

)
.

4.9. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n:
à) ÷èñëî n3 + 5n äåëèòñÿ íà 6;
á) ÷èñëî 2n3 + 3n2 + 7n äåëèòñÿ íà 6;
â) ÷èñëî n5 − n äåëèòñÿ íà 30;
ã) ÷èñëî 22n − 1 äåëèòñÿ íà 3;
ä) ÷èñëî 116n+3 + 1 äåëèòñÿ íà 148;
å) ÷èñëî n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3 äåëèòñÿ íà 9;
æ) ÷èñëî 72n − 42n äåëèòñÿ íà 33.

4.10. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

n
2
< 1 +

1
2

+
1
3

+ ...+
1

2n − 1
6 n.

∗ ∗ ∗

4.11. Ïóñòü u(n) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Äîêà-
çàòü, ÷òî:

à) u(1) + ...+ u(n) = u(n+ 2)− 1;
á) u(1)2 + ...+ u(n)2 = u(n)u(n+ 1);
â) u(n+ 1)2 − u(n− 1)2 = u(2n);

ã) u(1)3 + ...+ u(n)3 =
1
10

[u(3n+ 2) + (−1)n+16u(n− 1) + 5];

ä) u(m+ n) = u(m)u(n− 1) + u(m+ 1)u(n);
å) åñëè n äåëèò m, òî u(n) äåëèò u(m);
æ) (u(n), u(m)) = u((n, m)).

4.12. Ïóñòü u0(t) = 0, u1(t) = 1 è un(t) = tun−1(t)− un−2(t). Äîêà-
çàòü, ÷òî:

à) un(t) = tn−1 −
(
n− 2

1

)
tn−3 +

(
n− 3

2

)
tn−5 + ... ;

á) åñëè t= 2 cos ϑ, òî un(t) =
sin nϑ
sin ϑ

;

â) un(t)2 − uk(t)2 = un−k(t)un+k(t), ãäå k = 0, 1, ..., n;
ã) un+1(t)2 − un(t)2 = u2n+1(t).

4.13. Ïóñòü r è cos rπ � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî
cos rπ = 0, ±1/2, ±1.

4.14. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè (ò. å. íèêàêèå äâå èç íèõ íå ïàðàëëåëüíû
è íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå)?
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� 5. Ñóììèðîâàíèå

5.1. Íàéòè ñóììû:
à) 12 + 22 + ...+ n2; á) 13 + 23 + ...+ n3.
5.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà 1k + 2k + ... + nk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ìíîãî÷ëåí îò n ñòåïåíè k + 1.

∗ ∗ ∗

5.3. Ïóñòü N(σ) = |{i | σ(i) = i}|�÷èñëî íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ
ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn è∑

σ∈Sn

(N(σ))s = γ(s)n!, 1 6 s6 n.

Äîêàçàòü, ÷òî γ(1) = 1, γ(s) íå çàâèñèò îò n è

γ(s+ 1) =γ(s) +
(
s
1

)
γ(s−1) + ...+

(
s
k

)
γ(s−k) + ...+

(
s

s− 1

)
γ(1) + 1.

5.4. Äîêàçàòü, ÷òî∑
d|n

µ(d) =

{
1 ïðè n= 1,

0 ïðè n > 1,

ãäå µ(n)�ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà.
5.5. Ïóñòü f(n) è g(n)�äâå ôóíêöèè N→ N. Äîêàçàòü, ÷òî ýêâè-

âàëåíòíû ðàâåíñòâà:

à) g(n) =
∑
d|n

f(d), f(n) =
∑
d|n

µ(d)g
(
n
d

)
;

á) g(n) =
∏
d|n

f(d), f(n) =
∏
d|n

g
(
n
d

)µ(d)

.

5.6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(n) è ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà µ(n)
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ∑

d|n

µ(d)

d
=
ϕ(n)

n
.



Ãë à â à 2

ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ
È ËÈÍÅÉÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

� 6. Àðèôìåòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

6.1. Íàéòè ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ 3a1 + 5a2 − a3 âåêòîðîâ

a1 = (4, 1, 3, −2), a2 = (1, 2, −3, 2), a3 = (16, 9, 1, −3).

6.2. Íàéòè âåêòîð x èç óðàâíåíèé:
à) a1 +2a2 +3a3 +4x=0, ãäå a1 =(5, −8, −1, 2), a2 =(2, −1, 4, −3),

a3 = (−3, 2, −5, 4);
á) 3(a1−x)+2(a2+x)=5(a3+x), ãäå a1=(2,5,1,3), a2=(10,1,5,10),

a3 = (4, 1, −1, 1).
6.3. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûìè:
à) a1 = (1, 2, 3), a2 = (3, 6, 7);
á) a1 = (4, −2, 6), a2 = (6, −3, 9);
â) a1 = (2, −3, 1), a2 = (3, −1, 5), a3 = (1, −4, 3);
ã) a1 = (5, 4, 3), a2 = (3, 3, 2), a3 = (8, 1, 3);
ä) a1 = (4, −5, 2, 6), a2 = (2, −2, 1, 3), a3 = (6, −3, 3, 9), a4 =

= (4, −1, 5, 6);
å) a1 = (1, 0, 0, 2, 5), a2 = (0, 1, 0, 3, 4), a3 = (0, 0, 1, 4, 7), a4 =

= (2, −3, 4, 11, 12).
6.4. Èç êîîðäèíàò êàæäîãî âåêòîðà äàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ

îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà èçìåðåíèé âûáåðåì êîîðäèíàòû, ñòîÿùèå
íà îïðåäåëåííûõ (îäíèõ è òåõ æå äëÿ âñåõ âåêòîðîâ) ìåñòàõ, è ñî-
õðàíèì èõ ïîðÿäîê; ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ áóäåì íàçûâàòü
óêîðî÷åííîé äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû, à ïåðâóþ ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü
óäëèíåííîé äëÿ âòîðîé.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) óêîðî÷åííàÿ ñèñòåìà ëþáîé ëèíåéíî çàâèñèìîé ñèñòåìû âåê-

òîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà;
á) óäëèíåííàÿ ñèñòåìà ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåê-

òîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
6.5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âåêòîðû a1, a2, a3 ëèíåéíî çàâèñèìû

è âåêòîð a3 íå âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç âåêòîðû a1 è a2, òî a1 è a2

ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé ëèøü ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì.
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6.6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âåêòîðû a1, a2, ..., ak ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû, à âåêòîðû a1, a2, ..., ak, b ëèíåéíî çàâèñèìû, òî âåêòîð b ëèíåéíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, a2, ..., ak.

6.7. Ïóñòü çàäàíà ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, ...
... , ak. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíî çàâèñèìûìè ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ:

à) b1 = 3a1 + 2a2 + a3 + a4, b2 = 2a1 + 5a2 + 3a3 + 2a4, b3 = 3a1 +
+ 4a2 + 2a3 + 3a4;

á) b1 = 3a1 + 4a2− 5a3− 2a4 + 4a5, b2 = 8a1 + 7a2− 2a3 + 5a4− 10a5,
b3 = 2a1 − a2 + 8a3 − a4 + 2a5;

â) b1 = a1; b2 = a1 + a2, b3 = a1 + a2 + a3, . . ., bk = a1 + a2 + ...+ ak;
ã) b1 = a1; b2 = a1 + 2a2, b3 = a1 + 2a2 + 3a3, ..., bk = a1 + 2a2 +

+ 3a3 + ...+ kak;
ä) b1 = a1 + a2; b2 = a2 + a3, b3 = a3 + a4, ..., bk−1 = ak−1 + ak,

bk = ak + a1;
å) b1 = a1 − a2; b2 = a2 − a3, b3 = a3 − a4, ..., bk−1 = ak−1 − ak,

bk = ak − a1.
6.8. Äàíû âåêòîðû

a1 = (0, 1, 0, 2, 0), a2 = (7, 4, 1, 8, 3), a3 = (0, 3, 0, 4, 0),

a4 = (1, 9, 5, 7, 1), a5 = (0, 1, 0, 5, 0).

Ñóùåñòâóþò ëè ÷èñëà cij òàêèå, ÷òî âåêòîðû

bi =

5∑
j=1

cijaj , i= 1, 2, 3, 4, 5,

ëèíåéíî íåçàâèñèìû?
6.9. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ âåêòîð b ëèíåéíî âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû a1, a2, a3:
à) a1 = (2, 3, 5), a2 = (3, 7, 8), a3 = (1, −6, 1), b= (7, −2, λ);
á) a1 = (4, 4, 3), a2 = (7, 2, 1), a3 = (4, 1, 6), b= (5, 9, λ);
â) a1 = (3, 4, 2), a2 = (6, 8, 7), a3 = (15, 20, 11), b= (9, 12, λ);
ã) a1 = (3, 2, 5), a2 = (2, 4, 7), a3 = (5, 6, λ), b= (1, 3, 5);
ä) a1 = (3, 2, 6), a2 = (5, 1, 3), a3 = (7, 3, 9), b= (λ, 2, 5).
6.10. Íàéòè âñå áàçèñû ñèñòåìû âåêòîðîâ:
à) a1 = (1, 2, 0, 0), a2 = (1, 2, 3, 4), a3 = (3, 6, 0, 0);
á) a1 = (4, −1, 3, −2), a2 = (8, −2, 6, −4), a3 = (3, −1, 4, −2),

a4 = (6, −2, 8, −4);
â) a1 = (1, 2, 3, 4), a2 = (2, 3, 4, 5), a3 = (3, 4, 5, 6), a4 = (4, 5, 6, 7);
ã) a1 =(2, 1,−3, 1), a2 =(2, 2,−6, 2), a3 =(6, 3,−9, 3), a4 =(1, 1, 1, 1);
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ä) a1 =(3, 2, 3), a2 =(2, 3, 4), a3 =(3, 2, 3), a4 =(4, 3, 4), a5 =(1, 1, 1).
6.11. Â êàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà âåêòîðîâ îáëàäàåò åäèíñòâåííûì

áàçèñîì?
6.12. Íàéòè êàêîé-íèáóäü áàçèñ ñèñòåìû âåêòîðîâ è âûðàçèòü

÷åðåç ýòîò áàçèñ îñòàëüíûå âåêòîðû ñèñòåìû:
à) a1 = (5, 2, −3, 1), a2 = (4, 1, −2, 3), a3 = (1, 1, −1, −2), a4 =

= (3, 4, −1, 2), a5 = (7, −6, −7, 0);
á) a1 = (2, −1, 3, 5), a2 = (4, −3, 1, 3), a3 = (3, −2, 3, 4), a4 =

= (4, −1, −15, 17);
â) a1 = (1, 2, 3, −4), a2 = (2, 3, −4, 1), a3 = (2, −5, 8, −3), a4 =

= (5, 26, −9, −12), a5 = (3, −4, 1, 2);
ã) a1 = (2, 3, −4, −1), a2 = (1, −2, 1, 3), a3 = (5, −3, −1, 8), a4 =

= (3, 8, −9, −5);
ä) a1 = (2, 2, 7, −1), a2 = (3, −1, 2, 4), a3 = (1, 1, 3, 1);
å) a1 = (3, 2, −5, 4), a2 = (3, −1, 3, −3), a3 = (3, 5, −13, 11);
æ) a1 = (2, 1), a2 = (3, 2), a3 = (1, 1), a4 = (2, 3);
ç) a1 = (2, 1, −3), a2 = (3, 1, −5), a3 = (4, 2, −1), a4 = (1, 0, −7);
è) a1 = (2, 3, 5, −4, 1), a2 = (1, −1, 2, 3, 5), a3 = (3, 7, 8, −11, −3),

a4 = (1, −1, 1, −2, 3);
ê) a1 = (2, −1, 3, 4, −1), a2 = (1, 2, −3, 1, 2), a3 = (5, −5, 12, 11, −5),

a4 = (1, −3, 6, 3, −3);
ë) a1 = (4, 3, −1, 1, −1), a2 = (2, 1, −3, 2, −5), a3 = (1, −3, 0, 1, −2),

a4 = (1, 5, 2, −2, 6).
6.13. Ïóñòü âåêòîðû a1, a2, ..., ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íàéòè âñå

áàçèñû ñèñòåìû âåêòîðîâ

b1 = a1 − a2, b2 = a2 − a3, b3 = a3 − a4, ...

..., bk−1 = ak−1 − ak, bk = ak − a1.

6.14. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ

ai = (ai1, ai2, ..., ain), ãäå i= 1, 2, ..., s; s6 n.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè

|aij |>
∑
i=1
i6=j

|aij |

äëÿ âñÿêîãî j = 1, ..., s, òî äàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìà.

6.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû a1, a2, ..., ak ∈
∈ Zn ëèíåéíî çàâèñèìû íàä ïîëåì Q, òî íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà
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λ1, λ2, ..., λk, âçàèìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè, ÷òî

λ1a1 + λ2a2 + ...+ λkak = 0.

6.16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìà íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p äëÿ íåêîòîðîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p, òî äàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà
è íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

6.17. Ïóñòü ñèñòåìà öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà
íàä ïîëåì Q. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî (âîç-
ìîæíî, íóëü) ïðîñòûõ ÷èñåë p òàêèõ, ÷òî âåêòîðû äàííîé ñèñòåìû
ëèíåéíî çàâèñèìû ïî ìîäóëþ p.

6.18. Äëÿ äàííûõ ñèñòåì öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ óêàçàòü âñå
ïðîñòûå ÷èñëà p, ïî ìîäóëþ êîòîðûõ ýòè ñèñòåìû ëèíåéíî çàâèñèìû:

à) a1 = (0, 1, 1, 1), a2 = (1, 0, 1, 1), a3 = (1, 1, 0, 1), a4 = (1, 1, 1, 0);
á) a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (2, 3, 4, 3), a3 = (1, 3, 1, 1).

� 7. Ðàíã ìàòðèöû

7.1. Íàéòè ðàíã ñëåäóþùèõ ìàòðèö ñ ïîìîùüþ îêàéìëåíèÿ ìè-
íîðîâ è ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

à)

 8 2 2 −1 1
1 7 4 −2 5
−2 4 2 −1 3

; á)


1 7 7 9
7 5 1 −1
4 2 −1 −3
−1 1 3 5

;

â)


4 1 7 −5 1
0 −7 1 −3 −5
3 4 5 −3 2
2 5 3 −1 3

; ã)


8 −4 5 5 9
1 −3 −5 0 −7
7 −5 1 4 1
3 −1 3 2 5

;

ä)


−6 4 8 −1 6
−5 2 4 1 3

7 2 4 1 3
2 4 8 −7 6
3 2 4 −5 3

; å)


77 32 6 5 3
32 14 3 2 1
6 3 1 0 0
5 2 0 1 0
4 1 0 0 1

;

æ)


3 1 1 2 −1
0 2 −1 1 2
4 3 2 −1 1
12 9 8 −7 3
−12 −5 −8 5 1

; ç)


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1

;
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è)


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1

; ê)


1 1 1 1
4 3 2 1
1 4 1 1
5 1 1 1
1 1 3 1
1 1 1 2

;

ë)


1 1 0 0 ... 0 0
0 1 1 0 ... 0 0
................................
0 0 0 0 ... 1 1
1 0 0 0 ... 0 1

.
7.2. Íàéòè ðàíã ñëåäóþùèõ ìàòðèö ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà λ:

à)

7− λ −12 6
10 −19− λ 10
12 −24 13− λ

;

á)


1− λ 0 0 0

0 1− λ 0 0
0 0 2− λ 3
0 0 0 3− λ

;

â)


3 4 2 2
3 17 7 1
1 10 4 λ
4 1 1 3

; ã)

1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1

;

ä)


1 1 2 3
1 2− λ2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− λ2

; å)


−λ 1 2 3 1

1 −λ 3 2 1
2 3 −λ 1 1
3 2 1 −λ 1

;

æ)


λ 1 2 ... n− 1 1
1 λ 2 ... n− 1 1
1 2 λ ... n− 1 1
.................................
1 2 3 ... λ 1
1 2 3 ... n 1

; ç)


1 λ λ2 ... λn

2 1 λ ... λn−1

2 2 1 ... λn−2

.............................
2 2 2 ... 1

.

7.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðàíã ìàòðèöû A íå èçìåíÿåòñÿ ïðè äî-
áàâëåíèè ê íåé ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû B ñ òåì æå ÷èñëîì ñòðîê,
òî îí íå ìåíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè ê A âñåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû B.

7.4. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ðàí-
ãà êàæäîé ìàòðèöû-ñîìíîæèòåëÿ.
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7.5. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû (A |B), ïîëó÷åííîé ïðèïèñûâà-
íèåì ê ìàòðèöå A ìàòðèöû B, íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ðàíãîâ ìàòðèö
A è B.

7.6. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ñóììû ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ñóììû
ðàíãîâ ýòèõ ìàòðèö.

7.7. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêóþ ìàòðèöó ðàíãà r ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû r ìàòðèö ðàíãà 1, íî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
ìåíüøåãî ÷èñëà òàêèõ ìàòðèö.

7.8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðàíã ìàòðèöû ðàâåí r, òî ìèíîð, ñòîÿ-
ùèé íà ïåðåñå÷åíèè ëþáûõ r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê è ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, îòëè÷åí îò 0.

7.9. Ïóñòü A�êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n > 1 è r� åå ðàíã.
Íàéòè ðàíã ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû Â= (Aij), ãäå Aij �àëãåáðàè-
÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aji ìàòðèöû A.

7.10. Ïóñòü A è B�ìàòðèöû ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ñ îäè-
íàêîâûì ÷èñëîì ñòðîê. Äîêàçàòü, ÷òî

r

(
A B
2A −5B

)
= r(A) + r(B).

7.11. Ïóñòü A è B�êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà. Äîêà-
çàòü, ÷òî

r

(
A AB
B B +B2

)
= r(A) + r(B).

7.12. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà ðàíãà 1 èìååò âèä
b1c1 b1c2 ... b1cn
b2c1 b2c2 ... b2cn
................................
bmc1 bmc2 ... bmcn

= tB · C.

ãäå B = (b1, b2, ..., bm), C = (c1, c2, ..., cn).
7.13. Ïóñòü A1, A2, ..., Ak�ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòðîê,

C = (cij)�íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã
ìàòðèöû c11A1 c12A2 ... c1kAk

....................................
ck1A1 ck2A2 ... ckkAk


ðàâåí ñóììå ðàíãîâ ìàòðèö A1, A2, ..., Ak.

7.14. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà

(
A B
C D

)
, ãäå A �

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, èìååò ðàíã n â òîì è òîëüêî
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òîì ñëó÷àå, êîãäà D = CA−1B; ïðè ýòîì(
A B
C D

)
=

(
A
C

)
(EnA

−1B).

∗ ∗ ∗

7.15. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé II òèïà ñî ñòðîêàìè ìîæíî ïðèâåñòè
ê âèäó 

1 0 ... 0 0
0 1 ... 0 0
......................
0 0 ... 1 0
0 0 ... 0 d

.

7.16. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1, ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö âèäà E + λEij , i 6= j.

7.17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñòðîêè (ñòîëáöû) ìàòðèöû A ëèíåéíî
çàâèñèìû, òî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé II òèïà ñî
ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöó A ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó(

Er 0
0 0

)
,

ãäå Er �åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r.

7.18. Ïóñòü A è B�ìàòðèöû ðàçìåðîâm× n, n× t è ðàíãîâ r(A),
r(B) ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû AB íå ìåíüøå,
÷åì r(A) + r(B)− n.

7.19. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêóþ ìàòðèöó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè íàä ñòðîêàìè ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

0 ... 0 1 ∗ ... ∗ 0 ∗ ... ∗ 0 ∗ ... ∗ 0 ∗ ... ∗
0 ... 0 0 0 ... 0 1 ∗ ... ∗ 0 ∗ ... ∗ 0 ∗ ... ∗
0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 1 ∗ ... ∗ 0 ∗ ... ∗
...........................................................................................
................................................................... ∗ 0 ∗ ... ∗
0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 1 ∗ ... ∗
0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0
...........................................................................................
0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0


,

è òàêîé âèä îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.
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� 8. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

8.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå è îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãàóññà:

à)


5x1 + 3x2 + 5x3 + 12x4 = 10,

2x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = 4,

x1 + 7x2 + 9x3 + 4x4 = 2;

á)


−9x1 + 6x2 + 7x3 + 10x4 = 3,

−6x1 + 4x2 + 2x3 + 3x4 = 2,

−3x1 + 2x2 − 11x3 − 15x4 = 1;

â)


−9x1 + 10x2 + 3x3 + 7x4 = 7,

−4x1 + 7x2 + x3 + 3x4 = 5,

7x1 + 5x2 − 4x3 − 6x4 = 3;

ã)


12x1 + 9x2 + 3x3 + 10x4 = 13,

4x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 3,

8x1 + 6x2 + 2x3 + 5x4 = 7;

ä)


−6x1 + 9x2 + 3x3 + 2x4 = 4,

−2x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4 = 2,

−4x1 + 6x2 + 4x3 + 3x4 = 3;

å)



8x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 21,

3x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 10,

4x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 8,

3x1 + 3x2 + x3 + x4 = 15,

7x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 18;

æ)


2x1 + 5x2 − 8x3 = 8,

4x1 + 3x2 − 9x3 = 9,

2x1 + 3x2 − 5x3 = 7,

x1 + 8x2 − 7x3 = 12;

ç)


6x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 1,

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 =−7,

9x1 + 6x2 + x3 + 3x4 + 2x5 = 2,

3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + 2x5 = 3.
8.2. Èññëåäîâàòü ñèñòåìó è íàéòè îáùåå ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè

îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ:

à)


8x1 + 6x2 + 3x3 + 2x4 = 5,

−12x1 − 3x2 − 3x3 + 3x4 =−6,

4x1 + 5x2 + 2x3 + 3x4 = 3,

λx1 + 4x2 + x3 + 4x4 = 2;



� 8. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 29

á)


−6x1 + 8x2 − 5x3 − x4 = 9,

−2x1 + 4x2 + 7x3 + 3x4 = 1,

−3x1 + 5x2 + 4x3 + 2x4 = 3,

−3x1 + 7x2 + 17x3 + 7x4 = λ;

â)


2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2,

4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4,

4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4,

2x1 − 3x2 + 3x3 + λx4 = 7;

ã)


2x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

4x1 − 2x2 + 5x3 + 6x4 = 7,

6x1 − 3x2 + 7x3 + 8x4 = 9,

λx1 − 4x2 + 9x3 + 10x4 = 11;

ä)


2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 3,

4x1 + 6x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

6x1 + 9x2 + 5x3 + 6x4 = 7,

8x1 + 12x2 + 7x3 + λx4 = 9;

å)


λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = 1,

x1 + x2 + λx3 = 1;

æ)


λx1 + x2 + x3 + x4 = 1,

x1 + λx2 + x3 + x4 = 1,

x1 + x2 + λx3 + x4 = 1,

x1 + x2 + x3 + λx4 = 1;

ç)


(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 1,

x1 + (1 + λ)x2 + x3 = λ,

x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ2;

è)


(1 + λ)x1 + x2 + x3 = λ2 + 3λ,

x1 + (1 + λ)x2 + x3 = λ3 + 3λ2,

x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ4 + 3λ2.

8.3. Íàéòè âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Rn, ïåðåõîäÿùèå â âåêòîð
b ∈ Rm ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè Rn→ Rm, çàäàííîì ìàòðèöåé A:

à) A=


3 2 −5
3 4 −9
5 2 −8
8 1 −7

, b=


7
9
8
12

;

á) A=

1 −3 −3 −14
2 −6 −3 −1
3 −9 −5 −6

, b=

 8
−5
−4

;
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â) A=


1 −2 −1 −2 −3
3 −6 −2 −4 −5
3 −6 −4 −8 −13
2 −4 −1 −1 −2

, b=


−2
−3
−9
−1

;

ã) A=


1 9 4 −5
3 2 2 5
2 3 2 2
1 7 6 −1
2 2 3 4

, b=


1
3
2
7
5

;

ä) A=


1 1 3 −2 3
2 2 4 −1 3
3 3 5 −2 3
2 2 8 −3 9

, b=


1
2
1
2

;
å) A=

3 −6 −1 4
1 −2 −3 7
2 −4 −14 31

, b=

 −7
−5
−10

;
æ) A=


2 1 3 −2 1
6 3 5 −4 3
2 1 7 −4 1
4 2 2 −3 3

, b=


4
5
11
6

;

ç) A=


8 6 5 2
3 3 2 1
4 2 3 1
3 5 1 1
7 4 5 2

, b=


21
10
8
15
18

.

8.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå è ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé
ñèñòåìû óðàâíåíèé:

à)


x1 + x2 − 2x3 + 2x4 = 0,

3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0,

4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0;

á)



x1 − x3 = 0,

x2 − x4 = 0,

−x1 + x3 − x5 = 0,

−x2 + x4 − x6 = 0,

−x3 + x5 = 0,

−x4 + x6 = 0;

â)



x1 − x3 + x5 = 0,

x2 − x4 + x6 = 0,

x1 − x2 + x5 − x6 = 0,

x2 − x3 + x6 = 0,

x1 − x4 + x5 = 0;

ã)



x1 + x2 = 0,

x1 + x2 + x3 = 0,

x2 + x3 + x4 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn−2 + xn−1 + xn = 0,

xn−1 + xn = 0.
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8.5. Íàéòè êàêîé-íèáóäü áàçèñ ÿäðà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, çà-
äàííîãî ìàòðèöåé:

à)

 3 5 −4 2
2 4 −6 3
11 17 −8 4

; á)


3 5 3 2 1
5 7 6 4 3
7 9 9 6 5
4 8 3 2 0

;

â)


6 9 2
−4 1 1

5 7 4
2 5 3

; ã)


5 7 6 −2 2
8 9 9 −3 4
7 1 6 −2 6
4 −1 3 −1 4

;

ä)


5 6 −2 7 4
2 3 −1 4 2
7 9 −3 5 6
5 9 −3 1 6

; å)


3 4 1 2 3
5 7 1 3 4
4 5 2 1 5
7 10 1 6 5

.
8.6. Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Êðàìåðà ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

à)

{
2x1 − x2 = 1,

x1 + 16x2 = 17;
á)

{
2x1 + 5x2 = 1,

3x1 + 7x2 = 2;

â)

{
x1 cos α+ x2 sin α= cos β,

−x1 sin α+ x2 cos α= sin β;
ã)


2x1 + x2 + x3 = 3,

x1 + 2x2 + x3 = 0,

x1 + x2 + 2x3 = 0;

ä)


x1 + x2 + x3 = 6,

−x1 + x2 + x3 = 0,

x1 − x2 + x3 = 2;

å)


2x1 + 3x2 + 5x3 = 10,

3x1 + 7x2 + 4x3 = 3,

x1 + 2x2 + 2x3 = 3.

8.7. Íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) âòîðîé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî f(1) = 8, f(−1) = 2, f(2) = 14.

8.8. Íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) òðåòüåé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî f(−2) =
= 1, f(−1) = 3, f(1) = 13, f(2) = 33.

8.9. Íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî
f(−3) =−77, f(−2) =−13, f(−1) = 1, f(1) =−1, f(2) =−17.

8.10. Ðåøèòü ñèñòåìó ñðàâíåíèé:

à)


2x+ y− z≡ 1,

x+ 2y+ z≡ 2, (mod 5);

x+ y− z≡−1,

á)


3x+ 2y+ 5z≡ 1,

2x+ 5y+ 3z≡ 1, (mod 17).

5x+ 3y+ 2z≡ 4,

8.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû (aij)
ïîðÿäêà n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè âçàèìíî ïðîñò ñ íàòóðàëüíûì
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÷èñëîì m, òî ñèñòåìà ñðàâíåíèé

(ai1x1 + ai2x2 + ...+ ainxn)≡ bi (mod m), i= 1, 2, ..., n.

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïî ìîäóëþ m.

∗ ∗ ∗
8.12. Ïóñòü A � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà è d � íàèìåíüøèé èç

ìîäóëåé åå ýëåìåíòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè öåëî÷èñëåííûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ÷èñëî d íå
óìåíüøàåòñÿ, òî d äåëèò âñå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû A.

8.13. Äîêàçàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñòðîê è ñòîëáöîâ íàä êîëüöîì Z ëþáóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó

ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(
A 0
0 0

)
, ãäå A = diag{d1, ..., dr} è di | di+1

(i= 1, 2, ..., r − 1).
8.14. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êâàäðàòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñèñòåìà ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé ïî ìîäóëþ ëþáîãî ïðî-
ñòîãî ÷èñëà p, òî îíà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé è íàä êîëüöîì öåëûõ
÷èñåë.

8.15. Âûÿñíèòü, áóäåò ëè êâàäðàòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé, ñîâìåñòíàÿ ïî ìîäóëþ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p,
ñîâìåñòíîé íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë.

8.16. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé èìåþò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå ïî ìîäóëþ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, êðîìå êîíå÷íîãî
èõ ÷èñëà. Ðåøèòü ýòè ñèñòåìû ïî ìîäóëþ îñòàëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë:

à)


x1 + 2x2 + 2x3 = 2,

2x1 + x2 − 2x3 = 1,

2x1 − 2x2 + x3 = 1;

á)


x1 + x2 + x3 = 1,

x1 + x2 + x4 = 1,

x1 + x3 + x4 = 1,

x2 + x3 + x4 = 1;

â)


x1 + x2 + x3 + x4 = 1,

x1 + x2 − x3 − x4 = 1,

x1 + x2 + x3 − x4 = 1,

x1 − x2 − x3 + x4 = 0.
8.17. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ âåùå-

ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó,
èñïîëüçóÿ ëèøü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ II òèïà.

8.18. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ ñòðîê è ñòîëáöîâ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü åå ìèíîðîâ ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà k íå ìåíÿåòñÿ.
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8.19. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ñ ïîìîùüþ
öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðè-

âåäåíà ê âèäó

(
A 0
0 0

)
, ãäå A = diag{d1, d2, ..., dr}, di 6= 0 è di | di+1,

i = 1, 2, ..., r − 1, òî ÷èñëà d1, d2, ..., dr îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî
(ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà).

8.20. Äâà íàáîðà íåèçâåñòíûõ íàçûâàþòñÿ öåëî÷èñëåííî ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìy1

...
yn

= U

x1

...
xn

,
ãäå U �öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì ïî ìîäóëþ
åäèíèöå. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

n∑
j=1

aijxj = bi, i= 1, 2, ..., m,

ãäå aij , bi � öåëûå ÷èñëà, ýêâèâàëåíòíà íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë
ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà

diyi = ci, i= 1, 2, ..., m,

ïðè÷åì íàáîð íåèçâåñòíûõ (y1, ..., yn) öåëî÷èñëåííî ýêâèâàëåíòåí
íàáîðó (x1, ..., xn).

8.21. Äîêàçàòü, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò öå-
ëî÷èñëåííîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè âñåõ ìèíîðîâ
ïîðÿäêà k â ìàòðèöå ñèñòåìû è â åå ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ñîâïàäàþò.

8.22. Äîêàçàòü, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò öå-
ëî÷èñëåííîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà èìååò
ðåøåíèå ïî ëþáîìó ìîäóëþ p.

8.23. Îáîñíîâàòü ñëåäóþùèé ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ
âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé

n∑
j=1

aijxj = bi, i= 1, 2, ..., m,

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîñòðîèì ìàòðèöó

(
A b
En 0

)
ðàçìåðà

(n + m) × (n + 1). Çàòåì, èñïîëüçóÿ ëèøü öåëî÷èñëåííûå ýëåìåí-
òàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâûõ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, ïðèâåäåì ýòó



34 Ãë. 2. Àðèôìåòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

ìàòðèöó ê âèäó

(
D C
U 0

)
, ãäå

c=

 c1
...
cm

, | det U |= 1, D =



d1 0 ... 0 0 ... 0
0 d2 ... 0 0 ... 0
......................................
0 0 ... dr 0 ... 0
0 0 ... 0 0 ... 0
......................................
0 0 ... 0 0 ... 0


,

di | di+1, d1 6= 0, ..., dr 6= 0.

Òîãäà ñèñòåìà ñîâìåñòíà, åñëè

di | ci ïðè i= 1, ..., r,

ck = 0 ïðè k > r,

à îáùåå ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé

x1

...
xn

= U



c1/d1

...
cr/dr
yr+1

...
yn


,

ãäå yr+1, yr+2, ..., yn�ëþáûå öåëûå ÷èñëà.
8.24. Íàéòè âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâ-

íåíèé:

à) 2x1 + 3x2 + 4x3 = 5; á)


2x1 + 3x2 − 11x3 − 15x4 = 1,

4x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 = 2,

2x1 − 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1.
8.25. Ïóñòü A è B �ìàòðèöû îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ, ïðè÷åì îä-

íîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöàìè A è B ýêâè-
âàëåíòíû. Äîêàçàòü, ÷òî îò A ê B ìîæíî ïåðåéòè ýëåìåíòàðíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê.

8.26. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé
AX = b ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóììà ìîäóëåé ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû E +A ìåíü-
øå 1. Ïóñòü X0 � ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö; èíäóêòèâíî îïðåäåëèì
Xm+1 = (A+ E)Xm − b. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîëáöîâ Xm ñõî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ AX = b.
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� 9. Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ

9.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣3 5
5 3

∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣ab ac
bd cd

∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣cos α − sin α
sin α cos α

∣∣∣∣; ã) ∣∣∣∣sin α sin β
cos α cos β

∣∣∣∣;
ä)

∣∣∣∣logb a 1
1 loga b

∣∣∣∣; å) ∣∣∣∣cos α+ i sin α 1
1 cos α− i sin α

∣∣∣∣;
æ)

∣∣∣∣ a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

∣∣∣∣.
9.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
5 1 4
3 2 5

∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣
−1 5 4

3 −2 0
−1 3 6

∣∣∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣∣∣
0 2 2
2 0 2
2 2 0

∣∣∣∣∣∣; ã)
∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣;
ä)

∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣; å)

∣∣∣∣∣∣
0 a 0
b c d
0 e 0

∣∣∣∣∣∣; æ)
∣∣∣∣∣∣
sin α cos α 1
sin β cos β 1
sin γ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣;
ç)

∣∣∣∣∣∣
1 0 1 + i
0 1 i

1− i −i 1

∣∣∣∣∣∣; è)
∣∣∣∣∣∣
1 ε ε2

ε2 1 ε
ε ε2 1

∣∣∣∣∣∣;
(
ε=−1

2
+ i

√
3

2

)
;

ê)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 ε ε2

1 ε2 ε

∣∣∣∣∣∣;
(
ε= cos

4
3
π + i sin

4
3
π
)
.

� 10. Âûðàæåíèå îïðåäåëèòåëÿ.

Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå

10.1. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðîèçâåäåíèé âõîäÿò â ðàç-
âåðíóòîå âûðàæåíèå îïðåäåëèòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ
è ñ êàêèìè çíàêàìè:

à) a13a22a31a46a55a64; á) a31a13a52a45a24;
â) a34a21a46a17a73a54a62.
10.2. Âûáðàòü çíà÷åíèÿ i, j, k òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå

a51ai6a1ja35a44a6k

âõîäèëî â ðàçâåðíóòîå âûðàæåíèå îïðåäåëèòåëÿ øåñòîãî ïîðÿäêà ñî
çíàêîì ìèíóñ.
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10.3. Â ðàçâåðíóòîì âûðàæåíèè îïðåäåëèòåëÿ∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 2 3
x x 1 2
1 2 x 3
x 1 2 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣
íàéòè ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå x4 è x3.

10.4. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå îïðåäåëè-
òåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 0 ... 0
a21 a22 0 ... 0
a31 a32 a33 ... 0
..................................
an1 an2 an3 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 ... 0 0 a1n

0 ... 0 a2,n−1 a2n

..........................................
an1 ... an,n−2 an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 3 0 5
0 b 0 2
1 2 c 3
0 0 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣; ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 a
2 0 b 0
3 c 4 5
d 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 0 0 0
a41 a42 0 0 0
a51 a52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10.5. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà, ðàñïîëîæåííîãî ïî óáûâà-
þùèì ñòåïåíÿì t, îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−t 0 0 ... 0 a1

a2 −t 0 ... 0 0
.........................................

0 0 0 ... −t 0
0 0 0 ... an −t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10.6. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ó êîòîðîãî âñå ýëåìåíòû ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè ðàâíû 1, à ýëåìåíòû ñòîëáöà ñ íîìåðîì j ðàâíû
a1, a2, ..., aj−1, aj+1, ..., an, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0.

10.7. Ïóñòü

σ =

(
1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
∈ Sn

è A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n ñ ýëåìåíòàìè ars, ïðè÷åì
ars = 1, åñëè s = ir, è ars = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêàçàòü, ÷òî
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàâåí çíàêó ïîäñòàíîâêè σ.
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� 11. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ

11.1. Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n, åñëè:
à) ó âñåõ åãî ýëåìåíòîâ èçìåíèòü çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé;
á) êàæäûé åãî ýëåìåíò aik óìíîæèòü íà c

i−k (c 6= 0);
â) êàæäûé åãî ýëåìåíò çàìåíèòü ýëåìåíòîì, ñèììåòðè÷íûì îò-

íîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè;
ã) êàæäûé åãî ýëåìåíò çàìåíèòü íà ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî

¾öåíòðà¿ îïðåäåëèòåëÿ;
ä) åãî ïîâåðíóòü íà 90◦ âîêðóã ¾öåíòðà¿ (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-

êè)?

11.2. Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n, åñëè:
à) åãî ïåðâûé ñòîëáåö ïîñòàâèòü íà ïîñëåäíåå ìåñòî, à îñòàëüíûå

ñòîëáöû ñäâèíóòü âëåâî, ñîõðàíÿÿ èõ ðàñïîëîæåíèå;
á) åãî ñòðîêè çàïèñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå?

11.3. Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü, åñëè:
à) ê êàæäîìó ñòîëáöó, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðèáàâèòü ïðåäûäó-

ùèé ñòîëáåö;
á) ê êàæäîìó ñòîëáöó, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðèáàâèòü âñå ïðåäû-

äóùèå ñòîëáöû;
â) èç êàæäîé ñòðîêè, êðîìå ïîñëåäíåé, âû÷åñòü ñëåäóþùóþ ñòðî-

êó, à èç ïîñëåäíåé âû÷åñòü ïðåæíþþ ïåðâóþ ñòðîêó;
ã) ê êàæäîìó ñòîëáöó, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðèáàâèòü ïðåäûäó-

ùèé ñòîëáåö, à ê ïåðâîìó ïðèáàâèòü ïðåæíèé ïîñëåäíèé ñòîëáåö?

11.4. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâåí 0.

11.5. ×èñëà 20604, 53227, 25755, 20927 è 289 äåëÿòñÿ íà 17. Äîêà-
çàòü, ÷òî äåëèòñÿ íà 17 îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
0 0 2 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

11.6. Âû÷èñëèòü, íå ðàçâåðòûâàÿ åãî, îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1
y z x 1
z x y 1

x+ z
2

x+ y

2

y + z

2
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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11.7. ×åìó ðàâåí îïðåäåëèòåëü, ó êîòîðîãî ñóììà ñòðîê ñ ÷åòíû-
ìè íîìåðàìè ðàâíà ñóììå ñòðîê ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè?

11.8. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïîëóñóììå äâóõ
îïðåäåëèòåëåé, îäèí èç êîòîðûõ ïîëó÷åí èç äàííîãî ïðèáàâëåíèåì
êî âñåì ýëåìåíòàì i-é ñòðîêè ÷èñëà b, à äðóãîé � àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì ïðèáàâëåíèåì ÷èñëà −b.

11.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n
ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè îäíîãî ïåðåìåííîãî,
òî ïðîèçâîäíàÿ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n îïðåäå-
ëèòåëåé Di, ãäå âñå ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ Di, êðîìå i-é, òå æå,
÷òî è â îïðåäåëèòåëå D, à i-ÿ ñòðîêà ñîñòàâëåíà èç ïðîèçâîäíûõ
ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ D.

11.10. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + x x ... x
x a2 + x ... x

......................................
x x ... an + x

∣∣∣∣∣∣∣∣;

á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + x a2 ... an
a1 a2 + x ... an

......................................
a1 a2 ... an + x

∣∣∣∣∣∣∣∣;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 1 + x1y2 ... 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 ... 1 + x2yn
...............................................
1 + xny1 1 + xny2 ... 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(a1) f1(a2) ... f1(an)
f2(a1) f2(a2) ... f2(an)
......................................
fn(a1) fn(a2) ... fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣,
ãäå fi(x)�ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n− 2 (i= 1, 2, ..., n);

ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 + b1 a1 + b2 ... a1 + bn
a2 + b1 1 + a2 + b2 ... a2 + bn

.........................................................
an + b1 an + b2 ... 1 + an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣;

å)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 x1y2 ... x1yn
x2y1 1 + x2y2 ... x2yn

...............................................
xny1 xny2 ... 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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� 12. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå è ñòîëáöó

12.1. Ðàçëàãàÿ ïî òðåòüåé ñòðîêå, âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 1
4 −2 3 2
a b c d
3 −1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣.
12.2. Ðàçëàãàÿ ïî âòîðîìó ñòîëáöó, âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣

5 a 2 −1
4 b 4 −3
2 c 3 −2
4 d 5 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣.
12.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 ... 0 0
0 x y ... 0 0
0 0 x ... 0 0
............................
0 0 0 ... x y
y 0 0 ... 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 ... an−1 an
−y1 x1 0 ... 0 0

0 −y2 x2 ... 0 0
...........................................

0 0 0 ... xn−1 0
0 0 0 ... −yn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 −1 0 0 ... 0 0
a1 x −1 0 ... 0 0
a2 0 x −1 ... 0 0
...............................................
an−1 0 0 0 ... x −1
an 0 0 0 ... 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n! a0 (n− 1)! a1 (n− 2)! a2 ... an
−n x 0 ... 0
0 −(n− 1) x ... 0

.....................................................
0 0 0 ... x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 ... n− 1 n
−1 x 0 ... 0 0

0 −1 x ... 0 0
......................................

0 0 0 ... x 0
0 0 0 ... −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n −1 0 0 ... 0 0
n− 1 x −1 0 ... 0 0
n− 2 0 x −1 ... 0 0
...............................................

2 0 0 0 ... x −1
1 0 0 0 ... 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 ... 0 1
1 a1 0 0 ... 0 0
1 1 a2 0 ... 0 0
1 0 1 a3 ... 0 0
......................................
1 0 0 0 ... 1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 0 ... 0 b1
0 a2 ... b2 0
.......................................
0 b2n−1 ... a2n−1 0
b2n 0 ... 0 a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; è)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 1 1 1 ... 1
1 a1 0 0 ... 0
1 0 a2 0 ... 0
.................................
1 0 0 0 ... an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

12.4. Äîêàçàòü, ÷òî (n + 1)-é ÷ëåí u(n + 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (ñì. çàäà÷ó 4.5) ðàâåí îïðåäåëèòåëþ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 ... 0 0
−1 1 1 0 ... 0 0

0 −1 1 1 ... 0 0
.......................................

0 0 0 0 ... −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïîðÿäêà n.

� 13. Îïðåäåëèòåëè è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

13.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
−3 2 −5 13

1 −2 10 4
−2 9 −8 25

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 −2
1 3 −1 3
−1 −1 4 3
−3 0 −8 −13

∣∣∣∣∣∣∣∣;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 6 9 4 −4
1 0 −2 6 6
7 8 9 −1 −6
1 −1 −2 4 5
−7 0 −9 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 4 −1 0 −1 8
2 3 7 5 2 3
3 2 5 7 3 2
1 2 2 1 1 2
1 7 6 6 5 7
2 1 1 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 5 3 5 −4
3 1 2 9 8
−1 7 −3 8 −9

3 4 2 4 7
1 8 3 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−5 −7 −2 2 −2 16
0 0 4 0 −5 0
2 0 −2 0 2 0
6 4 6 −1 15 −5
5 −4 10 1 14 6
3 0 −2 0 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1001 1002 1003 1004
1002 1003 1001 1002
1001 1001 1001 999
1001 1000 998 999

∣∣∣∣∣∣∣∣; ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣
27 44 40 55
20 64 21 40
13 −20 −13 24
46 45 −55 84

∣∣∣∣∣∣∣∣;

è)

∣∣∣∣∣∣∣∣
30 20 15 12
20 15 12 15
15 12 15 20
12 15 20 30

∣∣∣∣∣∣∣∣; ê)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1/2 1/3 1/2 1
1/3 1/2 1 1/2
1/2 1 1/2 1/3
1 1/2 1/3 1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ë)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 10 100 1000 10000 100000
0,1 2 30 400 5000 60000
0 0,1 3 60 1000 15000
0 0 0,1 4 100 2000
0 0 0 0,1 5 150
0 0 0 0 0,1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ì)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −2 0 5
3 2 −2 1
−2 1 3 −1

2 3 −6 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣; í)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 3 5
3 4 3 2
3 2 5 4
2 4 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣;

î)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 4 5
4 −3 2 −4
5 −2 −3 −7
−3 4 2 9

∣∣∣∣∣∣∣∣; ï)

∣∣∣∣∣∣∣∣
14 13 3 −13
−7 −4 2 10
21 23 0 −23
7 12 −2 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ð)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 3 8 −4
5 6 4 2
0 3 4 2
4 1 −4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣; ñ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 6 −5
1 6 5 4
−3 2 4 6

4 5 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣.
13.2. Ïðèâåäåíèåì ê òðåóãîëüíîìó âèäó âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå

îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 ... n
−1 0 3 ... n
−1 −2 0 ... n
.............................
−1 −2 −3 ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 n n ... n
n 2 n ... n
n n 3 ... n
.......................
n n n ... n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ... 1 1 1
a1 ... a1 a1 − b1 a1

a2 ... a2 − b2 a2 a2

................................................
an − bn ... an an an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a12 a13 ... a1n

x1 x2 a23 ... a2n

x1 x2 x3 ... a3n

................................
x1 x2 x3 ... xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 ... n− 2 n− 1 n
2 3 4 ... n− 1 n n
3 4 5 ... n n n
............................................
n n n ... n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 x3 ... xn

a11 1 x x2 ... xn−1

a21 a22 1 x ... xn−2

............................................
an1 an2 an3 an4 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 ... 1 −n
1 1 ... −n 1

.................................
1 −n ... 1 1
−n 1 ... 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b ... b b
b a ... b b
......................
b b ... a b
b b ... b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

è)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2 ... an
1 a1 + b1 a2 ... an
1 a1 a2 + b2 ... an
..............................................
1 a1 a2 ... an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

13.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣
a a+ h a+ 2h ... a+ (n− 2)h a+ (n− 1)h

a+ (n− 1)h a a+ 1h ... a+ (n− 3)h a+ (n− 2)h
.....................................................................................

a+ h a+ 2h a+ 3h ... a+ (n− 1)h a

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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� 14. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé ñïåöèàëüíîãî âèäà

14.1. Âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå îïðåäåëèòåëè ìåòîäîì ðåêóððåíò-
íûõ ñîîòíîøåíèé (ñì. çàäà÷ó 4.1):

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 ... 0
1 2 1 ... 0
0 1 2 ... 0
......................
0 0 0 ... 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 0 ... 0
1 3 2 ... 0
0 1 3 ... 0
......................
0 0 0 ... 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 6 0 0 0 ... 0 0
4 5 2 0 0 ... 0 0
0 1 3 2 0 ... 0 0
0 0 1 3 2 ... 0 0
....................................
0 0 0 0 0 ... 3 2
0 0 0 0 0 ... 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 0 ... 0 0
3 4 3 0 0 ... 0 0
0 2 5 3 0 ... 0 0
0 0 2 5 3 ... 0 0
....................................
0 0 0 0 0 ... 5 3
0 0 0 0 0 ... 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 0 ... 0 0 0
1 3 1 0 ... 0 0 0
0 2 3 2 ... 0 0 0
0 0 1 3 ... 0 0 0
....................................
0 0 0 0 ... 1 3 1
0 0 0 0 ... 0 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α+ β αβ 0 0 ... 0

1 α+ β αβ 0 ... 0
0 1 α+ β αβ ... 0

.....................................................
0 0 0 0 ... α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 ... 1
1 2 22 ... 2n

1 3 32 ... 3n

..............................................
1 n+ 1 (n+ 1)2 ... (n+ 1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
an (a− 1)n ... (a− n)n

an−1 (a− 1)n−1 ... (a− n)n−1

...............................................
a a− 1 ... a− n
1 1 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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è)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ... 1

x1 + 1 ... xn + 1
x2

1 + x1 ... x2
n + xn

...........................................
xn−1

1 + xn−2
1 ... xn−1

n + xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ê)

∣∣∣∣∣∣∣∣
an1 an−1

1 b1 an−2
1 b21 ... bn1

an2 an−1
2 b2 an−2

2 b22 ... bn2
.....................................................
ann+1 an−1

n+1bn+1 an−2
n+1b

2
n+1 ... bnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ë)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 ... xs−1
1 xs+1

1 ... xn1
1 x2 x2

2 ... xs−1
2 xs+1

2 ... xn2
.....................................................
1 xn x2

n ... xs−1
n xs+1

n ... xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ì)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1 1 + x2

1 ... 1 + xn1
1 + x2 1 + x2

2 ... 1 + xn2
......................................
1 + xn 1 + x2

n ... 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣;

í)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 ... 1 1
1 0 x ... x x
1 x 0 ... x x
............................
1 x x ... 0 x
1 x x ... x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; î)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a x x ... x
y a x ... x
y y a ... x
.......................
y y y ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

� 15. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

15.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣
ïóòåì âîçâåäåíèÿ åãî â êâàäðàò.

15.2. Âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå îïðåäåëèòåëè, ïðåäñòàâëÿÿ èõ â âèäå
ïðîèçâåäåíèé îïðåäåëèòåëåé:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(α1 − β1) cos(α1 − β2) ... cos(α1 − βn)
cos(α2 − β1) cos(α2 − β2) ... cos(α2 − βn)
...............................................................
cos(αn − β1) cos(αn − β2) ... cos(αn − βn)

∣∣∣∣∣∣∣∣;
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á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− an1 bn1
1− a1b1

...
1− an1 bnn
1− a1bn

..................................
1− annbn1
1− anb1

...
1− annbnn
1− anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣;

â)

∣∣∣∣∣∣
(a0 + b0)n ... (a0 + bn)n

.....................................
(an + b0)n ... (an + bn)n

∣∣∣∣∣∣;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s0 s1 s2 ... sn−1

s1 s2 s3 ... sn
s2 s3 s4 ... sn+1

.......................................
sn−1 sn sn+1 ... s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ãäå sk = xk1 + xk2 + ...+ xkn.

15.3. Äîêàçàòü, ÷òî öèðêóëÿíò∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 ... an
an a1 a2 ... an−1

an−1 an a1 ... an−2

...................................
a2 a3 a4 ... a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ðàâåí f(ε1)f(ε2) ...f(εn), ãäå f(x)=a1 +a2x+ ...+anx

n−1, à ε1, ε2, ...
... , εn�âñå êîðíè ñòåïåíè n èç åäèíèöû.

15.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
d a b c
c d a b
b c d a

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 α α2 ... αn−1

αn−1 1 α ... αn−2

αn−2 αn−1 1 ... αn−3

.......................................
α α2 α3 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

� 16. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

16.1.Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà,
ñîñòàâëåííîãî:

à) èç ÷èñåë 0 è 1;
á) èç ÷èñåë 1 è −1.

16.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â îïðåäåëèòåëå ïîðÿäêà n íà ïåðåñå÷å-
íèè íåêîòîðûõ k ñòðîê è l ñòîëáöîâ ñòîÿò ýëåìåíòû, ðàâíûå íóëþ,
ïðè÷åì k + l > n, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

16.3. Ïóñòü D � îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n > 1, D1 è D2 � îïðå-
äåëèòåëè, ïîëó÷åííûå èç D çàìåíîé êàæäîãî ýëåìåíòà aij íà åãî
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àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Aij äëÿ D1 è íà åãî ìèíîð Mij äëÿ D2.
Äîêàçàòü, ÷òî D1 =D2.

16.4. Âçàèìíîé (èëè ïðèñîåäèíåííîé) ìàòðèöåé Â äëÿ êâàäðàò-
íîé ìàòðèöû A ðàçìåðà n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé íà ìåñòå ij
ñòîèò àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Aji. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) |Â|= |A|n−1;

á) ˆ̂A= |A|n−2A ïðè n > 2 è ˆ̂A=A ïðè n= 2.

16.5. (Ôîðìóëà Áèíå�Êîøè.) Ïóñòü A = (aij), B = (bij) � ìàò-
ðèöû ïîðÿäêà m × n, Ai1,...,im è Bi1,...,im �ìèíîðû ïîðÿäêà m ìàò-
ðèö A è B ñîîòâåòñòâåííî, ñîñòàâëåííûå èç ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè
i1, ..., im,

cij =

n∑
k=1

aikbjk, C = (cij), i= 1, ..., m; j = 1, ..., m.

Äîêàçàòü, ÷òî

det C =
∑

16i1<i2<...<im6n

Ai1,...,imBi1,...,im ,

åñëè m6 n, è det C = 0, åñëè m> n.

16.6. Ïóñòü A è B � ìàòðèöû ïîðÿäêîâ p × n è n × k ñîîòâåò-

ñòâåííî, A

(
i1 ... im
j1 ... jm

)
, B

(
i1 ... im
j1 ... jm

)
�ìèíîðû ìàòðèö A è B,

ñòîÿùèå íà ïåðåñå÷åíèÿõ ñòðîê ñ íîìåðàìè i1, ..., im è ñòîëáöîâ
ñ íîìåðàìè j1, ..., jm, è C =AB. Äîêàçàòü, ÷òî

C

(
i1 ... im
j1 ... jm

)
=

=


∑

16k1<k2<...<km6n
A

(
i1 ... im

k1 ... km

)
B

(
k1 ... km

j1 ... jm

)
, åñëè m6 n,

0, åñëè m> n.

16.7. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ãëàâíûõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k ìàòðèöû
A · tA ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ âñåõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k ìàòðèöû A.

16.8. Ïóñòü

D =

∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1n

...................
an1 ... ann

∣∣∣∣∣∣.
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Äîêàçàòü, ÷òî ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1n x1

.........................
an1 ... ann xn
x1 ... xn z

∣∣∣∣∣∣∣∣=Dz −
n∑

i,j=1

Aijxixj .

16.9. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåíòîâ
ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè êî âñåì ýëåìåíòàì ìàòðèöû
ïðèáàâèòü îäíî è òî æå ÷èñëî.

16.10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîé-íèáóäü ñòðîêè
(ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ ðàâíû åäèíèöå, òî ñóììà àëãåáðàè÷åñêèõ
äîïîëíåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ ðàâíà ñàìîìó îïðåäåëè-
òåëþ.

∗ ∗ ∗

16.11. Ïóñòü

A=

∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1n

...................
an1 ... ann

∣∣∣∣∣∣, B =

∣∣∣∣∣∣
b11 ... b1k
..................
bk1 ... bkk

∣∣∣∣∣∣,

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11b11 ... a1nb11 a11b12 ... a1nb12 ... a11b1k ... a1nb1k
.........................................................................................
an1b11 ... annb11 an1b12 ... annb12 ... an1b1k ... annb1k
.........................................................................................
a11bk1 ... a1nbk1 a11bk2 ... a1nbk2 ... a11bkk ... a1nbkk
.........................................................................................
an1bk1 ... annbk1 an1bk2 ... annbk2 ... an1bkk ... annbkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ãäå D (îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà nk) � êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå
îïðåäåëèòåëåé A è B. Äîêàçàòü, ÷òî D =AkBn.

16.12. Êîíòèíóàíòîé íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü

(a1 a2 ...an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0 0 ... 0 0
−1 a2 1 0 ... 0 0

0 −1 a3 1 ... 0 0
.............................................

0 0 0 0 ... −1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

à) Âûðàçèòü (a1a2 ...an) â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò a1, ..., an.
á) Íàïèñàòü ðàçëîæåíèå êîíòèíóàíòû ïî ïåðâûì k ñòðîêàì.
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â) Óñòàíîâèòü ñëåäóþùóþ ñâÿçü êîíòèíóàíòû ñ íåïðåðûâíûìè
äðîáÿìè:

(a1a2 ...an)

(a2a3 ...an)
= a1 +

1

a2 +
1

a3 + ...+
1

. . . 1

an−1 + 1
an

.

16.13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A, B, C, D�êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïî-
ðÿäêà n è C · tD =D · tC, òî∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣= |A · tD −B · tC|.

16.14. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A, B, C, D�êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïî-
ðÿäêà n, ïðè÷åì C èëè D�íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà è CD =DC, òî∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣= |AD −BC|.

16.15. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü
∣∣∣∣cE A
A cE

∣∣∣∣, ãäå

A=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 0 0 ... 0
1 a 1 0 ... 0
0 1 a 1 ... 0
...........................
0 0 0 0 ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

16.16. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè âû÷åðêè-
âàíèè k-ãî ñòîëáöà â ìàòðèöå

(aij) =
((

j − 1
i− 1

))
, i= 1, ..., n+ 1; j = 1, ..., n+ 2,

ðàâåí
(
n+ 1
k − 1

)
.

16.17. Äîêàçàòü, ÷òî∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2!

1
3!

1
4!

...
1

(2k + 2)!

1
1
2!

1
3!

...
1

(2k + 1)!

0 1
1
2!

...
1

(2k)!
......................................

0 0 0 ...
1
2!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, k ∈ N.
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16.18. (Òîæäåñòâî Ýéëåðà.) Ïåðåìíîæèâ ìàòðèöû
x1 x2 x3 x4

x2 −x1 −x4 x3

x3 x4 −x1 −x2

x4 −x3 x2 −x1

,

y1 y2 y3 y4

y2 −y1 −y4 y3

y3 y4 −y1 −y2

y4 −y3 y2 −y1

,
äîêàçàòü, ÷òî

(x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)(y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4) =

= (x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4)2 + (x1y2 − x2y1 − x3y4 + x4y3)2+

+ (x1y3 + x2y4 − x3y1 − x4y2)2 + (x1y4 − x2y3 + x3y2 − x4y1)2.

16.19. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (aij) ïîðÿäêà n, ãäå:
à) aij ðàâíî 1, åñëè i äåëèò j, è ðàâíî 0 â ïðîòèâîïîëîæíîì

ñëó÷àå;
á) aij ðàâíî ÷èñëó îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë i è j.
16.20. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (dij) ïîðÿäêà n, ãäå

dij �íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë i è j, ðàâåí ϕ(1)ϕ(2) ...ϕ(n).
16.21. Ïóñòü x1, ..., xn, y1, ..., yn�÷èñëà, ïðè÷åì xiyj 6= 1 äëÿ âñåõ

i, j = 1, ..., n, ∆(x1, ..., xn), ∆(y1, ..., yn)�îïðåäåëèòåëè Âàíäåðìîí-
äà. Äîêàçàòü, ÷òî

∆(x1, ..., xn)∆(y1, ..., yn) = det
(

1
1− xiyj

)
i,j=1,...,n

n∏
i,j=1

(1− xiyj).
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ÌÀÒÐÈÖÛ

� 17. Äåéñòâèÿ íàä ìàòðèöàìè

17.1. Ïåðåìíîæèòü ìàòðèöû:

à)

(
1 n
0 1

)
·
(

1 m
0 1

)
;

á)

(
cos α − sin α
sin α cos α

)
·
(

cos β − sin β
sin β cos β

)
;

â)

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

 ·
3 29

2 18
0 −3

;
ã)

(
1 5 3
2 −3 1

)
·

 2 −3 5
−1 4 −2

3 −1 1

;
ä)

1 2 1
3 1 3
1 2 1

 ·
1 3 1

2 1 2
1 3 1

;
å)

 1 −1 3
−1 1 −3

2 −2 6

 ·
1 5 2

0 3 −1
2 1 −1

;
æ)


1 2 0 0
2 1 0 0
0 0 1 3
0 0 3 1

 ·


1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 1

;

ç)


1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 3 1
0 0 1 1

 ·


1 1 0 0
1 3 0 0
0 0 1 2
0 0 −3 1

;
17.2. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ:

à)

3 0 2 0
0 1 2 1
2 3 0 0

 ·


1 −2 2
2 −1 1
−1 1 −2

2 2 −1

+

−2 0 −3
0 6 −3
5 −2 8

;

á)


3 0 2
0 1 3
2 2 0
0 1 0

 ·
 1 2 −1 2
−2 −1 1 2

2 1 1 2

+


0 −4 6 1
2 2 −5 −2
2 −2 6 4
1 3 0 1

.
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17.3. Âû÷èñëèòü:

à)

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

2

; á)


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


2

;

â)


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


2

; ã)


0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0


2

.

17.4. Âû÷èñëèòü:

à)

(
cos α sin α
− sin α cos α

)n
; á)

(
λ 1
0 λ

)n
;

â)

((
2 1
5 3

)
·
(

1 0
1 1

)
·
(

3 −1
−5 2

))n
.

17.5. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) îò ìàòðèöû A:

à) f(x) = x3 − 2x2 + 1, A=

2 1 0
0 2 0
1 1 1

;
á) f(x) = x3 − 3x+ 2, A=

2 1 1
1 2 1
1 1 2

.
17.6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöû A è B ïåðåñòàíîâî÷íû, òî

(A+B)n =

n∑
i=0

(
n
i

)
AiBn−i.

Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ìàòðèö A, B, äëÿ êîòîðûõ ýòà ôîðìóëà íå-
âåðíà.

17.7. Âû÷èñëèòü âñå ñòåïåíè êâàäðàòíîé ìàòðèöû

H =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
......................
0 0 0 ... 1
0 0 0 ... 0

.
17.8. Ïóñòü çàäàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

J =


λ 1 0 ... 0 0
0 λ 1 ... 0 0
............................
0 0 0 ... λ 1
0 0 0 ... 0 λ
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ðàçìåðà n. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x)�ìíîãî÷ëåí, òî

f(J) =



f(λ)
f ′(λ)

1!

f ′′(λ)

2!
...

f (n−2)(λ)

(n− 2)!

f (n−1)(λ)

(n− 1)!

0 f(λ)
f ′(λ)

1!
...

f (n−3)(λ)

(n− 3)!

f (n−2)(λ)

(n− 2)!
...................................................................

0 0 0 ... f(λ)
f ′(λ)

1!

0 0 0 ... 0 f(λ)


.

17.9. Ïóñòü C, A�êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà è f(x)�
ìíîãî÷ëåí. Äîêàçàòü, ÷òî f(CAC−1) = Cf(A)C−1.

17.10. Âû÷èñëèòü eA, ãäå:

à) A=

(
2 1
−4 −2

)
; á) A=

0 1 2
0 0 6
0 0 0

.
17.11. Âû÷èñëèòü ln A, ãäå

à) A=

(
3 1
−4 −1

)
; á) A=


1 1 0 ... 0
0 1 1 ... 0
......................
0 0 0 ... 1

.
17.12. Ïóñòü A= (aij)�ìàòðèöà ðàçìåðà m× n. Äîêàçàòü, ÷òî

A=
∑
i,j

aijEij ,

ãäå Eij �ìàòðè÷íûå åäèíèöû.

17.13. Äîêàçàòü, ÷òî EijEpq = δjpEiq.

17.14. Ïóñòü A�ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Âû÷èñëèòü EijA.

17.15. Ïóñòü A�ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Âû÷èñëèòü AEij .

17.16. Ïóñòü A� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì EijA = AEij äëÿ
âñåõ ìàòðè÷íûõ åäèíèö Eij . Äîêàçàòü, ÷òî A = λE äëÿ íåêîòîðîãî
ñêàëÿðà λ.

17.17. Ïóñòü A� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì EiiA = AEii äëÿ
âñåõ i. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà.

17.18. Ïóñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïåðåñòàíîâî÷íà ñî âñåìè
íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè. Äîêàçàòü, ÷òî A= λE.

17.19. Íàéòè âñå ìàòðèöû A ïîðÿäêà n, òàêèå, ÷òî ñëåä tr AX = 0
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû X ïîðÿäêà n.
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17.20. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö íå çàâèñèò
îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

17.21. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè C � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû A òîãî æå ïîðÿäêà tr CAC−1 = tr A.

17.22. Ïðè êàêèõ λ èìååòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

[X, Y ] = λE

([X, Y ] =XY − Y X �êîììóòàòîð ìàòðèö X è Y )?

17.23. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A, B, C âû-
ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

à) [A, BC] = [A, B]C +B[A, C];
á) [[A, B], C] + [[B, C], A] + [[C, A], B] = 0.

17.24. Äîêàçàòü,÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî [[A, B]2, C] = 0.

17.25. Ïóñòü A, B, ..., D1 �êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà.
Âûðàçèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö(

A B
C D

)
·
(
A1 B1

C1 D1

)
÷åðåç çàäàííûå ìàòðèöû.

17.26. Ïóñòü A�òðåóãîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà, ïåðåñòàíî-
âî÷íàÿ ñ tA. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A äèàãîíàëüíàÿ.

∗ ∗ ∗

17.27. Ïóñòü A = (aij) ∈Mn(R)� ñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêîå k < n, ÷òî aij = 0 ïðè |i− j|> k.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = tB · B, ãäå B = (bij) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî bij = 0, åñëè j − i> k.

17.28. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà ñî ñëåäîì 0 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
êîììóòàòîðîâ ìàòðèö ñî ñëåäîì 0.

17.29. Äëÿ ìàòðèöû

X =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
......................
0 0 0 ... 1
0 0 0 ... 0


íàéòè òàêèå ìàòðèöû A è B, ÷òî

[A, X] =X, [A, B] =−B, [X, B] =A.



54 Ãë. 4. Ìàòðèöû

� 18. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

18.1. Ðåøèòü ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé:

à) X + Y =

(
1 1
0 1

)
, 2X + 3Y =

(
1 0
0 1

)
;

á) 2X − Y =

(
0 1
−1 0

)
, −4X + 2Y =

(
0 −2
2 0

)
.

18.2. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà X ïîðÿäêà 2 ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

X2 − (tr X)X + det X = 0.

18.3. Ðåøèòü ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

à)

(
1 3
1 2

)
X =

(
1 1
1 1

)
; á) X

(
−1 1

3 −4

)
=

(
−2 −1

3 4

)
;

â)

(
2 −1
4 −2

)
X =

(
1 3
2 6

)
; ã) X

(
2 −1
4 −2

)
=

(
1 3
6 2

)
;

ä)

(
3 1
2 1

)
X

(
1 3
1 2

)
=

(
3 3
2 2

)
;

å)

1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

X =

 1 −3 0
10 2 7
10 7 8

;
æ) X

 5 3 1
1 −3 −2
−5 2 1

=

−8 3 0
−5 9 0
−2 15 0

;
ç)


1 1 ... 1
0 1 ... 1
.................
0 0 ... 1

X =


1 2 3 ... n
0 1 2 ... n− 1
............................
0 0 0 ... 1

;
è) X

1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

=

1 −1 3
4 3 2
1 −2 5

;
ê)

1 2 1
2 1 2
1 2 3

X =

 2 1 0
1 1 2
−1 2 1

;
ë)

2 1 0
1 2 0
0 0 1

X
0 0 1

0 1 0
1 0 0

=

0 1 0
1 0 0
0 0 0

.
ì) X

1 1 1
1 2 3
1 4 9

=

1 2 3
2 4 6
3 6 9

; í)

1 2 3
2 3 1
3 1 2

X =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

;
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î)

1 1 0
2 1 2
0 1 1

X =

 5 −1 2
−6 4 6
−2 0 7

.
18.4.Ïóñòü A, B�ìàòðèöû ðàçìåðîâm× n èm× k ñîîòâåòñòâåí-

íî. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B, ãäå X �ìàòðèöà
ðàçìåðà n × k, èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã
ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû (A |B).

18.5. Ïóñòü A� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íîå
óðàâíåíèå AX = B èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà.

18.6. Ïóñòü A�ìàòðèöà ðàçìåðà n×m, ïðè÷åì m 6= n. Äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà B
ðàçìåðà n × k, ÷òî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B íå èìååò åäèí-
ñòâåííîãî ðåøåíèÿ.

18.7. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

n∑
j=1

aijXj =Bi, i= 1, 2, ..., n,

ãäå Xj è Bi �ìàòðèöû ïîðÿäêà p × q, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(aij) 6= 0.

18.8. Ñ ïîìîùüþ ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû íàéòè ìàòðèöó, îáðàò-
íóþ ê ìàòðèöå:

à)

(
1 3
0 1

)
; á)

(
1 0
3 2

)
; â)

(
1 2
3 5

)
;

ã)

(
1 3
2 7

)
; ä)

5 0 0
0 3 0
0 0 −2

; å)

1 0 0
0 1 0
3 0 1

;
æ)

6 0 0
0 1 2
0 3 5

; ç)

1 3 0
2 7 0
0 0 7

; è)

1 1 0
0 1 0
0 3 3

;
ê)

2 0 0
3 1 1
0 0 2

; ë)

(
cos α − sin α
sin α cos α

)
.

18.9. Íàéòè ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöó,
îáðàòíóþ ê ìàòðèöå:

à)


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

; á)


0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0

;
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â)


2 0 0 0
0 0 0 1
0 2 0 0
0 0 1 0

; ã)


0 0 0 −1
0 0 2 0
1 0 0 0
0 3 0 0

;

ä)


1 1 ... 1
0 1 ... 1
.................
0 0 ... 1

; å)


1 0 0 ... 0 0
1 1 0 ... 0 0
0 1 1 ... 0 0
...........................
0 0 0 ... 1 1

;

æ)

2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

; ç)

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

; è)

2 7 3
3 9 4
1 5 3

;
ê)

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

; ë)


1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6

.
18.10. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê êâàäðàòíîé ìàòðèöå:

à)

(
A 0
B C

)
; á)

(
A B
0 C

)
;

ãäå A, C �íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû.
18.11. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå:

à)


1 2 0 0
2 3 0 0
1 −1 1 3
0 1 0 2

; á)


2 3 1 2
1 1 2 0
0 0 1 −1
0 0 1 −2

.
18.12. Ïóñòü A, B, C, D � íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Äîêàçàòü,

÷òî (
A B
C D

)−1

=

(
(A−BD−1C)−1 (C −DB−1A)−1

(B −AC−1D)−1 (D − CA−1B)−1

)
.

18.13. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü îïðåäåëèòåëü
à) îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû;
á) óíèòàðíîé ìàòðèöû?
18.14. ×åìó ðàâåí îïðåäåëèòåëü öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A, åñëè

ìàòðèöà A−1 òàêæå öåëî÷èñëåííàÿ?
18.15. Ïóñòü A� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, ýëåìåíòû êî-

òîðîé åñòü ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííîé t, è det A�íåíóëåâîé ìíîãî-
÷ëåí. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà B, ýëåìåíòû
êîòîðîé åñòü ìíîãî÷ëåíû îò t, òàêàÿ ÷òî AB =BA= (det A)E. Íàé-
òè B, åñëè:

à) A=

(
1− t 1 + t
1 + t2 t3

)
; á) A=

 t 1 t
−1 1 1
−t 1 t

.
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18.16. Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå ìàòðèö íàä ïîëåì:
à) îáðàòèìàÿ ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ;
á) ëþáàÿ ìàòðèöà ëèáî îáðàòèìà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ëåâûì è ïðàâûì

äåëèòåëåì íóëÿ.

18.17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà E +AB îáðàòèìà, òî ìàòðèöà
E +BA òàêæå îáðàòèìà.

18.18. Ïóñòü A è B �ìàòðèöû ðàçìåðîâ n ×m è m × n, ïðè÷åì
AB è BA � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ n è m. Äîêàçàòü, ÷òî
m= n.

18.19. Ïóñòü A�ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, èìåþùàÿ ðàíã m. Äî-
êàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà X ðàçìåðà n ×m, ÷òî AX �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m.

18.20. Êàê èçìåíèòñÿ ìàòðèöà A−1, åñëè â A:
à) ïåðåñòàâèòü i-þ è j-þ ñòðîêè;
á) ê i-é ñòðîêå ïðèáàâèòü j-þ, óìíîæåííóþ íà c;
â) óìíîæèòü i-þ ñòðîêó íà ÷èñëî c 6= 0;
ã) ïðåîáðàçîâàíèÿ à)�â) ñîâåðøèòü ñî ñòîëáöàìè?

18.21. Äîêàçàòü, ÷òî (AB)−1 =B−1A−1.

∗ ∗ ∗

18.22. Ïóñòü X̂ �ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà (ñì. çàäà÷ó 16.4) äëÿ
êâàäðàòíîé ìàòðèöû X. Äîêàçàòü, ÷òî

ÂB = B̂Â, Â−1 = (Â)−1, (t̂A) = t(Â).

18.23. Ïóñòü B è C � ñòðîêè äëèíû n, ïðè÷åì CtB 6= −1, è E �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà E + tBC îá-
ðàòèìà.

18.24. Ïóñòü B, C � ñòðîêè äëèíû n, ïðè÷åì CtB = −1, è E �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû E + tBC
ðàâåí n− 1.

� 19. Ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà

19.1. Äîêàçàòü, ÷òî Eii − Ejj = [Eij , Eji] ïðè i 6= j.

19.2. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö
ìàòðèöó:

à)

(
1 2
4 5

)
; á)

0 1 1
1 0 1
1 1 0

.
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19.3. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö, ïåðåìíîæèòü
ìàòðèöû:

à)


1 2 3 4
1 3 5 7
1 2 4 8
1 1 1 1

 ·


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

;

á)


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

 ·


1 2 3 4
1 3 5 7
1 2 4 8
1 1 1 1

;

â)


1 2 3 4
1 3 5 7
1 2 4 8
1 1 1 1

 ·


1 0 0 0
0 1 0 0
2 0 1 0
−3 0 0 1

;

ã)


1 0 0 0
0 1 0 0
2 0 1 0
−3 0 0 1

 ·


1 2 3 4
1 3 5 7
1 2 4 8
1 1 1 1

.
19.4. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ:
à) t(A+B) = tA+ tB; á) t(λA) = λtA;
â) t(AB) = tB · tA; ã) (tA)−1 = t(A−1); ä) t(tA) =A.

19.5. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé ìàòðèö.

19.6. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè ìàòðèöû A è B îðòîãîíàëüíû, òî ìàòðèöû A−1 è AB

òàêæå îðòîãîíàëüíû;
á) åñëè êîìïëåêñíûå ìàòðèöû A è B óíèòàðíû, òî ìàòðèöû A−1

è AB òàêæå óíèòàðíû.

19.7. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñèììåòðè÷åñêèõ èëè êîñîñèììåòðè÷åñêèõ

ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ýòè ìàòðèöû ïåðåñòàíîâî÷íû;

á) ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ýòè ìàòðèöû ïåðåñòàíîâî÷íû.

19.8. Ïðè êàêîì óñëîâèè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýðìèòîâûõ èëè êîñî-
ýðìèòîâûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé?
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19.9. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé êîìïëåêñíîé ìàòðè-
öû X ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Y , òàêàÿ ÷òî XYX =X, Y XY = Y , è ìàò-
ðèöû XY è Y X ýðìèòîâû.

19.10. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ñèììåòðè÷åñêîé èëè
êîñîñèììåòðè÷åñêîé, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé èëè êîñîñèììåòðè-
÷åñêîé.

19.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöû A è B îáå ñèììåòðè÷åñêèå èëè
êîñîñèììåòðè÷åñêèå, òî èõ êîììóòàòîð [A, B]�êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ
ìàòðèöà.

19.12. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ÿâëÿ-
åòñÿ ñóììîé êîììóòàòîðîâ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö?

19.13. Íàéòè âñå ñèììåòðè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå è êîñîñèììåò-
ðè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2.

19.14. Íàéòè âñå íèæíèå íèëüòðåóãîëüíûå ìàòðèöû, êîììóòè-
ðóþùèå ñî âñåìè íèæíèìè íèëüòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè òîãî æå
ïîðÿäêà.

19.15. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äâóõ êîììóòèðóþùèõ íèëüïîòåíòíûõ
ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ìàòðèöåé. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäå-
íèå, åñëè ìàòðèöû íå êîììóòèðóþò?

19.16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöû A, B è [A, B] íèëüïîòåíòíû
è ìàòðèöû A è B êîììóòèðóþò ñ ìàòðèöåé [A, B], òî ìàòðèöà A+B
íèëüïîòåíòíà.

19.17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ïîðÿäêà 2 íèëüïîòåíòíà, òî
A2 = 0.

19.18. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ íèæíÿÿ íèëüòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà
íèëüïîòåíòíà.

19.19. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà A íèëüïîòåíòíà, òî ìàòðèöû
E −A è E +A îáðàòèìû.

19.20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà A íèëüïîòåíòíà è ìíîãî÷ëåí
f(t) èìååò ñâîáîäíûé ÷ëåí, îòëè÷íûé îò 0, òî ìàòðèöà f(A) îáðà-
òèìà.

19.21. Ðåøèòü óðàâíåíèå AX +X +A= 0, ãäå A�íèëüïîòåíòíàÿ
ìàòðèöà.

19.22. Äîêàçàòü, ÷òî íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2 èìååò
íóëåâîé ñëåä.

19.23. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîììóòèðóþùèõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöåé. Âåðíî ëè ýòî
óòâåðæäåíèå, åñëè ìàòðèöû íå êîììóòèðóþò?
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19.24. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà CAC−1 ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé
èëè ïåðèîäè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ
íèëüïîòåíòíîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé.

19.25. Ïóñòü σ�ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, 2, ..., n} è Aσ =
= (δiσ(j)) (δij �ñèìâîë Êðîíåêåðà). Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ìàòðèöà Aσ ïåðèîäè÷åñêàÿ;
á) äëÿ ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê σ è τ Aστ =AσAτ ;
â) Aσ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå áîëåå ÷åì

n− 1 ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.
19.26. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.
19.27. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê óíèòðåóãîëüíîé, ÿâëÿ-

åòñÿ óíèòðåóãîëüíîé.
19.28. à) Ïóñòü A, B, C, D � êâàäðàòíûå êîìïëåêñíûå ìàòðèöû

ðàçìåðà n, ïðè÷åì CD =DC. Äîêàçàòü, ÷òî

det

(
A B
C D

)
6= 0 ⇐⇒ det(AD −BC) 6= 0.

á) Âåðíî ëè, ÷òî det

(
A B
C D

)
= det(AD −BC)?
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� 20. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå

20.1. Âû÷èñëèòü âûðàæåíèÿ:
à) (2 + i)(3− i) + (2 + 3i)(3 + 4i);
á) (2 + i)(3 + 7i)− (1 + 2i)(5 + 3i);

â) (4 + i)(5 + 3i)− (3 + i)(3− i); ã)
(5 + i)(7− 6i)

3 + i
;

ä)
(5 + i)(3 + 5i)

2i
; å)

(1 + 3i)(8− i)
(2 + i)2

;

æ)
(2 + i)(4 + i)

1 + i
; ç)

(3− i)(1− 4i)

2− i ;

è) (2 + i)3 + (2− i)3; ê) (3 + i)3 − (3− i)3;

ë)
(1 + i)5

(1− i)3
; ì)

(
−1

2
±
√

3
2
i
)3

.

20.2. Âû÷èñëèòü i77, i98, i−57, in, ãäå n�öåëîå ÷èñëî.

20.3. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:
à) (1 + i)8n = 24n, n ∈ Z; á) (1 + i)4n = (−1)n22n, n ∈ Z.
20.4. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

à)

{
(1 + i)z1 + (1− i)z2 = 1 + i,

(1− i)z1 + (1 + i)z2 = 1 + 3i;

á)

{
iz1 + (1 + i)z2 = 2 + 2i,

2iz1 + (3 + 2i)z2 = 5 + 3i;
â)

{
(1− i)z1 − 3z2 =−i,
2z1 − (3 + 3i)z2 = 3− i;

ã)

{
2z1 − (2 + i)z2 =−i,
(4− 2i)z1 − 5z2 =−1− 2i;

ä)


x+ iy − 2z = 10,

x− y + 2iz = 20,

ix+ 3iy − (1 + i)z = 30.

20.5. Íàéòè âåùåñòâåííûå ÷èñëà x è y, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíå-
íèþ:

à) (2 + i)x+ (1 + 2i)y = 1− 4i; á) (3 + 2i)x+ (1 + 3i)y = 4− 9i.

20.6. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà z̄ = z;
á) êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà z̄ =−z.
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20.7. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç íèõ îòëè÷àåòñÿ îò ñîïðÿæåííîãî
ê äðóãîìó âåùåñòâåííûì ìíîæèòåëåì;

á) ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ âåùå-
ñòâåííûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äàííûå ÷èñëà èëè ñîïðÿæåíû,
èëè îáà âåùåñòâåííû.

20.8. Íàéòè âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå:
à) ñâîåìó êâàäðàòó; á) ñâîåìó êóáó.
20.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè èç äàííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2, ...

... , zn ïðè ïðèìåíåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû-
÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî z, òî èç ÷èñåë
z̄1, z̄2, ..., z̄n ïðè ïðèìåíåíèè òåõ æå îïåðàöèé ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî z̄.

20.10. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣
z1 z̄1 a
z2 z̄2 b
z3 z̄3 c

∣∣∣∣∣∣,
ãäå z1, z2, z3 �êîìïëåêñíûå è a, b, c�âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ
÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì.

20.11. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:
a) z2 = i; á) z2 = 3− 4i;
â) z2 = 5− 12i; ã) z2 − (1 + i)z + 6 + 3i= 0;
ä) z2 − 5z + 4 + 10i= 0; e) z2 + (2i− 7)z + 13− i= 0.

� 21. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

21.1. Íàéòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ÷èñëà:
à) 5; á) i; â) −2; ã) −3i;
ä) 1 + i; å) 1− i; æ) 1 + i

√
3; ç) −1 + i

√
3;

è) −1− i
√

3; ê) 1− i
√

3; ë)
√

3 + i; ì) −
√

3 + i;

í) −
√

3− i; î)
√

3− i; ï) 1 + i

√
3

3
; ð) 2 +

√
3 + i;

ñ) 1− (2 +
√

3)i; ò) cos α− i sin α; ó) sin α+ i cos α;

ô)
1 + i tg α

1− i tg α
; õ) 1 + cos ϕ+ i sin ϕ, ϕ ∈ [−π, π];

ö)
cos ϕ+ i sin ϕ

cos ψ + i sin ψ
.

21.2. Âû÷èñëèòü âûðàæåíèÿ:
à) (1 + i)1000; á) (1 + i

√
3)150; â) (

√
3 + i)30;

ã)
(

1 +

√
3

2
+
i
2

)24

; ä) (2−
√

3 + i)12; å)
(

1− i
√

3
1 + i

)12

;
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æ)
(√

3 + i
1− i

)30

; ç)
(−1 + i

√
3)15

(1− i)20
+

(−1− i
√

3)15

(1 + i)20
.

21.3. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:
à) |z|+ z = 8 + 4i; á) |z| − z = 8 + 12i.
21.4. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìîäóëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
à) |z1 ± z2|6 |z1|+ |z2|; á) ||z1| − |z2||6 |z1 ± z2|;
â) |z1 + z2|= |z1|+ |z2| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû z1 è z2

èìåþò îäèíàêîâûå íàïðàâëåíèÿ;
ã) |z1 + z2| = ||z1| − |z2|| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû

z1 è z2 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ.
21.5. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè |z|< 1, òî |z2 − z + i|< 3;
á) åñëè |z|6 2, òî 1 6 |z2 − 5|6 9;
â) åñëè |z|< 1/2, òî |(1 + i)z3 + iz|< 3/4.
21.6. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

|z1 − z2|6 ||z1| − |z2||+ min{|z1|, |z2|} · | arg z1 − arg z2|.

Â êàêîì ñëó÷àå ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî?
21.7. Äîêàçàòü, ÷òî

|z1|+ |z2|=
∣∣∣z1 + z2

2
−
√
z1z2

∣∣∣+
∣∣∣z1 + z2

2
+
√
z1z2

∣∣∣.
21.8. Äîêàçàòü ôîðìóëó Ìóàâðà:

[r(cos ϕ+ i sin ϕ)]n = rn(cos nϕ+ i sin nϕ)

äëÿ öåëûõ n 6= 0.
21.9. Ïðè n ∈ Z âû÷èñëèòü âûðàæåíèÿ:

à) (1 + i)n; á)
(

1− i
√

3
2

)n
;

â)
(

1− i tg α

1 + i tg α

)n
; ã) (1 + cos ϕ+ i sin ϕ)n.

21.10.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè z + z−1 = 2 cos ϕ, òî zn + z−n = 2 cos nϕ,
ãäå n ∈ Z.

21.11. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò sin x è cos x ôóíêöèè:
a) sin 4x; á) cos 4x; â) sin 5x; ã) cos 5x.
21.12. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

a) cos nx=
[n/2]∑
k=0

(−1)k
(
n
2k

)
cosn−2k x · sin2k x;

á) sin nx=
[(n−1)/2]∑
k=0

(−1)k
(

n
2k + 1

)
cosn−2k−1 x · sin2k+1 x.
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21.13. Âûðàçèòü ÷åðåç ïåðâûå ñòåïåíè ñèíóñà è êîñèíóñà àðãó-
ìåíòîâ, êðàòíûõ x, ôóíêöèè:

a) sin4 x; á) cos4 x; â) sin5 x; ã) cos5 x.
21.14. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

a) cos2m x=
1

22m−1

[
m−1∑
k=0

(
2m
k

)
cos(2m− 2k)x+

1
2

(
2m
m

)]
;

á) cos2m+1 x=
1

22m

m∑
k=0

(
2m+ 1
k

)
cos(2m+ 1− 2k)x;

â) sin2m x=
(−1)m

22m−1

[
m−1∑
k=0

(−1)k
(

2m
k

)
cos(2m− 2k)x+

(−1)m

2

(
2m
m

)]
;

ã) sin2m+1 x=
(−1)m

22m

m∑
k=0

(−1)k
(

2m+ 1
k

)
sin(2m+ 1− 2k)x.

� 22. Êîðíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

è ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà

22.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
êîðíåé ñòåïåíè n èç âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a, òî è ñîïðÿæåííîå ÷èñëî z̄
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîðíåé ñòåïåíè n èç a.

22.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n
√
z = {z1, z2, ..., zn}, òî n

√
z̄ = {z̄1, z̄2, ...

... , z̄n}.
22.3. Êàêèå èç ìíîæåñòâ n

√
z ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíî âåùåñòâåííîå

÷èñëî?
22.4. Ïóñòü z è w�êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà1:
a) n
√
znw = z n

√
w; á) n

√
−znw =−z n

√
w, åñëè n íå÷åòíî;

â) n
√
zw = u n

√
w, ãäå u�îäíî èç çíà÷åíèé n

√
z.

22.5. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ n
√
z è n

√
−z åñòü ìíî-

æåñòâî
2n
√
z2.

22.6. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî ns
√
zs = n

√
z (s > 1)?

22.7. Âû÷èñëèòü:

à) 6
√
i; á) 10

√
512(1− i

√
3); â) 8

√
2
√

2(1− i);
ã) 3
√

1; ä) 4
√

1; å) 6
√

1;
æ) 3
√
i; ç) 4

√
−4; è) 6

√
64;

ê) 8
√

16; ë) 6
√
−27; ì)

4
√

8
√

3i− 8;

í) 4
√
−72(1− i

√
3); î) 3

√
1 + i; ï) 3

√
2− 2i;

ð) 4

√
− 18

1 + i
√

3
; ñ) 4

√
7− 2i

1 + i
√

2
+

4 + 14i√
2 + 2i

− (8− 2i);

1Ìíîæåñòâî zA åñòü ïî îïðåäåëåíèþ {za | a ∈A}.
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ò) 3

√
1− 5i
1 + i

− 5
1 + 2i
2− i + 2; ó) 4

√
−2 + 2

√
3i

2 + i
√

5
− 5

√
3 + i

2
√

5 + 5i
.

22.8. Íàéòè äâóìÿ ñïîñîáàìè êîðíè ñòåïåíè 5 èç åäèíèöû è âû-
ðàçèòü â ðàäèêàëàõ:

a) cos
2π
5
; á) sin

2π
5
; â) cos

4π
5
; ã) sin

4π
5
.

22.9. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:
a) (z + 1)n + (z − 1)n = 0; á) (z + 1)n − (z − 1)n = 0;
â) (z + i)n + (z − i)n = 0.

22.10. Âûðàçèòü â ðàäèêàëàõ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè êîð-
íåé èç åäèíèöû ñòåïåíåé 2, 3, 4, 6, 8, 12.

22.11. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîðíåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû.

22.12. Ïóñòü εk = cos
2πk
n

+ i sin
2πk
n

(0 6 k < n). Äîêàçàòü, ÷òî:

à) n
√

1 = {ε0, ε1, ..., εn−1};
á) εk = εk1 (0 6 k < n);

â) εkεl =

{
εk+l, åñëè k + l < n,

εk+l−n, åñëè k + l > n
(0 6 k < n, 0 6 l < n);

ã) ìíîæåñòâî Un êîðíåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ öèêëè-
÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà n îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;

ä) âñÿêàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà ãðóïïå Un.

22.13. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè ÷èñëà r è s âçàèìíî ïðîñòû è αr = αs = 1, òî α= 1;
á) åñëè d�íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë r è s, òîUr ∩Us =

= Ud;
â) åñëè ÷èñëà r è s âçàèìíî ïðîñòû, òî âñÿêèé êîðåíü èç åäèíèöû

ñòåïåíè rs îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîðíÿ
ñòåïåíè r íà êîðåíü ñòåïåíè s.

22.14. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
à) ε ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè n;
á) ïîðÿäîê ε â ãðóïïå Un ðàâåí n;
â) ε ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû Un.

22.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ε ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ñòå-
ïåíè n èç åäèíèöû, òî ε̄ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì
ñòåïåíè n èç åäèíèöû.

22.16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëà r è s âçàèìíî ïðîñòû, òî ε ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ñòåïåíè rs èç åäèíèöû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ε ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ñòåïå-
íè r è ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ñòåïåíè s.



66 Ãë. 5. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

22.17. à) Ïóñòü z�êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1. Âû÷èñëèòü

1 + 2z + 3z2 + ...+ nzn−1.

á) Ïóñòü z�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 2n èç 1. Âû÷èñëèòü

1 + z + ...+ zn−1.

â) Ïóñòü z�êîðåíü èç 1 è zn ± zm ± 1 = 0. Íàéòè n è m.
22.18. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ÷èñëî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû ðàâíî ϕ(n)

(ñì. çàäà÷ó 1.4);
á) åñëè ÷èñëà m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).
22.19. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè z � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü íå÷åòíîé

ñòåïåíè n èç åäèíèöû, òî −z�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 2n.

∗ ∗ ∗
22.20. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(n) ñóììó âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé

ñòåïåíè n èç åäèíèöû. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) σ(1) = 1;
á) åñëè n > 1, òî

∑
d|n

σ(d) = 0;

â) σ(p) =−1, åñëè p�ïðîñòîå ÷èñëî;
ã) σ(pk) = 0, åñëè p�ïðîñòîå ÷èñëî, k > 1;
ä) σ(rs) = σ(r) · σ(s), åñëè ÷èñëà r è s âçàèìíî ïðîñòû;
å) ôóíêöèÿ σ(n) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Ì¼áèóñà µ(n).
22.21. Ïóñòü d� (ïîëîæèòåëüíûé) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

öåëîãî ÷èñëà s è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, εi �ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
ñòåïåíè n èç åäèíèöû (i= 1, 2, ..., ϕ(n)). Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

ϕ(n)∑
i=1

εsi =
ϕ(n)

ϕ(n/d)
µ
(
n
d

)
.

22.22. ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 2 + i
2− i êîðíåì íåêîòîðîé ñòåïåíè èç åäè-

íèöû?
22.23. Íàéòè ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà (êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû)

Φn(x) äëÿ n, ðàâíîãî:
à) 1; á) 2; â) 3; ã) 4; ä) 6; å) 12;
æ) p, ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî;
ç) pk, ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî, k > 1.
22.24. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ:
à)
∏
d|n

Φd(x) = xn − 1;
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á) Φ2n(x) = Φn(−x) (n�íå÷åòíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1);
â) Φn(x) =

∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d);

ã) åñëè k äåëèòñÿ íà ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n, òî

Φn(x) = Φk(xn/k);

ä) åñëè n äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p è íå äåëèòñÿ íà p2, òî

Φn(x) = Φn/k(xp)(Φn/p(x))−1.

22.25. Íàéòè êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ n, ðàâíîãî 10, 14, 15, 30,
36, 100, 216, 288, 1000.

22.26. Äîêàçàòü, ÷òî ó âñÿêîãî êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà:
à) âñå êîýôôèöèåíòû�öåëûå ÷èñëà;
á) ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1;
â) ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí −1 ïðè n= 1 è ðàâåí 1 ïðè n > 1.

22.27. Íàéòè ñóììó êîýôôèöèåíòîâ êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà Φn(x).

� 23. Âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

23.1. Âû÷èñëèòü ñóììû:

à) 1−
(
n
2

)
+
(
n
4

)
−
(
n
6

)
+ ... ;

á)
(
n
1

)
−
(
n
3

)
+
(
n
5

)
−
(
n
7

)
+ ... ;

â) 1 +
(
n
4

)
+
(
n
8

)
+ ... ; ã)

(
n
1

)
+
(
n
5

)
+
(
n
9

)
+ ...

23.2. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

à) cos x + cos 2x + ... + cos nx =
sin nx

2
cos (n+1)x

2

sin x
2

(x 6= 2kπ,

k ∈ Z);

á) sin x+ sin 2x+ ...+ sin nx=
sin nx

2
sin (n+1)x

2

sin x
2

(x 6= 2kπ, k ∈ Z);

â) cos
π
n

+ cos
3π
n

+ cos
5π
n

+ ...+ cos
(2n− 1)π

n
= 0;

ã) sin
π
n

+ sin
3π
n

+ sin
5π
n

+ ...+ sin
(2n− 1)π

n
= 0;

ä)
1
n

n−1∑
k=0

(x+ εky)n = xn + yn (ε0, ε1, ..., εn−1�êîðíè ñòåïåíè n èç

åäèíèöû);

å) x2n+1 − 1 = (x− 1)
n∏
k=1

(
x2 − 2x cos

2πk
2n+ 1

+ 1
)
;
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æ) x2n − 1 = (x2 − 1)
n−1∏
k=1

(
x2 − 2x cos

πk
n

+ 1
)
;

ç)
n−1∏
k=1

sin
πk
2n

=

√
n

2n−1
;

è)
n∏
k=1

sin
πk

2n+ 1
=

√
2n+ 1
2n

.

∗ ∗ ∗

23.3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

cos ϕ+
(
n
1

)
cos(ϕ+ α)x+

(
n
2

)
cos(ϕ+ 2α)x2 + ...

...+
(
n
n

)
cos(ϕ+ nα)xn = 0.

23.4. Äîêàçàòü, ÷òî:

a) 1 +
(
n
3

)
+
(
n
6

)
+ ...=

1
3

(
2n + 2 cos

πn
3

)
;

á)
(
n
1

)
+
(
n
4

)
+
(
n
7

)
+ ...=

1
3

(
2n + 2 cos

(n− 2)π

3

)
;

â)
(
n
2

)
+
(
n
5

)
+
(
n
8

)
+ ...=

1
3

(
2n + 2 cos

(n− 4)π

3

)
;

ã) 2 cos mx=(2 cos x)m−m
1

(2 cos x)m−2+
m(m−3)

1·2 (2 cos x)m−4+ ...

...+(−1)km
(m−k−1) ...(m−2k+1)

k!
(2 cos x)m−2k+ ...

23.5. Íàéòè ñóììû:

à) cos x+
(
n
1

)
cos 2x+ ...+

(
n
n

)
cos(n+ 1)x;

á) sin x+
(
n
1

)
sin 2x+ ...+

(
n
n

)
sin(n+ 1)x;

â) sin2 x+ sin2 3x+ ...+ sin2(2n− 1)x;
ã) cos x+ 2 cos 2x+ 3 cos 3x+ ...+ n cos nx;
ä) sin x+ 2 sin 2x+ 3 sin 3x+ ...+ n sin nx.

23.6. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) cos2 x+ cos2 2x+ ...+ cos2 nx=
n
2

+
cos(n+ 1)x sin nx

2 sin x
;

á) sin2 x+ sin2 2x+ ...+ sin2 nx=
n
2
− cos(n+ 1)x sin nx

2 sin x
.

23.7. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íå÷åòíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m

sin mx
sin x

= (−4)(m−1)/2
∏

16j6(m−1)/2

(
sin2 x− sin2 2πj

m

)
.
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� 24. Ñâÿçü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

ñ ãåîìåòðèåé íà ïëîñêîñòè

24.1. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì
5, −2, −3i, ±1± i

√
3.

24.2. Íàéòè êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå:
à) âåðøèíàì êâàäðàòà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ñî ñòîðîíà-

ìè äëèíû 1, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò;
á) âåðøèíàì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êî-

îðäèíàò, ñòîðîíîé, ïàðàëëåëüíîé îñè êîîðäèíàò, âåðøèíîé íà îò-
ðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè è ðàäèóñîì îïèñàííîãî êðóãà,
ðàâíûì 1;

â) âåðøèíàì ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñ öåíòðîì â òî÷êå
2 + i

√
3, ñòîðîíîé, ïàðàëëåëüíîé îñè àáñöèññ, è ðàäèóñîì îïèñàííîãî

êðóãà, ðàâíûì 2;
ã) âåðøèíàì ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-

äèíàò, îäíîé èç âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ 1.

24.3. Óêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âûðàæåíèÿ |z1 − z2|, ãäå
z1 è z2 �çàäàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

24.4. Óêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷èñëà arg
z1 − z2

z2 − z3
, ãäå z1,

z2, z3 �ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

24.5. Êàê ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå:
à) êîìïëåêñíûì ÷èñëàì z1, z2, z3, äëÿ êîòîðûõ

z1 + z2 + z3 = 0, |z1|= |z2|= |z3| 6= 0;

á) êîìïëåêñíûì ÷èñëàì z1, z2, z3, z4, äëÿ êîòîðûõ

z1 + z2 + z3 + z4 = 0, |z1|= |z2|= |z3|= |z4| 6= 0.

24.6. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ êîìïëåêñíûì ÷èñëàì z, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì:

a) |z|= 1; á) arg z = π/3; â) |z|6 2;
ã) |z − 1− i|< 1; ä) |z + 3 + 4i|6 5; å) 2< |z|< 3;
æ) 1 6 |z − 2i|< 2; ç) | arg z|< π/6; â) | Re z|6 1;
ê) −1< Re iz < 0; ë) | Im z|= 1; ì) | Re z + Im z|< 1;
í) |z−1|+ |z+1|=3; î) |z+2|− |z−2|=3; ï) |z−2|=Re z+2;
ð) α < arg(z − z0) < β, ãäå −π < α < β 6 π è z0 � çàäàííîå êîì-

ïëåêñíîå ÷èñëî.



70 Ãë. 5. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

24.7. Äîêàçàòü òîæäåñòâî

|z + w|2 + |z − w|2 = 2|z|2 + 2|w|2

è óêàçàòü åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

24.8. Ïóñòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1, z2, z3 ñîîòâåòñòâóþò âåðøè-
íàì ïàðàëëåëîãðàììà A1, A2, A3. Íàéòè ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå
âåðøèíå A4, ïðîòèâîëåæàùåé A2.

24.9. Íàéòè êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîòèâîïîëîæ-
íûì âåðøèíàì êâàäðàòà, åñëè äâóì åãî äðóãèì ïðîòèâîïîëîæíûì
âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëà z è w.

24.10. Íàéòè êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, åñëè äâóì åãî ñîñåäíèì âåðøèíàì ñîîò-
âåòñòâóþò ÷èñëà z0 è z1.

24.11. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ êîìïëåêñíûì ÷èñëàì z =
1 + ti
1− ti , ãäå t ∈ R.

24.12. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) òî÷êè ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûì ÷èñëàì

z1, z2, z3, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà λ1, λ2, λ3, íå âñå ðàâíûå íóëþ,
òàêèå ÷òî

λ1z1 + λ2z2 + λ3z3 = 0, λ1 + λ2 + λ3 = 0;

á) òî÷êè ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì êîìïëåêñíûì
÷èñëàì z1, z2, z3, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

÷èñëî
z1 − z3

z2 − z3
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì;

â) òî÷êè ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì êîìïëåêñíûì
÷èñëàì z1, z2, z3, z4 è íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, ëåæàò íà îä-
íîé îêðóæíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ äâîéíîå îòíîøåíèå
z1 − z3

z2 − z3
:
z1 − z4

z2 − z4
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì.

24.13. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîìïëåêñíûì ÷èñëàì z, óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó∣∣∣z − z1

z − z2

∣∣∣ = λ, ãäå z1, z2 ∈ C è λ � ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå

÷èñëî.

24.14. Íàéòè min |3 + 2i− z| ïðè |z|6 1.

24.15. Íàéòè max |1 + 4i− z| ïðè |z − 10i+ 2|6 1.

24.16. (Ëåìíèñêàòà.) Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûì ÷èñëàì z, óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåí-
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ñòâó |z2 − 1| = λ. Ïðè λ = 1 çàïèñàòü óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé êðèâîé
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

24.17. Ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, äîïîëíåííàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé ∞.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè (z1, z2, z3) è (w1, w2, w3) � äâå òðîéêè ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ òî÷åê ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òî ñóùåñòâó-
åò äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

w =
az + b
cz + d

, a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0,

ïåðåâîäÿùåå ïåðâóþ òðîéêó âî âòîðóþ.
24.18.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â êàæäîé èç äâóõ ÷åòâåðîê (z1, z2, z3, z4)

è (w1, w2, w3, w4) òî÷åê ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñå
òî÷êè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðå-
âîäÿùåå îäíó èç ýòèõ ÷åòâåðîê â äðóãóþ, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò äâîéíûå îòíîøåíèÿ:

z1 − z3

z2 − z3
:
z1 − z4

z2 − z4
=
w1 − w3

w2 − w3
:
w1 − w4

w2 − w4
.

24.19. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ðàñ-
øèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðÿìûå è îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò
â ïðÿìûå è îêðóæíîñòè.

24.20. Äîêàçàòü, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

w =
az + b
cz + d

, ad− bc= 1,

ïåðåâîäèò âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ â ñåáÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìàòðèöà

(
a b
c d

)
ïðîïîðöèîíàëüíà âåùåñòâåííîé ìàòðèöå.

24.21. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ w = 1/z.

24.22. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðåîáðàçîâàíèÿ êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çàäàííîãî ôîðìóëîé w = zn (n> 2).

∗ ∗ ∗

24.23. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî w =
1
2

(
z +

1
z

)
îòîáðà-

æàåò:
à) îêðóæíîñòü |z|= 1 íà îòðåçîê [−1, 1] äåéñòâèòåëüíîé îñè;
á) îêðóæíîñòü |z|=R, R 6= 1, â ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè −1, 1;
â) ëó÷ arg z = ϕ â âåòâü ãèïåðáîëû ñ ôîêóñàìè −1, 1.
24.24. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå,

îòîáðàæàþùåå îòêðûòóþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà âíóòðåííîñòü
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åäèíè÷íîãî êðóãà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, èìååò âèä

w(z) = a
z − b
z − b̄

, |a|= 1, Im b > 0.

24.25. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå,
îòîáðàæàþùåå åäèíè÷íûé êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íà
ñåáÿ, èìååò âèä

w(z) = a
z − b
1− zb̄

, |a|= 1, |b|< 1.

24.26. Äëÿ êàêèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a îòîáðàæåíèå z→ z + az2

îòîáðàæàåò êðóã |z|6 1 áèåêòèâíî â ñåáÿ?
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ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÛ

� 25. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì è àëãîðèòì Åâêëèäà

25.1. Ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) ñ îñòàòêîì íà ìíîãî÷ëåí g(x):
à) f(x) = 2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x+ 6, g(x) = x2 − 3x+ 1;
á) f(x) = x3 − 3x2 − x− 1, g(x) = 3x2 − 2x+ 1.
25.2. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ:
à) x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1 è x3 + x2 − x− 1;
á) x6 + 2x4 − 4x3 − 3x2 + 8x− 5 è x5 + x2 − x+ 1;
â) x5 + 3x2 − 2x+ 2 è x6 + x5 + x4 − 3x2 + 2x− 6;
ã) x4 + x3 − 4x+ 5 è 2x3 − x2 − 2x+ 2;
ä) x5 + x4 − x3 − 2x− 1 è 3x4 + 2x3 + x2 + 2x− 2;
å) x6 − 7x4 + 8x3 − 7x+ 7 è 3x5 − 7x3 + 3x2 − 7;
æ) x5 − 2x4 + x3 + 7x2 − 12x+ 10 è 3x4 − 6x3 + 5x2 + 2x− 2;
ç) x5 + 3x4 − 12x3 − 52x2 − 52x− 12 è x4 + 3x3 − 6x2 − 22x− 12;
è) x5 + x4 − x3 − 3x2 − 3x− 1 è x4 − 2x3 − x2 − 2x+ 1;
ê) x4 − 4x3 + 1 è x3 − 3x2 + 1;
ë) x4 − 10x2 + 1 è x4 − 4

√
2x3 + 6x2 + 4

√
2x+ 1.

25.3. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x)
è åãî ëèíåéíîå âûðàæåíèå ÷åðåç f(x) è g(x):

à) f(x) = x4 + 2x3 − x2 − 4x− 2, g(x) = x4 + x3 − x2 − 2x− 2;
á) f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2, g(x) = x2 − x+ 1.
25.4. Ïóñòü d(x)�íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f(x) è g(x). Äî-

êàçàòü, ÷òî:
à) ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x), ÷òî

deg u(x)< deg g(x)− deg d(x),

ïðè÷åì d(x) = f(x)u(x) + g(x)v(x);
á) â ñëó÷àå à) èìååì òàêæå deg v(x)< deg f(x)− deg d(x);
â) ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) èç à) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
25.5. Ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäîáðàòü òàêèå

ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x), ÷òî f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1:
a) f(x) = x4 − 4x3 + 1, g(x) = x3 − 3x2 + 1;
á) f(x) = x3, g(x) = (1− x)2;
â) f(x) = x4, g(x) = (1− x)4.
25.6. Íàéòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x), ÷òî

xmu(x) + (1− x)nv(x) = 1.
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25.7. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è åãî âûðàæåíèå ÷åðåç
f è g íàä ïîëåì F2:

à) f = x5 + x4 + 1, g = x4 + x2 + 1;

á) f = x5 + x3 + x+ 1, g = x4 + 1;

â) f = x5 + x+ 1, g = x4 + x3 + 1;

ã) f = x5 + x3 + x, g = x4 + x+ 1.

25.8. Âûäåëèâ êðàòíûå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè äàííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà, ðàçëîæèòü åãî íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè:

à) x6 − 15x4 + 8x3 + 51x2 − 72x+ 27;

á) x5 − 6x4 + 16x3 − 24x2 + 20x− 8;

â) x5 − 10x3 − 20x2 − 15x− 4;

ã) x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4;

ä) x6 − 2x5 − x4 − 2x3 + 5x2 + 4x+ 4;

å) x7 − 3x6 + 5x5 − 7x4 + 7x3 − 5x2 + 3x− 1;

æ) x8 + 2x7 + 5x6 + 6x5 + 8x4 + 6x3 + 5x2 + 2x+ 1.

25.9. Ïóñòü K�ïîëå, f ∈K[[x]] è g ∈K[x]. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå
r ∈K[x], h ∈K[[x]], ÷òî f = hg + r è ëèáî r = 0, ëèáî deg r < deg g?

� 26. Ïðîñòûå è êðàòíûå êîðíè

íàä ïîëÿìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè

26.1. Ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) ñ îñòàòêîì íà x− x0 è âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå f(x0):

à) f(x) = x4 − 2x3 + 4x2 − 6x+ 8, x0 = 1;

á) f(x) = 2x5 − 5x3 − 8x, x0 =−3;

â) f(x) = 3x5 + x4 − 19x2 − 13x− 10, x0 = 2;

ã) f(x) = x4 − 3x3 − 10x2 + 2x+ 5, x0 =−2;

ä) f(x) = x5, x0 = 1;

å) f(x) = x4 + 2x3 − 3x2 − 4x+ 1, x0 =−1;

æ) f(x) = x4 − 8x3 + 24x2 − 50x+ 90, x0 = 2;

ç) f(x) = x4 + 2ix3 − (1 + i)x2 − 3x+ 7 + i, x0 =−i;
è) f(x) = x4 + (3 − 8i)x3 − (21 + 18i)x2 − (33 − 20i)x + 7 + 18i,

x0 =−1 + 2i.

26.2. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí f(x) ïî ñòåïåíÿì x− x0 è íàéòè çíà-
÷åíèÿ åãî ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0:

à) f(x) = x5 − 4x3 + 6x2 − 8x+ 10, x0 = 2;

á) f(x) = x4 − 3ix3 − 4x2 + 5ix− 1, x0 = 1 + 2i;

â) f(x) = x4 + 4x3 + 6x2 + 10x+ 20, x0 =−2.
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26.3. Îïðåäåëèòü êðàòíîñòü êîðíÿ x0 ìíîãî÷ëåíà f(x):
à) f(x) = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8, x0 = 2;
á) f(x) = x5 + 7x4 + 16x3 + 8x2 − 16x− 16, x0 =−2;
â) f(x) = 3x5 + 2x4 + x3 − 10x− 8, x0 =−1.
ã) f(x) = x5 − 6x4 + 2x3 + 36x2 − 27x− 54, x0 = 3.
26.4. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè a ìíîãî÷ëåí x5 − ax2 − ax + 1 èìååò

−1 êîðíåì íå íèæå âòîðîé êðàòíîñòè?
26.5. Ïðè êàêèõ a è b ìíîãî÷ëåí axn+1 + bxn + 1 äåëèòñÿ íà

(x− 1)2?
26.6. Ïðè êàêèõ a è b ìíîãî÷ëåí x5 + ax3 + b èìååò äâîéíîé

êîðåíü, îòëè÷íûé îò íóëÿ?
26.7. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû:
à) x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1;
á) x2n+1 − (2n+ 1)xn+1 + (2n+ 1)xn − 1;
â) (n− 2m)xn − nxn−m + nxm − (n− 2m)

èìåþò ÷èñëî 1 òðîéíûì êîðíåì.
26.8. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí

1 +
x
1!

+
x2

2!
+ ...+

xn

n!

íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.
26.9. Äîêàçàòü, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà

a1x
n1 + a2x

n2 + ...+ akx
nk , n1 < n2 < ... < nk,

êàæäûé íåíóëåâîé êîðåíü èìååò êðàòíîñòü íå âûøå k − 1.

∗ ∗ ∗

26.10. Îïðåäåëèòü êðàòíîñòü êîðíÿ a ìíîãî÷ëåíà

x− a
2

[f ′(x) + f ′(a)]− f(x) + f(a),

ãäå f(x)�íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí.
26.11. Äîêàçàòü, ÷òî íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ìíîãî-

÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà ñâîþ ïðîèçâîäíóþ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè f(x) = a0(x− x0)n.

26.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè n íå èìååò
êðàòíûõ êîðíåé, òî [f ′(x)]2 − f(x)f ′′(x) íå èìååò êîðíåé êðàòíîñòè
âûøå n− 1.

26.13. Ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

u(n+ k) = a0u(n) + a1u(n+ 1) + ...+ ak−1u(n+ k− 1), k 6= 0, a0 6= 0.
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Ïîëîæèì f(x) = xk − ak−1x
k−1 − ...− a0. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ôóíêöèÿ u(n) = nran, r > 0, a 6= 0, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðåêóð-
ðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a� êîðåíü f(x)
êðàòíîñòè, íå ìåíüøåé r + 1;

á) åñëè a1, ..., am�âñå êîðíè f(x) êðàòíîñòè s1, ..., sm, òî ïðîèç-
âîëüíîå ðåøåíèå u(n) ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååò âèä

u(n) =

m∑
i=1

gi(n)ani ,

ãäå gi(x)�ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå si − 1 (i= 1, ..., m).
26.14. Ïóñòü f(x) = a0 + a1x+ ...+ akx

k. Äîêàçàòü, ÷òî íåíóëåâîå
÷èñëî z ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè íå ìåíüøå r + 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

a0 + a1z + a2z
2 + ...+ amz

m + ...+ akz
k = 0,

a1z + 2a2z
2 + ...+ mamz

m + ...+ kakz
k = 0,

a1z + 22a2z
2 + ...+m2amz

m + ...+ k2akz
k = 0,

...............................................................

a1z + 2ra2z
2 + ...+mramz

m + ...+ krakz
k = 0.

� 27. Ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä R è C
27.1. Ðàçëîæèòü íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ

÷èñåë ìíîãî÷ëåíû:
à) x3 − 6x2 + 11x− 6; á) x4 + 4; â) x6 + 27;
ã) x2n + xn + 1; ä) cos(n arccos x); e) sin((2n+ 1) arcsin x).
27.2. Ðàçëîæèòü íà ëèíåéíûå è êâàäðàòíûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåíû:
à) x6 + 27; á) x4 + 4x3 + 4x2 + 1;
â) x4 − ax2 + 1, |a|< 2; ã) x2n + xn + 1;
ä) x6 − x3 + 1; å) x12 + x8 + x4 + 1.
27.3. Ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè ñ êîìïëåêñíûìè

êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèé:
à) äâîéíîé êîðåíü 1, ïðîñòûå êîðíè 2, 3 è 1 + i;
á) äâîéíîé êîðåíü i, ïðîñòîé êîðåíü −1− i.
27.4. Ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìè

êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèé:
à) äâîéíîé êîðåíü 1, ïðîñòûå êîðíè 2, 3 è 1 + i;
á) äâîéíîé êîðåíü i, ïðîñòîé êîðåíü −1− i.
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27.5. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x3m + x3n+1 + x3p+2 äåëèòñÿ íà
x2 + x+ 1.

27.6. Ïðè êàêèõ m, n, p ìíîãî÷ëåí x3m − x3n+1 + x3p+2 äåëèòñÿ
íà x2 − x+ 1?

27.7. Ïðè êàêèõ m ìíîãî÷ëåí (x + 1)m − xm − 1 äåëèòñÿ íà
(x2 + x+ 1)2?

27.8. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ:
à) (x− 1)3(x+ 2)2(x− 3)(x+ 4) è (x− 1)2(x+ 2)(x+ 5);
á) (x− 1)(x2 − 1)(x3 − 1)(x4 − 1) è (x+ 1)(x2 + 1)(x3 + 1)(x4 + 1);
â) xm − 1 è xn − 1;
ã) xm + 1 è xn + 1.
27.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(xn) äåëèòñÿ íà x− 1, òî f(xn) äåëèòñÿ

íà xn − 1.
27.10. Ïóñòü n ∈ N è a� íåíóëåâîé êîðåíü êîìïëåêñíîãî ìíîãî-

÷ëåíà f(x) êðàòíîñòè k. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé êîìïëåêñíûé êîðåíü
ñòåïåíè n èç a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà f(xn).

27.11. Åñëè F (x) = f1(x3) + xf2(x3) äåëèòñÿ íà x2 + x+ 1, òî f1(x)
è f2(x) äåëÿòñÿ íà x− 1.

∗ ∗ ∗

27.12. Ïóñòü çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íåîòðèöàòåëüíû ïðè
âñåõ x ∈ R. Äîêàçàòü, ÷òî f(x) = f1(x)2 + f2(x)2 äëÿ íåêîòîðûõ
f1(x), f2(x) ∈ R[x].

27.13. Ïóñòü f, g � âçàèìíî ïðîñòûå êîìïëåêñíûå ìíîãî÷ëåíû.
Òîãäà ìàêñèìóì èç ñòåïåíåé f, g ìåíüøå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà fg(f + g).

27.14. Ïóñòü f, g, h�ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå êîìïëåêñíûå ìíî-
ãî÷ëåíû ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, ïðè÷åì fn + gn = hn. Äîêàçàòü,
÷òî n6 2.

� 28. Ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

è íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

28.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåñîêðàòèìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü p/q
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + ...+ an−1x+ an

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî:
à) p | an; á) q | a0; â) (p−mq) | f(m) ïðè ëþáîì m ∈ Z.
28.2. Íàéòè âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ:
a) x3 − 6x2 + 15x− 14; á) x4 − 2x3 − 8x2 + 13x− 24;
â) 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x+ 12;
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ã) 24x4 − 42x3 − 77x2 + 56x+ 60;
ä) 24x5 + 10x4 − x3 − 19x2 − 5x+ 6;
å) 10x4 − 13x3 + 15x2 − 18x− 24;
æ) 4x4 − 7x2 − 5x− 1; ç) 2x3 + 3x2 + 6x− 4.
28.3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íå

èìååò öåëûõ êîðíåé, åñëè f(0), f(1)�íå÷åòíûå ÷èñëà.

∗ ∗ ∗

28.4. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí, íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë, íå ìîæåò èìåòü êðàòíûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé.

28.5. Ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ ïðèìè-
òèâíûì, åñëè åãî êîýôôèöèåíòû â ñîâîêóïíîñòè ïðîñòû. Äîêàçàòü,
÷òî ïðîèçâåäåíèå ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì
ìíîãî÷ëåíîì.

28.6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïðèâîäèì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî îí ìîæåò áûòü ðàçëî-
æåí â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøåé ñòåïåíè ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

28.7.Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ ±1 ïðè äâóõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ x1, x2. Äîêàçàòü, ÷òî f(x) íå
èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé, åñëè |x1 − x2|> 2. Åñëè æå |x1 − x2|6 2,
òî ðàöèîíàëüíûì êîðíåì ìîæåò áûòü òîëüêî (x1 + x2)/2.

28.8. (Ïðèçíàê íåïðèâîäèìîñòè Ýéçåíøòåéíà.) Ïóñòü f(x) �
ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå
÷èñëî p, ÷òî:

à) ñòàðøèé êîýôôèöèåíò f(x) íå äåëèòñÿ íà p;
á) âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû f(x) äåëÿòñÿ íà p;
â) ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) íå äåëèòñÿ íà p2.
Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì ðàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë.
28.9. Äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

ìíîãî÷ëåíîâ:
à) x4 − 8x3 + 12x2 − 6x+ 2;
á) x5 − 12x3 + 36x− 12;
â) x105 − 9;
ã) Φp(x) = xp−1 + xp−2 + ...+ x+ 1 (p�ïðîñòîå ÷èñëî);
ä) (x− a1)(x− a2) · ... · (x− an)− 1, ãäå a1, a2, ..., an�ðàçëè÷íûå

öåëûå ÷èñëà;
å) (x − a1)2 · ... · (x − an)2 + 1, ãäå a1, a2, ..., an � ðàçëè÷íûå öå-

ëûå ÷èñëà.
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28.10. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí xn − x− 1 ïðè n> 2 íåïðèâîäèì
íàä Q.

28.11. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí xn + x + 1 íåïðèâîäèì íàä Q,
åñëè n 6≡ 2 (mod 3). Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n ≡ 2 (mod 3) ìíîãî÷ëåí
xn + x+ 1 äåëèòñÿ íàä Z íà x2 + x+ 1.

28.12. Ïóñòü f(x) = xn ± xm ± 1. Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî f(x) íåïðè-
âîäèì íàä Q, ëèáî êîðíåì f(x) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé êîìïëåêñíûé
êîðåíü èç 1.

28.13. Ïóñòü f(x) = xn ± xm ± xq ± 1. Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî f(x)
íåïðèâîäèì íàä Q, ëèáî êîðíåì f(x) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé êîìïëåêñ-
íûé êîðåíü èç 1.

28.14. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò êîðåíü â ïîëå Zp äëÿ áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë p.

28.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Fq �ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, òî

xq − x=
∏
a∈Fq

(x− a).

28.16. Ïóñòü F �êîíå÷íîå ïîëå. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòîá-
ðàæåíèÿ h : Fn→ F ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí f èç êîëüöà F [x1, ..., xn],
äëÿ êîòîðîãî f(a1, ..., an) = h(a1, ..., an) äëÿ ëþáûõ a1, ..., an ∈ F .

28.17. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f ñ ðàöèîíàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ìîæíî ðàçëîæèòü íàä Q â ïðîèçâåäåíèå f = gh, ãäå
âñå êîðíè g ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èç 1, à ñðåäè êîðíåé h, íàïðîòèâ, íåò
êîðíåé èç 1.

28.18. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) = xn + ax± 1, a ∈ Z, íåïðè-
âîäèì íàä Q, åñëè |a|> 3.

28.19. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) = xn ± 2x± 1 ïðèâîäèì
íàä Q, òî f(x) = g(x)(x± 1), ãäå g(x) íåïðèâîäèì íàä Q.

28.20. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) = xn + gxp + r ∈ Z[x] ïðè
p : 1 6 p < n, íåïðèâîäèì íàä Q, åñëè |g|> 1 + |r|n−1 è |r| íå ÿâëÿåòñÿ
d-é ñòåïåíüþ äëÿ ëþáîãî íååäèíè÷íîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà n.

28.21. Ìíîãî÷ëåí f(x) = xn + an−1x
n−1 + ... + a0 ∈ Z[x] íåïðèâî-

äèì íàä Q, åñëè |an−1|> 1 + |a0|+ ...+ |an−2|.
28.22. Íàéòè:
à) âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 6 4 íàä ïîëåì Z2;
á) âñå óíèòàðíûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2 íàä ïî-

ëåì Z3;
â) ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 5 íàä ïîëåì Z2;
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ã) ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé 3 è 4
íàä ïîëåì Z3.

28.23. Íàéòè ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïå-
íåé 2 è 3 íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ.

28.24. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí Φd(x) ïðè d, äåëÿùåì p− 1, ðàç-
ëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä Zp.

28.25. Ïóñòü f(x) ∈ Zp[x]. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f(x),
f(x + 1), ..., f(x + p − 1) ëèáî ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ëèáî âñå ñîâïà-
äàþò.

28.26. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè a ∈ Z∗p ìíîãî÷ëåí x
p − x− a íåïðèâîäèì

íàä Zp.
28.27. Ïóñòü b�íåíóëåâîé ýëåìåíò Zp. Äîêàçàòü, ÷òî x

p − x − b
íåïðèâîäèì íàä Fpn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå äåëèòñÿ íà p.

28.28. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè a 6= 1 ìíîãî÷ëåí xq − ax − b èìååò â Fq
êîðåíü.

28.29. Äîêàçàòü, ÷òî x2n + xn + 1 íåïðèâîäèì íàä Z2 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà n= 3k äëÿ íåêîòîðîãî k > 0.

28.30. Äîêàçàòü, ÷òî x4n + xn + 1 íåïðèâîäèì íàä Z2 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà n= 3k5m äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ k, m> 0.

28.31. Íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà a, äëÿ êîòîðûõ âñå êîðíè ìíîãî-
÷ëåíà x4 − 14x3 + 61x2 − 84x+ a öåëûå.

28.32. Ïóñòü Im � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè m ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 íàä êîíå÷íûì ïîëåì èç
q ýëåìåíòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå ñòåïåííûõ ðÿäîâ Q[[z]]

1
1− qz =

∞∏
m=1

(
1

1− zm
)Im

.

28.33. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 28.32 äîêàçàòü, ÷òî qk ðàâíî ñóììå mIm
äëÿ âñåõ äåëèòåëåé m ÷èñëà k.

28.34. Ïóñòü Im èç çàäà÷è 28.32. Äîêàçàòü, ÷òî

Im =
1
m

∑
d|m

µ(d)qmd
−1

.

� 29. Ðàöèîíàëüíûå äðîáè

29.1. Ïðåäñòàâèòü ðàöèîíàëüíóþ äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ
äðîáåé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

à)
x2

(x− 1)(x+ 2)(x+ 3)
; á)

1
x4 + 4

; â)
x

(x2 − 1)2
;
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ã)
5x2 + 6x− 23

(x− 1)3(x+ 1)2(x− 2)
; ä)

1

(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)
;

å)
3 + x

(x− 1)(x2 + 1)
; æ)

x2

x4 − 1
; ç)

1
x3 − 1

;

è)
n!

x(x− 1) ...(x− n)
; ê)

1

(x2 − 1)2
; ë)

1

(xn − 1)2
.

29.2. Ïðåäñòàâèòü ðàöèîíàëüíóþ äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ
äðîáåé íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë:

à)
x2

x4 − 16
; á)

1
x4 + 4

; â)
x

(x+ 1)(x2 + 1)2
;

ã)
1

(x4 − 1)2
; ä)

1

cos(n arccos x)
;

å)
1

f(x)
, ãäå ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè n èìååò n ðàçëè÷íûõ âåùå-

ñòâåííûõ êîðíåé;

æ)
1

x3 − 1
; ç)

x2

x6 + 27
; è)

2x− 1

x(x+ 1)2(x2 + x+ 1)2
;

ê)
1

(x4 − 1)2
; ë)

x2m

x2n + 1
, m< n.

29.3. Ðàçëîæèòü 1
xp − x íà ïðîñòåéøèå äðîáè íàä Zp.

29.4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g

(fg)′

fg
=
f ′

f
+
g′

g
.

29.5. Ïóñòü f = (x− a1) ...(x− an). Äîêàçàòü, ÷òî

f ′

f
=

1
x− a1

+ ...+
1

x− an
.

� 30. Èíòåðïîëÿöèÿ

30.1. Íàéòè ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè ïî äàííîé òàáëèöå
åãî çíà÷åíèé:

à)
x −1 0 1 2 3

f(x) 6 5 0 3 2
á)

x 1 2 3 4 6

f(x) 5 6 1 −4 10
.

30.2. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè < n, ïðèíèìàþùèé öå-
ëûå çíà÷åíèÿ ïðè n ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé,
ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé.
Âåðíî ëè, ÷òî òàêîé ìíîãî÷ëåí èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû?

30.3. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f : F → F íà êîíå÷íîì ïî-
ëå F èç q ýëåìåíòîâ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà
ñòåïåíè < q.
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30.4. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè < n, ïðèíèìàþùèé â òî÷-
êàõ x1, ..., xn çíà÷åíèÿ y1, ..., yn, ðàâåí

g(x)

n∑
i=1

yi
(x− xi)g′(xi)

,

ãäå g(x) = (x− x1) ...(x− xn).
30.5. Ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè íå âûøå n− 1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

y1, ..., yn â êîðíÿõ ñòåïåíè n èç 1. Íàéòè f(0).
30.6. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè x1, ..., xn ∈ C ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè

ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè < n âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

f(x0) =
1
n

[f(x1) + ...+ f(xn)].

30.7. Ïóñòü âñå êîðíè x1, ..., xn ìíîãî÷ëåíà f(x) ðàçëè÷íû.
à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íåîòðèöàòåëüíîì öåëîì s6 n− 2

n∑
i=1

xsi
f ′(xi)

= 0.

á) Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑
i=1

xn−1
i

f ′(xi)
.

30.8. Íàéòè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n, äàþùèé îñòàòîê 1 ïðè
äåëåíèè íà x(x − 2) ...(x − 2n) è îñòàòîê −1 ïðè äåëåíèè íà
(x− 1)(x− 3) ...(x− 2n+ 1).

30.9. Ïîñòðîèòü íàä Zp ìíîãî÷ëåí f(x) íàèìåíüøåé ñòåïåíè
ñ óñëîâèåì f(k) = k−1 äëÿ k = 1, 2, ..., p− 1.

30.10. Ïîñòðîèòü íàä Z7 ìíîãî÷ëåí f(x) íàèìåíüøåé ñòåïåíè
ñ óñëîâèåì f(0) = 1, f(1) = 0 è f(k) = k äëÿ k = 2, 3, 4, 5, 6.

∗ ∗ ∗
30.11. Ïóñòü Fq �ïîëå èç q > 2 ýëåìåíòîâ, c� îáðàçóþùèé öèê-

ëè÷åñêîé ãðóïïû F∗q . Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sq, ðåàëè-
çóåìàÿ íà Fq, ïîðîæäàåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè f(x) = x + 1, h(x) = cx,
g(x) = xq−2.

30.12. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 30.11 äîêàçàòü, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ
ãðóïïà Aq ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè c

2x, x+ 1, (xq−2 + 1)q−2.
30.13. Ïóñòü k0, ..., kn �íàòóðàëüíûå ÷èñëà è xi, bij � ýëåìåíòû

ïîëÿ F íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ãäå i = 0, ..., n, j = 0, ..., ki − 1.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû x0, ..., xn ðàçëè÷íû. Äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] ñòåïåíè íå âûøå
k0 + ...+ kn − 1 òàêîé, ÷òî f j(xi) = bij äëÿ âñåõ i, j.

30.14. Â óñëîâèè çàäà÷è 30.13 ïîëîæèì

f(x) =

n∑
i=0

Gi(x)

ki−1∑
k=0

k∑
l=0

bil
l!

dl

dxl

(
1

Gi(x)

)∣∣∣
x=xi

(x− xi)k,

ãäå Gi(x) =
∏
j 6=k

(x− xj)kj . Äîêàçàòü, ÷òî f(x)�ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå

âûøå k0 + ...+ kn − 1 è f (j)(xi) = bij äëÿ âñåõ i, j.
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31.1. Ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 4 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåí-
òîì 1, èìåþùèé:

à) êîðíè 1, 2, −3, −4;
á) òðîéíîé êîðåíü −1 è ïðîñòîé êîðåíü i;
â) êîðíè 2, −1, 1 + i è −i;
ã) äâîéíîé êîðåíü 3 è ïðîñòûå êîðíè −2 è −4.
31.2. Íàéòè ñóììó êâàäðàòîâ è ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîìïëåêñíûõ

êîðíåé ìíîãî÷ëåíà:
à) 3x3 + 2x2 − 1; á) x4 − x2 − x− 1.
31.3. Íàéòè ñóììó ÷èñåë, îáðàòíûõ êîìïëåêñíûì êîðíÿì ìíîãî-

÷ëåíà:
à) 3x3 + 2x2 − 1; á) x4 − x2 − x− 1.
31.4. Íàéòè çíà÷åíèÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî-

÷ëåíîâ îò êîìïëåêñíûõ êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû.
31.5. Îïðåäåëèòü λ òàê, ÷òîáû îäèí èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

x3 − 7x+ λ ðàâíÿëñÿ óäâîåííîìó äðóãîìó.
31.6. Ñóììà äâóõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 2x3 − x2 − 7x + λ ðàâíà 1.

Íàéòè λ.
31.7. Îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó p è q, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-

ðîãî êîðíè x1, x2, x3 ìíîãî÷ëåíà x
3 + px+ q óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

x3 =
1
x2

+
1
x1
.

31.8. (Êðèòåðèé Âèëüñîíà.) Äîêàçàòü, ÷òî (p− 1)!≡−1 (mod p)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p�ïðîñòîå ÷èñëî.

31.9. Ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû âûðàçèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò
ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ:

à) x2
1x2 + x1x

2
2 + x2

1x3 + x1x
2
3 + x2

2x3 + x2x
2
3;
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á) x4
1 + x4

2 + x4
3 − 2x2

1x
2
2 − 2x2

1x
2
3 − 2x2

2x
2
3;

â) (x1x2 + x3x4)(x1x3 + x2x4)(x1x4 + x2x3);
ã) (x1 + x2 − x3 − x4)(x1 − x2 + x3 − x4)(x1 − x2 − x3 + x4);
ä) (x1 + x2 + 1)(x1 + x3 + 1)(x2 + x3 + 1);
å) (x1x2 + x3)(x1x3 + x2)(x2x3 + x1);
æ) (2x1 − x2 − x3)(2x2 − x1 − x3)(2x3 − x1 − x2);
ç) (x1 + x2)(x1 + x3)(x1 + x4)(x2 + x3)(x2 + x4)(x3 + x4);
è) x5

1x
2
2 + x2

1x
5
2 + x5

1x
2
3 + x2

1x
5
3 + x5

2x
2
3 + x2

2x
5
3;

ê) (x1 − 1)(x2 − 1)(x3 − 1);
ë) x2

1 + ... ; ì) x3
1 + ... ; í) x2

1x2x3 + ... ;
î) x2

1x
2
2 + ... ; ï) x3

1x2x3 + ... ; ð) x3
1x

2
2 + ...

31.10. Íàéòè çíà÷åíèå ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F îò êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà f(x):

à) F = x3
1(x2 + x3) + x3

2(x1 + x3) + x3
3(x1 + x2), f(x) = x3 − x2 −

− 4x+ 1;
á) F = x3

1(x2x3 + x2x4 + x3x4) + x3
2(x1x3 + x1x4 + x3x4) + x3

3 ×
× (x1x2 + x1x4 + x2x4) + x3

4(x1x2 + x1x3 + x2x3), f(x) = x4 + x3 −
− 2x2 − 3x+ 1;

â) F = (x1 − x2)2(x1 − x3)2(x2 − x3)2, f(x) = x3 + a1x
2 + a2x+ a2;

ã) F =
3∑

i,j=1
i6=j

x4
ixj , f(x) = 3x3 − 5x2 + 1;

ä) F =
∑

16i<j64

x3
ix

3
j , f(x) = 3x4 − 2x3 + 2x2 + x− 1;

å) F = (x2
1 + x1x2 + x2

2)(x2
2 + x2x3 + x2

3)(x2
1 + x1x3 + x2

3); f(x) =
= 5x3 − 6x2 − 7x− 8.

31.11.Ïóñòü x1, ..., xn�êîðíè ìíîãî÷ëåíà xn+an−1x
n−1 + ...+a0.

Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò x2, x3, ..., xn
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò x1.

31.12. Ïóñòü σki�ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíè k îò x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn. Äîêàçàòü, ÷òî

σki = σk − xiσk−1 + ...+ (−1)k−1xk−1
i σ1 + (−1)kxki

(ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî σm = 0 ïðè m> n è σmi = 0 ïðè m> n).

31.13. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

λt = (1 + x1t) ...(1 + xnt)

îò ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, t. Äîêàçàòü, ÷òî λt = 1 + σ1t + σ2t
2 + ...

... + σnt
n.
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31.14. Ïóñòü λt èç çàäà÷è 31.13 è sk = xk1 + ...+ xkn. Äîêàçàòü, ÷òî

d
dt

(ln λt) =
∑
k>0

(−1)kskt
k−1.

31.15. Äîêàçàòü ôîðìóëó Íüþòîíà

sk − σ1sk−1 + σ2sk−2 + ...+ (−1)k−1σk−1s1 + (−1)kkσk = 0

(ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî σk = 0 ïðè k > n).
31.16. Äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è 31.15

sk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1 1 0 ... 0 0
2σ2 σ1 1 ... 0 0

.....................................................
(k − 1)σk−1 σk−2 σk−3 ... σ1 1

kσk σk−1 σk−2 ... σ2 σ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

31.17. Äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è 31.15

σk =
1
k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s1 1 0 ... 0 0
s2 s1 2 ... 0 0
...............................................
sk−1 sk−2 sk−3 ... s1 k − 1
sk sk−1 sk−2 ... s2 s1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

31.18. Íàéòè sm îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Φn(x).
31.19. Íàéòè s1, ..., sn îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

xn +
xn−1

1!
+
xn−2

2!
+ ...+

1
n!
.

31.20. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ sk îò
êîìïëåêñíûõ êîðíåé k-é ñòåïåíè èç 1.

31.21. Ðåøèòü íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñèñòåìó óðàâíåíèé:

à)


x1 + x2 + x3 = 0,

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0,

x3
1 + x3

2 + x3
3 = 24;

á)


x2

1 + x2
2 + x2

3 = 6,

x3
1 + x3

2 + x3
3 − x1x2x3 =−4,

x1x2 + x1x3 + x2x4 =−3.

31.22. Äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå îò êîðíåé ñòåïåíè n èç 1 âñÿêîãî
ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îò n ïåðåìåííûõ ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

31.23. Ïóñòü ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîìïëåêñíûé êîðåíü ñòåïåíè k
èç 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a

(x− a)(xζ − a) ...(xζk−1 − a) = (−1)k+1(xk − ak).
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31.24. Ïóñòü ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîìïëåêñíûé êîðåíü ñòåïåíè k
èç 1 è f(x)�ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàçàòü,
÷òî

à) f(x)f(xζ) ...f(xζk−1) = h(xk), ãäå h(x)�ìíîãî÷ëåí;
á) êîðíÿìè h(x) ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè k-å ñòåïåíè êîðíåé ìíîãî-

÷ëåíà f(x).

31.25. Íàéòè ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ:

à) êóáû êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x3 − x− 1;
á) ÷åòâåðòûå ñòåïåíè êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 2x3−x2+2.

31.26. Íàéòè ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, êîðíÿìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ:

à) êâàäðàòû êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x4 + 2x3 − x+ 3;
á) êóáû êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x4 − x− 1.

∗ ∗ ∗

31.27. à) Ïóñòü f(x1, ..., xn)�êîñîñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò
x1, ..., xn. Äîêàçàòü, ÷òî

f(x1, ..., xn) = ∆(x1, ..., xn)g(x1, ..., xn),

ãäå ∆(x1, ..., xn)�îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, à g(x1, ..., xn)�ñèì-
ìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

á) Ïóñòü h(x1, ..., xn)�ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ïðè÷åì h(x1,
x2, x3, ..., xn) = 0. Äîêàçàòü, ÷òî

h(x1, ..., xn) = ∆(x1, ..., xn)2u(x1, ..., xn),

ãäå u(x1, ..., xn)�ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

31.28. Ïóñòü

hk =
∑

16i16...6ik6n

xi1 ...xik

è λt èç çàäà÷è 31.13. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) λ−1

t =
∑
k>0

(−1)khkt
k;

á) σk − h1σk−1 + ...+ (−1)k−1hk−1σ1 + (−1)khk = 0, k > 1;
â) êàæäûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò

h1, ..., hn.

31.29. Ðàçáèåíèåì ÷èñëà n íàçîâåì íàáîð λ öåëûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë λ= (λ1, ..., λn), ãäå λ1 + ...+ λn =n è λ1 > λ2 > ...> λn> 0.
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Ïóñòü p(n)�÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n. Äîêàçàòü, ÷òî∏
m>0

(1− tm)−1 =
∑
n>0

p(n)tn.

31.30. Ïóñòü α= (α1, ..., αn), α1 > α2 > ... > αn > 0�íàáîð íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì

aα(x1, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

(sgn σ)xα1

σ(1) ...x
αn
σ(n).

Äîêàçàòü, ÷òî:

à) aα(x1, ..., xn) = det

xα1
1 ... xα1

n

....................
xαn1 ... xαnn

;
á) åñëè δ = (n− 1, n− 2, ..., 1, 0), òî aδ(x1, ..., xn)�îïðåäåëèòåëü

Âàíäåðìîíäà îò xn, ..., x1.

31.31.Ïóñòü λ= (λ1, ..., λn)�ðàçáèåíèå íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà k. Ïîëîæèì

αi = λi + n− i

äëÿ âñåõ i. Ïóñòü δ îïðåäåëåíî êàê â çàäà÷å 31.30 è

Sλ(x1, ..., xn) =
aα
aδ
.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) Sλ(x1, ..., xn)�öåëî÷èñëåííûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí;
á) Sλ(x1, ..., xn) ïðè âñåõ λ = (λ1, ..., λn) îáðàçóþò áàçèñ ëèíåé-

íîãî ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, ..., xn;
â) åñëè λ= (1, ..., 1), òî Sλ(x1, ..., xn) = σn;
ã) åñëè λ= (n, 0, ..., 0), òî Sλ(x1, ..., xn) = hn (ñì. 31.28).

31.32. Äîêàçàòü, ÷òî:

à)
n∏

i,j=1

(1− xiyj)−1 =
∑
λ

Sλ(x1, x2, ...)Sλ(y1, y2, ...);

á)
n∏

i,j=1

(1 + xiyj) =
∑
λ

Sλ(x1, x2, ...)Sλ′(y1, y2, ...);

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì λ = (λ1, ..., λn), λ′ �
ñîïðÿæåííîå ðàçáèåíèå, ò. å. λ′i�÷èñëî òàêèõ j, ÷òî λj > i.

31.33. Äîêàçàòü, ÷òî∑
τ∈Sn

σk(xτ(1)y1, ..., xτ(n)yn) = σk(x1, ..., xn)σk(y1, ..., yn).
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31.34. Ïóñòü F �ïîëå äðîáåé êîëüöà öåëî÷èñëåííûõ ñèììåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, ..., xn. Äîêàçàòü, ÷òî F ñîâïàäàåò ñ ïîäïî-
ëåì â Q(x1, ..., xn), ñîñòîÿùèì èç âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ðàöèîíàëü-
íûõ äðîáåé.

� 32. Ðåçóëüòàíò è äèñêðèìèíàíò

32.1. Âû÷èñëèòü ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíîâ:
à) x3 − 3x2 + 2x+ 1 è 2x2 − x− 1;
á) 2x3 − 3x2 + 2x+ 1 è x2 + x+ 3;
â) 2x3 − 3x2 − x+ 2 è x4 − 2x2 − 3x+ 4;
ã) 3x3 + 2x2 + x+ 1 è 2x3 + x2 − x− 1;
ä) 2x4 − x3 + 3 è 3x3 − x2 + 4.
32.2. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ èìåþò îáùèé êîðåíü

ìíîãî÷ëåíû:
à) x3 − λx+ 2 è x2 + λx+ 2;
á) x3 + λx2 − 9 è x3 + λx− 3;
â) x3 − 2λx+ λ3x è x2 + λ2 − 2.
32.3. Èñêëþ÷èòü x èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:

à)

{
x2 − xy + y2 = 3,

x2y + xy2 = 6;
á)

{
x3 − xy − y3 + y = 0,

x2 + x− y2 = 1;

â)

{
y2 − 7xy + 4x2 + 13x− 2y − 3 = 0,

y2 − 14xy + 9x2 + 28x− 4y − 5 = 0;

ã)

{
y2 + x2 − y − 3x= 0,

y2 − 6xy − x2 + 11y + 7x− 12 = 0;

ä)

{
5y2 − 6xy + 5x2 − 16 = 0,

y2 − xy + 2x2 − y − x− 4 = 0.

32.4. Äîêàçàòü, ÷òî R(f, g1g2) =R(f, g1)R(f, g2).
32.5. Íàéòè ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíîâ Φn è x

m − 1.
32.6. Íàéòè ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíîâ Φn è Φm.
32.7. Âû÷èñëèòü äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíîâ:
à) ax2 + bx+ c; á) x3 + px+ q;
â) x3 + a1x

2 + a2x+ a3; ã) 2x4 − x3 − 4x2 + x+ 1;
ä) x4 − x3 − 3x2 + x+ 1.
32.8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ èìåþò êðàòíûé êîðåíü

ìíîãî÷ëåíû:
à) x3 − 3x+ λ; á) x4 − 4x+ λ;
â) x3 − 8x2 + (13− λ)x− (6 + 2λ);
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ã) x4 − 4x3 + (2− λ)x2 + 2x− 2.
32.9. Äîêàçàòü, ÷òî

D[(x− a)f(x)] =D[f(x)] · f(a)2.

∗ ∗ ∗

32.10. Âû÷èñëèòü äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà xn−1 +xn−2 + ...+ 1.
32.11. Âû÷èñëèòü äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà Φn(x).
32.12. Âû÷èñëèòü äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà

1 +
x
1!

+
x2

2!
+ ...+

xn

n!
.

32.13. Ïóñòü f è g�íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Äîêàçàòü, ÷òî

D(fg) =D(f)D(g)[R(f, g)]2.

32.14. Ïóñòü j, k�íàòóðàëüíûå ÷èñëà è d= (j, k). Äîêàçàòü, ÷òî

R(xj − aj , xk − bk) = (−1)j(bjkd
−1

− ajkd
−1

)d.

32.15. Ïóñòü n > k > 0 è d= (n, k). Äîêàçàòü, ÷òî

D(xn + axk + b) = (−1)n(n−1)2−1

bk−1×

× [nnd
−1

b(n−k)d−1

− (−1)nd
−1

(n− k)(n−k)d−1

kkd
−1

and
−1

].

32.16. Âû÷èñëèòü äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà xn + a.
32.17. Âû÷èñëèòü äèñêðèìèíàíò:

à) ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà Pn(x) = (−1)nex
2/2 dn

dxn
(e−x

2/2);

á) ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãåððà Pn(x) = (−1)nex
dn

dxn
(xne−x);

â) ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà 2 cos
(
n arccos

x
2

)
.

� 33. Ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé

33.1. Ñîñòàâèòü ðÿä Øòóðìà è îòäåëèòü êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ:
à) x3 − 3x− 1; á) x3 + x2 − 2x− 1;
â) x3 − 7x+ 7; ã) x3 − x+ 5;
ä) x3 + 3x− 5; å) x4 − 12x2 − 16x− 4;
æ) x4 − x− 1; ç) 2x4 − 8x3 + 8x2 − 1;
è) x4 + x2 − 1; ê) x4 + 4x3 − 12x+ 9.

33.2. Ñîñòàâèòü ðÿä Øòóðìà äëÿ âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà
x5 − 5ax3 + 5a2x + 2b. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà a5 − b2 íàéòè
÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.
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33.3. Ñîñòàâèòü ðÿä Øòóðìà äëÿ âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà xn+
+px+q. Â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè è çíàêà ÷èñëà d=−(n−1)n−1pn−
− nnqn−1 íàéòè ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.

33.4. Ñîñòàâèòü ðÿä Øòóðìà è íàéòè ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà

En(x) = 1 +
x
1!

+
x2

2!
+ ...+

xn

n!
.

33.5. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí t3 − 3t + r íå ìîæåò èìåòü áîëåå
îäíîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ íà îòðåçêå [0, 1].

33.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ R[x] âåùå-
ñòâåííû, ò. å.

f(x) = a(x− a1)k1 ...(x− am)km , a 6= 0,

ãäå a1 < a2 < ... < am.
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) f ′(x) = na(x− a1)k1−1 ...(x− am)km−1(x− b1) ...(x− bm−1), ãäå

a1 < b1 < a2 < b2 < ... < am−1 < bm−1 < am;
á) åñëè ÷èñëî k íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(x), òî êðàò-

íûìè êîðíÿìè k-é ïðîèçâîäíîé f (k)(x) ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ai, ki > k + 2,
è òîëüêî îíè;

â) åñëè f(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + ...+ c0, ãäå cn 6= 0 è ck = ck+1 = 0
äëÿ íåêîòîðîãî k = 0, ..., n− 2, òî c0 = c1 = ...= ck = ck+1 = 0.

33.7. Ïóñòü g(x) = bnx
n + ...+ b0�âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí, ïðè-

÷åì bn, b0 6= 0 è bk = bk+1 = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, ..., n − 2. Òîãäà
íå âñå êîðíè g(x) âåùåñòâåííû.

33.8. Äîêàçàòü, ÷òî ó âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà

anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a3x
3 + x2 + x+ 1, an 6= 0,

íå âñå êîðíè âåùåñòâåííû.
33.9. Äîêàçàòü, ÷òî âñå êîìïëåêñíûå êîðíè z ìíîãî÷ëåíà nxn −

− xn−1 − ...− 1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ |z|6 1.
33.10. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x(x+ 1)(x+ 2) ...(x+ n)− 1 ìåíüøå 1/n!.
33.11. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x4 − 5x3 − 4x2 − 7x + 4 íå èìååò

îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé.
33.12. Ñêîëüêî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x6 + 6x+ 10 ëåæèò â êàæäîì

êâàäðàíòå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè?
33.13. Ïóñòü n1 < ... < nk � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî

ìíîãî÷ëåí 1 + xn1 + ...+ xnk íå èìååò êîìïëåêñíûõ êîðíåé z ñ óñëî-

âèåì |z|<
√

5− 1
2

.
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33.14. Äîêàçàòü, ÷òî âñå êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà xn+1 −
− axn + ax− 1, ãäå a�âåùåñòâåííîå ÷èñëî, èìåþò ìîäóëü 1.

33.15. Ïóñòü k�íàòóðàëüíîå ÷èñëî è |ai|< k ïðè i= 1, ..., n. Äî-
êàçàòü, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîãî êîðíÿ z ìíîãî÷ëåíà anx

n + ...+ a1x+ 1

èìååì |z|> 1
k + 1

.

33.16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ C[x] ðàñ-
ïîëîæåíû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî âñå êîðíè f ′(x) ëåæàò â òîé
æå ïîëóïëîñêîñòè.

33.17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè D � âûïóêëàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùàÿ âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ C[x], òî âñå
êîðíè f ′(x) ëåæàò â D.

33.18.Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ
f0, f1, ..., fn c ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè-
÷åì:

ñòåïåíü fk ðàâíà k = 0, ..., n;
fk = akfk−1 − ckfk−2, ãäå ak, ck�âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû, ïðè-

÷åì ck(r)> 0 äëÿ âñåõ r ∈ R ïðè k > 2.
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êîðíè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ fk âåùåñòâåííû;
á) ìåæäó äâóìÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà fk åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

fk−1.
33.19. Îïðåäåëèòü ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé:

à) ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà (−1)nex
2/2 dn

dxn
e−x

2/2;

á) ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãåððà (−1)nex
dn

dxn
(xne−x).

33.20. Îïðåäåëèòü âñå ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè ±1, èìåþ-
ùèå òîëüêî âåùåñòâåííûå êîðíè.



×àñòü II

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

è ãåîìåòðèÿ



Ãë à â à 7

ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Â ýòîé ãëàâå êîîðäèíàòû âåêòîðà çàïèñûâàþòñÿ â ñòðîêó. Áà-
çèñ ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ e1, e2, ..., en, çàïèñûâàåòñÿ
ñòðîêîé (e1, e2, ..., en), à ïðè ïåðåõîäå ê ìàòðè÷íîé çàïèñè êîîðäè-
íàòû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàñïîëàãàþòñÿ â ñòîëáåö.

Ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó áàçèñó (e′1, e
′
2, ...

... , e′n), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà T = (tij), â ñòîëáöàõ êîòîðîé ñòîÿò
êîîðäèíàòû íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ñòàðîì áàçèñå. Òàêèì îá-
ðàçîì,

(e′1, e
′
2, ..., e

′
n) = (e1, e2, ..., en)T,

à êîîðäèíàòû âåêòîðà x â ñòàðîì è íîâîì áàçèñàõ ñâÿçàíû ðàâåí-

ñòâàìè xi =
n∑
j=1

tijx
′
j , èëè, â ìàòðè÷íîé çàïèñè,

x1

x2

...
xn

= T


x′1
x′2
...
x′n

.
� 34. Ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Áàçèñû

34.1. Ïóñòü x, y�âåêòîðû, α, β�ñêàëÿðû. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) αx= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α= 0 èëè x= 0;
á) αx+ βy = βx+ αy òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α= β èëè x= y.
34.2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ:
à) èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ {a1, a2} âûòåêà-

åò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû {λa1 + a2, a1 + λa2};
á) èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû {a1, ..., an} âûòåêàåò ëè-

íåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû

{a1 + a2, a2 + a3, ..., an−1 + an, an + λa1}?

34.3. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé:
à) sin x, cos x;
á) 1, sin x, cos x;
â) sin x, sin 2x, ..., sin nx;
ã) 1, cos x, cos 2x, ..., cos nx;
ä) 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ..., cos nx, sin nx;
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å) 1, sin x, sin2 x, ..., sinn x;
æ) 1, cos x, cos2 x, ..., cosn x.

34.4. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé:
à) eα1x, eα2x, ..., eαnx;
á) xα1 , xα2 , ..., xαn ;
â) (1− α1x)−1, ..., (1− αnx)−1;

ãäå α1, ..., αn�ïîïàðíî ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

34.5. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îäíîé âåùåñòâåííîé
ïåðåìåííîé âåêòîðû f1, ..., fn ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà a1, ..., an òàêèå, ÷òî det(fi(aj)) 6= 0.

34.6. à) Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì C îïðåäåëèì
íîâîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïî ïðàâèëó
α ◦ x = ᾱx. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé + è ◦ ïðîñòðàí-
ñòâî V ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì. Íàéòè åãî ðàçìåðíîñòü.

á) Ïóñòü Cn � àáåëåâà ãðóïïà âñåõ ñòðîê (a1, ..., an) äëèíû n,
ai ∈ C. Åñëè b ∈ C, òî ïîëîæèì b ◦ (a1, ..., an) = (bā1, ..., bān). ßâëÿ-
åòñÿ ëè Cn îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé + è ◦ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì?

34.7. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ãðóïïà Z íå èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå íèêàêîãî âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà;
á) ãðóïïà âû÷åòîâ Zn èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà íàä íåêîòîðûì ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n�
ïðîñòîå ÷èñëî;

â) êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó A ìîæíî ïðåâðàòèòü â âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä ïîëåì Zp òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà px = 0 äëÿ
ëþáîãî x ∈A;

ã) êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó A ìîæíî ïðåâðàòèòü â âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä ïîëåì Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé íåò ýëå-
ìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (êðîìå íóëÿ) è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n è ëþáîãî a ∈A óðàâíåíèå nx= a èìååò ðåøåíèå â ãðóïïå A.

34.8. Ïóñòü F �ïîëå, E�åãî ïîäïîëå.
à) Äîêàçàòü, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïî-

ëåì E.
á) Åñëè F êîíå÷íî, òî |F | = |E|n, ãäå n � ðàçìåðíîñòü F êàê

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä E.
â) Åñëè F êîíå÷íî, òî |F |= pm, ãäå p�õàðàêòåðèñòèêà F .
ã) Íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ïîëÿ C íàä ïîëåì R.
ä) Ïóñòü m1, ..., mn � ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå

îò 1, êàæäîå èç êîòîðûõ íå äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà.



� 34. Ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Áàçèñû 95

Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà 1,
√
m1, ...,

√
mn ëèíåéíî íåçàâèñèìû â ïðî-

ñòðàíñòâå R íàä Q.
å) Ïóñòü r1, ..., rn�ðàçëè÷íûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà

(0, 1). Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R íàä ïîëåì Q ÷èñëà 2r1 , ..., 2rn

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
ç) Ïóñòü α�êîìïëåêñíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà p ∈ Q[x], íåïðèâî-

äèìîãî íàä Q. Íàéòè ðàçìåðíîñòü íàä Q ïðîñòðàíñòâà Q[α], ñîñòîÿ-
ùåãî èç ÷èñåë âèäà f(α), f ∈Q[x].

34.9. Ïóñòü M �ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ. Íà ìíî-
æåñòâå åãî ïîäìíîæåñòâ 2M îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ Z2 ïî ïðàâèëó, êàê â çàäà÷å 1.2:

1X =X, 0X = ∅.

à) Äîêàçàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé ìíîæåñòâî 2M ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Z2, è íàéòè åãî áàçèñ
è ðàçìåðíîñòü.

á) Ïóñòü X1, ..., Xk�ïîäìíîæåñòâà â M , ïðè÷åì íè îäíî èç íèõ
íå ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè îñòàëüíûõ. Äîêàçàòü, ÷òî X1, ..., Xk�
ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà.

34.10. Ïóñòü âåêòîðû e1, ..., en è x çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè
â íåêîòîðîì áàçèñå:

à) e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 2), e3 = (1, 2, 3), x= (6, 9, 14);
á) e1 = (2, 1, −3), e2 = (3, 2, −5), e3 = (1, −1, 1), x= (6, 2, −7);
â) e1 = (1, 2, −1, −2), e2 = (2, 3, 0, −1), e3 = (1, 2, 1, 4), e4 =

= (1, 3, −1, 0), x= (7, 14, −1, 2).
Äîêàçàòü, ÷òî (e1, ..., en) � òàêæå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, è íàéòè

êîîðäèíàòû âåêòîðà x â ýòîì áàçèñå.

34.11. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ çàäàííûõ ñèñòåì âåêòîðîâ
S è S′ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò S ê S′:

à) S = ((1, 2, 1), (2, 3, 3), (3, 8, 2)), S′ = ((3, 5, 8), (5, 14, 13), (1, 9, 2));
á) S = ((1, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 1), (1, 1, 2, 1, ), (1, 3, 2, 3)),
S′ = ((1, 0, 3, 3), (−2, −3, −5, −4), (2, 2, 5, 4), (−2, −3, −4, −4)).

34.12. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R[x]n ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
6 n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû

{1, x, ..., xn} è {1, x− a, (x− a)2, ..., (x− a)n}, a ∈ R,

ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè, è íàéòè êîîðäèíàòû ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0 +
+ a1x + ... + anx

n â ýòèõ áàçèñàõ è ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî
áàçèñà êî âòîðîìó.



96 Ãë. 7. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

34.13. Êàê èçìåíèòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðó-
ãîìó, åñëè:

à) ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà âåêòîðà ïåðâîãî áàçèñà;
á) ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà âåêòîðà âòîðîãî áàçèñà;
â) çàïèñàòü âåêòîðû îáîèõ áàçèñîâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå?
34.14. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è äî-

ïîëíèòü èõ äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà ñòðîê:
à) a1 = (2, 2, 7, −1), a2 = (3, −1, 2, 4), a3 = (1, 1, 3, 1);
á) a1 = (2, 3, −4, −1), a2 = (1, −2, 1, 3);
â) a1 = (4, 3, −1, 1, 1), a2 = (2, 1, −3, 2, −5), a3 = (1, −3, 0, 1, −2),

a4 = (1, 5, 2, −2, 6);
ã) a1 = (2, 3, 5, −4, 1), a2 = (1, −1, 2, 3, 5).

� 35. Ïîäïðîñòðàíñòâà

35.1. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîäïðîñòðàíñòâîì ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ ñîâîêóïíîñòåé
âåêòîðîâ:

à) âåêòîðû ïëîñêîñòè ñ íà÷àëîì O, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà
îäíîé èç äâóõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå O;

á) âåêòîðû ïëîñêîñòè ñ íà÷àëîì O, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà
äàííîé ïðÿìîé;

â) âåêòîðû ïëîñêîñòè ñ íà÷àëîì O, êîíöû êîòîðûõ íå ëåæàò íà
äàííîé ïðÿìîé;

ã) âåêòîðû êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò â ïåð-
âîé ÷åòâåðòè;

ä) âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Rn, êîîðäèíàòû êîòîðûõ�öåëûå ÷èñëà;
å) âåêòîðû àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Fn, F �ïîëå, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ ðåøåíèÿìè äàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé;
æ) âåêòîðû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè

êîìáèíàöèÿìè äàííûõ âåêòîðîâ a1, ..., ak;
ç) îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;
è) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, èìåþùèå ïðåäåë;
ê) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, èìåþùèå ïðåäåë a;
ë) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u(n) ýëåìåíòîâ ïîëÿ F , óäîâëåòâîðÿþùèå

ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

u(n+ k) = f(n) + a0u(n) + a1u(n+ 1) + ...+ ak−1u(n+ k − 1),

ãäå (f(n))�ôèêñèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ,
k�ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ai ∈ F ;
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ì) ìíîãî÷ëåíû ÷åòíîé ñòåïåíè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F ;
í) ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F , íå ñîäåðæàùèå

÷åòíûõ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé x;
î) ìíîæåñòâà èç ïðîñòðàíñòâà 2M (ñì. çàäà÷ó 4.9), ñîñòîÿùèå èç

÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ;
ï) ìíîæåñòâà èç 2M , ñîñòîÿùèå èç íå÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

35.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ ïðîñòðàí-
ñòâà Fn, F � ïîëå, îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâà, è íàéòè èõ áàçèñû
è ðàçìåðíîñòè:

à) âåêòîðû, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ êîîðäè-
íàòû;

á) âåêòîðû, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû 0;
â) âåêòîðû, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû

ìåæäó ñîáîé;
ã) âåêòîðû âèäà (α, β, α, β, ...);
ä) âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé.

35.3. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñîâîêóïíîñòåé ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n íàä ïîëåì F îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå
ìàòðèö Mn(F ), íàéòè èõ áàçèñû è ðàçìåðíîñòè:

à) âñå ìàòðèöû;
á) ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû;
â) êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû;
ã) íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû;
ä) âûðîæäåííûå ìàòðèöû;
å) ìàòðèöû ñî ñëåäîì, ðàâíûì íóëþ;
æ) ìàòðèöû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ äàííûì ìíîæåñòâîì ìàòðèö

(ïðè âû÷èñëåíèè áàçèñà è ðàçìåðíîñòè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äàííîå
ìíîæåñòâî ìàòðèö ñîñòîèò èç îäíîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ ðàç-
ëè÷íûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè);

ç) ìàòðèöû X, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ AiX + XBi = 0, ãäå
{Ai, Bi}�çàäàííûé íàáîð ìàòðèö.

35.4. Ïóñòü RS � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
ìíîæåñòâå S è ïðèíèìàþùèõ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âûÿñíèòü,
êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñîâîêóïíîñòåé ôóíêöèé f(x) ∈ RS ñîñòàâëÿþò
ïîäïðîñòðàíñòâî:

à) ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå a â äàííîé òî÷êå s ∈ S;
á) ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå a âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîãî

ïîäìíîæåñòâà T ⊆ S;
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â) ôóíêöèè, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ìíîæå-
ñòâà S;

ã) ôóíêöèè, èìåþùèå ïðåäåë a ïðè x→∞ (ïðè S = R);
ä) ôóíêöèè, èìåþùèå íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà

(ïðè S = R).

35.5. Ïóñòü K∞ � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ K. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñî-
âîêóïíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîñòàâëÿþò â Q∞ ïîäïðîñòðàí-
ñòâî:

à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ îòëè÷íî îò íóëÿ;

á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ ðàâíî íóëþ;

â) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû îòëè÷íû îò 1.

35.6. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ R∞ è C∞ ñëåäóþùèå ñîâî-
êóïíîñòè îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâà:

à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Êîøè: äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî N ∈ N òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ n, k > N
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn − xk|< ε;

á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ãèëüáåðòà:

ðÿä
∞∑
i=1

|xi|2 ñõîäèòñÿ;

â) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà, ò. å. |xn| 6 Cnk,
ãäå C, k�íàòóðàëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;

ã) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, ò. å. |xn| 6 Cen,
ãäå C �ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.

35.7. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñîâîêóïíîñòåé ìíîãî÷ëåíîâ
îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå R[x]n (ñì. çàäà÷ó 34.12)
è íàéòè èõ áàçèñû è ðàçìåðíîñòè:

à) ìíîãî÷ëåíû, èìåþùèå äàííûé êîðåíü α ∈ R;
á) ìíîãî÷ëåíû, èìåþùèå äàííûé êîðåíü α ∈ C \ R;
â) ìíîãî÷ëåíû, èìåþùèå äàííûå êîðíè α1, ..., αk ∈ R;
ã) ìíîãî÷ëåíû, èìåþùèå äàííûé ïðîñòîé êîðåíü α ∈ R.

35.8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà R[x]n (ñì. çàäà÷ó 34.12) äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, ..., m ñîäåðæèò
õîòÿ áû îäèí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k è íå ñîäåðæèò ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè >m, òî îíî ñîâïàäàåò ñ R[x]m.
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35.9. Ïóñòü R[x1, ..., xm]�ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåí-
íûõ x1, ..., xm. Íàéòè:

à) ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà âñåõ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè k;

á) ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè 6 k.

35.10. Ïóñòü V �n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ,
ñîñòîÿùèì èç q ýëåìåíòîâ. Íàéòè:

à) ÷èñëî âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V ;
á) ÷èñëî áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâà V ;
â) ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F ;
ã) ÷èñëî âûðîæäåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F ;
ä) ÷èñëî k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V ;
å) ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ AX = 0, ãäå A�ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàò-

ðèöà ðàíãà r, X �ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ äëèíû n.
35.11. Íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñëåäóþùåé

ñèñòåìû âåêòîðîâ:
a) a1 = (1, 0, 0, −1), a2 = (2, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 1), a4 = (1, 2, 3, 4),

a5 = (0, 1, 2, 3);
á) a1 = (1, 1, 1, 1, 0), a2 = (1, 1, −1, −1, −1), a3 = (2, 2, 0, 0, −1),

a4 = (1, 1, 5, 5, 2), a5 = (1, −1, −1, 0, 0).
35.12. Ïóñòü L1 è L2 �ïîäïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà V . Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè L1 ⊆ L2, òî dim L1 6 dim L2, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò

ìåñòî òîëüêî ïðè L1 = L2;
á) åñëè dim(L1 + L2) = 1 + dim(L1 ∩ L2), òî ñóììà L1 + L2 ðàâíà

îäíîìó èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à ïåðåñå÷åíèå L1 ∩ L2 �äðóãîìó;
â) åñëè dim L1 + dim L2 > dim V , òî L1 ∩ L2 6= 0.
35.13. Ïóñòü U, V, W � ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà.
à) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî U ∩ (V +W ) = (U ∩ V ) + (U ∩W )?
á) Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî âåðíî, åñëè V ⊆ U .
â) Äîêàçàòü, ÷òî

(U +W ) ∩ (W + V ) ∩ (V + U) = [(W + V ) ∩ U ] + [(V + U) ∩W ].

ã) Äîêàçàòü, ÷òî

dim[(U + V ) ∩W ] + dim(U ∩ V ) = dim[(V +W ) ∩ U ] + dim(V ∩W ).

ä) Äîêàçàòü, ÷òî

(U ∩ V ) + (V ∩W ) + (W ∩ U)⊆ (U + V ) ∩ (V +W ) ∩ (W + U)
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è ðàçíîñòü ðàçìåðíîñòåé ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñ-
ëîì.

35.14. Íàéòè ðàçìåðíîñòè ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî-
÷åê ñèñòåì âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà R4:

à) S = 〈(1, 2, 0, 1), (1, 1, 1, 0)〉, T = 〈(1, 0, 1, 0), (1, 3, 0, 1)〉;
á) S = 〈(1, 1, 1, 1), (1, −1, 1, −1), (1, 3, 1, 3)〉,
T = 〈(1, 2, 0, 2), (1, 2, 1, 2), (3, 1, 3, 1)〉;

â) S = 〈(2, −1, 0, −2), (3, −2, 1, 0), (1, −1, 1, −1)〉,
T = 〈(3, −1, −1, 0), (0, −1, 2, 3), (5, −2, −1, 0)〉.

35.15. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
〈a1, a2, a3〉 è 〈b1, b2, b3〉:

à) a1 = (1, 2, 1), a2 = (1, 1, −1), a3 = (1, 3, 3),
b1 = (1, 2, 2), b2 = (2, 3, −1), b3 = (1, 1, −3);

á) a1 = (−1, 6, 4, 7, −2), a2 = (−2, 3, 0, 5, −2), a3 = (−3, 6, 5, 6, −5),
b1 = (1, 1, 2, 1, −1), b2 = (0, −2, 0, −1, −5), b3 = (2, 0, 2, 1, −3);

â) a1 = (1, 1, 0, 0, −1), a2 = (0, 1, 1, 0, 1), a3 = (0, 0, 1, 1, 1),
b1 = (1, 0, 1, 0, 1), b2 = (0, 2, 1, 1, 0), b3 = (1, 2, 1, 2, −1);

ã) a1 = (1, 2, 1, 0), a2 = (−1, 1, 1, 1),
b1 = (2, −1, 0, 1), b2 = (1, −1, 3, 7);

ä) a1 = (1, 2, −1, −2), a2 = (3, 1, 1, 1), a3 = (−1, 0, 1, −1),
b1 = (2, 5, −6, −5), b2 = (−1, 2, −7, −3).

35.16. Íàéòè ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíóþ
îáîëî÷êó ñèñòåìû âåêòîðîâ:

à) 〈(1, −1, 1, 0), (1, 1, 0, 1), (2, 0, 1, 1)〉;
á) 〈(1, −1, 1, −1, 1), (1, 1, 0, 0, 3), (3, 1, 1, −1, 7)〉.
35.17. Ïóñòü L1, ..., Lk � ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ñóììà ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäèí åå âåêòîð îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå

x1 + ...+ xk, xi ∈ Li; i= 1, ..., k;

á) óñëîâèå Li ∩ Lj = 0 äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i è j îò 1 äî k íå
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììà ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ
áûëà ïðÿìîé.

35.18. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà U, V ⊆ Rn çàäàíû óðàâíåíèÿìè

x1 + x2 + ...+ xn = 0, x1 = x2 = ...= xn.

Äîêàçàòü, ÷òî Rn = U ⊕ V , è íàéòè ïðîåêöèè åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ
íà U ïàðàëëåëüíî V è íà V ïàðàëëåëüíî U .
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35.19. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R4

U = 〈(1, 1, 1, 1), (−1, −2, 0, 1)〉, V = 〈(−1, −1, 1, −1), (2, 2, 0, 1)〉.

Äîêàçàòü, ÷òî R4 = U ⊕ V , è íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà (4, 2, 4, 4) íà
ïîäïðîñòðàíñòâî U ïàðàëëåëüíî V .

35.20. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊆ Rn ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî V , ÷òî Rn = U ⊕ V .

35.21. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ è ïîäïðîñòðàíñòâà
êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, è íàéòè ïðîåêöèè ìàòðèöû

1 1 ... 1
0 1 ... 1
.................
0 0 ... 1


íà êàæäîå èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïàðàëëåëüíî äðóãîìó ïîäïðî-
ñòðàíñòâó.

35.22. Ïóñòü U � ïîäïðîñòðàíñòâî êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö,
V �ïîäïðîñòðàíñòâî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â Mn(R).

à) Äîêàçàòü, ÷òî U ⊕ V = Mn(R).
á) Íàéòè ïðîåêöèþ ìàòðèö Eij íà U è V .

35.23. Ïóñòü U �ïîäïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, V �
ïîäïðîñòðàíñòâî âåðõíåíèëüòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â Mn(R).

à) Äîêàçàòü, ÷òî U ⊕ V = Mn(R).
á) Íàéòè ïðîåêöèþ ìàòðèöû Eij íà U è V .

35.24. Ïóñòü F �ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, U �ïîäïðîñòðàíñòâî ðàç-
ìåðíîñòè m â ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè n. Íàéòè ÷èñëî òàêèõ
ïîäïðîñòðàíñòâ W â V , ÷òî V = U ⊕W .

35.25. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä áåñêîíå÷íûì ïî-
ëåì F è V1, ..., Vk �ïîäïðîñòðàíñòâà â V , ïðè÷åì V = V1 ∪ ... ∪ Vk.
Äîêàçàòü, ÷òî V = Vi äëÿ íåêîòîðîãî i= 1, ..., k.

35.26. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , U , W �
ïîäïðîñòðàíñòâà â V , ïðè÷åì U ∪W = V . Äîêàçàòü, ÷òî V = U èëè
V =W .

35.27. Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä êîíå÷íûì
ïîëåì, ÷òî V = U1 ∪ U2 ∪ U3, ãäå U1, U2, U3 � ñîáñòâåííûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà â V .
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� 36. Ëèíåéíûå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ

36.1. Ïóñòü V0
A1−−→ V1

A2−−→ ...
Am−−→ Vm�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåé-

íûõ îòîáðàæåíèé âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàòü, ÷òî

m∑
i=1

dim Ker Ai −
m∑
i=1

dim(Vi/ Im Ai) = dim V0 − dim Vm.

36.2. Ïóñòü F �ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Íàéòè:
à) ÷èñëî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé Fn â ïðîñòðàíñòâî F k;
á) ÷èñëî ëèíåéíûõ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé Fn â F k;
â) ÷èñëî ëèíåéíûõ ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé Fn â F k.

36.3.Ïóñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèåA : V →W â áàçèñàõ (e1, e2, e3)

ïðîñòðàíñòâà V è (f1, f2) ïðîñòðàíñòâàW èìååò ìàòðèöó

(
0 1 2
3 4 5

)
.

Íàéòè ìàòðèöó îòîáðàæåíèÿ A â áàçèñàõ (e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3)
è (f1, f1 + f2).

36.4.Ïóñòü L=K[x]1 (ñì. çàäà÷ó 34.12),K�ïîëå. Íàéòè ìàòðèöó
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : f(x) 7→ f(S) ïðîñòðàíñòâà L â ïðîñòðàí-

ñòâî M = M2(K), ãäå S =

(
a b
c d

)
�ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà, åñëè

â L âûáðàí áàçèñ (1, x), à â M �áàçèñ èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö.

36.5. Ïóñòü A, B : V → W � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ïðè÷åì
dim(Im A) 6 dim(Im B). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå îïåðàòîðû
C, D â V è W , ÷òî A = DBC, ïðè÷åì C (èëè D) ìîæíî âûáðàòü
íåâûðîæäåííûì.

36.6. ÏóñòüA, B : V →W �ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) Ker A⊆Ker B;
á) B = CA äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà C â W .

36.7. ÏóñòüA, B : V →W �ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) Im A⊆ Im B;
á) A= BD äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà D â V .

36.8. Ïóñòü A : V →W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå B : W → V , ÷òî A = ABA,
B = BAB.
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36.9. Ïóñòü V = R[x]n è îòîáðàæåíèÿ α
a (a ∈ R), βi, γi ïðîñòðàí-

ñòâà V â R çàäàíû ïðàâèëàìè

αa(f) = f(a), βi(f) = f (i)(0), γi(f) =

i+1∫
0

f(x) dx.

Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû:
à) α0, α1, ..., αn; á) β0, β1, ..., βn; â) γ0, γ1, ..., γn

ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗.
36.10. à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî áàçèñà ñîïðÿæåííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V ∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , äëÿ
êîòîðîãî äàííûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì.

á) Íàéòè ýòîò áàçèñ â çàäà÷å 36.9, à).
â) Íàéòè ýòîò áàçèñ â çàäà÷å 36.9, á).
36.11. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ëèíåéíîé ôóíêöèè f

íà n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áàçèñ (e1, ..., en) ïðîñòðàí-
ñòâà V òàêîé, ÷òî

f(x1e1 + ...+ xnen) = x1

äëÿ ëþáûõ êîýôôèöèåíòîâ x1, ..., xn.
36.12. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî n-ìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ÿäåð íåêîòîðûõ n − k ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé.

36.13. Ïóñòü f �íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîìåðíîì), U = Ker f . Äîêàçàòü,
÷òî:

à) U �ìàêñèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V , ò. å. íå ñîäåðæèòñÿ íè
â êàêîì äðóãîì ïîäïðîñòðàíñòâå, îòëè÷íîì îò V ;

á) V = U ⊕ 〈a〉 äëÿ ëþáîãî a /∈ U .
36.14. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè íà âåêòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå èìåþò îäèíàêîâûå ÿäðà, òî îíè ðàçëè÷àþòñÿ ëèíåé-
íûì ìíîæèòåëåì.

36.15. Äîêàçàòü, ÷òî n ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèå èõ
ÿäåð åñòü íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

36.16. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû e1, ..., ek êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò
ëèíåéíûå ôóíêöèè f1, ..., fk ∈ V ∗ òàêèå, ÷òî det(f i(ej)) 6= 0.

36.17. Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà U êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V è äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà W ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàí-
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ñòâà V ∗ ïîëîæèì

U0 = {f ∈ V ∗ | f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ U},
W 0 = {x ∈ V | f(x) = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ V ∗}.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) U0 � ïîäïðîñòðàíñòâî â V ∗, è åñëè U � ïîäïðîñòðàíñòâî, òî

dim U + dim U0 = dim V ;
á) åñëè U1 è U2�ïîäïðîñòðàíñòâà â V , òî U0

1 = U0
2 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà U1 = U2;
â) äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ïðîñòðàíñòâà V

(U0)0 = U, (U1 + U2)0 = U0
1 ∩ U0

2 , (U1 ∩ U2)0 = U0
1 + U0

2 .

36.18. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Q[x] íå èçîìîðô-
íî ñâîåìó ñîïðÿæåííîìó.

36.19. Ïóñòü l1, l2 � äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè íà ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V , ïðè÷åì l1(x)l2(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî
îäíà èç ôóíêöèé íóëåâàÿ.

36.20. Ïóñòü l1, ..., lk � ëèíåéíûå ôóíêöèè íà ëèíåéíîì âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå V íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
l1(x) ... lk(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ V , òî îäíà èç ôóíêöèé íóëåâàÿ.

36.21. Ïóñòü K�êîíå÷íîå ïîëå èç qn ýëåìåíòîâ, F �ïîäïîëå â K
èç q ýëåìåíòîâ, l(x) = x+ xq + ...+ xq

n−1

, x ∈K. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) l(x) � ëèíåéíûé îïåðàòîð â K êàê âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

íàä F ;
á) ÿäðî îïåðàòîðà l(x) ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà a− aq, ãäå

a ∈K;
â) F ëåæèò â ÿäðå îïåðàòîðà l(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K äåëèò n.
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ÁÈËÈÍÅÉÍÛÅ È ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÅ
ÔÓÍÊÖÈÈ

� 37. Îáùèå áèëèíåéíûå è ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî
ïîëÿ îòëè÷íà îò äâóõ.

37.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ
áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ:

à) f(x, y) = tx · y (x, y ∈ Fn�ñòîëáöû, F �ïîëå);
á) f(A, B) = tr(AB) (A, B ∈Mn(F ), F �ïîëå);
â) f(A, B) = tr(AB −BA);
ã) f(A, B) = det(AB);
ä) f(A, B) = tr(A+B);
å) f(A, B) = tr(A · tB);
æ) f(A, B) = tr(tA ·B);
ç) f(A, B)�êîýôôèöèåíò íà ìåñòå (i, j) ìàòðèöû AB;
è) f(u, v) = Re(uv) (u, v ∈ C, C�âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R);
ê) f(u, v) = Re(uv̄);
ë) f(u, v) = |uv|;
ì) f(u, v) = Im(uv̄);

í) f(u, v) =
a∫
b

uv dt (u, v�íåïðåðûâíûå ôóíêöèè àðãóìåíòà t íà

îòðåçêå [a, b]);

î) f(u, v) =
a∫
b

uv′ dt (u, v � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà îò-

ðåçêå [a, b], à u(a) = u(b) = v(a) = v(b) = 0);

ï) f(u, v) =
a∫
b

(u+ v)2 dt;

ð) f(u, v) = (uv)(α) (u, v ∈ F [x], α ∈ F );
c) f(u, v) =

d
dt

(uv)(a);

ò) f(u, v) = |u+ v|2 − |u|2 − |v|2 (u, v ∈ R3);
ó) f(u, v) = ε(u× v) (×�âåêòîðíîå óìíîæåíèå, ε(x)�ñóììà êî-

îðäèíàò âåêòîðà x â çàäàííîì áàçèñå).

37.2. Â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ èç çàäà÷è 37.1 âûáðàòü
áàçèñ è íàéòè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé.
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37.3. Ïóñòü F � ïîëå è F (x) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò
ïåðåìåííîé x. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ x 7→ εxτ çàäàþò àâòîìîð-
ôèçìû âòîðîãî ïîðÿäêà â F (x), ãäå ε, τ =±1 è (ε, τ) 6= (1, 1).

37.4. Ïóñòü p, q�ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà âèäà a + b

√
p + c

√
q + d

√
pq, ãäå a, b, c, d ∈ Q, îáðà-

çóþò ïîäïîëå Q(
√
p,
√
q) â R. Ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

x→ x̄= a− b√p+ c
√
q − d√pq

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì âòîðîãî ïîðÿäêà â ýòîì ïîëå.

37.5. Ïóñòü F � ïîëå ñ àâòîìîðôèçìîì a→ ā âòîðîãî ïîðÿäêà.
Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ïîëóòî-
ðàëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ:

à) f(a, b) = ta · b (a, b ∈ Fn�ñòîëáöû);
á) f(A, B) = tr(A ¯̄B) (A, B ∈Mn(F ));
â) f(A, B) = det(A ¯̄B);
ã) f(A, B) = tr(A · t¯̄B);
ä) f(A, B) = tr(A · tB);
å) f(A, B)�ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ìåñòå (i, j) ìàòðèöû A ¯̄B;
æ) f(A, B)�ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ìåñòå (i, j) ìàòðèöû At¯̄B;

ç) f(u, v) =
d
dx

(uv̄)(a), (u, v ∈ F [x], a ∈ F ; ïðèìåíåíèå àâòîìîð-

ôèçìà ê ìíîãî÷ëåíó îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå åãî êî âñåì êîýôôèöèåí-
òàì).

37.6. Íàéòè ìàòðèöó áèëèíåéíîé ôóíêöèè f â íîâîì áàçèñå, åñëè
çàäàíû åå ìàòðèöà â ñòàðîì áàçèñå è ôîðìóëû ïåðåõîäà:

à)

1 2 3
4 5 6
7 8 9

, e′1 = e1 − e2,
e′2 = e1 + e3,
e′3 = e1 + e2 + e3;

á)

 0 2 1
−2 2 0
−1 0 3

, e′1 = e1 + 2e2 − e3,
e′2 = e2 − e3,
e′3 =−e1 + e2 − 3e3.

37.7. Ïóñòü ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f â äâóìåðíîì êîìïëåêñ-
íîì ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì (e1, e2) çàäàíà ìàòðèöåé B. Íàéòè ìàò-
ðèöó B′ ôóíêöèè f â áàçèñå (e′1, e

′
2), ãäå:

à) B =

(
i+ 1 −1

0 −i

)
,

e′1 = e1 + ie2,
e′2 = ie1 + e2;

á) B =

(
2 −1 + i
−i 0

)
,

e′1 = 2e1 − ie2,
e′2 = ie1 + e2.
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37.8. Ïóñòü áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f çàäàíà â íåêîòîðîì áàçèñå
ìàòðèöåé F . Íàéòè f(x, y), åñëè:

a) F =

 1 −1 1
−2 −1 3

0 4 5

, x= (1, 0, 3),
y = (−1, 2, −4);

á) F =

 i 1 + i 0
−1 + i 0 2− i
2 + i 3− i −1

, x= (1 + i, 1− i, 1),
y = (−2 + i, −i, 3 + 2i).

37.9. Íàéòè çíà÷åíèå f(x, y) ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè, çàäàí-
íîé â íåêîòîðîì áàçèñå êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöåé B,
åñëè:

à) B =

(
5 2
−1 i

)
,

x= (i, −2),
y = (1− i, 3 + i);

á) B =

(
−i 1− 2i
−4 2 + 3i

)
,

x= (2, i+ 3),
y = (−i, 6− 2i).

37.10. Ïóñòü g � áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöåé G â íåêîòî-
ðîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V , A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â V ñ ìàò-
ðèöåé A. Íàéòè â ýòîì áàçèñå ìàòðèöó áèëèíåéíîé ôóíêöèè
f(u, v) = g(u, A(v)), åñëè:

à) G=

1 −1 0
2 0 −2
3 4 5

, A=

−1 1 1
−3 −4 2

1 −2 −3

;
á) G=

0 1 2
4 0 3
5 6 0

, A=

 1 −4 3
4 −1 −2
−3 2 1

.
37.11. Ïóñòü g�ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöåé G â íåêî-

òîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V , A � ëèíåéíûé îïåðàòîð
â V ñ ìàòðèöåé A. Íàéòè â ýòîì áàçèñå ìàòðèöó ïîëóòîðàëèíåéíîé
ôóíêöèè f(u, v) = g(u, A(v)), åñëè:

à) G=

(
−5 + i 2
−i 4 + i

)
, A=

(
i 0
2 −i

)
;

á) G=

(
4− i 2− i

0 1 + i

)
, A=

(
−i+ 1 0

4 3 + i

)
.

37.12. Íàéòè ëåâîå è ïðàâîå ÿäðà áèëèíåéíîé ôóíêöèè f , çàäàí-
íîé â áàçèñå (e1, e2, e3) ìàòðèöåé:

à)

2 −3 1
3 −5 5
5 −8 6

; á)

4 3 2
1 3 5
3 6 9

.
37.13. Ïóñòü F = Q(

√
3) è x̄ = a − b

√
3, åñëè x = a + b

√
3, ãäå

a, b ∈ Q. Íàéòè â äâóìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä F ëåâîå
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è ïðàâîå ÿäðà ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè, çàäàííîé â áàçèñå (e1, e2)
ìàòðèöåé:

à)

(
1 +
√

3 −1−
√

3

1 2−
√

3

)
; á)

(
−3 −2

√
3

2
√

3 4

)
.

37.14. Íàéòè ëåâîå è ïðàâîå ÿäðà áèëèíåéíîé ôóíêöèè f(x, y) =
= (x, A(y)), ãäå A�ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé A â îðòîíîðìè-
ðîâàííîì áàçèñå (e1, e2, e3) åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà:

à) A=

5 −6 1
3 −5 −2
2 −1 3

; á) A=

2 −1 3
3 −2 2
5 −4 0

.
37.15. Ïóñòü F, x̄ èç çàäà÷è 37.13. Íàéòè ëåâîå è ïðàâîå ÿäðà

ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè f(x, y) = g(x, A(y)), ãäå A� ëèíåéíûé
îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé A, g�ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â äâóìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, èìåþùàÿ â áàçèñå (e1, e2) åäèíè÷íóþ ìàòðèöó:

à) A=

(
1 +
√

3 1
0 0

)
; á) A=

(
0 0

2
√

3 0

)
.

37.16. Ïóñòü f �áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöåé F íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå V , U � ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Íàéòè ëåâîå è ïðàâîå
îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ê U îòíîñèòåëüíî f (ò. å. ìàêñèìàëüíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà U1 è U2 òàêèå, ÷òî f(U1, U) = f(U, U2) = 0), åñëè:

a) F =

4 1 3
3 3 6
2 5 9

, U = 〈(1, −1, 0), (−2, 3, 1)〉;

á) F =

6 −8 5
5 −5 3
1 −3 2

, U = 〈(2, 0, −3), (3, 1, −5)〉.

37.17. Ïóñòü F è x̄ îïðåäåëåíû êàê â çàäà÷å 37.13, f � ïîëóòî-
ðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöåé G íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ,
à U � ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Íàéòè ëåâîå è ïðàâîå îðòîãîíàëüíûå
äîïîëíåíèÿ ê U îòíîñèòåëüíî f , åñëè:

a) G=

1 +
√

3 2 −
√

3
0 1 2

1−
√

3 2 0

, U = 〈(1, 0,
√

3), (0, 2, 1)〉;

á) G=

1 −
√

3 2
2 0 1

1 1−
√

3
√

3

, U = 〈(1, −
√

3, 2)〉.

37.18. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå èç q2 ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì x̄ = xq

äëÿ âñåõ x ∈ F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òîK�êîíå÷íîå ïîëå, ñîäåðæàùåå F
è n= dimF K.

à) Äîêàçàòü, ÷òî x→ x̄�àâòîìîðôèçì âòîðîãî ïîðÿäêà â F ;
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á) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x, y) = xyq + xq
2

yq
3

+ ...+ xq
2n−2

yq
2n−1

ÿâëÿåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèåé â K êàê âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå íàä F .

â) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) èç á) íåâûðîæäåíà.
ã) Íàéòè ëåâîå è ïðàâîå îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ê F â K

îòíîñèòåëüíî f(x, y).
37.19. Ïóñòü F = Q[i], K = F [

√
2]. Ðàññìîòðèì K êàê âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä F .
à) Äîêàçàòü, ÷òî dimF K = 2.
á) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z1 + z2

√
2, t1 + t2

√
2) = z1t̄1 + 2z2t̄2,

ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, ÿâëÿåòñÿ ïîëóòîðàëè-
íåéíîé ôóíêöèåé â K êàê âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä F .

â) Íàéòè ìàòðèöó f â áàçèñå e1 = 1, e2 =
√

2.
ã) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íåâûðîæäåíà.
ä) Íàéòè ëåâîå è ïðàâîå îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ê F â K

îòíîñèòåëüíî f .
37.20. Ïóñòü F = C(x)�ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ àâòîìîð-

ôèçìîì, ïðè êîòîðîì x→ εxτ , ãäå ε, τ =±1, (ε, τ) 6= (1, 1).
à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí y4 − x ∈ F [y] íåïðèâîäèì íàä F .
á) Äîêàçàòü, ÷òî â ïîëå K = F [y]/(y4 − x) êàê âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå íàä F ôóíêöèÿ

f(u, v) = u(x, y)v(ixτ , y) + u(x, iy)v(εxτ , iy)+

+ u(x, −y)v(εxτ , −y) + u(x, −iy)v(εxτ , −iy)

ÿâëÿåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé.
â) Íàéòè ìàòðèöó f(u, v) â áàçèñå 1, y, y2, y3 ïðîñòðàíñòâà K íàä

ïîëåì F .
ã) Äîêàçàòü íåâûðîæäåííîñòü ôóíêöèè f .
ä) Íàéòè ëåâîå è ïðàâîå îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ê ëèíåéíîé

îáîëî÷êå 〈1, y〉 â K.
å) Íàéòè â K òàêîé áàçèñ u0, u1, u2, u3, ÷òî f(ui, y

j) = δij , ãäå
i, j = 0, 1, 2, 3.

37.21. Ïðè êàêèõ èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
áàçèñà ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè ìåíÿåòñÿ òàê æå, êàê ìàòðèöà
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà:

à) (e1, ..., ei, ..., en)→ (e1, ..., λei, ..., en);
á) (e1, ..., ei, ..., en)→ (e1, ..., ei + λej , ..., en) (j 6= i);
â) (e1, ..., ei, ..., ej , ..., en)→ (e1, ..., ej , ..., ei, ..., en)?
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37.22. Íàéòè ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè A, B, G ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ A, B è áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôóíêöèè g â íåêîòîðîì
áàçèñå ïðîñòðàíñòâà è ìàòðèöåé F áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé)
ôóíêöèè

f(x, y) = g(A(x), B(y)).

37.23. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ áèëèíåéíàÿ (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ)
ôóíêöèÿ f ðàíãà 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé p(x)q(y) (ñîîòâåòñòâåííî p(x)q(ȳ)).
Ê êàêîìó ïðîñòåéøåìó âèäó ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó ôóíêöèè f
ñ ïîìîùüþ çàìåíû áàçèñà?

37.24. Ïóñòü e = (e1, ..., en), e′ = (e′1, ..., e
′
n) � äâà áàçèñà ïðî-

ñòðàíñòâà V , C�ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′, f �áèëèíåéíàÿ (ïîëó-
òîðàëèíåéíàÿ) ôóíêöèÿ íà V ñ ìàòðèöàìè F è F ′ â ýòèõ áàçèñàõ.
Íàéòè ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè F, F ′.

37.25. Äîêàçàòü, ÷òî áèëèíåéíûå è ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè
tr(AB), tr(AtB), tr(A ¯̄B), tr(At ¯̄B) íà ïðîñòðàíñòâå Mn(K) ÿâëÿþòñÿ
íåâûðîæäåííûìè.

37.26. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòè ëåâîãî è ïðàâîãî ÿäåð áèëè-
íåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôóíêöèè ñîâïàäàþò, îäíàêî ñàìè ÿäðà
ìîãóò è íå ñîâïàäàòü.

37.27. Ïóñòü f �íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ)
ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå V . Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ëèíåé-
íîé ôóíêöèè p íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé âåêòîð v ∈ V òàêîé, ÷òî
p(x) = f(x, v) äëÿ ëþáîãî x ∈ V , è îòîáðàæåíèå p 7→ v ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ V ∗ è V .

37.28. Ïóñòü F �ìàòðèöà íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè f
íà âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n.

à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè íå÷åòíîì n ìàòðèöà −F íå ÿâëÿåòñÿ ìàò-
ðèöåé ôóíêöèè f íè â êàêîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V .

á) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå à) äëÿ ÷åòíîãî n?
â) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå à) ïðè ÷åòíîì n äëÿ äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöû F?

37.29. Ïóñòü äëÿ íåíóëåâîé áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé)
ôóíêöèè f íà ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε, ÷òî äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ V

f(y, x) = εf(x, y)

(ñîîòâåòñòâåííî f(y, x) = εf(x, y)). Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ε ðàâíî 1 èëè −1;
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á) åñëè U1 è U2 � âïîëíå èçîòðîïíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îòíîñè-
òåëüíî f , èìåþùèå îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, è U1 ∩ U⊥2 = 0, òî îãðà-
íè÷åíèå f íà èõ ñóììó U1 + U2 �íåâûðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ;

â) åñëè W1 è W2 � ìàêñèìàëüíûå âïîëíå èçîòðîïíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî f è W1 ∩W2 = 0, òî dim W1 = dim W2;

ã) åñëè íåâûðîæäåííûå áèëèíåéíûå ôóíêöèè f1 è f2 óäîâëåòâî-
ðÿþò ðàññìàòðèâàåìîìó óñëîâèþ (ïðè îäíîì è òîì æå ε) è îòíîñè-
òåëüíî êàæäîé èç íèõ V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ èçîòðîïíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, òî ôóíêöèè f1 è f2 ýêâèâàëåíòíû.

37.30. Ïóñòü f � áèëèíåéíàÿ (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ) ôóíêöèÿ íà
ïðîñòðàíñòâå V è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V èç ðàâåíñòâà f(x, y) = 0
âûòåêàåò f(y, x) = 0. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè f �áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî f �ñèììåòðè÷íàÿ èëè êîñî-
ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ;

á) åñëè f � ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî f � ëèáî ýðìèòîâà,
ëèáî êîñîýðìèòîâà ôóíêöèÿ.

37.31.Ïóñòü f1, f2�áèëèíåéíûå (ïîëóòîðàëèíåéíûå) ôóíêöèè íà
ïðîñòðàíñòâå V ñ áàçèñîì (e1, ..., en). Íà ïðîñòðàíñòâå W ñ áàçèñîì
(a11, a12, ..., a1n, a21, ..., a2n, ..., an1, ..., ann) îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ
ôóíêöèþ f , ïîëîæèâ

f(aij , akl) = f1(ei, ek)f2(ej , el).

à) Íàéòè ìàòðèöó ôóíêöèè f â çàäàííîì áàçèñå.
á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé

âïîëíå èçîòðîïíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî f1, òî W ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé ñóììîé âïîëíå èçîòðîïíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî f .

37.32. Íå ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèé, âûÿñíèòü, ýêâèâàëåíòíû ëè áè-
ëèíåéíûå ôóíêöèè:

à) f1(x, y) = 2x1y2− 3x1y3 +x2y3− 2x2y1−x3y2 + 3x3y1, f2(x, y) =
= x1y2 − x2y1 + 2x2y2 + 3x1y3 − 3x3y1;

á) f1(x, y)=x1y1 +ix1y2, f2(x, y)=2x1y1 +(1+i)x1y2 +(1−i)x2y1−
− ix2y2.

37.33. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó êîñîñèììåòðè÷åñêèå áè-
ëèíåéíûå ôóíêöèè:

à) x1y2 − x1y3 − x2y1 + 2x2y3 + x3y1 − 2x3y2;
á) 2x1y2 + x1y3 − 2x2y1 + 3x2y3 − x3y1 − 3x3y2;
â) x1y2 − x1y4 − x2y1 + 2x2y3 − 2x3y2 + 3x3y4 + x4y1 − 3x4y3;
ã) x1y2 +x1y3 +x1y4−x2y1−x2y3−x3y1 +x3y2 +x3y4−x4y1−x4y3.
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37.34. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó êîñîýðìèòîâó ôóíêöèþ
â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå:

à) x1ȳ2 − ix1ȳ3 − ix2ȳ3 − x̄1y2 + ix̄1y3 + ix̄2y3 + ix1ȳ1 − ix̄1y1;
á) (1 + i)x1ȳ2 + 2x1ȳ3 + ix1ȳ4 − (1− i)x2ȳ3 − (1− i)x̄1y3 + ix̄1y4 +

+ (1 + i)x̄2y3 + 2ix2ȳ2 − 2x̄1y3.

37.35. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ h(f, g) =
1∫
0

f(x)g′(x) dx íà ïðî-

ñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 4, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â òî÷êàõ
0 è 1, ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé, è íàéòè äëÿ íåå êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ.

37.36. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü öåëî÷èñëåííîé êîñîñèììåòðè-
÷åñêîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.

37.37. Ïóñòü f � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà
ïðîñòðàíñòâå V , W �ïîäïðîñòðàíñòâî â V , W⊥�åãî îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå îòíîñèòåëüíî f . Äîêàçàòü, ÷òî dim W − dim(W ∩W⊥)�
÷åòíîå ÷èñëî.

37.38. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êîñîýðìèòîâîé êîìïëåêñíîé ìàò-
ðèöû A ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà C, ÷òî CAt ¯̄C �
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñòî
ìíèìûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

37.39. Ïóñòü f � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà
ïðîñòðàíñòâå V , V ′�åå ÿäðî, W �ìàêñèìàëüíîå âïîëíå èçîòðîïíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

dim W =
dim V + dim V ′

2
.

37.40. Ïóñòü f � íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ íà n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V , G = (gij)�êîñîñèììåò-
ðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò âåêòîðû
v1, ..., vn ∈ V òàêèå, ÷òî gij = f(vi, vj).

37.41. Ïóñòü f(x, y) � ýðìèòîâà ôóíêöèÿ â êîìïëåêñíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, q(x) = f(x, x). Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

4f(x, y) = q(x+ y)− q(x− y) + iq(x+ iy)− iq(x− iy).

37.42. Äîêàçàòü, ÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ýðìèòîâîé
ôóíêöèè íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ÿâëÿþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèÿìè íà V ,
ðàññìàòðèâàåìîì êàê 2n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî.
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37.43. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f �ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ýðìè-
òîâà ôîðìà íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå, òî

f(x, y)f(x, y) 6 f(x, x) · f(y, y).

37.44. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, f � ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ ýðìèòîâà ôóíêöèÿ íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå V . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(A(x), x) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ V , òî A�
íóëåâîé îïåðàòîð.

Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ
ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå V ?

37.45. Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé n íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ íà n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò îáëàäàòü:

à) âïîëíå èçîòðîïíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n− 1;
á) âïîëíå èçîòðîïíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n− 2?
Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè

âïîëíå èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

37.46. Ïóñòü A= (aij) ∈Mn(R)�ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà è

L(f) =

n∑
i,j=1

aij
∂2f

∂xi∂xj

�äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â R[x1, ..., xn].
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè

C

x1

...
xn

=

y1

...
yn

, C ∈GLn(R),

� çàìåíà ïåðåìåííûõ, òî

L(f) =

n∑
i,j=1

bij
∂2f

∂yi∂yj
,

ãäå (bij) = CAtC;
á) ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåí-

íûõ â R[x1, ..., xn], ÷òî îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðåìåííûõ y1, ..., yk

L(f) =
∂2f

∂y2
1

+ ...+
∂2f

∂y2
k

− ∂2f

∂y2
k+1

− ...− ∂2f

∂y2
s
,

ãäå 0 6 k 6 s6 n.
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� 38. Ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå, ýðìèòîâû

è êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ýðìèòîâû ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â êîì-
ïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

38.1. Êàêèå èç áèëèíåéíûõ ôóíêöèé çàäà÷è 37.1 ÿâëÿþòñÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêèìè?

38.2. à) Êàêèå èç ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôóíêöèé çàäà÷è 37.5 ÿâëÿ-
þòñÿ ýðìèòîâûìè?

á) ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x, y) èç çàäà÷è 37.18, á) ýðìèòîâîé?
â) ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(u, v) èç çàäà÷è 37.20, á) ýðìèòîâîé?

38.3. Íå ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèé, âûÿñíèòü, ýêâèâàëåíòíû ëè áè-
ëèíåéíûå ôóíêöèè

f1(x, y) = x1y1 + 2x1y2 + 3x1y3 + 4x2y1 + 5x2y2+

+ 6x2y3 + 7x3y1 + 8x3y2 + 10x3y3

è

f2(x, y) = 2x1y1 − x1y3 + x2y2 − x3y1 + 5x3y3.

38.4. Íå ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèé, âûÿñíèòü, äëÿ êàêîé èç áèëèíåé-
íûõ ôóíêöèé f ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîé ôóíêöèè
äèàãîíàëüíà:

à) −x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 − 3x2y2 + x3y1 − 4x3y3;
á) −x1y2 − x2y1 + 3x2y2 + 5x2y3 + 5x3y2 − x3y3.

38.5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé ê ïðîñòðàí-
ñòâàì îòíîñèòåëüíî íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷íîé (ýðìèòîâîé)
ôóíêöèè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

à) (U⊥)⊥ = U ;
á) (U1 + U2)⊥ = U⊥1 ∩ U⊥2 ;
â) (U1 ∩ U2)⊥ = U⊥1 + U⊥2 .

38.6. Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå
〈f1, f2〉 îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôóíêöèè ñ ìàòðèöåé F , åñëè:

à) F =

 1 −1 2
−1 0 −3

2 −3 7

, f1 = (1, 2, 3), f2 = (4, 5, 6);

á) F =

−1 2 5
2 2 8
5 8 29

, f1 = (−3, −15, 21), f2 = (2, 10, −14).
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38.7. Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå
〈e1, e2〉 îòíîñèòåëüíî ýðìèòîâîé ôóíêöèè ñ ìàòðèöåé G, åñëè:

à) G=

 1 i 1− i
−i 0 −2

1 + i −2 −2

, e1 = (i, 1, −1),
e2 = (1− 2i, −i, 3).

á) G=

 0 −2 + i −i
−2− i 2 −1 + i
i −1− i −1

, e1 = (−i+ 1, 2, 0),
e2 = (−1 + 3i, −3i, 2).

38.8. Ìåòîäîì ßêîáè íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä ñèììåòðè÷åñêèõ
áèëèíåéíûõ ôóíêöèé:

à) 2x1y1 − x1y2 + x1y3 − x2y1 + x3y1 + 3x3y3;
á) 2x1y2 + 3x1y3 + 2x2y1 − x2y3 + 3x3y1 − x3y2 + x3y3.

38.9. Ìåòîäîì ßêîáè âûÿñíèòü ýêâèâàëåíòíîñòü áèëèíåéíûõ
ôóíêöèé ñ ìàòðèöàìè1 2 3

2 0 −1
3 −1 3

,
1 3 0

3 1 1
0 1 5


à) íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;
á) íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

38.10. Êàêèå èç ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé çàäà÷ 37.1
è 37.5 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè?

38.11. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè:

à) 5x2
1 + x2

2 + λx2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3;

á) 2x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2λx1x2 + 2x1x3;

â) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2λx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3;

ã) x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2λx1x2 + 10x1x3 + 6x2x3;

ä) x1x̄1 + ix1x̄2 − ix2x̄1 + λx2x̄2;
å) 2x1x̄1 − (1 − i)x1x̄3 − (1 + i)x̄1x3 + 2λx2x̄3 + 2λ̄x̄2x3 + x2x̄2 +

+ 5x3x̄3?

38.12. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ñèì-
ìåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé (ýðìèòîâîé) ôóíêöèè f âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî √

f(x+ y, x+ y) 6
√
f(x, x) +

√
f(y, y),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αx= βy,
ãäå α, β � íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ
îäíîâðåìåííî.
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38.13. Íå ïðèìåíÿÿ êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà, äîêàçàòü, ÷òî äëÿ

ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
n∑

i,j=1

aijxix̄j

óñëîâèå aii > 0 (i = 1, ..., n) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷-
íûì.

38.14. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-
íûìè êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè:

à) −x2
1 + λx2

2 − x2
3 + 4x1x2 + 8x2x3;

á) λx2
1 − 2x2

2 − 3x2
3 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3;

â) λx1x̄1 + 3x2x̄2 − ix1x̄2 + ix̄1x2;
ã) 4x1x̄1 − 2x2x̄2 − (λ+ i)x1x̄2 − (λ̄− i)x̄1x2?

38.15. Íàéòè ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ (ýðìèòîâó) ôóíêöèþ,
àññîöèèðîâàííóþ ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé:

à) x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 − 6x1x3 + 4x2x3 − x2
3;

á) x1x2 + x1x3 + x2x3;
â) x1x̄1 + ix1x̄2 − ix̄1x2 + 2x2x̄2;
ã) (5− i)x1x̄2 + (6 + i)x̄1x2 + x2x̄2.

38.16. Íàéòè ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ, àññîöèèðî-
âàííóþ ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé q(x) = f(x, x), ãäå:

à) f(x, y) = 2x1y1 − 3x1y2 − 4x1y3 + x2y1 − 5x2y3 + x3y3;
á) f(x, y) =−x1y2 + x2y1 − 2x2y2 + 3x2y3 − x3y1 + 2x3y3.

38.17. Ýêâèâàëåíòíû ëè íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë êâàäðà-
òè÷íûå ôóíêöèè:

à) x2
1 − 2x1x2 + 2x2

3 + 4x2x3 + 5x2
3 è x

2
1 − 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2

2 + x2
3;

á) 2x2
1 + 9x2

2 + 3x2
3 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3 è 2x2

1 + 3x2
2 + 6x2

3 −
− 4x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3?

38.18. Íàéòè íîðìàëüíûé âèä êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé:
à) x2

1 + x2
2 + 3x2

3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3;
á) x2

1 + 2x2
2 + x2

3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3;
â) x2

1 − 3x2
3 − 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3;

ã) x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4;
ä) x1x̄1 − ix1x̄2 + ix̄1x2 + 2x2x̄2;
å) (1−i)x1x̄2 +(1+i)x̄1x2 +(1−2i)x1x̄3 +(1+2i)x̄1x3 +x2x̄3 + x̄2x3;

æ)
n∑

i,j=1

aiajxixj , ãäå íå âñå ÷èñëà a1, ..., an ðàâíû 0;

ç)
n∑
i=1

x2
i +

∑
16i<j6n

xixj ; è)
∑

16i<j6n
xixj ; ê)

n−1∑
i=1

xixi+1;

ë)
n∑
i=1

(xi − s)2, s=
x1 + ...+ xn

n
;
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ì)
∑

16i,j6n
|i− j|xixj ; í)

∑
16i,j6n

(i+ j)xixj ;

î)
∑

16i,j6n
min(i, j)xixj ; ï)

∑
16i,j6n

max(i, j)xixj .

38.19. Ýêâèâàëåíòíû ëè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êâàäðà-
òè÷íûå ôóíêöèè:

à) x2
1 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x1x4 + x2

2 + 2x2x3 − 4x2x4 + x2
3 − 2x2

4

è x2
1 + x1x2 + x3x4;
á) x2

1 + 4x2
2 + x2

3 + 4x1x2 − 2x1x3 è x
2
1 + 2x2

2 − x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 −

− 4x2x3?

38.20. Ïóñòü q � îòîáðàæåíèå âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V â ïîëå R, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò òàêèå êâàäðàòè÷íûå
ôóíêöèè a, b è áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ c, ÷òî

q(λx+ µy) = λ2a(x) + λµc(x, y) + µ2b(y)

äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ R è x, y ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî q � êâàäðàòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ.

38.21. Ïóñòü f1, ..., fr+s�ëèíåéíûå ôóíêöèè. Äîêàçàòü, ÷òî ïî-
ëîæèòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè ôóíêöèè

q(x) = |f1(x)|2 + ...+ |fr(x)|2 − |fr+1(x)|2 − ...− |fr+s(x)|2

íå ïðåâîñõîäèò r, à îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ íå ïðåâîñõîäèò s.

38.22. Íàéòè ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû èíåðöèè:
à) êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè q(x) = tr x2 íà ïðîñòðàíñòâå Mn(R);
á) êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè q(x) = tr(xx̄) íà ïðîñòðàíñòâå Mn(C).

38.23. Ïóñòü f�íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ (ýð-
ìèòîâà) ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè > 3. Äîêàçàòü, ÷òî
åñëè ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé íà äâóìåðíîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå U , òî ñóùåñòâóåò òàêîå òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊇ U , íà
êîòîðîì îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íåâûðîæäåíî.

38.24. Ïóñòü f�íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ (ýð-
ìèòîâà) ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè, ðàâ-
íûé 1, è f(v, v) < 0 äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà v. Äîêàçàòü, ÷òî îãðà-
íè÷åíèå f íà ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå v, íåâûðîæäåíî.

38.25. Ïóñòü f�íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ (ýð-
ìèòîâà) ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè > 3. Äîêàçàòü, ÷òî
âñÿêèé èçîòðîïíûé âåêòîð ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè äâóõ äâóìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f
íåâûðîæäåíî.
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38.26. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìàêñèìàëüíîãî èçîòðîïíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé
áèëèíåéíîé (ýðìèòîâîé) ôóíêöèè ðàâíà íàèìåíüøåìó èç åå ïî-
ëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî èíäåêñîâ èíåðöèè.

38.27. Íàéòè ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû èíåð-
öèè íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà 2n-ìåðíîì âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå, îáëàäàþùåì n-ìåðíûì âïîëíå èçîòðîïíûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì.

38.28. Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ q íà 2n-ìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå V ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé íà n-ìåðíîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå U . Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ñóùåñòâóåò òàêîå n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ′, ÷òî

V = U ⊕ U ′, q(U ′) = 0;

á) â íåêîòîðîì áàçèñå ôóíêöèÿ q èìååò âèä

x1x2 + x3x4 + ...+ x2n−1x2n.

38.29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå íåêîòîðûé
ãëàâíûé ìèíîð ïîðÿäêà r îòëè÷åí îò íóëÿ, à âñå îêàéìëÿþùèå åãî
ãëàâíûå ìèíîðû ïîðÿäêîâ r + 1 è r + 2 ðàâíû íóëþ, òî ðàíã ýòîé
ìàòðèöû ðàâåí r.

38.30. Äîêàçàòü, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ (êîìïëåêñíàÿ
ýðìèòîâà) ìàòðèöà A ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå A= tC · C (ñî-
îòâåòñòâåííî A= tC · ¯̄C), ãäå C�êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

38.31. Íàéòè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ áèëè-
íåéíûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

38.32. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó (íåîðèåíòèðîâàííîìó) ãðàôó Γ ñ âåð-
øèíàìè v1, ..., vn êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

qΓ(x) =

n∑
i,j=1

aijxixj ,

ïîëîæèâ

aij =


2, åñëè i= j,

−1, åñëè i 6= j è vi è vj ñîåäèíåíû ðåáðîì,

0, åñëè i 6= j è vi è vj íå ñîåäèíåíû ðåáðîì,



� 38. Ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôóíêöèè 119

è ðàññìîòðèì ãðàôû

(÷èñëî âåðøèí ãðàôà Γn ðàâíî n, ãðàôà Γ̃n ðàâíî n+ 1).
Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãðàôîâ Γn ôóíêöèÿ qΓ ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåíà, à äëÿ ãðàôîâ Γ̃n ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà: qΓ > 0 äëÿ
ëþáîãî x.

38.33. Ïóñòü q�íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ïðî-
ñòðàíñòâå V íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùå-
ñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ V , äëÿ êîòîðîãî q(x) = 0, òî îòîáðàæå-
íèå q : V → F ñþðúåêòèâíî.

38.34. Ïóñòü f(x, y) � ýðìèòîâà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ôóíêöèÿ, ïðè÷åì f(z, z) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî z 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî
f(z, t) = 0 äëÿ âñåõ t.

38.35. Ïóñòü f(x, y) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ýðìèòîâà
ôóíêöèÿ, ïðè÷åì f(x, x) = f(y, y) = 1 äëÿ íåêîòîðûõ x, y 6= 0.
Äîêàçàòü, ÷òî |f(x, y)|6 1.
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ËÈÍÅÉÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ

� 39. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Îáðàç, ÿäðî,

ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

39.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè:

à) x 7→ a (a�ôèêñèðîâàííûé âåêòîð);
á) x 7→ x+ a (a�ôèêñèðîâàííûé âåêòîð);
â) x 7→ αx (α�ôèêñèðîâàííûé ñêàëÿð);
ã) x 7→ (x, a)b (V �åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, a, b�ôèêñèðîâàííûå

âåêòîðû);
ä) x 7→ (a, x)x (V �åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, a�ôèêñèðîâàííûé

âåêòîð);
å) f(x) 7→ f(ax+ b) (f ∈ R[x]n; a, b�ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà);
æ) f(x) 7→ f(x+ 1)− f(x) (f ∈ R[x]n);
ç) f(x) 7→ f (k)(x) (f ∈ R[x]n);
è) (x1, x2, x3) 7→ (x1 + 2, x2 + 5, x3);
ê) (x1, x2, x3) 7→ (x1 + 3x3, x

3
2, x1 + x3);

ë) (x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, x1 + x2 + x3)?
39.2. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð ëþáóþ ëèíåéíî

çàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ïåðåâîäèò â ëèíåéíî çàâèñèìóþ ñèñ-
òåìó.

39.3. Äîêàçàòü, ÷òî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ëþáîé ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, ..., an è ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ b1, ..., bn íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïå-
ðåâîäÿùèé ai â bi (i= 1, ..., n).

39.4. Äîêàçàòü, ÷òî â îäíîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêèé
ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò âèä x 7→ αx, ãäå α�íåêîòîðûé ñêàëÿð.

39.5. Íàéòè îáðàçû è ÿäðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç çàäà÷è 39.1.
39.6. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:
à) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïå-

íè 6 n;
á) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé ñ áàçèñîì

(cos t, sin t).
39.7. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ÿâëÿåòñÿ:
à) ÿäðîì íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà;
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á) îáðàçîì íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
39.8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà ðàíãà 1 èìåþò

ðàâíûå ÿäðà è ðàâíûå îáðàçû, òî îíè ïåðåñòàíîâî÷íû.
39.9. Ïóñòü A�F -ëèíåéíûé îïåðàòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâå L ïðî-

ñòðàíñòâà V , îòëè÷íîì îò V . Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà V , îãðàíè÷åíèå êîòîðûõ íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî L ñîâïàäàåò ñ A, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîëå F áåñêîíå÷íî.

39.10. Ïóñòü A�ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V , L�ïîä-
ïðîñòðàíñòâî V . Äîêàçàòü, ÷òî:

à) îáðàç A(L) è ïîëíûé ïðîîáðàç A−1(L) ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàìè â V ;

á) åñëè îïåðàòîð A�íåâûðîæäåííûé è V êîíå÷íîìåðíî, òî

dim A(L) = dim A−1(L) = dim L.

39.11. Ïóñòü A�ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V , L�ïîä-
ïðîñòðàíñòâî V è L ∩Ker A= 0. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç L îïåðàòîðîì A ïåðåâîäèòñÿ â ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó.

39.12. à) Äîêàçàòü äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A, B, C íåðàâåíñòâî
Ôðîáåíèóñà:

rk(BA) + rk(AC) 6 rkA+ rk(BAC).

á) Ïóñòü U1, U2, U3, U4 �âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì ðàç-
ìåðíîñòåé m, n, k, l. Ïóñòü çàäàíà öåïî÷êà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

U1
A1−−→ U2

A2−−→ U3
A3−−→ U4.

Äîêàçàòü, ÷òî

rk(A1A2) + rk(A2A3) 6 rk(A2) + rk(A1A2A3).

39.13. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ïñåâäîîòðàæåíèåì, åñ-
ëè rk(A− E) = 1.

Äîêàçàòü, ÷òî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðà-
òîð ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íå áîëåå ÷åì n ïñåâäîîòðàæåíèé.

39.14. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ X òàêèõ, ÷òî AX = 0, ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, è íàéòè åãî ðàçìåðíîñòü.

39.15. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà:
à) (x1, x2, x3) 7→ (x1, x1 + 2x2, x2 + 3x3) â ïðîñòðàíñòâå R3 â áà-

çèñå èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ;
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á) ïîâîðîòà ïëîñêîñòè íà óãîë α â ïðîèçâîëüíîì îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå;

â) ïîâîðîòà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà óãîë 2π/3 âîêðóã
ïðÿìîé, çàäàííîé â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿìè
x1 = x2 = x3, â áàçèñå èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ îñåé êîîðäèíàò;

ã) ïðîåêòèðîâàíèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà êîîðäèíàòíóþ
îñü âåêòîðà e2 ïàðàëëåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè âåêòîðîâ e1 è e3

â áàçèñå (e1, e2, e3);
ä) x 7→ (x, a)a â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå â îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå (e1, e2, e3) ïðè a= e1 − 2e3 â óêàçàííîì áàçèñå;

å) X 7→
(
a b
c d

)
X â ïðîñòðàíñòâå M2(R) â áàçèñå èç ìàòðè÷íûõ

åäèíèö;

æ) X 7→X

(
a b
c d

)
â ïðîñòðàíñòâå M2(R) â áàçèñå èç ìàòðè÷íûõ

åäèíèö;
ç) X 7→ tX â ïðîñòðàíñòâå M2(R) â áàçèñå èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö;
è) X 7→ AXB (A, B �ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöû) â ïðîñòðàíñòâå

M2(R) â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö;
ê) X 7→ AX + XB (A, B �ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöû â ïðîñòðàí-

ñòâå M2(R) â áàçèñå èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö;
ë) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R[x]n â áàçèñå (1, x, ..., xn);
ì) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R[x]n â áàçèñå (xn, xn−1, ...

... ,1);
í) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R[x]n â áàçèñå(

1, x− 1,
(x− 1)2

2
, ...,

(x− 1)n

n!

)
.

39.16. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé âåêòîðû (1, 1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 2)
ñîîòâåòñòâåííî â âåêòîðû (1, 1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 1), è íàéòè ìàòðèöó
ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ.

39.17. Ïóñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé
ïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2 ñ áàçèñàìè (a1, ..., ak) è (ak+1, ..., an). Äîêà-
çàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå íà L1 ïàðàëëåëüíî L2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
îïåðàòîðîì, è íàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå (a1, ..., an).

39.18. Íàéòè îáùèé âèä ìàòðèö ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ïåðåâîäÿùèõ çàäàííûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòî-
ðû a1, ..., ak (k < n) â çàäàííûå âåêòîðû b1, ..., bk â áàçèñå âèäà
(a1, ..., ak, ak+1, ..., an).
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39.19. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V â áàçèñå (e1, ...
... , e4) èìååò ìàòðèöó 

0 1 2 3
5 4 0 −1
3 2 0 3
6 1 −1 7

.
Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñàõ:
à) (e2, e1, e3, e4);
á) (e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3, e1 + e2 + e3 + e4).
39.20. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå R[x]2 èìååò â áà-

çèñå (1, x, x2) ìàòðèöó 0 0 1
0 1 0
1 0 0

.
Íàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå

(3x2 + 2x+ 1, x2 + 3x+ 2, 2x2 + x+ 3).

39.21. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå R3 èìååò â áàçèñå
((8, −6, 7), (−16, 7, −13), (9, −3, 7)) ìàòðèöó 1 −18 15

−1 −22 20
1 −25 22

.
Íàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå

((1, −2, 1), (3, −1, 2), (2, 1, 2)).

39.22. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V ïåðåâîäèò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû a1, ..., an
â âåêòîðû b1, ..., bn ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ýòîãî
îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå e = (e1, ..., en) ðàâíà BA−1, ãäå ñòîëá-
öû ìàòðèö A è B ñîñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî èç êîîðäèíàò çàäàííûõ
âåêòîðîâ â áàçèñå e.

39.23.Íàéòè îáùèé âèä ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA â áàçèñå,
ïåðâûå k âåêòîðîâ êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò:

à) áàçèñ ÿäðà îïåðàòîðà A;
á) áàçèñ îáðàçà îïåðàòîðà A.
39.24. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(t) = f1(t)f2(t) � ðàçëîæåíèå ìíîãî-

÷ëåíà f(t) íà âçàèìíî ïðîñòûå ìíîæèòåëè è äëÿ ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(A) = 0, òî â íåêîòîðîì áàçèñå ìàò-

ðèöà îïåðàòîðà A èìååò âèä

(
A1 0
0 A2

)
, ãäå f1(A1) = 0, f2(A2) = 0.



124 Ãë. 9. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

� 40. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, èíâàðèàíòíûå

ïîäïðîñòðàíñòâà, êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

40.1. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:
à) îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R[x]n;
á) îïåðàòîðà X 7→ tX â ïðîñòðàíñòâå Mn(R);

â) îïåðàòîðà x
d
dx

â ïðîñòðàíñòâå R[x]n;

ã) îïåðàòîðà
1
x

x∫
0

f(t) dt â ïðîñòðàíñòâå R[x]n;

ä) îïåðàòîðà f 7→ dnf

dxn
â ëèíåéíîé îáîëî÷êå 〈1, cos x, sin x, ...

... , cos mx, sin mx〉;

å) îïåðàòîðà f 7→
x∫
−x

f(t) dt â ëèíåéíîé îáîëî÷êå 〈cos x, sin x, ...

... , cos mx, sin mx〉.

40.2. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R[x]n ëèíåéíûé îïåðàòîð
f 7→ f(ax+ b) èìååò ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 1, a, ..., an.

40.3. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðà-
òîðà f(A), ãäå f(t)�ìíîãî÷ëåí ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì f(λ).

40.4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð A íåâûðîæäåííûé, òî îïåðà-
òîðû A è A−1 èìåþò îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

40.5. Äîêàçàòü, ÷òî âñå íåíóëåâûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþò-
ñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà A�îïåðàòîð ïîäîáèÿ x 7→ αx, ãäå α�íåêîòîðûé ôèêñèðîâàí-
íûé ñêàëÿð.

40.6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð A â n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî ëþáîé ëè-
íåéíûé îïåðàòîð, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ A, èìååò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç
åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

40.7. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ(A), ñîñòîÿùåå èç âñåõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ è íó-
ëåâîãî âåêòîðà, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà B, ïåðåñòàíîâî÷íîãî ñ A.

40.8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé (áûòü ìîæåò, áåñêîíå÷íîé) ñî-
âîêóïíîñòè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîìåðíîãî
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êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà:
à) ñóùåñòâóåò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð;
á) ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöû âñåõ ýòèõ îïåðàòîðîâ

âåðõíèå òðåóãîëüíûå.

40.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð A2 èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå λ2, òî îäíî èç ÷èñåë λ èëè −λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà A.

40.10. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êîýôôèöèåíòû ci ìíîãî÷ëåíà

|A− λE|= (−λ)n + c1(−λ)n−1 + ...+ cn

ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ãëàâíûõ ìèíîðîâ i-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A;
á) ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ðàâíû åå

ñëåäó è îïðåäåëèòåëþ ñîîòâåòñòâåííî.

40.11. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì (−1)n ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì
íåêîòîðîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n.

40.12. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäèíàêîâûõ ïîðÿäêîâ, òî

ìàòðèöû AB è BA èìåþò ñîâïàäàþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî-
÷ëåíû;

á) åñëè F �ïðîèçâîëüíîå ïîëå,m, n�ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà è äàíû ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû A ∈Mm,n(F ), B ∈Mn,m(F ),
òî íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö AB è BA ñîâïàäàþò ñ ó÷å-
òîì êðàòíîñòè.

40.13. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðèöû tA · A, ãäå A�
ìàòðèöà-ñòðîêà (a1, ..., an).

40.14. Äîêàçàòü, ÷òî âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðèöû îò-
ëè÷íû îò íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà íåâûðîæäåííàÿ.

40.15. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:

à)

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

; á)

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

; â)

4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

;

ã)

 7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

; ä)

 4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

; å)


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

.
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40.16. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö ìîæíî ïðèâåñòè
ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïóòåì ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó íàä ïîëåì R
èëè íàä ïîëåì C:

à)

−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1

; á)

 4 7 −5
−4 5 0

1 9 −4

;
â)

4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7

; ã)


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

.
Íàéòè ýòîò áàçèñ è ñîîòâåòñòâóþùèé âèä ìàòðèöû.

40.17. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû,
êðîìå, áûòü ìîæåò, ýëåìåíòîâ α1, ..., αn ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, ðàâíû
íóëþ, ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå?

40.18. Äëÿ ìàòðèöû A ïîðÿäêà n, ó êîòîðîé ýëåìåíòû ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè ðàâíû 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, íàéòè òà-
êóþ ìàòðèöó T , ÷òî ìàòðèöà B = T−1AT äèàãîíàëüíà. Âû÷èñëèòü
ìàòðèöó B.

40.19. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ íå áîëü-
øå êðàòíîñòè λ êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðà-
òîðà A.

40.20. Ïóñòü λ1, ..., λn� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà A â n-ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàéòè ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A êàê îïåðàòîðà â ñîîòâåòñòâóþùåì 2n-ìåðíîì
âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå.

40.21. Ïóñòü λ1, ..., λn �êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
ìàòðèöû A. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

à) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà X 7→AXtA â ïðîñòðàíñòâå Mn(R);
á) ëèíåéíîãî îïåðàòîðàX 7→AXA−1 â ïðîñòðàíñòâåMn(R) (ìàò-

ðèöà A íåâûðîæäåííàÿ).

40.22. Íàéòè âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ îïåðàòîðà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R[x]n.

40.23. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ëþáîé ñèñòåìû ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî A.

40.24. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ÿäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-

íî A;
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á) âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå îáðàç îïåðàòîðà A, èíâà-
ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A;

â) åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A, òî åãî
îáðàç è ïîëíûé ïðîîáðàç èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A;

ã) åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð A íåâûðîæäåííûé, òî âñÿêîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-
íî A−1.

40.25. Äîêàçàòü, ÷òî â n-ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿ-
êèé ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàç-
ìåðíîñòè n− 1.

40.26. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå íàä ïîëåì K, èìåþùèé â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöó

a1 1 0 ... 0
a2 0 1 ... 0
...........................
an−1 0 0 ... 1
an 0 0 ... 0

,

ãäå ìíîãî÷ëåí xn − a1x
n−1 − ...− an−1x− an íåïðèâîäèì íàä K, íå

èìååò íåòðèâèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

40.27. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìå-
åò â íåêîòîðîì áàçèñå äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ ðàçëè÷íûìè ýëå-
ìåíòàìè íà äèàãîíàëè. Íàéòè âñå ïîäïðîñòðàíñòâà, èíâàðèàíòíûå
îòíîñèòåëüíî A.

40.28. Íàéòè âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà, èìåþùåãî â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç
îäíîé æîðäàíîâîé êëåòêè.

40.29. Íàéòè â òðåõìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñ ìàò-
ðèöåé  4 −2 2

2 0 2
−1 1 1

.
40.30. Íàéòè â òðåõìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå ïîäïðî-

ñòðàíñòâà, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äâóõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
çàäàííûõ ìàòðèöàìè 5 −1 −1

−1 5 −1
−1 −1 5

,
−6 2 3

2 −3 6
3 6 2

.
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40.31. Â R[x]n è C[x]n íàéòè âñå ïîäïðîñòðàíñòâà, èíâàðèàíòíûå
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà:

à) Af = x
df

dx
; á) Af =

1
x

x∫
0

f(t) dt.

40.32. Â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ôóíêöèé

〈cos x, sin x, ..., cos nx, sin nx〉
íàéòè âñå ïîäïðîñòðàíñòâà, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà:

à) Af =
df

dx
; á) Af =

x∫
−x

f(t) dt.

40.33. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ îïåðàòîðîâ A, B êîíå÷íîìåðíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì C âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
A2 = B2 = E , òî â V ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå èëè äâóìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A è B.

40.34. Äîêàçàòü, ÷òî êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåð-
æàùåå òîëüêî îäíó ïðÿìóþ, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíî-
ãî îïåðàòîðà A, íåðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóììó íåíóëåâûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî A.

40.35. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöåé:

à)

4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

; á)

1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

;
â)

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

; ã)


0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1

.
40.36. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì âåêòîð-

íîì ïðîñòðàíñòâå èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî êîðíåâûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè.

40.37. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå äèàãîíàëüíóþ ìàò-
ðèöó, òî åãî îãðàíè÷åíèå íà ëþáîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L
òàêæå èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó â íåêîòîðîì áàçèñå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà L.

40.38. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà B, ïåðåñòàíîâî÷íîãî ñ A.

40.39. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðèâî-
äèòñÿ ê æîðäàíîâîé ôîðìå, òî âñÿêîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
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ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ ïåðåñå÷åíèé ñ êîðíåâûìè ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè.

∗ ∗ ∗

40.40. Ïóñòü A ∈Mn(C). Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Mn×m(C)
îïåðàòîð LA, ãäå LA(X) = AX. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ LA.
Íàéòè êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà LA, ãäå A�âåðõíåòðå-
óãîëüíàÿ ìàòðèöà.

40.41. Ïóñòü A ∈Mn(C), B ∈Mm(C), ïðè÷åì A è B íå èìåþò
îáùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè X �ìàòðèöà ðàçìåðà n×m è AX −XB = 0, òî X = 0;
á) óðàâíåíèå AX −XB = C, ãäå X, C �ìàòðèöû ðàçìåðà n×m,

èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
40.42. Ïóñòü A�ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñ-

íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Äîêàçàòü, ÷òî â V ñóùåñòâóåò áàçèñ,
â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A âåðõíåòðåóãîëüíàÿ.

40.43. Ïóñòü A�ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå V . Äîêàçàòü, ÷òî â V ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì
ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò áëî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä

A1 ∗
A1

. . .

0 An

,
ãäå êâàäðàòíûå áëîêè A1, ..., An èìåþò ðàçìåð íå âûøå 2.

40.44. Ïóñòü A, B�ëèíåéíûå îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíîì êîì-
ïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå è ðàíã îïåðàòîðà AB − BA íå
ïðåâîñõîäèò 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð
äëÿ A è B.

� 41. Æîðäàíîâà ôîðìà è åå ïðèëîæåíèÿ.

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

41.1. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû

à)

1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

; á)

 4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

; â)

 4 6 0
−3 −5 0
−3 −6 1

;
ã)

 3 0 8
3 −1 6
−2 0 −5

; ä)

−2 8 6
−4 10 6

4 −8 −4

;
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å)


1 −3 0 3
−2 −6 0 13

0 −3 1 3
−1 −4 0 8

; æ)


3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −8
0 0 2 −4

;

ç)


1 −1 0 0 ... 0 0
0 1 −1 0 ... 0 0
0 0 1 −1 ... 0 0
.........................................
0 0 0 0 ... 1 −1
0 0 0 0 ... 0 1

;

è)


1 1 1 ... 1
0 1 1 ... 1
0 0 1 ... 1
......................
0 0 0 ... 1

; ê)


n n− 1 n− 2 ... 1
0 n n− 1 ... 2
0 0 n ... 3
..................................
0 0 0 ... n

;

ë)


1 0 0 ... 0
1 2 0 ... 0
1 2 3 ... 0
......................
1 2 3 ... n

; ì)


0 1 0 0 ... 0
0 0 1 0 ... 0
0 0 0 1 ... 0
...........................
0 0 0 0 ... 1
1 0 0 0 ... 0

;

í)


α a12 a13 ... a1n

0 α a23 ... a2n

0 0 α ... a3n

............................
0 0 0 ... α

, ãäå âñå a12, a23, ..., an−1,n îòëè÷íû îò 0.

41.2. Äîêàçàòü, ÷òî æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A + αE ðàâíà
Aj + αE, ãäå Aj �æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A.

41.3. Ïóñòü A�æîðäàíîâà êëåòêà ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòîì α íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè.

à) Íàéòè ìàòðèöó f(A), ãäå f(x)�ìíîãî÷ëåí.
á) Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû A2.
41.4. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû

α 0 1 0 ... 0 0
0 α 0 1 ... 0 0
0 0 α 0 ... 0 0
0 0 0 α ... 0 0
..................................
0 0 0 0 ... α 0
0 0 0 0 ... 0 α


.

41.5. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû:
à) A2; á) A−1 (A�íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà);



� 41. Æîðäàíîâà ôîðìà è åå ïðèëîæåíèÿ 131

åñëè A èìååò æîðäàíîâó ôîðìó Aj .

41.6. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû A è âûÿñíèòü ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, åñëè:

à) A2 = E; á) A2 =A.

41.7. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà
ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, è íàéòè âèä ýòîé äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöû.

41.8. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà íèëüïîòåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ðàâíû íóëþ.

41.9. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ðàíãà 1
â êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k,
÷òî A2 = kA.

41.10. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
è áàçèñ (f1, ..., fn), â êîòîðîì A èìååò ýòó ìàòðèöó, åñëè â áàçèñå
(e1, ..., en) îïåðàòîð A çàäàåòñÿ ìàòðèöåé:

à)

3 2 −3
4 10 −12
3 6 −7

; á)

 1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2

;
â)


0 1 −1 1
−1 2 −1 1
−1 1 1 0
−1 1 0 1

; ã)


6 −9 5 4
7 −13 8 7
8 −17 11 8
1 −2 1 3

.
41.11. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

â êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, èìåþùåì òîëüêî îäíó èí-
âàðèàíòíóþ ïðÿìóþ.

41.12. Äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì λ ðàâíî ÷èñëó êëåòîê ñ äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì λ â æîðäàíî-
âîé ôîðìå ìàòðèöû îïåðàòîðà A.

41.13. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â n-ìåðíîì
êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ äàííûì
îïåðàòîðîì A, ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè > n.

41.14. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð B â êîìïëåêñíîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ëèíåéíûì îïåðà-
òîðîì, ïåðåñòàíîâî÷íûì ñ îïåðàòîðîì A, òî B�ìíîãî÷ëåí îò A.

41.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöû A è B óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-
øåíèþ AB −BA=B, òî ìàòðèöà B íèëüïîòåíòíà.

41.16. Â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âû-
øå 2 ïî x è y äåéñòâóåò îïåðàòîð A : f(x, y)→ f(x+ 1, y + 1). Íàéòè
æîðäàíîâó ôîðìó îïåðàòîðà A.
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41.17. Â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ ïîëèíîìîâ îò x, y ñòåïåíè íå

âûøå n äåéñòâóåò îïåðàòîð A =
∂
∂x

+
∂
∂y
. Íàéòè æîðäàíîâó ôîð-

ìó A.
41.18. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà ñâîåé òðàíñïîíèðî-

âàííîé.

41.19. Â ïðîñòðàíñòâå M2(C) ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð
LA(X) = AX, ãäå X ∈ M2(C) è A � ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà èç
M2(C). Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó îïåðàòîðà LA, çíàÿ æîðäàíîâó
ôîðìó A.

41.20. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé êîì-
ïëåêñíîé ìàòðèöû A è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k óðàâíåíèå
Xk =A èìååò ðåøåíèå.

41.21. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

à) X2 =

(
3 1
−1 5

)
; á) X2 =

(
6 2
3 7

)
.

41.22. Èñïîëüçóÿ æîðäàíîâó ôîðìó è çàäà÷è 17.7�17.9, âû÷èñ-
ëèòü:

à)

(
1 1
−1 3

)50

; á)

(
7 −4
14 −8

)64

.

41.23. Íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû
ñ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

41.24. Íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí æîðäàíîâîé êëåòêè ïîðÿä-
êà n ñ ÷èñëîì α íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

41.25. Äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí êëåòî÷íî-äèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ìèíèìàëü-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ åå êëåòîê.

41.26. Íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí:
à) òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà;
á) íóëåâîãî îïåðàòîðà;
â) îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íà

k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L (0< k < n);
ã) îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ;
ä) íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà èíäåêñà k;
å) îïåðàòîðà A èç çàäà÷è 40.31, à);
æ) îïåðàòîðà A èç çàäà÷è 40.31, á);
ç) îïåðàòîðà A èç çàäà÷è 40.32, à);
è) îïåðàòîðà A èç çàäà÷è 40.32, á);
ê) îïåðàòîðà LA èç çàäà÷è 40.40;
ë) îïåðàòîðà A èç çàäà÷è 41.16.
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41.27. Íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû:

à)

3 −1 −1
0 2 0
1 1 1

; á)

 4 −2 2
−5 7 −5
−6 6 −4

.
41.28. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A â áàçèñå (e1, e2, e3) ïðîñòðàí-

ñòâà V èìååò ìàòðèöó  1 0 0
1 2 1
−1 0 1

.
Íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí g(t) îïåðàòîðà A è ðàçëîæèòü

ïðîñòðàíñòâî V â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íà âçàèìíî
ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

41.29. Äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ïîðÿäêà
> 2 è ðàíãà 1 èìååò ñòåïåíü 2.

41.30. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà A â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè A3 =A2?

41.31. Äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëå-
íà ìàòðèöû äåëèòñÿ íà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

41.32. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîäîáèÿ äâóõ ìàòðèö íåîáõîäèìî, íî
íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè èìåëè îäèíàêîâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
è ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåíû.

41.33. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà A ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, òî âñÿêèé
îïåðàòîð, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ A, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò A.

41.34. Ëèíåéíûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà èìååòñÿ èíâàðèàíòíîå äî-
ïîëíèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) îãðàíè÷åíèå ïîëóïðîñòîãî îïåðàòîðà íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì îïåðàòîðîì;
á) ëèíåéíûé îïåðàòîð ïîëóïðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ;

â) åñëè äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íà êàæ-
äîì èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà A ïîëóïðîñòî, òî A ïîëó-
ïðîñò íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

41.35. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå V ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âçàèìíî ïðî-
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ñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ g1(x) è g2(x), òî V ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðÿ-
ìóþ ñóììó äâóõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ òàêèõ, ÷òî îãðàíè-
÷åíèÿ îïåðàòîðà A íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò ìèíèìàëüíûå
ìíîãî÷ëåíû g1(x) è g2(x) ñîîòâåòñòâåííî.

41.36. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâó-
åò òàêîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, ÷òî ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû åãî îãðàíè÷åíèé íà
ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ.

41.37. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k, òî äëÿ
ëþáîãî x 6= 0 âåêòîðû x, Ax, ..., Ak−1x ñîñòàâëÿþò áàçèñ ìèíèìàëü-
íîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

41.38. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð ïîëóïðîñò òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íå èìååò êðàòíûõ
íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé.

41.39. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 0 ïîëóïðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí îáëàäàåò ñîáñòâåííûì áàçèñîì íàä íåêîòîðûì ðàñøèðåíèåì
ïîëÿ K.

41.40. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äâóõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïîëóïðîñòûõ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëó-
ïðîñòûì îïåðàòîðîì.

41.41. Ïóñòü A� ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 0 è K[A] � êîëüöî ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò A. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íåïðèâî-
äèìîãî ìíîãî÷ëåíà p(x), òî:

à) ýëåìåíòû êîëüöà K[A], äåëÿùèåñÿ â ýòîì êîëüöå íà ýëåìåíò
p(A), îáðàçóþò èäåàë I, îòëè÷íûé îò K[A];

á) äëÿ âñÿêîãî îïåðàòîðà B ∈ I ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðà-
òîðà A+ B äåëèòñÿ íà p(x);

â) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð B ∈ I òàêîé, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
îïåðàòîðà A+ B ðàâåí p(x).

41.42. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð A â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå ñóììû ïîëóïðîñòîãî è íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðîâ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò A.
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41.43. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð A ìîæíî åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïî-
ëóïðîñòîãî è íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðîâ.

41.44. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà g(x)
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì K
ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è g(t) ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî-
÷ëåíà, íåïðèâîäèìîãî íàä K, òî:

à) V íåëüçÿ ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ;

á) V ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî A.
41.45. Ïóñòü λ1, ..., λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ∈

∈Mn(C).
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k

tr Ak = λk1 + ...+ λkn;

á) êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèöû A ÿâ-
ëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò tr A, ..., tr An;

â) åñëè tr A= tr A2 = ...= tr An = 0, òî ìàòðèöà A íèëüïîòåíòíà.

∗ ∗ ∗

41.46. Ïóñòü

B =


0 0 ... 0 1
0 0 ... 1 0
......................
0 1 ... 0 0
1 0 ... 0 0

 ∈Mn(C)

è S =
1√
2

(E + iB). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé æîðäàíîâîé êëåòêè

J(n, λ) ∈Mn(C) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

SJ(n, λ)S−1 = λE +
1
2

n−1∑
k=1

[Ek,k+1 +Ek+1,k + i(En−k+1,k+1 −En−k,k)].

41.47. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà ñèì-
ìåòðè÷åñêîé.
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� 42. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.

Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû

42.1. Ïóñòü K �íîðìèðîâàííîå ïîëå ñ íîðìîé |x|. Äîêàçàòü, ÷òî
ñëåäóþùèå ôóíêöèè â Kn ÿâëÿþòñÿ íîðìàìè:

à) ‖(a1, ..., an)‖= |a1|+ ...+ |an|;
á) ‖(a1, ..., an)‖= max(|a1|, ..., |an|);
â) ‖(a1, ..., an)‖=

√
|a1|2 + ...+ |an|2.

42.2. Ïóñòü K �ëîêàëüíî êîìïàêòíîå íîðìèðîâàííîå ïîëå, V �
êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå
äâå íîðìû ‖x‖1, ‖x‖2 â V ýêâèâàëåíòíû, ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà C1, C2, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ V

C1‖x‖1 6 ‖x‖2 6 C2‖x‖1.

42.3. Ïóñòü K � íîðìèðîâàííîå ïîëå, V � êîíå÷íîìåðíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì (e1, ..., em). Ïóñòü xn = xn1e1 + ...
... + xnmem ∈ V , xij ∈ K, n > 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåêòîðîâ xn ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäÿòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè xni äëÿ i= 1, ..., m.

42.4. Ïóñòü K � ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïîëå è V � êîíå÷íîìåð-
íîå íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K. Äîêàçàòü, ÷òî
V ïîëíî.

42.5. Ïóñòü K � íîðìèðîâàííîå ïîëå è V � íîðìèðîâàííîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(V ) ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A, äåéñòâóþùèõ íà V , ÷òî ÷èñëî ‖A(x)‖
îãðàíè÷åíî, åñëè ‖x‖= 1. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) L(V )�ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà V ;

á) L(V ) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé àëãåáðîé ñ íîðìîé

‖A‖= sup
‖x‖=1

‖A(x)‖;

â) åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî L(V )�ïðîñòðàíñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ íà V .

42.6. Ïóñòü k�íîðìèðîâàííîå ïîëå è â Kn çàäàíû íîðìû à), á)
èç çàäà÷è 42.1. Äîêàçàòü, ÷òî (ñîãëàñíî çàäà÷å 42.5) èíäóöèðîâàííûå
èìè íîðìû â Mn(K) = L(V ) èìåþò âèä:

à) ‖A‖= max
16j6n

(
n∑
i=1

|aij |
)
; á) ‖A‖= max

16i6n

(
n∑
j=1

|aij |
)
.
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42.7. Ïóñòü K � íîðìèðîâàííîå ïîëå. Äëÿ A = (aij) ∈Mn(K)
ïîëîæèì:

à) ‖A‖1 =
n∑

i,j=1

|aij |; á) ‖A‖2 =

√
n∑

i,j=1

|aij |2;

â) ‖A‖3 = n · max
16i,j6n

|aij |.

Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé çàäàåò â Mn(K) ñòðóê-
òóðó íîðìèðîâàííîé àëãåáðû.

42.8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈Mn(C) îïðåäåëåíû
ìàòðèöû eA, sin A, cos A.

42.9. Ïóñòü A ∈Mn(C). Äîêàçàòü, ÷òî:
a) sin 2A= 2 sin A cos A; á) eiA = cos A+ i sin A;

â) sin A=
1
2

(eiA − e−iA); ã) cos A=
1
2

(eiA + e−iA).

42.10. Åñëè A, B ∈Mn(C) è AB =BA, òî eA+B = eAeB .
42.11. Ïóñòü A� íîðìèðîâàííàÿ àëãåáðà íàä ïîëíûì íîðìèðî-

âàííûì ïîëåì K. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x ∈A, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

ρ(x) = lim
n→∞

‖xn‖1/n.

∗ ∗ ∗

42.12. Ïóñòü x � ýëåìåíò áàíàõîâîé àëãåáðû A íàä ïîëíûì
íîðìèðîâàííûì ïîëåì K. Äîêàçàòü, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà∑
n>0

tnxn ∈A[[t]] ðàâåí ρ(x)−1 (ñì. çàäà÷ó 42.11).

42.13. Ïóñòü x� ýëåìåíò áàíàõîâîé àëãåáðû A íàä ïîëíûì íîð-
ìèðîâàííûì ïîëåì K. Ñïåêòðîì Sp(x) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ λ ∈K, ÷òî ýëåìåíò x− λ íåîáðàòèì â A.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ðàäèóñ íàèìåíüøåãî êðóãà â K ñ öåíòðîì â íóëå, ñîäåðæàùåãî

Sp(x), ðàâåí ρ(x);
á) ìíîæåñòâî Sp(x) êîìïàêòíî â K.
42.14. Ïóñòü A ∈Mn(C) è λ1, ..., λn � âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû A. Äîêàçàòü, ÷òî

max
16i6n

|λi|= ρ(A) 6 ‖A‖,

ãäå ‖A‖ � ïðîèçâîëüíàÿ íîðìà â àëãåáðå Mn(C), èíäóöèðîâàííàÿ
â ñèëó çàäà÷è 42.5, á) íåêîòîðîé íîðìîé â Cn.

42.15. Ïóñòü x� ýëåìåíò áàíàõîâîé àëãåáðû A íàä ïîëíûì íîð-
ìèðîâàííûì ïîëåì K è f(t) ∈K[[t]]. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ(x) ìåíüøå
ðàäèóñà ñõîäèìîñòè f(t), òî ðÿä f(x) ñõîäèòñÿ.
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42.16. Ïóñòü x� ýëåìåíò áàíàõîâîé àëãåáðû A íàä ïîëíûì íîð-
ìèðîâàííûì ïîëåì K, g�îáðàòèìûé ýëåìåíò A è f(t) ∈K[[t]]. Äî-
êàçàòü, ÷òî ðÿä f(x) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ
f(gxg−1), ïðè÷åì f(gxg−1) = gf(x)g−1.

42.17.Ïóñòü a�ýëåìåíò áàíàõîâîé àëãåáðû íàä ïîëíûì íîðìèðî-
âàííûì ïîëåì K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(t) ∈K[[t]], ïðè÷åì ðÿä f(a)
ñõîäèòñÿ. Ïóñòü ó a èìååòñÿ àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.
Äîêàçàòü, ÷òî f(a) ∈ 〈1, a, a2, ..., an−1〉.

42.18. Ïóñòü A ∈Mn(C) è λ0, ..., λn�âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A êðàòíîñòåé k0, ..., kn. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî λ0, ..., λn ëåæàò âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè ðÿäà u(t) ∈ C[[t]].

Äîêàçàòü, ÷òî

u(A) =

n∑
i=0

Gi(A)

ki∑
k=0

k∑
l=0

1
l!

[
dlu

dxl
(λi) ·

dl

dxl
Gi(x)−1

∣∣∣
x=λi

(A− λiE)k
]
,

ãäå Gi(t) =
∏
j 6=i

(t− λj)kj .

42.19. Âû÷èñëèòü:

à) exp

(
3 −1
1 1

)
; á) exp

(
4 −2
6 −3

)
; â) exp

4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7

;
ã) ln

4 −15 6
1 −4 2
1 −5 3

; ä) sin

(
π − 1 1
−1 π + 1

)
.

42.20. Íàéòè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû eA, ãäå A�êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà ïîðÿäêà n.

42.21. Ïóñòü A ∈Mn(C) è

x(t) =

x1(t)
...

xn(t)


� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

d
dt
x(t) =Ax(t)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t)=eAtx(t0).
42.22. Ïóñòü A� íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà è Ak � ïîëîæèòåëü-

íàÿ ìàòðèöà äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. Äîêàçàòü, ÷òî
ρ(A)> 0.
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42.23. Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîé íåîòðèöàòåëüíîé (2× 2)-ìàòðèöû,
íå ÿâëÿþùåéñÿ ïîëîæèòåëüíîé, ÷òî A2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé
ìàòðèöåé.

42.24. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A èìååò ïîëîæèòåëüíûé
ñîáñòâåííûé âåêòîð. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A ïîäîáíà íåîòðèöà-
òåëüíîé ìàòðèöå, ó êîòîðîé ñóììû ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè îäèíà-
êîâû.

42.25. Ïóñòü A, B � ïîëîæèòåëüíûå ìàòðèöû, ïðè÷åì ìàòðèöà
A−B òàêæå ïîëîæèòåëüíà. Äîêàçàòü, ÷òî ρ(A)> ρ(B).

42.26. Ïóñòü A�íåâûðîæäåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, ïðè-
÷åì è îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 òàêæå íåîòðèöàòåëüíà. Äîêàçàòü, ÷òî
A=DP , ãäåD�äèàãîíàëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà,
P �ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà.

42.27. Ïóñòü A�íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, x�òàêîé íåíóëåâîé
êîìïëåêñíûé âåêòîð, ÷òî Ax − αx � íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð äëÿ
íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α. Äîêàçàòü, ÷òî ρ(A)> α.

42.28. Ïóñòü A�íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì tA èìååò ïî-
ëîæèòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Ax− ρ(A)x�
íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x, òî
Ax= ρ(A)x.

42.29. Ïóñòü A�íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì ìàòðèöà Ak

ïîëîæèòåëüíà äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) A èìååò ïîëîæèòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð;
á) ρ(A)�ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A êðàòíîñòè 1.

42.30. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A èìååò ñîáñòâåííûé
âåêòîð x = (x1, ..., xn), ãäå x1, ..., xr > 0, xr+1 = ... = xn = 0. Äîêà-
çàòü, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà P , ÷òî

P−1AP =

(
B C
0 D

)
, ãäå B ∈Mr(R), D ∈Mn−r(R), ïðè÷åì B èìååò

ïîëîæèòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

42.31. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà B, ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ñ A, â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû ó ìàòðèö A è tA.

42.32. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A âåùåñòâåííû.

42.33. Ïóñòü A�íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî

ρ(E +A) = 1 + ρ(A).
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42.34. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö A íàéòè íåîòðèöàòåëüíûå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû x è ρ(A):

à)

(
2 1
1 2

)
; á)

(
3 4
5 2

)
;

â)

1 4 8
0 2 6
1 0 0

; ã)


3 2 3 1
0 2 0 5
5 7 1 6
0 1 0 4

.
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43.1. Êàêèå èç âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ áèëèíåéíûìè ôîðìàìè
èç çàäà÷è 37.1 ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè?

43.2. Äîêàçàòü, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü f(x, y) è ìíèìàÿ ÷àñòü
g(x, y) ýðìèòîâîé ôóíêöèè íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå V èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà i, ò. å. äëÿ ëþáûõ
âåêòîðîâ x, y ∈ V

f(ix, iy) = f(x, y), g(ix, iy) = g(x, y).

43.3. Äîêàçàòü, ÷òî ìåòðè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåò-
ñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâà L è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîë-
íåíèÿ L⊥ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà L
íåâûðîæäåíî, è ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà L⊥

òàêæå íåâûðîæäåíî.
43.4. Â ïðîñòðàíñòâå Mm(C) ñ ýðìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì
(X, Y ) = tr(Xt ¯̄Y )

íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó:
à) ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;
á) ýðìèòîâûõ ìàòðèö;
â) êîñîýðìèòîâûõ ìàòðèö;
ã) âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.
43.5. Ïîêàçàòü, ÷òî ýðìèòîâî è åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ

íîðìèðîâàííûìè.
43.6. Êàêèå èç íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ Rn, Cn èç çàäà÷è 42.1

èíäóöèðîâàíû åâêëèäîâîé èëè ýðìèòîâîé ìåòðèêîé?
43.7. Äîïîëíèòü äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ñèñòåìó âåêòîðîâ åâ-

êëèäîâà è ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà:
à) ((1, −2, 2, −3), (2, −3, 2, 4));
á) ((1, 1, 1, 2), (1, 2, 3, −3));

â)
((

2
3
,

1
3
,

2
3

)
,
(

1
3
,

2
3
, −2

3

))
;

ã)
((

1
2
,

1
2
,

1
2
,

1
2

)
,
(

1
2
,

1
2
, −1

2
, −1

2

))
;
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ä) ((1, 1− i, 2), (−2, −1 + 3i, 3− i));
å) ((−i, 2, −4 + i), (4− i, −1, i)).
43.8. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà x åâêëèäîâà (ýð-

ìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó îðòîíîðìèðîâàííîé
ñèñòåìû âåêòîðîâ (e1, ..., ek).

43.9. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáûõ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ åâêëèäîâà
(ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûå áàçè-
ñû (e1, ..., ek) è (f1, ..., fl) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû (ei, fj) = 0 ïðè i 6= j
è (ei, fi) > 0.

43.10. Ïóñòü (e1, ..., ek) è (f1, ..., fl) � îðòîíîðìèðîâàííûå áà-
çèñû ïîäïðîñòðàíñòâ L è M åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà,
A = ((ei, fj)) � ìàòðèöà ïîðÿäêà k × l. Äîêàçàòü, ÷òî âñå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðèöû tA · A ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0, 1] è íå
çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ L è M .

43.11.Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðè-
öà ðàíãà6 n ñ íåîòðèöàòåëüíûìè (ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíûìè)
ãëàâíûìè ìèíîðàìè ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà íåêîòîðîé ñèñòåìû
(ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû) âåêòîðîâ n-ìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû è ýð-
ìèòîâà ïðîñòðàíñòâà.

43.12. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ïðîåêöèé âåêòîðîâ
ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàí-
ñòâà íà k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàâíà k.

43.13. Ïóñòü G � ìàòðèöà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â áàçèñå
(e1, ... , en) åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V . Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà
ê ñîïðÿæåííîìó áàçèñó (f1, ..., fn) è ìàòðèöó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ â ýòîì áàçèñå.

43.14. Ïóñòü S �ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó f . Íàé-
òè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà e′, ñîïðÿæåííîãî ê e, ê áàçèñó f ′,
ñîïðÿæåííîìó ê f :

à) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; á) â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
43.15. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè ïîñòðîèòü îðòîãî-

íàëüíûé áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòîðîâ åâêëèäîâà (ýð-
ìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà:

à) ((1, 2, 2, −1), (1, 1, −5, 3), (3, 2, 8, −7));
á) ((1, 1, −1, −2), (5, 8, −2, −3), (3, 9, 3, 8));
â) ((2, 1, 3, −1), (7, 4, 3, −3), (1, 1, −6, 0), (5, 7, 7, 8));
ã) ((2, 1, −i), (1− i, 2, 0), (−i, 0, 1− i));
ä) ((0, 1− i, 2), (−i, 2 + 3i, i), (0, 0, 2i)).
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43.16. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ëèíåéíîé îáîëî÷-
êè ñèñòåìû âåêòîðîâ åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà:

à) ((1, 0, 2, 1), (2, 1, 2, 3), (0, 1, −2, 1));
á) ((1, 1, 1, 1), (−1, 1, −1, 1), (2, 0, 2, 0));
â) ((0, 1 + 2i, −i), (1, −1, 2− i)).
43.17. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùèõ

ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå,
ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîýôôèöèåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìîé
ñèñòåìû, çàäàþùåé îäíî èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-
íàòàìè âåêòîðîâ áàçèñà äðóãîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

43.18. Íàéòè óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ê ïîäïðîñòðàíñòâó, çàäàííîìó ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

à)


2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0,

3x1 + 2x2 − 2x4 = 0,

3x1 + x2 + 4x3 − x4 = 0;

á)


2x1 − 3x2 + 4x3 − 3x4 = 0,

3x1 − x2 + 11x3 − 13x4 = 0,

4x1 + x2 + 18x3 − 23x4 = 0;

â)

{
x1 + (1− i)x2 − ix3 = 0,

−ix1 + 4x2 = 0.

43.19. Íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L è îðòî-
ãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà x:

à) x= (4, −1, −3, 4) è L= 〈(1, 1, 1, 1), (1, 2, 2, −1), (1, 0, 0, 3)〉;
á) x= (5, 2, −2, 2) è L= 〈(2, 1, 1, −1), (1, 1, 3, 0), (1, 2, 8, 1)〉;
â) x= (7, −4, −1, 2) è L çàäàíî ñèñòåìîé óðàâíåíèé

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0,

x1 + 2x2 + 2x3 − 4x4 = 0;

ã) x= (0, 1 + i, −i) è L= 〈(−i, 2 + i, 0), (3, −i+ 1, i)〉;
ä) x= (i, 2− i, 0) è L çàäàíî ñèñòåìîé óðàâíåíèé

(2 + i)x1 − ix2 + 2x3 + ix4 = 0,

(2 + i)x1 − ix2 + 2x3 + ix4 = 0,

5x1 + (−1 + i)x2 + x3 = 0.

43.20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìà
âåêòîðîâ a1, ..., an ïåðåõîäèò â ñèñòåìó b1, ..., bn, òî âåêòîð bk åñòü
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îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ak îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ñèñòåìû a1, ..., ak−1 (k > 1).

43.21. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà x äî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

à) x= (2, 4, 0, −1),

{
2x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0,

2x1 + 4x2 + 2x3 + 4x4 = 0;

á) x= (3, 3, −4, 2),

{
x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0,

x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 0;

â) x= (3, 3, −1, 1, −1), 2x1 − 2x2 + 3x3 − 2x4 + 2x5 = 0;
ã) x= (3, 3, −1, 1, −1), x1 − 3x2 + 2x4 − x5 = 0;
ä) x= (0, −i, 1 + i), x1 + ix2 − (2− i)x3 = 0;
å) x= (1, −1, i), x1 + (5 + 4i)x2 − ix3 = 0.

43.22. Ïóñòü (e1, ..., ek) � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ
n-ìåðíîãî åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ

k∑
i=1

|(x, ei)|2 6 ‖x‖2,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ëþáîãî x òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà k = n, ò. å. äàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðî-
âàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V (ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ).

43.23. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè, äîêàçàòü, ÷òî∣∣∣∣ k∑
i=1

aibi

∣∣∣∣2 6 k∑
i,j=1

|ai|2|bi|2

äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a1, ..., ak, b1, ..., bk.

43.24. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò âåêòîðà x åâ-
êëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà äî ïîäïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñîì
(e1, ..., ek) ðàâåí îòíîøåíèþ îïðåäåëèòåëåé Ãðàìà ñèñòåì âåêòîðîâ
(e1, ..., ek, x) è (e1, ..., ek).

43.25. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàìà ëþáîé ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ:

à) â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè íå ìåíÿåòñÿ;
á) íåîòðèöàòåëåí;
â) ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâè-

ñèìà;
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ã) íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòîâ äëèí âåêòîðîâ ñè-
ñòåìû, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû èëè îäèí èç íèõ íóëåâîé.

43.26. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ åå ãëàâíîé äèàãîíàëè.

43.27. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðè-
öû A= (aij) ïîðÿäêà n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Àäàìàðà

(det A)2 6
n∏
i=1

( n∑
j=1

a2
ij

)
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî

n∑
k=1

aikajk = 0 (i, j = 1, ..., n; i 6= j),

ëèáî ìàòðèöà A èìååò íóëåâóþ ñòðîêó.
Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ êîì-

ïëåêñíîé ìàòðèöû A.

43.28. Íàéòè äëèíû ñòîðîí è âíóòðåííèå óãëû òðåóãîëüíèêà ABC
â ïðîñòðàíñòâå R5:

à) A= (2, 4, 2, 4, 2), B = (6, 4, 4, 4, 6), C = (5, 7, 5, 7, 2);
á) A= (1, 2, 3, 2, 1), B = (3, 4, 0, 4, 3),

C =
(

1 +
5
26

√
78, 2 +

5
13

√
78, 3 +

10
13

√
78, 2 +

5
13

√
78, 1 +

5
26

√
78
)
.

43.29. Ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ äîêàçàòü,
÷òî:

à) ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå
êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí;

á) êâàäðàò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ
äðóãèõ ñòîðîí áåç óäâîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñòîðîí íà êîñèíóñ
óãëà ìåæäó íèìè.

43.30. Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåøèòü ïåðåîïðåäåëåí-
íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

à)


x1 + x2 − 3x3 =−1,

2x1 + x2 − 2x3 = 1,

x1 + x2 + x3 = 3,

x1 + 2x2 − 3x3 = 1;
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á)


2x1 − 5x2 + 3x3 + x4 = 5,

3x1 − 7x2 + 3x3 − x4 =−1,

5x1 − 9x2 + 6x3 + 2x4 = 7,

4x1 − 6x2 + 3x3 + x4 = 8.

43.31. (n-ìåðíàÿ òåîðåìà Ïèôàãîðà.) Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò
äèàãîíàëè n-ìåðíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí ñóììå
êâàäðàòîâ åãî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû.

43.32. Íàéòè ÷èñëî äèàãîíàëåé n-ìåðíîãî êóáà, îðòîãîíàëüíûõ
äàííîé äèàãîíàëè.

43.33. Íàéòè äëèíó äèàãîíàëè n-ìåðíîãî êóáà ñ ðåáðîì a è óãëû
ìåæäó äèàãîíàëÿìè êóáà è åãî ðåáðàìè.

43.34. Íàéòè ðàäèóñ øàðà, îïèñàííîãî îêîëî n-ìåðíîãî êóáà
ñ ðåáðîì a, è ðåøèòü íåðàâåíñòâî R< a.

43.35. Äîêàçàòü, ÷òî äëèíà îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ðåáðà n-ìåð-
íîãî êóáà íà ëþáóþ åãî äèàãîíàëü ðàâíà 1/n äëèíû äèàãîíàëè.

43.36. Âû÷èñëèòü îáúåì n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíà-
ìè:

à) (1, −1, 1, −1), (1, 1, 1, 1), (1, 0, −1, 0), (0, 1, 0, −1);
á) (1, 1, 1, 1), (1, −1, −1, 1), (2, 1, 1, 3), (0, 1, −1, 0);
â) (1, 1, 1, 2, 1), (1, 0, 0, 1, −2), (2, 1, −1, 0, 2), (0, 7, 3, −4, −2),

(39, −37, 51, −29, 5);
ã) (1, 0, 0, 2, 5), (0, 1, 0, 3, 4), (0, 0, 1, 4, 7), (2, −3, 4, 11, 12),

(0, 0, 0, 0, 1).

43.37. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

V (a1, ..., ak, b1, ..., bl) 6 V (a1, ..., ak) · V (b1, ..., bl),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ai, bj) = 0
ïðè âñåõ i è j.

43.38. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðîì x è ïîäïðîñòðàíñòâîì L:
à) L= 〈(3, 4, −4, −1), (0, 1, −1, 2)〉, x= (2, 2, 1, 1);
á) L= 〈(5, 3, 4, −3), (1, 1, 4, 5), (2, −1, 1, 2)〉, x= (1, 0, 3, 0);
â) L= 〈(1, 1, 1, 1), (1, 2, 0, 0), (1, 3, 1, 1))〉, x= (1, 1, 0, 0);
ã) L= 〈(0, 0, 0, 1), (1, −1, −1, 1), (−3, 3, 3, 0)〉, x= (1, 2, 3, 0).

43.39. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êàæäûå äâà ðàçëè÷íûõ èç k âåêòî-
ðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V îáðàçóþò ìåæäó ñîáîé óãîë π/3, òî
k 6 dim V .
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43.40. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êàæäûå äâà ðàçëè÷íûõ èç k âåêòîðîâ
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò òóïîé óãîë, òî k 6 1 + dim V .

43.41. Íàéòè óãîë ìåæäó äèàãîíàëüþ n-ìåðíîãî êóáà è åãî k-ìåð-
íîé ãðàíüþ.

43.42. Íàéòè óãîë ìåæäó äâóìåðíûìè ãðàíÿìè a0a1a2 è a0a3a4

ïðàâèëüíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà a0a1a2a3a4.

43.43. Íàéòè óãîë ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè

〈(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)〉, 〈(1, 1, 1, 1), (1, −1, 1, −1)〉.

43.44. Ìíîãî÷ëåíû

P0(x) = 1, Pk(x) =
1

2kk!

dk

dxk
[(x2 − 1)k] (k = 1, 2, ..., n)

íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà.
à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé

áàçèñ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R[x]n ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

1∫
−1

f(x)g(x) dx.

á) Íàéòè ÿâíûé âèä ìíîãî÷ëåíîâ Pk(x) äëÿ k 6 4.
â) Äîêàçàòü, ÷òî deg Pk(x) = k, è íàéòè ðàçâåðíóòîå âûðàæåíèå

äëÿ Pk(x) ïðè âñåõ k.
ã) Âû÷èñëèòü äëèíó ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà Pk(x).
ä) Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå Pk(1).
å) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè ê áà-

çèñó (1, x, x2, ..., xn) ïðîñòðàíñòâà R[x]n ïîëó÷àåòñÿ áàçèñ, ýëåìåíòû
êîòîðîãî ëèøü ïîñòîÿííûìè ìíîæèòåëÿìè îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà, è íàéòè ýòè ìíîæèòåëè.

æ) Äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë
1∫
−1

f(x)2 dx, ãäå f(x)�ìíîãî÷ëåí ñòå-

ïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåí-
òîì 1, äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà

22n+1

(2n+ 1)
(

2n
n

)2
ïðè

f(x) =
2n(
2n
n

)Pn(x).
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43.45. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]n ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

1∫
−1

f(x)g(x) dx

íàéòè:
à) îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà P (1, x, ..., xn);
á) ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà xn äî ïîäïðîñòðàíñòâà R[x]n−1.
43.46. Â ïðîñòðàíñòâå L íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [−π, π]

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =
1
π

π∫
−π

f(t)g(t) dt

íàéòè ïðîåêöèþ ôóíêöèè tm íà ïîäïðîñòðàíñòâî

V = 〈1, cos t, sin t, ..., cos nt, sin nt〉.

43.47. Ïóñòü V �ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñèãíàòóðû (p, q)
è W �ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà W ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî,
òî dim W 6 p;

á) åñëè (x, x) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈W , òî dim W 6 min(p, q).
43.48. Ïóñòü íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíî íåâûðîæäåííîå

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèãíàòóðû (p, q) è îãðàíè÷åíèå åãî íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî W � íåâûðîæäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèãíà-
òóðû (p′, q′). Äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
íà W⊥ íåâûðîæäåíî è èìååò ñèãíàòóðó (p− p′, q − q′).

43.49. Äîêàçàòü, ÷òî â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèãíàòóðû
(p, q), ãäå p è q îòëè÷íû îò íóëÿ, ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç
èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ.

� 44. Ñîïðÿæåííûå è íîðìàëüíûå îïåðàòîðû

44.1. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèè ïåðåõîäà ê ñîïðÿ-
æåííîìó îïåðàòîðó â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå:

à) A∗∗ =A;
á) (A+ B)∗ =A∗ + B∗;
â) (AB)∗ = B∗A∗;
ã) (λA)∗ = λ̄A∗;
ä) A∗A è AA∗�ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû;
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å) åñëè îïåðàòîð A íåâûðîæäåí, òî (A−1)∗ = (A∗)−1.

44.2. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A∗ â áàçèñå e ìåòðè÷åñêîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , åñëè îïåðàòîð A èìååò â ýòîì áàçèñå ìàò-
ðèöó A, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå�ìàòðèöó G.

44.3. Ïóñòü (e1, e2) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ìåòðè÷åñêîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîð A èìååò â áàçèñå (e1, e1 + e2)

ìàòðèöó

(
1 2
1 −1

)
. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A∗ â ýòîì áàçèñå.

44.4. Íàéòè îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê ïðîåêòèðîâàíèþ êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè íà îñü àáñöèññ ïàðàëëåëüíî áèññåêòðèñå ïåðâîé
è òðåòüåé ÷åòâåðòåé.

44.5. Ïóñòü A � ïðîåêòèðîâàíèå ìåòðè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V íà ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ïàðàëëåëüíî ïîäïðîñòðàí-
ñòâó V2. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) V = V ⊥1 ⊕ V ⊥2 ;
á) A∗�ïðîåêòèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V íà V ⊥2 ïàðàëëåëüíî V ⊥1 .

44.6.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî ìåòðè÷åñêîãî âåêòîðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A,
òî åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðà-
òîðà A∗.

44.7. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî è îáðàç ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗
ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè äîïîëíåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ê îáðàçó
è ÿäðó îïåðàòîðà A.

44.8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðîâ
A è A∗ â ìåòðè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè λ è µ, òî µ= λ̄.

44.9. Ïóñòü V �ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ïåðèîäà h > 0 ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì
h∫
0

f(x)g(x) dx.

à) Íàéòè îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ D.

á) Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ A è B, çàäàííûå ïðàâèëàìè

Af =

n∑
i=0

uiDi(f), Bf =

n∑
i=0

(−1)iDi(uif),

ãäå u0, u1, ..., un ∈ V �ôèêñèðîâàííûå ôóíêöèè, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíû-
ìè îïåðàòîðàìè â V è B =A∗.
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â) Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ïðàâèëîì

Af = sin2 2π
h
xD2(f) +

2π
h

sin
4π
h
xD(f),

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì.

44.10. Ïóñòü V �ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
b∫
a

f(x)g(x) dx. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè ôóíêöèè u0, ..., un ∈ V óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Di(uj)(a) =Di(uj)(b) = 0 (j = 1, ..., n; i= 0, 1, ..., j − 1),

òî îòîáðàæåíèÿ A è B, îïðåäåëåííûå ïðàâèëàìè

Af =

n∑
i=0

uiDi(f), Bf =

n∑
i=0

(−1)iDi(uif),

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè â V è B =A∗;
á) ëèíåéíûé îïåðàòîð A, îïðåäåëåííûé ïðàâèëîì

Af = (x− a)2(x− b)2D2(f) + 2(x− a)(x− b)(2x− a− b)D(f),

ñàìîñîïðÿæåí.

44.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ëèíåéíûå îïåðàòîðû A è B â ïðîñòðàí-

ñòâå R[x] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
b∫
a

f(x)g(x) dx îïðåäåëåíû

ïðàâèëàìè

Af =

b∫
a

P (x, y)f(y) dy, Bf =

b∫
a

P (y, x)f(y) dy,

ãäå P (x, y) ∈ R[x, y], òî B =A∗.
44.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî

ôóíêöèÿ f(x, y) = (Ax, y) ýðìèòîâà.

44.13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B� ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû
â ìåòðè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è (Ax, x) = (Bx, x) äëÿ
âñåõ x ∈ V , òî A= B.

44.14. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì
ïðîñòðàíñòâå V íîðìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |Ax| = |A∗x|
äëÿ âñåõ x ∈ V .
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44.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x� ñîáñòâåííûé âåêòîð íîðìàëüíîãî
îïåðàòîðà A â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì λ, òî x� ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A∗ ñ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì λ̄.

44.16. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìàëüíîãî îïåðàòî-
ðà â ìåòðè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè îðòîãîíàëüíû.

44.17. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå ñîáñòâåííîãî

âåêòîðà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà A â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A;

á) îïåðàòîð â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå íîðìàëåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ;

â) îïåðàòîð â åâêëèäîâîì èëè ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íîð-
ìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé åãî ñîáñòâåííûé âåêòîð
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

44.18. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâî÷íûõ íîðìàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò îáùèé îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ.

44.19. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íîðìàëüíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïåðåñòàíîâî÷åí ñ îïåðàòîðîì B, òî A ïåðåñòàíîâî÷åí
ñ B∗.

44.20. Ïóñòü A, B � íîðìàëüíûå îïåðàòîðû â ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïðè÷åì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ýòèõ îïåðàòîðîâ
ðàâíû. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è B â ëþáîì áàçèñå
ïîäîáíû.

44.21. Ïóñòü A�íîðìàëüíûé íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð â ýðìèòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà A= 0.

44.22. Îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå íîðìàëåí òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà A∗ = p(A) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà p(t).

44.23. Äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà

f(x) =

n∑
i=0

aix
i ∈K[x]

ïîëîæèì

f̄(x) =

n∑
i=0

āix
i.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A�îïåðàòîð â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òî:
à) f(A)∗ = f(A∗);
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á) åñëè f(A) = 0, òî f(A∗) = 0.

44.24. Ïóñòü A�íîðìàëüíûé îïåðàòîð â ìåòðè÷åñêîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå V è f(x) ∈K[x].

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ÿäðî Ker f(A) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A∗;
á) Ker f(A∗) = Ker f(A);
â) åñëè f(x) = f1(x)f2(x), ãäå f1(x) è f2(x) âçàèìíî ïðîñòû, òî

Ker f(A) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ
Ker f1(A) è Ker f2(A);

ã) åñëè (f(A))n = 0, òî f(A) = 0.

44.25. Ïóñòü A� íîðìàëüíûé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå V , ïðè÷åì A2 =−E. Äîêàçàòü, ÷òî A∗ =−A.

44.26. Ïóñòü p(t) = t2 + at + b � âåùåñòâåííûé íåïðèâîäèìûé
ìíîãî÷ëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A�íîðìàëüíûé îïåðàòîð â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì p(A) = 0. Äîêàçàòü, ÷òî A∗ =−A− aE.

44.27. Ïóñòü A� íîðìàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå V , U �äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â V , ïðè÷åì A íå èìååò â U ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
Äîêàçàòü, ÷òî:

à) U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A∗;
á) U⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A è A∗.
44.28. Ïóñòü A� íîðìàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â äâóìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå U , ïðè÷åì A íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ. Ïóñòü e = (e1, e2)�îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Äîêàçàòü, ÷òî
ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå e èìååò âèä(

a −b
b a

)
.

44.29. Ïóñòü A� íîðìàëüíûé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå V . Äîêàçàòü, ÷òî â V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,
â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèäA1 0

. . .
0 An

,
ðàçìåð êëåòîê Ai íå âûøå äâóõ, ïðè÷åì êëåòêè Ai ðàçìåðà äâà
èìåþò âèä (

ai −bi
bi ai

)
.
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44.30. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì (ýðìèòîâîì)
ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñèììåòðè÷åñêîãî è êîñîñèììåòðè÷å-
ñêîãî (ýðìèòîâà è êîñîýðìèòîâà) îïåðàòîðîâ.

44.31. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå V êîñîñèììåòðè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
x ∈ V âåêòîðû x è Ax îðòîãîíàëüíû.

44.32. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,
â êîòîðîì åãî ìàòðèöà èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, ãäå ïî
ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè èëè êëåòêè âèäà(

0 −α
α 0

)
, α ∈ R.

� 45. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. Ïðèâåäåíèå

êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé ê ãëàâíûì îñÿì

45.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïå-
ðàòîðîâ â ìåòðè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñî-
ïðÿæåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè îïåðàòîðû
ïåðåñòàíîâî÷íû.

45.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû
â ìåòðè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî:

à) îïåðàòîð AB + BA ñàìîñîïðÿæåí;
á) ïðè λ̄=−λ îïåðàòîð λ(AB − BA) ñàìîñîïðÿæåí.

45.3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
L1 ⊕ L2 íà ïîäïðîñòðàíñòâî L1 ïàðàëëåëüíî L2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L1 è L2 îðòîãîíàëü-
íû.

45.4. Íàéòè ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è ìàòðèöó
â ýòîì áàçèñå îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå ìàòðèöåé:

à)

(
2 1
1 2

)
; á)

 11 2 −8
2 2 10
−8 10 5

; â)

 17 −8 4
−8 17 −4

4 −4 11

;
ã)

 5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5

; ä)

0 0 1
0 1 0
1 0 0

; å)


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

;
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æ)


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

.
45.5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè

1√
2
, cos x, sin x, ..., cos nx, sin nx

ñîñòàâëÿþò ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äëÿ ñèììåòðè-

÷åñêîãî îïåðàòîðà
d2

dx2
â ïðîñòðàíñòâå

Vn = {a0 + a1 cos x+ b1 sin x+ ...+ an cos nx+ bn sin nx | ai, bi ∈ R}

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
1
π

π∫
−π

f(x)g(x) dx.

45.6. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà (çàäà÷à 43.44) ñîñòàâ-
ëÿþò ñîáñòâåííûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà, îïðåäåëåííîãî ïðàâèëîì

(Af)(x) = (x2 − 1)f ′′(x) + 2xf ′(x),

â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 n ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì

1∫
−1

f(x)g(x) dx.

45.7. Íàéòè ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è ìàòðèöó
â ýòîì áàçèñå ýðìèòîâà îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé:

à)

(
3 2 + 2i

2− 2i 1

)
; á)

(
3 −i
i 3

)
; â)

(
3 2− i

2 + i 7

)
.

45.8. Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö Mn(C) ïîëîæèì

(A, B) = tr(A · t¯̄B).

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) Mn(C)�ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî;
á) âñÿêàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìååò äëè-

íó
√
n;

â) îïåðàòîðû X 7→ AX è X 7→ tĀX â ïðîñòðàíñòâå Mn(C) ñîïðÿ-
æåíû;
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ã) îïåðàòîð X 7→AX, ãäå A�óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿåòñÿ óíè-
òàðíûì.

45.9. Äîêàçàòü, ÷òî ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû åâêëèäîâà èëè
ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà ïåðåñòàíîâî÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíè èìåþò îáùèé îðòîíîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ.

45.10. Äîêàçàòü, ÷òî ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â åâ-
êëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå:

à) íåîòðèöàòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû;

á) ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû.

45.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A�îïåðàòîð â åâêëèäîâîì èëè ýðìè-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî A∗A� íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð è ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð A
îáðàòèì.

45.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâà íåîòðèöàòåëüíûõ ñàìîñîïðÿæåí-
íûõ îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåñòà-
íîâî÷íû, òî èõ ïðîèçâåäåíèå� íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð.

45.13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåîòðèöàòåëüíîãî (ïîëîæèòåëü-
íîãî) ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òàêîé íåîòðèöàòåëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé)
ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð B, ÷òî B2 =A.

45.14. Ïóñòü îïåðàòîð A â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå çàäàí ìàòðèöåé13 14 4

14 24 18
4 18 29

.
Íàéòè â ýòîì áàçèñå ìàòðèöó ïîëîæèòåëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà B òàêîãî, ÷òî B2 =A.

45.15. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â åâêëèäîâîì èëè
ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå, îäèí èç êîòîðûõ îáðàòèì, ÿâëÿþòñÿ âåùå-
ñòâåííûìè è íåîòðèöàòåëüíûìè.

45.16. Äîêàçàòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðà-
òîð ðàíãà r â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé r íåîòðèöàòåëüíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ðàí-
ãà 1.
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45.17. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð A ýðìèòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

A=A1 + iA2,

ãäå A1 è A2 �ýðìèòîâû îïåðàòîðû.

45.18. Ïóñòü A�âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ßêîáè, ò. å. ñèììåòðè÷å-
ñêàÿ ìàòðèöà âèäà 

α1 β1 0 ... 0
β1 α2 β2 ... 0
0 β2 α3 ... 0
................................
0 0 0 ... βn−1

0 0 0 ... αn

,

ïðè÷åì β1 · ... · βn−1 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî A íå èìååò êðàòíûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé.

45.19. Íàéòè îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå êâàäðà-
òè÷íóþ ôóíêöèþ ê ãëàâíûì îñÿì:

à) 6x2
1 + 5x2

2 + 7x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3;

á) 11x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 + 16x1x2 + 4x1x3 − 20x2x3;

â) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3;

ã) x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3;

ä) x2
1 − 5x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3;

å) 2x1x2 − 6x1x3 − 6x2x4 + 2x3x4;
æ) 3x2

1 + 8x1x2 − 3x2
2 + 4x2

3 − 4x3x4 + x2
4;

ç) x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 2x2
3 − 4x3x4 − 2x2

4;
è) 9x2

1 + 5x2
2 + 5x2

3 + 8x2
4 + 8x2x3 − 4x2x4 + 4x3x4;

ê) 4x2
1 − 4x2

2 − 8x2x3 + 2x2
3 − 5x2

4 + 6x4x5 + 3x2
5.

45.20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x) =
r∑
i=1

λix
2
i , òî

max(|λ1|, ..., |λr|) = max
|x|=1

|f(x)|.

45.21. Ïðèâåñòè ýðìèòîâó êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ê ãëàâíûì
îñÿì:

à) 5|x1|2 + i
√

3x1x̄2 − i
√

3x̄1x2 + 6|x2|2;
á) 2|x1|2 + |x2|2 + 2ix1x̄2 − 2ix̄1x2 + 2ix̄2x3 − 2ix2x̄3;
â) |x1|2 + 2|x2|2 + 3|x3|2 − 2ix̄1x2 + 2ix1x̄2 + 2ix̄2x3 − 2ix2x̄3.
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� 46. Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû.

Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå

46.1. Äîêàçàòü, ÷òî îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) îïåðàòîðû îáðà-
çóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

46.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð â åâêëèäîâîì (ýðìèòîâîì) ïðî-
ñòðàíñòâå ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ, òî îí îðòîãîíàëåí (óíèòàðåí).

46.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âåêòîðû x è y åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðî-
ñòðàíñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, òî ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé
(óíèòàðíûé) îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé x â y.

46.4. Ïóñòü x1, ..., xk è y1, ..., yk�äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ åâêëèäî-
âà (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî îðòîãîíàëüíûé (óíèòàð-
íûé) îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé xi â yi (i = 1, ..., k), ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (xi, xj) = (yi, yj) ïðè âñåõ i è j îò 1 äî k.

46.5. à) Ïóñòü w� íåíóëåâîé âåêòîð åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðî-
ñòðàíñòâà. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ïîëîæèì

Uw(x) = x− 2
(x, w)

(w, w)
w.

Äîêàçàòü, ÷òî Uw(w) =−w è Uw(y) = y, åñëè x ∈ 〈w〉⊥.
á) Ïóñòü x, y � íåíóëåâûå âåêòîðû åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðî-

ñòðàíñòâà, ïðè÷åì y /∈ 〈w〉. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð w,
÷òî

Uw(x) =
‖x‖
‖y‖y.

46.6. Íàéòè êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è ìàòðèöó â ýòîì áàçèñå îðòî-
ãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå ìàòðèöåé:

à)
1
3

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

; á)
1
2

 1 1 −
√

2

1 1
√

2√
2 −

√
2 0

;
â)

1
3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

; ã)
1
4

 3 1 −
√

6

1 3
√

6√
6 −

√
6 2

;

ä)
1
2

 1 −
√

2 −1

1
√

2 −1√
2 0

√
2

; å)
1
2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

;
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æ)
1
2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1

; ç)
1
3

 2 2 −1
−1 2 2

2 −1 2

;

è)
1
9

 1 −8 4
4 4 7
−8 1 4

; ê)
1
7

 3 −2 6
6 3 −2
−2 6 3

;

ë)


1√
2

0 − 1√
2

1

3
√

2

4

3
√

2

1

3
√

2
2
3

−1
3

2
3

; ì)


3
4

1
4

√
6

4

1
4

3
4

−
√

6
4

−
√

6
4

√
6

4
1
2

.
46.7. Íàéòè ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è ìàòðèöó

â ýòîì áàçèñå óíèòàðíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì îðòî-
íîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé:

à)

(
cos α − sin α
sin α cos α

)
(α 6= kπ); á)

1√
3

(
1 + i 1
−1 1− i

)
;

â)
1
9

4 + 3i 4i −6− 2i
−4i 4− 3i −2− 6i

6 + 2i −2− 6i 1

; ã)
1
4

(
2 + 3i −

√
3√

3 2− 3i

)
;

ä)
1√
2

(
i 1
−1 −i

)
.

46.8. Äîêàçàòü, ÷òî óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2 ñ îïðåäåëèòå-
ëåì, ðàâíûì 1, ïîäîáíà âåùåñòâåííîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöå.

46.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A� óíèòàðíûé îïåðàòîð â ýðìèòîâîì
ïðîñòðàíñòâå è îïåðàòîðA−E îáðàòèì, òî îïåðàòîð i(A−E)−1(A+E)
ýðìèòîâ.

46.10. Ïóñòü A�ýðìèòîâ îïåðàòîð. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) îïåðàòîð A− iE îáðàòèì;
á) îïåðàòîð B = (A− iE)−1(A+ iE) óíèòàðåí;
â) îïåðàòîð B − E îáðàòèì;
ã) A= i(B − E)−1(B + E).

46.11. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýðìèòîâà îïåðàòîðà A îïåðàòîð
eiA óíèòàðåí è, îáðàòíî, âñÿêèé óíèòàðíûé îïåðàòîð ïðåäñòàâèì
â âèäå eiA, ãäå A�ýðìèòîâ îïåðàòîð.

46.12. Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì (e1, e2, e3)
è A� îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð â V ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Äîêàçàòü,
÷òî

A=AϕBϑAψ,
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ãäå Aϕ è Aψ � ïîâîðîòû â ïëîñêîñòè 〈e1, e2〉 íà óãëû ϕ è ψ, Bϑ �
ïîâîðîò ïëîñêîñòè 〈e2, e3〉 íà óãîë ϑ.

46.13. Ïóñòü V �ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2 íàä
ïîëåì R ñ íóëåâûì ñëåäîì è (A, B) = tr AB (A, B ∈ V ). Äîêàçàòü,
÷òî:

à) V �åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì

e1 =
1√
2

(
1 0
0 −1

)
, e2 =

1√
2

(
0 1
1 0

)
, e3 =

1√
2

(
0 i
−i 0

)
;

á) îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ïðàâèëîìX 7→AXtĀ (X ∈ V ), ãäå A�
óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì;

â) äëÿ âñÿêîãî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå V
ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2 ñ îïðåäåëèòåëåì 1,
÷òî AX =AXtĀ äëÿ âñåõ X ∈ V .

46.14. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð A â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòðàæåíèé îòíî-
ñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé è ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ìíîæèòåëåé ðàâíî
êîðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà Ker(A− E).

46.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A, B�ïîëîæèòåëüíûå ñàìîñîïðÿæåí-
íûå îïåðàòîðû, A = BC è îïåðàòîð C îðòîãîíàëåí (óíèòàðåí), òî
C = E .

46.16. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ñàìî-
ñîïðÿæåííîãî è îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðîâ îïåðàòîð, çàäàííûé
â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé:

à)

(
2 −1
2 1

)
; á)

(
1 −4
1 4

)
; â)

 4 −2 2
4 4 −1
−2 4 2

.
46.17. Äîêàçàòü, ÷òî â ðàçëîæåíèè A = BC îïåðàòîðà â åâêëè-

äîâîì (ýðìèòîâîì) ïðîñòðàíñòâå, ãäå B � íåîòðèöàòåëüíûé ñàìî-
ñîïðÿæåííûé (ýðìèòîâ) îïåðàòîð, C � îðòîãîíàëüíûé (óíèòàðíûé)
îïåðàòîð, îïåðàòîð B îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

46.18. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà A è ëþ-
áîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð B, ÿâëÿ-
þùèéñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò A è òàêîé, ÷òî Bk =A.

∗ ∗ ∗

46.19. Äîêàçàòü, ÷òî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A ïîëîæèòåëåí,
êîãäà êîýôôèöèåíòû c1, ..., cn åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà
tn + c1t

n−1 + ...+ cn îòëè÷íû îò íóëÿ è èìåþò ÷åðåäóþùèåñÿ çíàêè.
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46.20. Ïóñòü A, B� ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, ïðè÷åì A ïî-
ëîæèòåëåí. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà AB âå-
ùåñòâåííû.

46.21. Ïóñòü A�ïîëîæèòåëüíûé è B�íåîòðèöàòåëüíûé îïåðà-
òîðû. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ AB âåùåñòâåííû è íåîò-
ðèöàòåëüíû.

46.22. Ïóñòü A�ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Äîêàçàòü, ÷òî ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A ëåæàò â èíòåðâàëå [a, b];
á) îïåðàòîð A − λE îòðèöàòåëåí ïðè λ > b è ïîëîæèòåëåí ïðè

λ < a.
46.23. Ïóñòü A, B � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà îòðåçêàõ [a, b] è [c, d].
Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A + B ëåæàò íà îòðåçêå
[a+ c, b+ d].

46.24. Ïóñòü A�ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Äîêàçàòü, ÷òî îïå-
ðàòîð eA ïîëîæèòåëåí è ñàìîñîïðÿæåí.

46.25. Ïóñòü A = BU � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A, ãäå
B � íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, U � óíèòàðíûé
îïåðàòîð. Äîêàçàòü, ÷òî A íîðìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
BU = UB.

46.26. Ïóñòü A = BU � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A, ãäå
B � íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, U � óíèòàðíûé
îïåðàòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ1 > ... > λn > 0� ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ B. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ íîðìó, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 42.5, á) íîðìå â ýðìèòîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ‖A‖= λ1;

á) åñëè îïåðàòîð A îáðàòèì, òî λn > 0 è ‖A−1‖=
1
λn
.

46.27. Ïóñòü A� íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàò-
ðèöà ðàçìåðà n. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = b.
Ïóñòü X0 �òî÷íîå ðåøåíèå, X1 �ïðèáëèæåííîå, r = b−AX1 �âåê-
òîð íåâÿçêè. Äîêàçàòü, ÷òî

‖X0 −X1‖
‖X0‖

6 ‖A‖ · ‖A−1‖ · ‖r‖‖b‖ .

46.28. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü,
÷òî A = U1DU2, ãäå U1, U2 � óíèòàðíûå ìàòðèöû, D � äèàãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà. Ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè D ñòîÿò êâàäðàòíûå êîðíè èç
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A · tA.
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46.29. Ïóñòü A= (aij)�êîìïëåêñíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿä-
êà n. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) det(A · tĀ) 6

(
n∑
i=1

|a1i|2
)
· ... ·

(
n∑
i=1

|ani|2
)
;

á) | det A|6 nn/2 · (max
ij
|aij |)n;

â) óêàçàííàÿ â á) îöåíêà òî÷íàÿ.
46.30. Ïóñòü A ∈Mn(C). Äîêàçàòü, ÷òî A= UR, ãäå U �óíèòàð-

íàÿ ìàòðèöà, à R�âåðõíåòðåóãîëüíàÿ. Åñëè A ∈Mn(R), òî A=QR,
ãäå Q�îðòîãîíàëüíàÿ, à R�âåùåñòâåííàÿ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàò-
ðèöà.

46.31. Ïóñòü A ∈Mn(C). Äîêàçàòü, ÷òî tĀA = t¯̄RR, ãäå R�âåðõ-
íåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Åñëè A ∈Mn(R), òî R ìîæíî âûáðàòü èç
Mn(R).

46.32.Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèåì âåùåñòâåííîé îðòîãîíàëüíîé è êîìïëåêñíîé ñèììåòðè÷åñêîé
ìàòðèö.

46.33. Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (â ïîëå C ðàññìàòðèâàåòñÿ òîæäåñòâåííûé
àâòîìîðôèçì). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðà-
òîðà A â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò æîðäàíîâ áàçèñ, â êîòîðîì
ìàòðèöà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíà ñ êëåòêàìè

0 0 ... 0 1
0 0 ... 1 0
......................
0 1 ... 0 0
1 0 ... 0 0


òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è æîðäàíîâû êëåòêè ìàòðèöû îïåðàòîðà A.
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ÒÅÍÇÎÐÛ

� 47. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, n > 2,
(e1, ..., en)�áàçèñ V , (e1, ..., en)�ñîïðÿæåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
V ∗.

47.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ òåíçîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíà-
òàìè, ðàçëîæèìû:

a) tij = ij; á) tij = δ1ij; â) tij = i+ j;

ã) tkij = 2i+j+k
2

; ä) tijk = δijδjk; å) tijk = δijδjkδk1?
47.2. Íàéòè çíà÷åíèå F (v, f) òåíçîðà

F = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ (e1 + 3e3) ∈ T1
1(V ).

ãäå v = e1 + 5e2 + 4e3, f = e1 + e2 + e3.
47.3. Íàéòè çíà÷åíèå òåíçîðà A ⊗ B − B ⊗ A ∈ T0

5(V ) îò íàáîðà
(v1, ..., v5):

a) A=e1⊗e2 +e2⊗e3 +e2⊗e2∈T0
2(V ), B=e1⊗e1⊗(e1−e3)∈T0

3(V ),
v1 = e1, v2 = e1 + e2, v3 = e2 + e3, v4 = v5 = e2;

á) A = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 ∈ T0
2(V ), B ∈ T0

3(V ), âñå êîîð-
äèíàòû òåíçîðà B ðàâíû 1, v1 = e1 + e2, v2 = e2 + e3, v3 = e3 + e1,
v4 = v5 = e2.

47.4. Íàéòè çíà÷åíèå F (v, v, v, f, f) òåíçîðà F ∈ T2
3(V ), åñëè

âñå êîîðäèíàòû òåíçîðà F ðàâíû 3, è v = e1 + 2e2 + 3e3 + 4e4,
f = e1 − e4.

47.5. Íàéòè êîîðäèíàòó t̃12
123 òåíçîðà T ∈ T2

3(V ), âñå êîîðäèíàòû
êîòîðîãî â áàçèñå (e1, e2, e3) ðàâíû 2, â áàçèñå

(ẽ1, ẽ2, ẽ3) = (e1, e2, e3)

1 2 3
0 1 2
0 0 1

.
47.6. Íàéòè êîîðäèíàòû ñ èíäåêñàìè 1, 2, 3, 3, 3 ïðîèçâåäåíèé

A⊗B è B ⊗A òåíçîðîâ

A= e1 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 ∈ T0
2(V ), B =B(v1, v2, v3) ∈ T0

3(V ),

ãäåB(v1, v2, v3)�îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç êîîðäèíàò v1, v2, v3

â áàçèñå (e1, e2, e3).
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47.7. Íàéòè êîîðäèíàòû:
a) t̃121 òåíçîðà e

1 ⊗ e2 ⊗ (e1 + e2) ∈ T1
2(V ) â áàçèñå

(ẽ1, ẽ2) = (e1, e2)

(
1 1
2 3

)
;

á) t̃12
1 òåíçîðà T ∈ T2

1(V ), âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû 1, â áà-
çèñå

(ẽ1, ẽ2) = (e1, e2)

(
1 2
2 5

)
;

â) t̃12
31 òåíçîðà e

2 ⊗ e1 ⊗ e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3 ⊗ e1 ⊗ e2 ∈ T2
2(V ) â áàçèñå

(ẽ1, ẽ2, ẽ3) = (e1, e2, e3)

1 0 0
2 1 0
3 2 1

.
47.8. Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðîâ:
à) (e1 + e2)⊗ (e1 − e2);
á) (e1 + e2)⊗ (e1 + e2);
â) (e1 + 2e2)⊗ (e1 + e2)− (e1 + e2)⊗ (e1 + 2e2);
ã) (e1 + 2e2)⊗ (e3 + e4)− (e1 − 2e2)⊗ (e3 − e4).

47.9. Ïóñòü n = 4, T = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e4 ∈ T1
1(V ). Íàéòè

âñå òàêèå:
à) f ∈ V ∗, ÷òî T (v, f) = 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V ;
á) v ∈ V , ÷òî T (v, f) = 0 äëÿ ëþáîãî f ∈ V ∗.
47.10. Ïóñòü n = 3, ïîëå K = Zp, T = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 ∈ T1

1(V ).
Íàéòè ÷èñëî ïàð (v, f) ∈ V × V ∗, äëÿ êîòîðûõ T (v, f) = 0.

47.11. Íàéòè ðàíã áèëèíåéíûõ ôóíêöèé:
à) (e1 + e2)⊗ (e1 + e3)− e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2;
á) (e1 − 2e3)⊗ (e1 + 3e2 − e4) + (e1 − 2e3)⊗ e4;
â) (e1 + e3)⊗ (e2 + e4)− (e2 − e4)⊗ (e1 − e3).

47.12. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ðàíã áèëèíåéíîé ôóíêöèè u⊗ v, ãäå ýëåìåíòû u, v ∈ V ∗ îòëè÷-

íû îò 0, ðàâåí 1;
á) ðàíã áèëèíåéíîé ôóíêöèè

k∑
i=1

ui⊗vi, ãäå u1, ..., uk, v1, ..., vk∈V ∗,
íå ïðåâîñõîäèò k.

47.13. Íàéòè ïîëíóþ ñâåðòêó òåíçîðîâ:
à) (e1 + 3e2 − e3)⊗ (e1 − 2e2 + 3e4)− (e1 + e3)⊗ (e1 − 3e3 + e4);
á) (e1 + 2e2 + 3e3)⊗ (e1 + e2−2e3)− (e1− e2 + e4)⊗ (e2−2e3−3e4);
â) e1 ⊗ (e1 + e2 + e3 + e4) + e2 ⊗ (e1 + 2e2 + 2e3 + 4e4) + 2e3 ⊗

⊗ (e1 − e2 − e4).
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47.14. Ïóñòü α : V ∗ ⊗ V → L(V )�êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì. Âû-
÷èñëèòü α(t)v ïðè n= 4, ãäå:

a) t= e1 ⊗ e3, v = e1 + e2 + e3 + e4;
á) t= (e1 + e2)⊗ (e3 + e4), v = 2e1 + 3e2 + 2e3 + 3e4.
47.15. Íàéòè x ∈ V ∗ ⊗ V òàêîé, ÷òî α(x) = (α(t))2 äëÿ t, ðàâíîãî:
à) (2e1 − e3)⊗ (e1 + e2); á) e1 ⊗ e2 + (e1 + 2e2)⊗ e3.
47.16. Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå V çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ñ ìàòðèöåé 
2 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 2

.
Ïðîâåñòè îïóñêàíèå è ïîäúåì èíäåêñîâ ó òåíçîðîâ:

à) e1 ⊗ e3 + e2 ⊗ e4; á) (e1 + e2)⊗ (e3 + e4)− (e1 + e3)⊗ e3;
â) tij = δ2i + δ4j ; ã) tij = iδij .
47.17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì, òî îïå-

ðàòîð A⊗k òàêæå äèàãîíàëèçèðóåì.
47.18. Ïóñòü a�ñëåä îïåðàòîðà A, d�åãî îïðåäåëèòåëü. Íàéòè:

a) tr(A⊗A); á) tr(A⊗k); â) det(A⊗A).
47.19. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû îïåðàòîðà A ⊗ B, åñëè

ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è B èìåþò ñîîòâåòñòâåííî æîðäàíîâó ôîðìó:

à)

(
1 1
0 1

)
,

1 0 0
0 2 0
0 0 3

; á)

(
1 1
0 1

)
,

(
2 1
0 2

)
;

â)

(
1 1
0 1

)
,

0 1 0
0 0 1
0 0 0

.
� 48. Ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû

48.1. Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ (Tpq(V ))∗ è Tqp(V ).
48.2. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ Sym è Alt â ïðî-

ñòðàíñòâå Tq0(V ):
à) ïåðåñå÷åíèå ÿäåð Ker Sym è Ker Alt ðàâíî íóëþ ïðè q = 2

è îòëè÷íî îò íóëÿ ïðè q > 2;
á) Sym ·Alt = Alt · Sym = 0;
â) îïåðàòîð P = (E − Sym)(E −Alt)�ïðîåêòèðîâàíèå.
Íàéòè ðàíã îïåðàòîðà P ïðè q = 3.
48.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îñíîâíîå ïîëå èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0,

òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà òåíçîðîâ âèäà vk (v ∈ V ) ñîâïàäàåò ñ Sk(V ).
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48.4. Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì:

à) Sq(V1 ⊕ V2) è
q⊕
i=1

Si(V1)⊗ Sq−i(V2);

á) Λq(V1 ⊕ V2) è
q⊕
i=1

Λi(V1)⊗ Λq−i(V2).

48.5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè dim V > 2 ïðîñòðàíñòâà Λ2(Λ2(V ))
è Λ4(V ) íå ñîâïàäàþò.

48.6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôóíê-
öèè f íà ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ F íà ïðîñòðàíñòâå Λ2V , äëÿ êîòîðîé

F (v1 ∧ v2, v3 ∧ v4) = det

(
f(v1, v3) f(v1, v4)
f(v2, v3) f(v2, v4)

)
.

48.7. Íàéòè ñëåä îïåðàòîðà Λq(A) ïî åãî ìàòðèöå A:

à)

1 1 0
0 2 2
0 0 3

 (q = 2); á)


1 −2 0 0
1 4 0 0
0 0 −4 4
0 0 −3 1

 (q = 4);

â)


1 0 1 2
0 2 1 0
1 0 1 0
0 0 1 3

 (q = 2, 3).

48.8. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû îïåðàòîðà Λ2(A), åñëè
ìàòðèöà A èìååò æîðäàíîâó ôîðìó:

à)


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

; á)


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3

; â)


2 0 0 0 0
0 −2 0 0 0
0 0 −2 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

.
48.9.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè tr Λq(A) = 0 äëÿ âñåõ q > 0, òî îïåðàòîðA

íèëüïîòåíòåí.
48.10. Äîêàçàòü, ÷òî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V íåíóëåâîé îïåðà-

òîð âèäà Λn−1(A) íà Λn−1(V ) ëèáî íåâûðîæäåí, ëèáî èìååò ðàíã 1.
48.11. Äîêàçàòü, ÷òî k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊆ V èíâàðè-

àíòíî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ΛkW èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Λk(A).

48.12. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî áèâåêòîðà ξ ∈ Λ2(V ) ñóùåñòâóåò
áàçèñ (e1, ..., en) ïðîñòðàíñòâà V , äëÿ êîòîðîãî

ξ = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 + ...+ ek−1 ∧ ek

ïðè íåêîòîðîì ÷åòíîì k.



166 Ãë. 11. Òåíçîðû

48.13. (Ëåììà Êàðòàíà.) Ïóñòü ñèñòåìà v1, ..., vk âåêòîðîâ ïðî-
ñòðàíñòâà V ëèíåéíî íåçàâèñèìà è t1, ..., tk ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî

v1 ∧ t1 + ...+ vk ∧ tk = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t1, ..., tk ∈ 〈v1, ..., vk〉, è ìàòðèöà, ñîñòàâ-

ëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ αij , ãäå ti =
k∑
j=1

αijvj , ñèììåòðè÷åñêàÿ.

48.14. Äîêàçàòü, ÷òî áèâåêòîð ξ ðàçëîæèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ξ ∧ ξ = 0.

48.15. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ξ ∈ Λp(V ), x ∈ V , x 6= 0, ðàâåíñòâî
ξ ∧ x = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ = x ∧ ϑ äëÿ
íåêîòîðîãî ϑ ∈ Λp−1(V ).

48.16. Ïóñòü ξ ∈ Λp(V )�íåíóëåâîé p-âåêòîð è

W = {x ∈ V | ξ ∧ x= 0}.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) dim W 6 p;
á) dim W = p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ ðàçëîæèì;
â) íàèìåíüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî, â p-é ñòåïåíè êîòîðîãî ëåæèò

p-âåêòîð ξ, åñòü U = {ξ(v1, ..., vp−1) | vi ∈ V ∗};
ã) dim U > p, ïðè÷åì dim U = p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ ðàç-

ëîæèì.
48.17. Äîêàçàòü, ÷òî âíóòðåííåå óìíîæåíèå i(v∗), ãäå v∗ ∈ V ∗,

ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû S(V ).
48.18. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ i(v∗1)

è i(v∗2), v∗1 , v
∗
2 ∈ V ∗, êîììóòèðóþò â àëãåáðå S(V ) è àíòèêîììóòèðóþò

â àëãåáðå Λ(V ).
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� 49. Àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà

49.1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê a, b, c àôôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ab+ bc= ac.

49.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
k∑
i=1

λi = 0, òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê a1, ..., ak

àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà âåêòîð
k∑
i=1

λiaai íå çàâèñèò îò òî÷êè a.

49.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
k∑
i=1

λi = 1, òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê a1, ..., ak

àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà òî÷êà a+
k∑
i=1

λiaai (îáîçíà÷àåìàÿ
k∑
i=1

λiai)

íå çàâèñèò îò òî÷êè a.
49.4. Ïóñòü (P, U)�àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî (ïëîñêîñòü) àô-

ôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) U = {pq | p, q ∈ P};
á) P = p+ U äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ P .
49.5. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ïëîñêîñòåé àô-

ôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ.
49.6. Ïóñòü S � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî àôôèííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà A. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ïîäìíîæåñòâî 〈S〉= a+ 〈ax | x ∈ S〉, ãäå a ∈ S, íå çàâèñèò îò a

è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé S;

á) 〈S〉=

{
k∑
i=1

λiai |
k∑
i=1

λi = 1, ai ∈ S, k ∈ N
}
.

49.7. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî àôôèííîãî íåçàâèñèìîãî ìíî-
æåñòâà àôôèííî íåçàâèñèìî.

49.8. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ìàêñèìàëüíîå àôôèííî íåçàâèñèìîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà S â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ñîäåðæèò
k + 1 òî÷åê, ãäå k = dim〈S〉.

49.9. Ïóñòü â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå (A, V ) çàäàíû äâå ñèñòåìû
àôôèííûõ êîîðäèíàò: (a, e1, ..., en) è (a′, e′1, ..., e

′
n), à (a1, ..., an)�

êîîðäèíàòû òî÷êè a′ â ïåðâîé ñèñòåìå è B = (bij)�ìàòðèöà ïåðåõîäà
îò áàçèñà (e1, ..., en) ê áàçèñó (e′1, ..., e

′
n) â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå V . Âûðàçèòü êîîðäèíàòû (x1, ..., xn) òî÷êè x ∈ A â ïåðâîé
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ñèñòåìå ÷åðåç åå êîîðäèíàòû (x′1, ..., x
′
n) âî âòîðîé ñèñòåìå, è íà-

îáîðîò.

49.10. Íàéòè ñèñòåìó óðàâíåíèé è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,
çàäàþùèå àôôèííóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà:

à) (−1, 1, 0, 1), (0, 0, 2, 0), (−3, −1, 5, 4), (2, 2, −3, −3);
á) (1, 1, 1, −1), (0, 0, 6, −7), (2, 3, 6, −7), (3, 4, 1, −1).

49.11. Ïóñòü ai = (ai1, ..., ain) (i = 1, ..., s) � òî÷êè â n-ìåðíîì
àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

rk(aij)− 1 6 dim〈a1, ..., as〉6 rk(aij)

è óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòè íåðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â ðà-
âåíñòâà.

49.12.Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå ïðÿìûå â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå
ñîäåðæàòñÿ â òðåõìåðíîé ïëîñêîñòè.

49.13. Ïóñòü P1 = a1 + L1, P2 = a2 + L2 �äâå ïëîñêîñòè â àôôèí-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) P1 ∩ P2 = ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a1a2 /∈ L1 + L2;
á) åñëè P1 ∩ P2 6= ∅, òî

dim〈P1 ∪ P2〉= dim P1 + dim P2 − dim(P1 ∩ P2);

â) åñëè P1 ∩ P2 = ∅, òî

dim〈P1 ∪ P2〉= dim P1 + dim P2 − dim(L1 ∩ L2) + 1.

49.14. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïëîñêîñòåé P1, ..., Ps àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà

dim〈P1 ∪ ... ∪ Ps〉6 dim P1 + ...+ dim Ps + s− 1.

49.15. Äîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíü ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïëîñêîñòåé P1, P2 ðàâíà:

à) íàèáîëüøåìó èç ÷èñåë k, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïàðàëëåëü-
íûå ïëîñêîñòè Q1 ⊆ P1 è Q2 ⊆ P2 ðàçìåðíîñòè k;

á) íàèáîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåéñÿ â P1 è ïà-
ðàëëåëüíîé P2, åñëè dim P1 6 dim P2.

49.16. Íàéòè ðàçìåðíîñòü àôôèííîé îáîëî÷êè îáúåäèíåíèÿ ïëîñ-
êîñòåé P1 è P2 è ðàçìåðíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ èëè ñòåïåíü èõ ïàðàë-
ëåëüíîñòè, åñëè:

à) P1 :

{
3x1 +2x2 +2x3 +2x4 =2,

2x1 +3x2 +2x3 +5x4 =3,
P2 :

{
2x1 +2x2 +3x3 +4x4 =5,

5x1−x2 +3x3−5x4 =2;
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á) P1 :

{
2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 = 6,

4x1 + 5x2 + 4x3 + 3x4 = 2,
P2 :


x1 = 1− t1,
x2 = 1 + 2t1 + t2,

x3 = 1− 2t1 + 2t2,

x4 = 1 + t1 + t2;

â) P1 :



3x1 = 1 + 2t1,

x2 = 3 + 2t2,

x3 = 5 + 4t2,

x4 = 4 + 3t1 + 2t2,

x5 = 2 + t1 + 2t2,

P2 :



x1 =−6 + 4t,

x2 = 2 + 3t,

x3 = 2 + 7t,

x4 =−2 + 5t,

x5 =−3 + 3t.

49.17. Ïóñòü P1 = a1 + L1 è P2 = a2 + L2 �äâå íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ íåïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé P1 è ïàðàëëåëüíîé P2, ðàâíà

dim P1 + dim P2 − dim(L1 ∩ L2).

49.18. Ïóñòü P1, P2 �äâå ïëîñêîñòè â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A
íàä ïîëåì K, 〈P1 ∪ P2〉 = A, P1 ∩ P2 = ∅ è ïóñòü λ�ôèêñèðîâàí-
íûé ýëåìåíò èç K, λ 6= 0, 1. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê
λa1 + (1− λ)a2, ãäå a1 è a2 ïðîáåãàþò ñîîòâåòñòâåííî P1 è P2.

49.19. Ïóñòü P1 = a1 + L1 è P2 = a2 + L2�ñêðåùèâàþùèåñÿ ïëîñ-
êîñòè â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
b /∈ P1 ∪ P2 ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç b
è ïåðåñåêàþùåé P1 è P2, ïðè÷åì òàêàÿ ïðÿìàÿ ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà b ∈ 〈P1 ∪ P2〉, íî a1b /∈ L1 + L2 è a2b /∈ L1 + L2.

49.20. Íàéòè ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó b è ïåðåñåêàþùóþ
ïëîñêîñòè P1 è P2:

à) b= (6, 5, 1, −1),

P1 :

{
−x1 + 2x2 + x3 = 1,

x1 + x4 = 1,
P2 :


x1 = 4 + t,

x2 = 4 + 2t,

x3 = 5 + 3t,

x4 = 4 + 4t;

á) b= (5, 9, 2, 10, 10),

P1 :


x1 − x2 − x4 + x5 = 2,

x1 − x3 − x4 + x5 = 1,

5x1 + 3x2 − 2x3 − x5 = 0,

P2 :



x1 = 3,

x2 = 2 + 6t1 + 5t2,

x3 = 0,

x4 = 5 + 4t1 + 3t2,

x5 = 6 + t1 + 2t2;
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â) b= (6, −1, −5, 1),

P1 :


x1 = 3 + 2t,

x2 = 5− t,
x3 = 3− t,
x4 = 6 + t,

P2 :

{
−6x1 + 2x2 − 5x3 + 4x4 = 1,

9x1 − x2 + 6x3 − 6x4 = 5.

49.21. Ïóñòü a0, a1, ..., an � àôôèííî íåçàâèñèìûå òî÷êè n-ìåð-
íîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà a ∈ A
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå a =

n∑
i=0

λiai, ãäå

n∑
i=0

λi = 1.

49.22. Ïóñòü (a0, e1, ..., en)�àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â àô-
ôèííîì ïðîñòðàíñòâå (A, V ), ai = a0 + ei (i = 1, ..., n). Íàéòè áàðè-
öåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè x = (x1, ..., xn) îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû òî÷åê a0, a1, ..., an.

49.23. Ïóñòü (A, V ) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K,
|K| > 3, P �íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â A. Äîêàçàòü, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ
ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè a, b ∈ P â P ñîäåðæèòñÿ ïðÿìàÿ 〈a, b〉. Âåðíî
ëè ýòî óòâåðæäåíèå, åñëè K �ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ?

49.24. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, äèôôå-
ðåíöèàë êîòîðîãî íå èìååò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 1, îáëàäàåò íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé.

49.25. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b àôôèííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (A, V ) è ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå àôôèííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå f , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì f(a) = b è Df = A, ãäå Df �
äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f .

49.26. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé f è g

D(fg) =Df ·Dg,

ãäå Df �äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f .
49.27. Ïóñòü f � àôôèííîå îòîáðàæåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà A â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî B íàä ïîëåì K, a1, ..., as ∈ A,
α1, ..., αs ∈K. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè
s∑
i=1

αi = 1, òî f

(
s∑
i=1

αiai

)
=

s∑
i=1

αif(ai);

á) åñëè
s∑
i=1

αi = 0, òî Df

(
s∑
i=1

αiai

)
=

s∑
i=1

αif(ai).
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49.28. Ïóñòü f �àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå àôôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (A, V ) íàä ïîëåì K, èìåþùåå êîíå÷íûé ïîðÿäîê n. Äîêàçàòü,
÷òî åñëè char K - n, òî f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Âåðíî ëè ýòî,
åñëè char K | n?

49.29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè G� êîíå÷íàÿ ãðóïïà àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé íàä ïîëåì K è char K - |G|, òî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç G
îáëàäàþò îáùåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

49.30. Ïóñòü a0, a1, ..., an è b0, b1, ..., bn � äâà íàáîðà àôôèííî
íåçàâèñèìûõ òî÷åê â n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A. Äî-
êàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå
f : A→A, ïðè êîòîðîì f(ai) = bi (i= 0, 1, ..., n).

49.31. Íàéòè âñå òî÷êè, ïðÿìûå è ïëîñêîñòè òðåõìåðíîãî àô-
ôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî àôôèííîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî òî÷êè a0, a1, a2, a3 â òî÷êè b0, b1, b2, b3
ñîîòâåòñòâåííî:

à) a0 =(1, 3, 4), a1 =(2, 3, 4), a2 =(1, 4, 4), a3 =(1, 3, 5), b0 =(3, 4, 3),
b1 = (8, 9, 9), b2 = (−2, −2, −6), b3 = (5, 7, 8);

á) a0 =(3, 2, 3), a1 =(4, 2, 3), a2 =(3, 3, 3), a3 =(3, 2, 4), b0 =(2, 4, 6),
b1 = (1, 8, 12), b2 = (−1, −5, −1), b3 = (6, 12, 11);

â) a0 =(2, 5, 1), a1 =(3, 5, 1), a2 =(2, 6, 1), a3 =(2, 5, 2), b0 =(3, 7, 3),
b1 = (6, 11, 6), b2 = (5, 17, 9), b3 = (0, −5, −4);

ã) a0 =(2, 5, 4), a1 =(3, 5, 4), a2 =(2, 6, 4), a3 =(2, 5, 5), b0 =(1, 6, 6),
b1 = (8, 16, 18), b2 = (−11, −13, −18), b3 = (7, 16, 19).

49.32. Äîêàçàòü, ÷òî äâå êîíôèãóðàöèè P1, P2 è Q1, Q2 â àôôèí-
íîì ïðîñòðàíñòâå àôôèííî êîíãðóýíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè

dim P1 = dim Q1, dim P2 = dim Q2,

dim〈P1 ∪ P2〉= dim〈Q1 ∪Q2〉,

è îáå ïàðû èìåþò îäíîâðåìåííî ïóñòîå èëè íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

49.33. Ñóùåñòâóåò ëè àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå
òî÷êè a, b, c ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êè a1, b1, c1, à ïðÿìóþ l � â ïðÿ-
ìóþ l1, åñëè:

à) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 3, 2, 3), c = (3, 2, 3, 2), l = (1, 2, 2, 2) +
+ (0, 1, 0, 1)t, a1 = (−1, 1, −1, 1), b1 = (0, 4, 0, 4), c1 = (2, 2, 2, 2),
l1 = (−1, 2, 0, 3) + (1, −5, 1, −5)t;

á) a = (2, −1, 3, −2), b = (3, 1, 6, −1), c = (5, 1, 4, 1), l = (2, 0,
4, −1) + (0, 1, 2, 0)t, a1 = (1, −2, 3, 5), b= (2, 1, 8, 7), c= (3, 2, 10, −6),
l = (1, −1, 5, −2) + (0, 2, 3, −3)t;



172 Ãë. 12. Àôôèííàÿ, åâêëèäîâà è ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ

â) a= (2, −1, 2, 2), b= (5, −4, 0, 3), c= (4, 4, 6, 8), l = (7, 4, 10, 9) +
+ (4, 4, 5, 6)t, a1 = (1, 3, 2, −2), b1 = (4, −2, 0, 0), c1 = (−3, 10, 6, 2),
l1 = (5, −6, −1, 5) + (2, −6, −3, 2)t?

49.34. Ñóùåñòâóåò ëè àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå
òî÷êè a, b, c, d ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êè a1, b1, c1, d1, à ïðÿìóþ l �
â ïðÿìóþ l1, åñëè:

à) a = (1, 2, 3, 4), b = (1, 3, 3, 4), c = (1, 2, 2, 4), d = (1, 2, 3, 3),
l = (−3, 2, 4, 1) + (2, 1, −1, −2)t, a1 = (1, −1, 4, 2), b1 = (2, −2, 5, 3),
c1 = (2, 0, 3, 3), d1 = (2, 0, 5, 1), l1 = (1, −5, 2, −12) + (1, 1, 1, 1)t;

á) a= (−3, 0, 2, 4), b= (−3, 1, 3, 5), c= (−2, 0, 3, 5), d= (−2, 1, 2, 5),
l = (−1, 5, 5, 6) + (1, 1, 1, 0)t, a1 = (−1, 1, 2, 3), b1 = (1, −4, 3, 5),
c1 = (−4, 8, 1, 7), d1 = (4, −8, 4, 10), l1 = (4, 5, −1, 1) + (4, −6, 1, 2)t?

49.35. Ïóñòü àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî A ðàâíî 〈P1 ∪ P2〉, ãäå
P1 è P2 �ñêðåùèâàþùèåñÿ ïëîñêîñòè, è G�ïîäãðóïïà â àôôèííîé
ãðóïïå ïðîñòðàíñòâà A, ñîñòîÿùàÿ èç ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ
èíâàðèàíòíûìè P1 è P2. Íàéòè îðáèòû äåéñòâèÿ G íà A.

49.36. Ïóñòü (A, V ) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K.
Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : A→ A íàçûâàåòñÿ êîëëèíåàöèåé, åñëè
äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê a, b, c ∈ A, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé,
òî÷êè f(a), f(b), f(c) òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàçàòü, ÷òî
åñëè |K| > 3, òî îáðàç è ïîëíûé ïðîîáðàç ïëîñêîñòè P ⊆ A ïðè
êîëëèíåàöèè f : A→ A ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè òîé æå ðàçìåðíîñòè,
÷òî è P . Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå, åñëè |K|= 2?

49.37. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. Îòîáðà-
æåíèå ϕ : V → V íàçûâàåòñÿ ïîëóëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðî-
ãî àâòîìîðôèçìà σ ïîëÿ K, åñëè

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), ϕ(αx) = σ(α)ϕ(x),

ãäå x, y ∈ V , α ∈K.
Ïîëóàôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (A, V )

íàçûâàåòñÿ ïàðà (f, Df), ãäå f : A→ A, Df : V → V , óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì:

Df �áèåêòèâíîå ïîëóëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîãî àâòîìîðôèçìà ïîëÿ K;

f(a+ v) = f(a) +Df(v) äëÿ ëþáûõ a ∈A, v ∈ V .
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ïîëóàôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êîëëèíåàöèåé;
á) åñëè (A, V )�àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K è |K|> 3,

òî âñÿêàÿ êîëëèíåàöèÿ f : A→A ÿâëÿåòñÿ ïîëóàôôèííûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì.
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49.38. Ïóñòü (B, U)�ïëîñêîñòü àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (A, V )
è W �ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , äîïîëíèòåëüíîå ê U . Äîêà-
çàòü, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà a ∈A åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå a= b+ w, ãäå b ∈B, w ∈W , è ÷òî îòîáðàæåíèå a 7→ b (ïðîåê-
òèðîâàíèå íà B ïàðàëëåëüíî W ) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíè-
åì ïðîñòðàíñòâà (A, V ) â ïðîñòðàíñòâî (B, U).

� 50. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà

50.1. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïëîñêîñòü àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ.

50.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè P àôôèííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà A ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì â P òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì â A.

50.3. Ïóñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê M â àôôèííîì ïðîñòðàí-
ñòâå çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

fi(x) > 0 (i= 1, ..., k; fi 6= const).

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà J ⊆ {1, ..., k}
ìíîæåñòâî MJ , çàäàâàåìîå óñëîâèÿìè fi(x) = 0 ïðè i ∈ J , fi(x) > 0
ïðè i /∈ J , åñëè îíî íåïóñòî, ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ ìíîãîãðàííèêà M , è,
îáðàòíî, âñÿêàÿ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà M èìååò âèä MJ äëÿ íåêîòî-
ðîãî ìíîæåñòâà J ⊆ {1, ..., k}.

50.4. Ïóñòü a0, a1, ..., an�òî÷êè n-ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, íàõîäÿùèåñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, Hi (i = 0, 1, ..., n) � ãèïåð-
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âñå ýòè òî÷êè, êðîìå ai, è H

+
i �îãðà-

íè÷èâàåìîå åþ ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó ai. Äîêàçàòü,
÷òî

conv{a0, a1, ..., an}=

n⋂
i=0

H+
i .

50.5. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàíè n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà

conv{a0, a1, ..., an}

� ýòî âûïóêëûå îáîëî÷êè âñåâîçìîæíûõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà {a0, a1, ..., an}.

50.6. Íàéòè ãðàíè n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, çàäàííîãî â íåêî-
òîðîé ñèñòåìå àôôèííûõ êîîðäèíàò íåðàâåíñòâàìè 0 6 xi 6 1
(i= 1, 2, ... , n).
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50.7. Íàéòè âåðøèíû è îïèñàòü ôîðìó âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà
â òðåõìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàííîãî íåðàâåíñòâàìè

x1 6 1, x2 6 1, x3 6 1,

x1 + x2 >−1, x1 + x3 >−1, x2 + x3 >−1.

50.8. Íàéòè âåðøèíû è îïèñàòü ôîðìó ñå÷åíèé ÷åòûðåõìåðíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà, çàäàííîãî íåðàâåíñòâàìè 0 6 xi 6 1 (i= 1, 2, 3, 4),
ïëîñêîñòÿìè:

à) x1 + x2 + x3 + x4 = 1;
á) x1 + x2 + x3 + x4 = 2;
â) x1 + x2 + x3 = 1;
ã) x1 + x2 = x3 + x4 = 1.
50.9. Äîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà âûïóêëî.
50.10. Îòêðûòûì ÿäðîì M0 òåëåñíîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà M

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê èç M , íåêîòîðàÿ îêðåñò-
íîñòü êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â M . Äîêàçàòü, ÷òî îòêðûòîå ÿäðî M0

òåëåñíîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà M âûïóêëî è åãî çàìûêàíèå ñîäåð-
æèò M .

50.11. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç è ïîëíûé ïðîîáðàç âûïóêëîãî ìíîæå-
ñòâà ïðè àôôèííîì îòîáðàæåíèè ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíîæåñòâà-
ìè.

50.12. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ïðè ñþðúåêòèâíîì àôôèííîì îòîáðàæåíèè ïîëíûé ïðîîáðàç

ãèïåðïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ;
á) ïîëíûé ïðîîáðàç ïîëóïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòðàí-

ñòâîì.
50.13. Äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà S ñîñòîèò èç

âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèé âèäà
k∑
i=1

λiai, ãäå

ai ∈ S, λi > 0 (i= 1, ..., k),

k∑
i=1

λi = 1.

50.14. Ïóñòü M �âûïóêëîå ìíîæåñòâî è a /∈M . Äîêàçàòü, ÷òî

conv(M ∪ a) =
⋃
b∈M

ab.

50.15. Ïóñòü S �ïîäìíîæåñòâî n-ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà A. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè 〈S〉 = A, òî conv S åñòü îáúåäèíåíèå
n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà S.
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50.16. Äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà
êîìïàêòíà.

50.17.ÏóñòüM�âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî äâóìåðíîãî àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà è a /∈M0 (ñì. çàäà÷ó 50.10). Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç òî÷-
êó a ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òî ìíîæåñòâî M áóäåò ëåæàòü
ïî îäíó ñòîðîíó îò íåå.

50.18. Ïóñòü M �âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî n-ìåðíîãî àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà A è a /∈M0 (ñì. çàäà÷ó 50.10). Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç
òî÷êó a ìîæíî ïðîâåñòè ãèïåðïëîñêîñòü òàê, ÷òî ìíîæåñòâîM áóäåò
ëåæàòü ïî îäíó ñòîðîíó îò íåå.

50.19. Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó çàìêíóòîãî âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà, íå ïðèíàäëåæàùóþ åãî îòêðûòîìó ÿäðó, ìîæíî ïðîâåñòè
îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü.

50.20. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî M
åñòü ïåðåñå÷åíèå (âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) ïîëóïðî-
ñòðàíñòâ.

50.21. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ â âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïåðåñå÷åíèå (âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà) ïîëóïðîñòðàíñòâ, ãðàíèöû êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç íóëü.

50.22. Ïóñòü fi (i = 1, ..., k) � àôôèííûå ëèíåéíûå ôóíêöèè
íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
fi(x) 6 0 (i = 1, ..., k) íåñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λi > 0, ÷òî
k∑
i=1

λifi åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà.
50.23. Ïóñòü M � ñîäåðæàùåå îêðåñòíîñòü íóëÿ êîìïàêòíîå âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V , ðàññìàòðèâàåìîì
êàê àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòü

M∗ = {f ∈ V ∗ | f(x) 6 1 äëÿ âñÿêîãî x ∈M}.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) M∗ � êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå V ∗,

ñîäåðæàùåå îêðåñòíîñòü íóëÿ;
á)M∗∗ =M ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîæäåñòâëåíèè ïðîñòðàíñòâà V ∗∗

ñ V .
50.24. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñîâ-

ïàäàåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ñâîèõ êðàéíèõ òî÷åê.
50.25. Äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì àôôèííîé ëèíåéíîé ôóíêöèè íà

êîìïàêòíîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé êðàéíåé
òî÷êå (íî, ìîæåò áûòü, äîñòèãàåòñÿ è â äðóãèõ òî÷êàõ).
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50.26. Äîêàçàòü, ÷òî êðàéíèå òî÷êè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà�
ýòî åãî âåðøèíû.

50.27. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé îãðàíè÷åííûé âûïóêëûé ìíîãîãðàí-
íèê ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ñâîèõ âåðøèí.

50.28. Äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.

50.29. Çàäàòü ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ âûïóêëóþ îáîëî÷êó
óêàçàííûõ òî÷åê ÷åòûðåõìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà è íàéòè
òðåõìåðíûå ãðàíè ýòîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà:

à) O = (0, 0, 0, 0), a = (1, 0, 0, 0), b = (0, 1, 0, 0), c = (1, 1, 0, 0),
d= (0, 0, 1, 0), e= (0, 0, 0, 1), f = (0, 0, 1, 1);

á) O = (0, 0, 0, 0), a = (1, 0, 0, 0), b = (0, 1, 0, 0), c = (0, 0, 1, 0),
d=(1, 1, 0, 0), e=(1, 0, 1, 0), f=(0, 1, 1, 0), g=(1, 1, 1, 0), h=(0, 0, 0, 1).

50.30. Ïóñòü M è N � âûïóêëûå ìíîæåñòâà â àôôèííîì ïðî-
ñòðàíñòâå (A, V ). Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè èç M ñ òî÷êàìè èç N ,
îáðàçóþò âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå A;

á) âåêòîðû, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè èç M ñ òî÷êàìè èç N , îáðàçóþò
âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå V .

50.31. Ïóñòü M è N � íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå âûïóêëûå
ìíîæåñòâà â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A è îäíî èç íèõ îãðàíè÷åíî.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ àôôèííàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f íà
ïðîñòðàíñòâå A, ÷òî f(x) < 0 ïðè âñåõ x ∈M è f(y) > 0 ïðè âñåõ
y ∈N .

50.32. Ïóñòü M �êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â àôôèííîì
ïðîñòðàíñòâå A, N �êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå L âñåõ àôôèííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà A è ïóñòü äëÿ
âñÿêîé òî÷êè a ∈M íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ N , ÷òî f(a) > 0.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f0 ∈N , ÷òî f0(x) > 0 ïðè
âñåõ x ∈M .

50.33. (Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.)
Ïóñòü F �àôôèííàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ A è B, è ïóñòüM è N �êîìïàêòíûå âûïóê-
ëûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâ A è B ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòü, ÷òî:
a) max

x∈M
min
y∈N

(x, y) = min
y∈N

max
x∈M

F (x, y);

á) ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè x0 ∈M , y0 ∈N , ÷òî ïðè âñåõ x ∈M ,
y ∈N

F (x, y0) 6 F (x0, y0) 6 F (x0, y).
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50.34. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷àñòåé (âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ), íà

êîòîðîå ìîæåò ðàçáèâàòüñÿ n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå àôôèííîå ïðî-
ñòðàíñòâî k ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ðàâíî(

n
k + 1

)
+
(
n− 2
k + 1

)
+
(
n− 4
k + 1

)
+ ... ;

á) ÷èñëî ÷àñòåé ìàêñèìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ m çàäàííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ïðè m 6 n åñòü
(n−m)-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü, à ïðè m= n+ 1 ïóñòî;

â) åñëè ÷èñëî ÷àñòåé ìàêñèìàëüíî, òî ÷èñëî îãðàíè÷åííûõ ÷àñòåé

ðàâíî
(

n
k − 1

)
.

50.35. Îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îãðàíè÷åííûìè ìíîãîãðàííèêè,
çàäàâàåìûå ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè:

à) −3x1 + 5x2 6 10, 5x1 + 2x2 6 35, x1 > 0, x2 > 0;

á) −x1 + x2 6 2, 5x1 − x2 6 10;

â) 3x1 − x2 > 4, −x1 + 3x2 > 4;

ã) −3x1 + 4x2 6 17, 3x1 + 4x2 6 47; x1 − x2 6 4, x1 + x2 > 0;

ä) −x1 + 2x2 6 6, 5x1 − 2x2 6 26; x1 + 2x2 > 10;

å) 5x1 − 2x2 > 6, 5x1 − 2x2 6 36; 2 6 x1 6 7.

50.36. Íàéòè óãëîâûå òî÷êè ìíîãîãðàííèêîâ:

à) x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + x5 = 5, x1 + x3 − 2x4 = 3, x1 > 0, x2 > 0,
x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0;

á) x1 + x2 − x3 = 10, x1 − x2 + 7x3 = 7, x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0;

â) 4x1 + 5x2 + x3 + x4 = 29, 6x1 − x2 − x3 + x4 = 11, x1 > 0, x2>0,
x3 > 0, x4 > 0;

ã) x1 + 2x2 + x3 = 4, 2x1 + 2x2 + 5x3 = 5, x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.

50.37. Íàéòè ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèè z íà îãðàíè÷åííîì ìíîãîãðàííèêå:

a) x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + x5 = 5, 2x1 + x3 − 2x4 = 3, x1 > 0, x2 > 0,
x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0, z = x1 − 2x2 + x3 + 3x5;

á) 3x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 12, x1 − 5x2 − x4 + x5 = −4, x1 > 0,
x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0, z = 4x1 − x2 + 2x3 + x5;

â) 5x1 + 2x2 − x3 + x4 + x5 = 42, 4x1 − 4x2 + x3 + x4 = 16, x1 > 0,
x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0, z = x1 − 2x2 + 4x4 − x5;

ã) x1 − 3x2 + x3 + 2x5 = 8, 4x2 − 3x4 − x5 = 3, x1 > 0, x2 > 0,
x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0, z = x1 − 2x2 + x3 − x5.
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� 51. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

51.1. Íàéòè óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû

äàííûé íàáîð èç
(
n
2

)
íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñëóæèë

íàáîðîì ðàññòîÿíèé ìåæäó:
à) n àôôèííî íåçàâèñèìûìè òî÷êàìè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà;
á) n ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

51.2. Ñóùåñòâóåò ëè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàáîð òî÷åê
a1, a2, a3, a4, a5, äëÿ êîòîðîãî ìàòðèöà A åñòü ìàòðèöà ðàññòîÿíèé
(ρ(ai, aj)), è êàêîâà íàèìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòî-
ðîå òàêîé íàáîð ìîæíî ïîìåñòèòü:

à) A=


0 1 2 2 2

√
2

1 0
√

5
√

5 3

2
√

5 0 2
√

2 2

2
√

5 2
√

2 0 2
√

3

2
√

2 3 2 2
√

3 0

;

á) A=


0 3

√
5

√
5 2

√
2

3 0
√

14
√

14
√

17√
5
√

14 0
√

2
√

17√
5
√

14
√

2 0 3

2
√

2
√

17
√

17 3 0

;

â) A=


0 1 2

√
5 1

1 0
√

5 2
√

2

2
√

5 0
√

17 1√
5 2

√
17 0

√
10

1
√

2 1
√

10 0

;

ã) A=


0

√
5

√
5

√
5

√
5√

5 0 2
√

5 2
√

2 2√
5 2

√
5 0 2 2

√
2√

5 2
√

2 2 0 2
√

5√
5 2 2

√
2 2

√
5 0

.
51.3. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ ñâîéñòâ ïàðû

ïëîñêîñòåé {P, Q} â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:
à) ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â îäíîé èç ýòèõ ïëîñêîñòåé, ïåðïåí-

äèêóëÿðíà ëþáîé ïðÿìîé, ëåæàùåé â äðóãîé ïëîñêîñòè;
á) ïëîñêîñòè P, Q ïåðïåíäèêóëÿðíû è ëèáî ñêðåùèâàþòñÿ, ëèáî

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

51.4. Ïóñòü Q⊂ P �ïëîñêîñòè â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå E. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü P ′ ⊂ E, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ P ,
äëÿ êîòîðîé P ∩ P ′ = Q, èìååò ðàçìåðíîñòü 6 n − dim P + dim Q
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è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ ïëîñêîñòü ðàçìåðíîñòè n− dim P +
+ dim Q.

51.5. Ïóñòü P �ïëîñêîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è òî÷êà a
íå ïðèíàäëåæèò P . Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó a,
ïåðåñåêàþùàÿ P è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ P ;

á) åñëè c�ëþáàÿ òî÷êà â P è z� îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
âåêòîðà ac îòíîñèòåëüíî íàïðàâëÿþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïëîñêî-
ñòè P , òî a+ 〈z〉�ïðÿìàÿ, óêàçàííàÿ â à); a+ z�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ýòîé ïðÿìîé ñ P ;

â) ρ(a, P ) = |z|.
51.6. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàéòè ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ

÷åðåç òî÷êó a, ïåðåñåêàþùóþ ïëîñêîñòü P è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ P ,
åñëè:

à) a= (5, −4, 4, 0), P = (2, −1, 2, 3) + 〈(1, 1, 1, 2), (2, 2, 1, 1)〉;

á) a= (5, 0, 2, 11), P :

{
x1 + 5x2 + x4 = 10,

5x1 + x2 + 3x3 + 8x4 =−1.

51.7. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî
ïëîñêîñòè P , åñëè:

à) a= (4, 1, −4, −5), P = (3, −2, 1, 5) + 〈(2, 3, −2, −2), (4, 1, 3, 2)〉;
á) a=(4, 8,−3, 8, 2), P =(3, 7,−5, 4, 1)+ 〈(1, 1, 2, 0, 1), (2, 2, 1, 3, 1)〉;

â) a= (2, 1, −3, 4), P :

{
2x1 − 4x2 − 8x3 + 13x4 =−19,

x1 + x2 − x3 + 2x4 = 1;

ã) a= (1, −3, −2, 9, −4), P :

{
x1 − 2x2 − 3x3 + 3x4 + 2x5 =−2,

x1 − 2x2 − 7x3 + 5x4 + 3x5 = 1.

51.8. Â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàéòè ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè (b1, ..., bn) äî ãèïåðïëîñêîñòè
n∑
i=1

aixi = c.

51.9. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =
1∫
−1

f(x)g(x) dx íàéòè ðàññòîÿíèå îò ìíîãî÷ëåíà xn äî ïîä-

ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøå n.

51.10. Â ïðîñòðàíñòâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
π∫
−π

f(x)g(x) dx íàéòè ðàññòîÿíèå îò

ôóíêöèè cosn+1 x äî ïîäïðîñòðàíñòâà

〈1, cos x, sin x, ..., cos nx, sin nx〉.
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51.11. Ïóñòü P � ïëîñêîñòü â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå E. Äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç âñÿêóþ òî÷êó a ∈ E ïðîõîäèò åäèí-
ñòâåííàÿ ïëîñêîñòü Q ðàçìåðíîñòè n− dim P , ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ P
è ïåðåñåêàþùàÿ åå â îäíîé òî÷êå.

51.12. Íàéòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîñòü íàèáîëüøåé
ðàçìåðíîñòè, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó a, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñ-
êîñòè P è ïåðåñåêàþùóþ åå â îäíîé òî÷êå, åñëè:

à) a= (2, −1, 3, 5), P = (7, 2, −3, 4) + 〈(−1, 3, 2, 1), (1, 2, 3, −1)〉;

á) a= (3, −2, 1, 4), P :

{
2x1 + 3x2 − x3 − 2x4 = 4,

3x1 + 2x2 − 5x3 + x4 = 5.

51.13. Ïóñòü P1 = c1 + L1 è P2 = c2 + L2 �äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïëîñêîñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, y è z�ñîîòâåòñòâåííî îðòî-
ãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà c1c2 îò-
íîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà L1 + L2, è ïóñòü y = y1 + y2, ãäå y1 ∈ L1,
y2 ∈ L2.

à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ c1 + y1 + 〈z〉 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêî-
ñòÿì P1, P2 è ïåðåñåêàåò P1 â òî÷êå c1 + y1, à P2 �â òî÷êå c2 − y2.

á) Íàéòè ðàññòîÿíèå ρ(P1, P2).
â) Óñòàíîâèòü áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó L1 ∩ L2 è ìíîæå-

ñòâîì âñåõ ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ P1 è P2 è ïåðåñåêàþùèõ îáå
ïëîñêîñòè.

ã) Ïîêàçàòü, ÷òî âñå ïðÿìûå, îïèñàííûå â â), ïàðàëëåëüíû ìåæäó
ñîáîé è ÷òî èõ îáúåäèíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîñòü ðàçìåð-
íîñòè dim(L1 ∩ L2) + 1.

51.14. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñ-
êîñòÿìè P1 è P2, åñëè:

a) P1 :

{
x1 + 3x2 + x3 + x4 = 3,

x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 6,

P2 = (0, 2, 6, −5) + 〈(−7, 1, 1, 1), (−10, 1, 2, 3)〉;

á) P1 :

{
−x1+x2+x3+x4=3,

−3x2+2x3−4x4=4,
P2 = (1, 3, −3, −1) + 〈(1, 0, 1, 1)〉;

â) P1 :


x1 + x3 + x4 − 2x5 = 2,

x2 + x3 − x4 − x5 = 3,

x1 − x2 + 2x3 − x5 = 3,

P2 = (1, −2, 5, 8, 2) + 〈(0, 1, 2, 1, 2), (2, 1, 2, −1, 1)〉;

ã) P1 :

{
x1 − 2x2 + x3 − x4 + 3x5 = 6,

x1 − x3 − x4 + 3x5 = 0,
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P2 = (−4, 3, −3, 2, 4) + 〈(2, 0, 1, 1, 1), (−5, 1, 0, 1, 1)〉.
51.15. Òî÷êè a0, a1, ..., an â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæå-

íû íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè d äðóã îò äðóãà. Íàéòè ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 〈a0, a1, ..., ak〉 è 〈ak+1, ..., an〉.

51.16. Äîêàçàòü, ÷òî êîíôèãóðàöèè èç äâóõ ïëîñêîñòåé

{a1 + L1, a2 + L2} è {a′1 + L′1, a
′
2 + L′2}

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåòðè÷åñêè êîíãðóýíòíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ρ(a1 + L1, a2 + L2) = ρ(a′1 + L′1, a

′
2 + L′2), è êîíôèãóðà-

öèè ïîäïðîñòðàíñòâ L1, L2, L
′
1, L

′
2 îðòîãîíàëüíî êîíãðóýíòíû â ñî-

îòâåòñòâóþùåì åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.

51.17. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ìåòðè÷åñêè êîíãðóýíòíûìè â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäàííûå ïàðû ïëîñêîñòåé:

a) P1 = (0, 9, 8, −12, 11) + 〈(0, 2, 2, 2, 1), (3, 1, 1, 1, −1)〉,
P2 = (−3, −4, −5, 11, −12) + 〈(7, 5, −5, −1, −5), (3, 5, −1, 11, 13)〉;
á) Q1 = (2, −5, −11, −8, −10) + 〈(2, −1, 1, −1, 1), (2, −2, 1, 0, 1)〉,
Q2 = (8, 8, 10, 9, 11) + 〈(0, 3, 4, −4, −3), (14, −2, −5, 3, 4)〉;
â) R1 = (7, −3, −9, −14, 5) + 〈(0, 0, 0, 1, 2), (2, −1, 2, 0, −6)〉,
R2 = (0, 10, 9, 14, −5) + 〈(1, 7, 2, 0, 6), (4, −1, 0, 2, −2)〉.
51.18. Íàéòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

òî÷åê, ÷åðåç êîòîðûå ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ ïëîñ-
êîñòè P1, P2 è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòèì ïëîñêîñòÿì:

à) P1 = (1, 2, −1, −9, −13) + 〈(2, 3, 7, 10, 13), (3, 5, 11, 16, 21)〉,

P2 :


3x1 − 5x2 + 2x3 − x4 + x5 =−22,

2x1 + 4x2 + 3x3 − x4 − 3x5 =−4,

9x1 + 3x2 + x3 − 2x4 − 2x5 =−138;

á) P1 = (3, 7, 2, 4, −3) + 〈(2, 5, 4, 5, 3), (4, 5, 6, 3, 3)〉,

P2 :


−3x1 + 2x2 + x3 − 2x4 + x5 =−14,

6x1 − x2 − 4x3 + 2x4 − x5 = 16,

2x1 − x2 + 2x4 − 3x5 = 26.

51.19. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè äâèæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èìååò äâå ñêðåùè-

âàþùèåñÿ èíâàðèàíòíûå ïëîñêîñòè, òî îíî îáëàäàåò íåïîäâèæíîé
òî÷êîé;

á) äâèæåíèå f n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, èìåþùåå íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó, èìååò äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ èíâàðèàíòíûå ïëîñêî-
ñòè ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè, åñëè f ñîáñòâåííîå, n> 5 è íå÷åòíî
èëè f íåñîáñòâåííîå, n> 4 è ÷åòíî.
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51.20. Ïóñòü a0, a1, ..., as è b0, b1, ..., bs �äâà íàáîðà òî÷åê â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàòü, ÷òî äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùåå êàæ-
äóþ èç òî÷åê ai â òî÷êó bi, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ρ(ai, aj) = ρ(bi, bj) (i, j = 1, ..., s).

51.21. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî äâèæåíèÿ f åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ñîâîêóïíîñòü òî÷åê a, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì
ðàññòîÿíèÿ ρ(a, f(a)), ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ, èíâàðèàíòíîé îòíîñè-
òåëüíî f , è ÷òî îãðàíè÷åíèå f íà ýòó ïëîñêîñòü åñòü ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ.

51.22. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ó äâóõ òåòðàýäðîâ â òðåõìåðíîì åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùèå äâóãðàííûå óãëû ðàâíû,
òî ýòè òåòðàýäðû ïîäîáíû.

51.23. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñîáñòâåííîãî äâèæåíèÿ f
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, åñëè:

à) Df =

(
0 1
−1 0

)
, f(O) = (−2, 4);

á) Df =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
, f(O) = (1, 1);

â) Df =
1
3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

, f(O) = (1, 0, −1);

ã) Df =
1
9

4 1 −8
7 4 4
4 −8 1

, f(O) = (−1, −7, 2);

ä) Df =
1
7

−2 3 6
6 −2 3
3 6 −2

, f(O) = (−2, 4, 1).

51.24. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå íåñîáñòâåííîãî äâèæåíèÿ f
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, åñëè:

à) Df =

(
0 1
1 0

)
, f(O) = (1, 0);

á) Df =
1
2

(
1
√

3√
3 −1

)
, f(O) = (1, −

√
3);

â) Df =−1
9

4 1 −8
7 4 4
4 −8 1

, f(O) = (1, 1, −2);

ã) Df =
1
3

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

, f(O) = (4, 0, 2);

ä) Df =
1
3

−1 2 2
−2 1 −2

2 2 −1

, f(O) = (2, 0, 0).
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å) Df =
1
7

−2 3 6
3 6 −2
6 −2 3

, f(O) = (−3, 1, 2).
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Îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â çàäà÷àõ ýòîãî ïàðàãðà-
ôà, ñîäåðæàòñÿ â ïðèëîæåíèè.

52.1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Q(a0 + x+ y) = q(y) + 2f(x, y) + l(y) +Q(a0 + x).

52.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè b = a0 + v (v ∈ V ) � öåíòðàëüíàÿ òî÷êà
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Q, òî Q(b+ x) =Q(b− x) äëÿ ëþáîãî x ∈ V
è ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y 7→ 2f(v, y) + l(y) íóëåâàÿ.

52.3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî öåíòðàëüíûõ òî÷åê (öåíòð) êâàä-
ðàòè÷íîé ôóíêöèè Q çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

∂Q

∂xi
= 0 (i= 1, ..., n).

52.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò àôôèííîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (a0, e1, ..., en) ê ñèñòåìå êîîðäèíàò (a0, e

′
1, ..., e

′
n) ïî ôîðìóëåx1

...
xn

= T

x
′
1

...
x′n

+

t1...
tn


ìàòðèöû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì Q è q â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ñâÿçàíû ñ èõ ìàòðèöàìè â ñòàðîé ñèñòåìå ôîðìóëàìè

Ã′Q = tT̃ ÃQT̃, A′q = tTAqT,

ãäå

T̃ =


t1

T
...
tn

0 ... 0 1


�ìàòðèöà àôôèííîé çàìåíû êîîðäèíàò.

52.5. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ àôôèííîé ïðÿìîé

xk = x0
k + rkt (k = 1, ..., n)
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è êâàäðèêè Q(x1, ..., xn) = 0 îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè t, óäîâëåòâî-
ðÿþùèìè óðàâíåíèþ

At2 + 2Bt+ C = 0,

ãäå

A= q(r) =

n∑
i,j=1

aijrirj , C =Q(x0
1, ..., x

0
n),

B =

n∑
i=1

∂Q

∂xi
(x0

1, ..., x
0
n)ri =

n∑
i,j=1

(aijx
0
j + bi)ri.

52.6. Íàéòè öåíòð êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íàä ïîëåì R, çàäàííîé
â íåêîòîðîé àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

à) 2
∑

16i<j6n
xixj + 2

n∑
i=1

xi + 1 = 0;

á)
n∑
i=1

x2
i + 2

∑
16i<j6n

xixj + 2
n∑
i=1

xi + 1 = 0;

â)
n−1∑
i=1

xixi+1 + x1 + xn + 1 = 0;

ã)
n∑
i=1

x2
i + 2

∑
16i<j6n

xixj + x1 = 0.

52.7. Äâå êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè Qi : A→K (i= 1, 2) íàçûâàþò-
ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå f : A→ A, ÷òî Q2(x) = λQ1(f(x)) äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈K∗ è âñåõ
x ∈A. Íàéòè ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé
íàä ïîëåì Z3, åñëè:

à) ðàçìåðíîñòü A ðàâíà äâóì;
á) ðàçìåðíîñòü A ðàâíà òðåì.
52.8. Íàéòè ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíê-

öèé íà n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå:
à) íàä ïîëåì C; á) íàä ïîëåì R.
52.9. Ïóñòü òî÷êà a0 àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (A, V ) ëåæèò íà

êâàäðèêå X è âåêòîð u ∈ V îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâ-
ëåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ x = a0 + tu ëèáî öåëèêîì ëåæèò íà
ïîâåðõíîñòè X, ëèáî ïåðåñåêàåò åå ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

52.10. Ïóñòü u ∈ V � âåêòîð íåàñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ
êâàäðèêè XQ, ò. å. q(u) 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî ñåðåäèíû õîðä êâàäðè-
êè XQ, ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðó u, ëåæàò â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè,
è íàéòè åå óðàâíåíèå.
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52.11. Äîêàçàòü, ÷òî íàïðàâëåíèå u íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì
äëÿ êâàäðèêè X, çàäàííîé óðàâíåíèåì â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ,
è íàéòè óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, ñîïðÿæåííîé ê ýòîìó íàïðàâëå-
íèþ:

à) u= (1, 1, 1, 1), X : x1x2 + x2x3 + x3x4 − x1 − x4 = 0;
á) u= (1, 0, ..., 0, 1),

∑
16i<j6n

xixj + x1 + xn = 1.

52.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè öåíòð êâàäðèêè íåïóñò, òî îí ñîäåðæèò-
ñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè, ñîïðÿæåííîé ê ëþáîìó íåàñèìïòîòè÷åñêîìó
íàïðàâëåíèþ.

52.13. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê êâàäðèêè åñòü åå
ïåðåñå÷åíèå ñî ñâîèì öåíòðîì.

52.14. Äîêàçàòü, ÷òî îñîáûå òî÷êè êâàäðèêè, åñëè îíè ñóùåñòâó-
þò, îáðàçóþò ïëîñêîñòü, è íàïèñàòü åå óðàâíåíèÿ.

52.15. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèêè ñ ïðÿìîé:

à) x2
3 + x1x2 − x2x3 − 5x1 = 0, x1 =

5− x2

3
=

10− x3

7
;

á) 5x2
1 + 9x2

2 + 9x2
3 − 12x1x2 − 6x1x3 + 12x1 − 36x3 = 0,

x1

3
=
x2

2
=

= x3 − 4;

â) x2
1− 2x2

2 +x2
3− 2x1x2−x2x3 + 4x1x3 + 3x1− 5x3 = 0,

x1 + 3
2

=x2,
x3 = 0.

52.16. Íàéòè âñå ïðÿìûå, ëåæàùèå íà êâàäðèêå

x2
1 + x2

2 + 5x2
3 − 6x1x2 + 2x2x3 − 2x1x3 − 12 = 0

è ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé
x1 − 1

2
=
x2 + 3

1
=−x3.

52.17. Íàéòè ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ëå-
æàùèå íà êîìïëåêñíîé êâàäðèêå

x2
2 + 3x1x2 + 2x2x3 − x1x3 + 3x1 + 2x3 = 0.

52.18. Íàéòè óðàâíåíèå êâàäðèêè Q ïîñëå ïåðåíîñà íà÷àëà êîîð-
äèíàò â òî÷êó O′:

à) Q : x2
1 + 5x2

2 + 4x2
3 + 4x1x2−2x2x3−4x1x3−2x1−10x2 + 4x3 = 0,

O′ = (3, 0, 1);
á) Q : x2

1 + 2x2
2 + x2

3 − 4x1x2 + 6x2x3 − 2x1x3 + 10x1 − 5 = 0,
O′ = (−1, 1, 2).

52.19. Íàéòè àôôèííûé òèï êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ïåðåñå÷åíèåì
êâàäðèêè è ïëîñêîñòè:

à) 3x2
2 + 4x2

3 + 24x1 + 12x2 − 72x3 + 360 = 0, x1 − x2 + x3 = 1;
á) x2

1 + 5x2
2 + x2

3 + 2x1x2 + 2x2x3 + 6x1x3 − 2x1 + 6x2 + 2x3 = 0,
2x1 − x2 + x3 = 0;
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â) x2
1 − 3x2

2 + x2
3 − 6x1x2 + 2x2x3 − 3x2 + x3 − 1 = 0, 2x1 − 3x2 −

− x3 + 2 = 0;

ã) x2
1 + x2

2 + x2
3 − 6x1 − 2x2 + 9 = 0, x1 + x2 − 2x3 − 1 = 0.

52.20. Íàéòè àôôèííûé è ìåòðè÷åñêèé òèïû êâàäðèêè, çàäàííîé
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1 óðàâíåíèÿìè:

à)
n∑
i=1

x2
i +

∑
16i<j6n

xixj + x1 + xn+1 = 0;

á)
∑

16i<j6n
xixj + x1 + x2 + ...+ xn = 0.

52.21. Îïðåäåëèòü àôôèííûé âèä êâàäðèêè è íàéòè åå öåíòð:
à) 4x2

1 + 2x2
2 + 12x2

3− 4x1x2 + 8x2x3 + 12x1x3 + 14x1− 10x2 + 7 = 0;

á) 5x2
1 + 9x2

2 + 9x2
3 − 12x1x2 − 6x1x3 + 12x1 − 36x3 = 0;

â) 5x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 − 2x1x2 − 4x2x3 + 2x1x3 − 4x1 − 4x3 + 4 = 0;

ã) x2
1 − 2x2

2 + x2
3 + 6x2x3 − 4x1x3 − 8x1 + 10x2 = 0;

ä) x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − x2
3 + 2x3 − 1 = 0;

å) 3x2
1 + 3x2

2 + 3x2
3 − 6x1 + 4x2 − 1 = 0;

æ) 3x2
1 + 3x2

2 − 6x1 + 4x2 − 1 = 0;

ç) 3x2
1 + 3x2

2 − 3x2
3 − 6x1 + 4x2 + 4x3 + 3 = 0;

è) 4x2
1 + x2

2 − 4x1x2 − 36 = 0;

ê) x2
1 + 4x2

2 + 9x2
3 − 6x1 + 8x2 − 36x3 = 0;

ë) 4x2
1 − x2

2 − x2
3 + 32x1 − 12x3 + 44 = 0;

ì) 3x2
1 − x2

2 + 3x2
3 − 18x1 + 10x2 + 12x3 + 14 = 0;

í) 6x2
1 + 6x2

3 + 5x1 + 6x2 + 30x3 − 11 = 0.
52.22. Îïðåäåëèòü ìåòðè÷åñêèé òèï êâàäðèêè â åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå è âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ:

à) x2
3 = 2x1x2;

á) x3 = x1x2;

â) x2
3 = 3x1 + 4x2;

ã) x2
3 = 3x2

1 + 4x1x2;

ä) x2
3 = x2

1 + 2x1x2 + x2
2 + 1;

å) x2
1 + 4x2

2 + 5x2
3 + 4x1x2 + 4x3 = 0;

æ) x2
1 + 2x1 + 3x2 + 4x3 + 5 = 0;

ç) x3 = x2
1 + 2x1x2 + x2

2 + 1;

è) x2
1−2x2

2 +x2
3 +4x1x2−8x1x3−4x2x3−14x1−14x2 +14x3 +18=0;

ê) 5x2
1 +8x2

2 +5x2
3−4x1x2 +8x1x3 +4x2x3−6x1 +6x2 +6x3 +10=0;

ë) 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 + 2x1 + 2x2 + 2x3 + 1 = 0;
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ì) 3x2
1 +3x2

2 +3x2
3−2x1x2−2x1x3−2x2x3−2x1−2x2−2x3−1=0;

í) 2x2
1 + 6x2

2 + 2x2
3 + 8x1x3 − 4x1 − 8x2 + 3 = 0;

î) 4x2
1 +x2

2 +4x2
3−4x1x2−8x1x3 +4x2x3−28x1 +2x2 +16x3 +45=0;

ï) 2x2
1 +5x2

2 +2x2
3−2x1x2−4x1x3 +2x2x3 +2x1−10x2−2x3−1=0;

ð) 7x2
1+7x2

2+16x2
3−10x1x2−8x1x3−8x2x3−16x1−16x2−8x3+72=

= 0;

ñ) 4x2
1+4x2

2−8x2
3−10x1x2+4x1x3+4x2x3−16x1−16x2+10x3−2=0;

ò) 2x2
1−7x2

2−4x2
3+4x1x2−16x1x3+20x2x3+60x1−12x2+12x3−90=

= 0;

ó) 2x1x2+2x1x3−2x1x4−2x2x3+2x2x4+2x3x4−2x2−4x3−6x4+5=
= 0;

ô) 3x2
1 + 3x2

2 + 3x2
3 + 3x2

4− 2x1x2− 2x1x3− 2x1x4− 2x2x3− 2x2x4−
− 2x3x4 = 36.

52.23. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a êâàäðèêà

x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2ax1x2 + 2ax1x3 + 2ax2x3 = 4a

ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì?
52.24. Ïðè êàêîì íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè äâà ãèïåð-

áîëîèäà èìåþò îáùèé àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ?
52.25. Íàéòè àôôèííûé è ìåòðè÷åñêèé òèïû êâàäðèêè, çàäàííîé

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1 óðàâíåíèåì

a

n∑
i=1

x2
i + 2b

∑
16i<j6n

xixj + 2c

n+1∑
i=1

xi = 0,

â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, b è c.
52.26. Êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ k-ïëàíàðíîé, åñëè ÷åðåç ëþáóþ åå

òî÷êó ïðîõîäèò õîòÿ áû îäíà k-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü, öåëèêîì ïðèíàä-
ëåæàùàÿ êâàäðèêå, íî íèêàêàÿ (k + 1)-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü íå ñîäåð-
æèòñÿ â êâàäðèêå. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) êâàäðèêà òèïà I′n,s íàä R k-ïëàíàðíà, ãäå k = min(s, n− s);
á) íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà òèïà In,s íàä R (s − 1)-ïëàíàðíà,

åñëè 0 6 s6 n/2, è (n− s)-ïëàíàðíà, åñëè s > n/2;
â) íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà òèïà IIn,s íàä R s-ïëàíàðíà, åñëè

0 6 s6 n/2, è (n− 1− s)-ïëàíàðíà, åñëè s > n/2.
52.27. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c 6= 0 íà

êâàäðèêå

a

n∑
i=1

x2
i + 2b

∑
16i<j6n

xixj + 2c

n+1∑
i=1

xi = 0
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â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 ëåæèò ïëîñêîñòü íàèáîëüøåé ðàçìåðíîñòè,
è íàéòè ðàçìåðíîñòü ýòîé ïëîñêîñòè.

∗ ∗ ∗

52.28. Ïóñòü (e1, ..., en)� áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä
ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2.

à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 4 âñå ðàçëîæèìûå ýëåìåíòû v1 ∧ v2

â Λ2V óäîâëåòâîðÿþò íåâûðîæäåííîìó îäíîðîäíîìó êâàäðàòè÷íîìó
óðàâíåíèþ Q(x0, ..., x5) = 0 (êâàäðèêà Ïëþêêåðà).

á) Äîêàçàòü, ÷òî âñå ðàçëîæèìûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå ΛrV ,
2 6 r 6 n − 2, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå îäíîðîäíûõ êâàäðàòè÷íûõ
óðàâíåíèé

Qi(x0, ..., x(nr)−1) = 0.

â) Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå V èìååòñÿ íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà Q. Òîãäà íà ïðîñòðàíñòâå ΛpV ìîæíî ââåñòè êâàäðàòè÷-
íóþ ôîðìó Q(p) ïî ôîðìóëàì

Q(0) = 1,

Q(p)(v1 ∧ ... ∧ vp) = det

Q(v1, v1) ... Q(v1, vp)
..................................
Q(vp, v1) ... Q(vp, vp)

.
Äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðîäîëæåíèå ôîðìû Q íà àëãåáðó Λ(V )
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íà Λ(V ).

ã) Îðèåíòàöèåé n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íåâûðîæ-
äåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé Q íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò d ∈ ΛnV , äëÿ
êîòîðîãî Q(n)(d) = 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè det Q ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
â ïîëåK, òî íà V èìåþòñÿ ðîâíî äâå îðèåíòàöèè, è äëÿ ëþáîé èç íèõ
(ñêàæåì, d) ìîæíî îïðåäåëèòü èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
λd : V → Λn−1V , óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ

v ∧ x=Q(v, λ−1
d x)d=Q(n−1)(λdv, x)d, v ∈ Λn−1V, x ∈ V.

(Q(x, y)�áèëèíåéíàÿ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìå Q).

ä) Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì λd èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, îïðåäåëèì
â ñëó÷àå dim V = 3 áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V × V → V ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû

[x, y] = λ−1
d (x ∧ y), x, y ∈ V.

Äîêàçàòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå óìíîæåíèå â V íàäåëÿåò V ñòðóê-
òóðîé àëãåáðû Ëè íàä K.
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� 53. Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà

53.1. Íàéòè êàêîå-íèáóäü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè,
ïåðåâîäÿùåå çàäàííûå ïðÿìûå â çàäàííûå ïðÿìûå:

à) x= 0 7→ x= 0, y = 0 7→ x= 1;
á) x+ y = 1 7→ x= 1, x+ y = 0 7→ y = 0.
53.2. Íàéòè êàêîå-íèáóäü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè,

ïåðåâîäÿùåå çàäàííûå êðèâûå â çàäàííûå êðèâûå:
à) x2 + y2 = 1 7→ y = x2;
á) x2 − y2 = 1 7→ x2 + y2 = 1.
53.3. Íàéòè êàêîå-íèáóäü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè,

ïåðåâîäÿùåå îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1 â ñåáÿ è:
à) òî÷êó (0, 0) â òî÷êó (1/2, 0);
á) ïðÿìóþ x= 2 â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ.
53.4. Íàéòè êàêîå-íèáóäü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàí-

ñòâà, ïåðåâîäÿùåå çàäàííóþ êâàäðèêó â çàäàííóþ êâàäðèêó:
à) x2 + y2 + z2 = 1 7→ xy − z2 = 1;
á) xy = z 7→ x2 + y2 − z2 = 1;
â) xy = z2 7→ y = x2.
53.5. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ-

ñÿ â êâàäðèêå:
à) x2

1 + ...+ x2
k − x2

k+1 − ...− x2
n = 1;

á) x2
1 + ...+ x2

k − x2
k+1 − ...− x2

n = xn.
53.6. Äîêàçàòü, ÷òî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ëþáîå ïðîåê-

òèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íåïîäâèæíóþ
òî÷êó.

53.7. Äîêàçàòü, ÷òî â âåùåñòâåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå
÷åòíîé ðàçìåðíîñòè ëþáîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó.

53.8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå n-ìåðíîãî
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî ýòî ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò n+ 1.

53.9. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê A
â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì ñóùåñòâóåò ñî-
äåðæàùàÿ åãî àôôèííàÿ êàðòà A.

53.10. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå (k − 1)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Pn
ìîæíî ïîêðûòü k àôôèííûìè êàðòàìè è íåëüçÿ ïîêðûòü ìåíüøèì
÷èñëîì àôôèííûõ êàðò.

53.11. Íàéòè ÷èñëî òî÷åê n-ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ.
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53.12. Íàéòè ÷èñëî k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ n-ìåðíîãî ïðîåê-
òèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ.

53.13. Íàéòè ÷èñëî ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé n-ìåðíîãî ïðî-
åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ.

53.14. Ïóñòü M1 è M2 � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè â Pn,
L1 è L2�íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè, èìåþùèå òå æå ðàçìåðíîñòè.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå
ïåðåâîäèò M1 â L1 è M2 â L2.

53.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò
íåêîòîðóþ àôôèííóþ êàðòó â ñåáÿ, òî îíî èíäóöèðóåò àôôèííîå
ïðåîáðàçîâàíèå íà ýòîé êàðòå.

53.16. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå áèåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå äâóìåð-
íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå ïðÿìûå â ïðÿìûå è ñî-
õðàíÿþùåå äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê íà êàæäîé ïðÿìîé, ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòèâíûì.

53.17. Äîêàçàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ïðîåêòèâíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ëþáûå ÷åòûðå ïðÿìûå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, èç
êîòîðûõ íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ìîæíî ïåðåâå-
ñòè â ëþáûå ÷åòûðå ïðÿìûå, îáëàäàþùèå òåì æå ñâîéñòâîì.

53.18. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåå çàäàííûé òðåóãîëüíèê è ïåðåâîäÿùåå çà-
äàííóþ òî÷êó âíóòðè ýòîãî òðåóãîëüíèêà â ëþáóþ äðóãóþ çàäàííóþ
òî÷êó âíóòðè íåãî.

53.19. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ñî-
õðàíÿþùåå îêðóæíîñòü è ïåðåâîäÿùåå çàäàííóþ òî÷êó âíóòðè ýòîé
îêðóæíîñòè â ëþáóþ äðóãóþ çàäàííóþ òî÷êó âíóòðè íåå.

53.20. Äîêàçàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè íåëüçÿ ïîñòðîèòü
öåíòð çàäàííîé îêðóæíîñòè.

53.21. Äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî
îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ñòîðîí, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ íåêîòîðîãî âïèñàííîãî
â òðåóãîëüíèê ýëëèïñà.

53.22. Íà êàðòèíå èçîáðàæåíà àëëåÿ. Ðàññòîÿíèå îò ïåðâîãî äå-
ðåâà äî ëèíèè ãîðèçîíòà âäîëü ëèíèè àëëåè îáîçíà÷èì ÷åðåç l,
ðàññòîÿíèå ìåæäó k-ì è (k + 1)-ì äåðåâüÿìè�÷åðåç ak. Âûðàçèòü:

à) a3 ÷åðåç a1 è a2; á) a2 ÷åðåç l è a1.

53.23. Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ãîìî-
ëîãèåé, åñëè îíî ñîõðàíÿåò âñå òî÷êè, ëåæàùèå íà íåêîòîðîé ïðÿìîé
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(îñè ãîìîëîãèè), è âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó
(öåíòð ãîìîëîãèè). Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãîìîëîãèÿ ñ çàäàííîé îñüþ l è çàäàí-
íûì öåíòðîì O, ïåðåâîäÿùàÿ çàäàííóþ òî÷êó A 6=O, A /∈ l, â çàäàí-
íóþ òî÷êó A′ 6=O, A′ /∈ l, ëåæàùóþ íà ïðÿìîé OA;

á) âñÿêîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè åñòü ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ ãîìîëîãèé.

53.24. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåå îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1 è ïå-
ðåâîäÿùåå çàäàííûå òðè òî÷êè íà ýòîé îêðóæíîñòè â çàäàííûå òðè
òî÷êè, òàêæå ëåæàùèå íà ýòîé îêðóæíîñòè.

53.25. (Òåîðåìà Äåçàðãà.) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðÿìûå AA′, BB′,
CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
AB è A′B′, BC è B′C ′, AC è A′C ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

53.26. (Òåîðåìà Ïàñêàëÿ.) Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü,
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

53.27. (Òåîðåìà Ïàïïà.) Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ
ïîî÷åðåäíî íà äâóõ çàäàííûõ ïðÿìûõ, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

53.28. Ïóñòü a1, a2, a3, a4 � ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç òî÷êó O, l� ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O. Äîêàçàòü, ÷òî
äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ a1, a2, a3, a4 ñ ïðÿ-
ìîé l íå çàâèñèò îò l (äâîéíîå îòíîøåíèå ïðÿìûõ a1, a2, a3, a4).

53.29. Ïóñòü f �íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà (n+ 1)-
ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Êàæäîìó (k + 1)-ìåðíîìó ïîä-
ïðîñòðàíñòâó U ⊂ V ñîïîñòàâèì (n− k)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

U⊥ = {y ∈ V | f(x, y) = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ U}.
Ýòèì ñîîòâåòñòâèåì â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(V ) îïðåäåëå-
íî îòîáðàæåíèå Kf (êîððåëÿöèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f), êîòîðîå
êàæäîé k-ìåðíîé ïëîñêîñòè ñîïîñòàâëÿåò (n − k − 1)-ìåðíóþ ïëîñ-
êîñòü.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êîððåëÿöèÿ ñîõðàíÿåò èíöèäåíòíîñòü, ò. å.

U1 ⊂ U2↔Kf (U1)⊃Kf (U2);

á) åñëè ôóíêöèÿ f ñèììåòðè÷åñêàÿ èëè êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, òî
êîððåëÿöèÿ Kf èíâîëþòèâíà, ò. å.

Kf (Kf (U)) = U ;
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â) êîìïîçèöèÿ êîððåëÿöèè è ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü
êîððåëÿöèÿ;

ã) âñÿêàÿ êîððåëÿöèÿ åñòü êîìïîçèöèÿ ôèêñèðîâàííîé êîððåëÿ-
öèè è íåêîòîðîãî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

53.30. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ êîððåëÿöèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé äåé-
ñòâóåò íà òî÷êè òàê æå, êàê íåêîòîðîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

53.31. Äîêàçàòü, ÷òî êîððåëÿöèÿ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñî-
õðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå.

53.32. Äîêàçàòü, ÷òî êîððåëÿöèÿ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè îòíî-
ñèòåëüíî ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè f ïåðåâîäèò êàæäóþ
òî÷êó êðèâîé f(x, x) = 0 â êàñàòåëüíóþ ê ýòîé êðèâîé, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

53.33. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó (òåîðåìà Áðèàíøîíà), ïîëó÷à-
åìóþ èç òåîðåìû Ïàñêàëÿ (ñì. çàäà÷ó 53.26) ïðèìåíåíèåì êîððå-
ëÿöèè.

53.34. Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ êîððåëÿöèè äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê äàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç
êîíöû âñåâîçìîæíûõ õîðä, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó, ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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� 54. Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Ïîëóãðóïïû

54.1. Àññîöèàòèâíà ëè îïåðàöèÿ ∗ íà ìíîæåñòâå M , åñëè
à) M = N, x ∗ y = xy; á) M = N, x ∗ y = ÍÎÄ(x, y);
â) M = N, x ∗ y = 2xy; ã) M = Z, x ∗ y = x− y;
ä) M = Z, x ∗ y = x2 + y2; å) M = R, x ∗ y = sin x · sin y;
æ) M = R∗, x ∗ y = x · yx/|x|?
54.2. Ïóñòü S � ïîëóãðóïïà ìàòðèö

(
x y
0 0

)
, ãäå x, y ∈ R, ñ îïå-

ðàöèåé óìíîæåíèÿ. Íàéòè â ýòîé ïîëóãðóïïå ëåâûå è ïðàâûå íåé-
òðàëüíûå ýëåìåíòû, à òàêæå ýëåìåíòû, îáðàòèìûå ñëåâà èëè ñïðàâà
îòíîñèòåëüíî ýòèõ íåéòðàëüíûõ.

54.3. Íà ìíîæåñòâå M îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ◦ ïî ïðàâèëó
x ◦ y = x. Äîêàçàòü, ÷òî (M, ◦) � ïîëóãðóïïà. ×òî ìîæíî ñêàçàòü
î íåéòðàëüíûõ è îáðàòèìûõ ýëåìåíòàõ ýòîé ïîëóãðóïïû? Â êàêèõ
ñëó÷àÿõ îíà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé?

54.4. Íà ìíîæåñòâå M2, ãäå M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, îïðåäå-
ëåíà îïåðàöèÿ ◦ ïî ïðàâèëó (x, y) ◦ (z, t) = (x, t). ßâëÿåòñÿ ëè M2

ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè? Ñóùåñòâóåò ëè âM2 íåé-
òðàëüíûé ýëåìåíò?

54.5. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïîëóãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ
ñòåïåíåé ìàòðèöû −1 0 0

0 0 1
0 0 0

?

ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîëóãðóïïà ãðóïïîé?
54.6. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóãðóïïû (2M , ∪) è (2M , ∩) èçîìîðôíû.
54.7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåèçîìîðôíûõ ìåæäó ñîáîé ïîëóãðóïï

ïîðÿäêà 2?
54.8. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîé êîíå÷íîé ïîëóãðóïïå íàéäåòñÿ

èäåìïîòåíò.
54.9. Ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ìîíîãåííîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç

ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé îäíîãî èç ñâîèõ ýëåìåíòîâ (òàêîé ýëåìåíò
íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì).

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ìîíîãåííàÿ ïîëóãðóïïà êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñîäåðæèò èäåìïîòåíò;
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á) êîíå÷íàÿ ìîíîãåííàÿ ïîëóãðóïïà ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, ëèáî
èìååò òîëüêî îäèí ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò;

â) ëþáûå äâå áåñêîíå÷íûå ìîíîãåííûå ïîëóãðóïïû èçîìîðôíû;
ã) âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ìîíîãåííàÿ ïîëóãðóïïà èçîìîðôíà ïîëóãðóï-

ïå âèäà S(n, k), îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå {a1, ..., an} ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ai ◦ aj =

{
ai+j , åñëè i+ j 6 n,

ak+l+1, åñëè i+ j > n,

ãäå l�îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà i+ j − n− 1 íà n− k.

� 55. Ïîíÿòèå ãðóïïû. Èçîìîðôèçì ãðóïï

55.1. Êàêèå èç óêàçàííûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ ñ îïåðàöèÿìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ãðóïïàìè:

à) (A, +), ãäå A�îäíî èç ìíîæåñòâ N, Z, Q, R, C;
á) (A, ·), ãäå A�îäíî èç ìíîæåñòâ N, Z, Q, R, C;
â) (A0, ·), ãäå A�îäíî èç ìíîæåñòâ N, Z, Q, R, C, à A0 =A \ {0};
ã) (nZ, +), ãäå n�íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
ä) ({−1, 1}, ·);
å) ìíîæåñòâî ñòåïåíåé äàííîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a 6= 0 ñ öå-

ëûìè ïîêàçàòåëÿìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
æ) ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ôèêñèðîâàííîé ñòåïå-

íè n èç 1 îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
ç) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé âñåõ ñòåïåíåé èç 1 îòíîñèòåëü-

íî óìíîæåíèÿ;
è) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàííûì ìîäóëåì r

îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
ê) ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ìîäóëåì, íå ïðå-

âîñõîäÿùèì ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî r, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
ë) ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ íà

ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò è îáðàçóþùèõ ñ ëó÷îì Ox
óãëû ϕ1, ϕ2, ..., ϕn, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;

ì) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : [0, 1]→ [0, 1],
äëÿ êîòîðûõ ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1, è x < y⇒ ϕ(x)< ϕ(y), îòíîñèòåëüíî
ñóïåðïîçèöèè?

55.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [0, 1) ñ îïåðàöèåé ⊕, ãäå α⊕ β�
äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà α + β, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Êàêîé èç ãðóïï èç
çàäà÷è 55.1 èçîìîðôíà ýòà ãðóïïà? Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ åå êîíå÷íàÿ
ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
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55.3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî 2M âñåõ ïîäìíîæåñòâ â íåïóñòîì
ìíîæåñòâåM ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñèììåòðè÷å-
ñêîé ðàçíîñòè

A4B = [A ∩ (M \B)] ∪ [B ∩ (M \A)].

55.4. Ðàññìîòðèì ãðóïïó (G, ·). Çàôèêñèðóåì â G ýëåìåíò a è çà-
äàäèì â G îïåðàöèþ x ◦ y = x · a · y. Äîêàçàòü, ÷òî G îòíîñèòåëüíî
íîâîé îïåðàöèè ◦ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, èçîìîðôíîé (G, ·).

55.5. Êàêèå èç óêàçàííûõ íèæå ñîâîêóïíîñòåé îòîáðàæåíèé ìíî-
æåñòâà M = {1, 2, ..., n} â ñåáÿ îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ:

à) ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé;
á) ìíîæåñòâî âñåõ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé;
â) ìíîæåñòâî âñåõ ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé;
ã) ìíîæåñòâî âñåõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé;
ä) ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê;
å) ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê;
æ) ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñïîçèöèé;
ç) ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê, îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè

ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆M ;
è) ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê, ïðè êîòîðûõ îáðàçû âñåõ ýëå-

ìåíòîâ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆M ïðèíàäëåæàò ýòîìó ïîä-
ìíîæåñòâó;

ê) ìíîæåñòâî {E, (12)(34), (13)(24), (14)(23)};
ë) ìíîæåñòâî

{E, (13), (24), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234), (1432)}?

55.6. Êàêèå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ êâàäðàòíûõ âåùåñòâåííûõ
ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà îáðàçóþò ãðóïïó:

à) ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ (êîñîñèììåòðè÷åñêèõ) ìàòðèö îò-
íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;

á) ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ (êîñîñèììåòðè÷åñêèõ) ìàòðèö îò-
íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;

â) ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;
ã) ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
ä) ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì îïðåäåëèòåëåì d îòíîñè-

òåëüíî óìíîæåíèÿ;
å) ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;
æ) ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
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ç) ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, âñå ýëåìåíòû äèàãîíàëåé
êîòîðûõ îòëè÷íû îò 0, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;

è) ìíîæåñòâî âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ;

ê) ìíîæåñòâî âåðõíèõ íèëüòðåóãîëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ;

ë) ìíîæåñòâî âåðõíèõ íèëüòðåóãîëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ;

ì) ìíîæåñòâî âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ;

í) ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ;

î) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà f(A), ãäå A�ôèêñèðîâàííàÿ íèëü-
ïîòåíòíàÿ ìàòðèöà, f(t) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì, îòëè÷íûì îò 0, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;

ï) ìíîæåñòâî âåðõíèõ íèëüòðåóãîëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè X ◦ Y =X + Y −XY ;

ð) ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ìàòðèö âèäà

(
x y
−y x

)
(x, y ∈ R) îòíîñè-

òåëüíî óìíîæåíèÿ;

ñ) ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ìàòðèö âèäà

(
x y
λy x

)
(x, y ∈ R), ãäå λ�

ôèêñèðîâàííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
ò) ìíîæåñòâî ìàòðèö{

±
(

1 0
0 1

)
, ±

(
i 0
0 −i

)
, ±

(
0 1
−1 0

)
, ±

(
0 i
i 0

)}
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ?

55.7. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî On(Z) âñåõ öåëî÷èñëåííûõ îðòî-
ãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ. Íàéòè ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû.

55.8. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåðõíèõ íèëüòðåóãîëüíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà 3 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

X ◦ Y =X + Y +
1
2

[X, Y ].

55.9. Ïóñòü X �ìíîæåñòâî òî÷åê êðèâîé y = x3, l�ïðÿìàÿ, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè a, b ∈ X (êàñàòåëüíàÿ ê X ïðè a = b), c� åå
òðåòüÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ X è m � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò O è òî÷êó c (êàñàòåëüíàÿ ê X ïðè c= 0).
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Ïîëîæèì a ⊕ b = d, ãäå d � òðåòüÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ m è X
èëè O, åñëè m êàñàåòñÿ X â òî÷êå O. Äîêàçàòü, ÷òî (X, ⊕)�êîììó-
òàòèâíàÿ ãðóïïà.

55.10. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

y =
ax+ b
cx+ d

,

ãäå a, b, c, d ∈ R è ad− bc 6= 0, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè êîìïîçèöèè ôóíêöèé.

55.11. Äîêàçàòü, ÷òî êîììóòàòîð

[x, y] = xyx−1y−1

ýëåìåíòîâ x, y ãðóïïû G îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
à) [x, y]−1 = [y, x];
á) [xy, z] = x[y, z]x−1[x, z];
â) [z, xy] = [z, x]x[z, y]x−1.
55.12. Ïóñòü çàäàíî ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè σ â ïðîèçâåäåíèå

íåçàâèñèìûõ öèêëîâ

σ = (i1, ..., ik)(j1, ..., jm) ...

Íàéòè ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè σ−1 â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ.

55.13. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ
â ãðóïïå S3:

à) x6 = 1;
á) [[x, y], z] = 1;
â) [x2, y2] = 1?
55.14. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö

ïîðÿäêà 3 âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(xy)n = xnyn[x, y]−n(n−1)/2, n ∈ N.

55.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðóïïå G âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
[[x, y], z] = 1, òî â G âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

[x, yz] = [x, y][x, z], [xy, z] = [x, z][y, z].

55.16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðóïïå G âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
x2 = 1, òî G êîììóòàòèâíà.

55.17. Êàêèå èç îòîáðàæåíèé ãðóïï f : C∗ 7→ R∗ ÿâëÿþòñÿ ãîìî-
ìîðôèçìàìè:

à) f(z) = |z|; á) f(z) = 2|z|; â) f(z) =
1

|z| ;
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ã) f(z) = 1 + |z|; ä) f(z) = |z|2; å) f(z) = 1;
æ) f(z) = 2?

55.18. Äëÿ êàêèõ ãðóïï G îòîáðàæåíèå f : G 7→ G, îïðåäåëåííîå
ïðàâèëîì:

à) f(x) = x2; á) f(x) = x−1,
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì?

Ïðè êàêîì óñëîâèè ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè?

55.19. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ìàòðèöå

(
a b
c d

)
∈GL2(C) ôóíêöèþ

y =
ax+ b
cx+ d

(ñì. çàäà÷ó 55.10). Áóäåò ëè ýòî îòîáðàæåíèå ãîìîìîð-

ôèçìîì?

55.20. Ðàçáèòü íà êëàññû ïîïàðíî èçîìîðôíûõ ãðóïï ñëåäóþùèé
íàáîð ãðóïï:

Z, nZ, Q, R, Q∗, R∗, C∗, UT2(A),

ãäå A�îäíî èç êîëåö Z, Q, R, C.
55.21. Íàéòè âñå èçîìîðôèçìû ìåæäó ãðóïïàìè (Z4, +) è (Z∗5, ·).
55.22. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 6 ëèáî êîììóòàòèâíà, ëèáî

èçîìîðôíà ãðóïïå S3.

55.23. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a íå ðàâíî íóëþ, òî
îòîáðàæåíèå ϕ : x 7→ ax ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû Q. Íàéòè
âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû Q.

55.24. Ïóñòü G � íåíóëåâàÿ àääèòèâíàÿ ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òàêàÿ, ÷òî â êàæäîì îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå
ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî G' Z.

55.25. Ïðèâåñòè ïðèìåðû ïëîñêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð, ãðóïïû
äâèæåíèÿ êîòîðûõ èçîìîðôíû:

a) Z2; á) Z3; â) S3; ã) V4.

55.26. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ãðóïï èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé:
a) ãðóïïà D4 äâèæåíèé êâàäðàòà;
á) ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ Q8;
â) ãðóïïà èç çàäà÷è 55.5, ë);
ã) ãðóïïà èç çàäà÷è 55.6, ò)?

55.27. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé òåòðàýäðà,
êóáà è îêòàýäðà èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïàì A4, S4, S4.

55.28. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû U è SO2(R) èçîìîðôíû.

55.29. Ïóñòü G�ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ýëåìåíòîâ (a, b), a 6= 0, èç
ïîëÿ F îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè (a, c) ◦ (c, d) = (ac, ad+ b). Äîêàçàòü,
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÷òîG ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, èçîìîðôíîé ãðóïïå âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé
x 7→ ax+ b îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè.

55.30. Ïóñòü G�ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ
îò −1. Äîêàçàòü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

x · y = x+ y + xy.

55.31. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû ÿâëÿåò-

ñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè;
á) îòîáðàæåíèå

σ : x 7→ axa−1,

ãäå a�ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ãðóïïû G, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì
ãðóïïû G (âíóòðåííèì àâòîìîðôèçìîì);

â) ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîèçâîëüíîé
ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè.

55.32. Íàéòè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãðóïï:
a) Z; á) Zp; â) S3;
ã) V4; ä) D4; e) Q8.

55.33. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå a 7→ σ, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæ-
äîìó ýëåìåíòó a ãðóïïû G ïåðåñòàíîâêó σ : x 7→ ax ìíîæåñòâà G,
ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû G â ãðóïïó SG.

55.34. Íàéòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàõ Sn ïîäãðóïïû, èçî-
ìîðôíûå ãðóïïàì:

a) Z3; á) D4; â) Q8.

55.35. Ïóñòü σ�ïåðåñòàíîâêà ñòåïåíè n è Aσ = (δiσ(j))�êâàäðàò-
íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè G� íåêîòîðàÿ ãðóïïà
ïåðåñòàíîâîê ñòåïåíè n, òî ìíîæåñòâî ìàòðèö Aσ, ãäå σ ∈ G, îáðà-
çóåò ãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå G.

55.36. Íàéòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàõ ìàòðèö GLn(C) ïîä-
ãðóïïû, èçîìîðôíûå ãðóïïàì:

a) Z3; á) D4; â) Q8.

55.37.Íàéòè â ãðóïïå âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 4 ïîäãðóïïó,
èçîìîðôíóþ ãðóïïå Q8.

55.38. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïó Up∞ íåëüçÿ îòîáðàçèòü ãîìîìîðôíî
íà êîíå÷íóþ ãðóïïó, îòëè÷íóþ îò åäèíè÷íîé.

55.39. Áóäóò ëè èçîìîðôíû ãðóïïû
a) SL2(Z3); á) S4; â) A5?
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� 56. Ïîäãðóïïû, ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû.

Ñìåæíûå êëàññû

56.1. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîé ãðóïïå:
à) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé;
á) îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îäíà èç ïîäãðóïï ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé;
â) åñëè ïîäãðóïïà C ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ïîäãðóïï A è B,

òî ëèáî C ⊆A, ëèáî C ⊆B.
56.2. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ ïîäïîëóãðóïïà ëþáîé ãðóïïû ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå, åñëè ïîäïîëóãðóïïà
áåñêîíå÷íà?

56.3. Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû:

à)

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
∈ S5; á)

(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 1 6

)
∈ S6;

â)
−
√

3
2

+
1
2
i ∈ C∗; ã)

1√
2
− 1√

2
i ∈ C∗;

ä)


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 ∈GL4(R); å)

(
0 i
1 0

)
∈GL2(C);

æ)

(
−1 a

0 1

)
∈GL2(C); ç)

(
0 −1
1 −1

)
∈GL2(C);

è)


λ1 ∗ ... ∗
0 λ2 ∗ ...
.......................
0 ... 0 λn

 ∈GLn(C),

ãäå λ1, ..., λn�ðàçëè÷íûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1.

56.4. Ïóñòü p�ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, X�öåëî÷èñëåííàÿ êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n, ïðè÷åì ìàòðèöà E + pX ëåæèò â SLn(Z)
è èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê. Äîêàçàòü, ÷òî X = 0.

56.5. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ýëåìåíò
3
5

+
4
5
i ãðóïïû C∗ èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê;

á) ÷èñëî
1
π

arctg
4
3
èððàöèîíàëüíî.

56.6. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6 ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå:
à) C∗; á) D2(C)∗; â) S5; ã) A5?

56.7. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîé ãðóïïå:
à) ýëåìåíòû x è yxy−1 èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê;
á) ýëåìåíòû ab è ba èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê;
â) ýëåìåíòû xyz è zyx ìîãóò èìåòü ðàçíûå ïîðÿäêè.
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56.8. Ïóñòü ýëåìåíòû x è y ãðóïïû G èìåþò êîíå÷íûé ïîðÿäîê
è xy = yx.

à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ x è y âçàèìíî ïðîñòû,
òî ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ xy ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ ïîðÿäêîâ.

á) Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîêàçàòåëè k è l òàêèå, ÷òî ïîðÿäîê
ïðîèçâåäåíèÿ xkyl ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ïîðÿäêîâ
x è y.

â) Âåðíû ëè ýòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ íåêîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ
x è y?

56.9. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè ýëåìåíò x ãðóïïû G èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê, òî

xk = xl òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k = l;
á) åñëè ýëåìåíò x ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê n, òî xk = xl òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà n | (k − l);
â) åñëè ýëåìåíò x ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê n, òî xk = e òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà n | k.
56.10. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå Sn:
à) ïîðÿäîê íå÷åòíîé ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì;
á) ïîðÿäîê ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàò-

íîìó äëèí íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, âõîäÿùèõ â åå ðàçëîæåíèå.

56.11. Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà xk, åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà x ðà-
âåí n.

56.12. Ïóñòü G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà, a ∈ G. Äîêàçàòü, ÷òî G = 〈a〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðÿäîê a ðàâåí |G|.

56.13. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà pm â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå
ïîðÿäêà pn, ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî, 0<m6 n.

56.14. Ïóñòü G= 〈a〉�öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Äîêàçàòü,
÷òî:

à) ýëåìåíòû ak è al èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(k, n) = ÍÎÄ(l, n);

á) ýëåìåíò ak ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì G òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà k è n âçàèìíî ïðîñòû;

â) âñÿêàÿ ïîäãðóïïà H ⊆G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì âèäà ad, ãäå
d | n;

ã) äëÿ âñÿêîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîä-
ãðóïïà H ⊆G ïîðÿäêà d.

56.15. Â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå 〈a〉 ïîðÿäêà n íàéòè âñå ýëåìåíòû g,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ gk = e, è âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà k ïðè:

à) n= 24, k = 6; á) n= 24, k = 4;
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â) n= 100, k = 20; ã) n= 100, k = 5;
ä) n= 360, k = 30; å) n= 360, k = 12;
æ) n= 360, k = 7.

56.16. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà:
à) 24; á) 100; â) 360; ã) 125;
ä) pn (p�ïðîñòîå ÷èñëî).

56.17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé íååäèíè÷íîé ãðóïïå âñå
íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê p. Äîêàçàòü, ÷òî
p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

56.18. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è d(G) � íàèìåíüøåå ñðåäè
òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s, ÷òî gs = e äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g ∈ G
(ïåðèîä ãðóïïû G).

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ïåðèîä d(G) äåëèò |G| è ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó

ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G;
á) åñëè ãðóïïà G êîììóòàòèâíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ G

ïîðÿäêà d(G);
â) êîíå÷íàÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà d(G) = |G|.
Âåðíû ëè óòâåðæäåíèÿ á) è â) äëÿ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû?

56.19. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé
èìåþò êîíå÷íûé ïîðÿäîê?

56.20. Ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ åå ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

à) Äîêàçàòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü êîììóòàòèâíîé ãðóïïû
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.

á) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå à) äëÿ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû?
â) Íàéòè ïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü ãðóïï C∗ è Dn(C)∗.
ã) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â êîììóòàòèâíîé ãðóïïå G åñòü ýëåìåí-

òû áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà è âñå îíè ñîäåðæàòñÿ â ïîäãðóïïå H, òî
H ñîâïàäàåò ñ G.

56.21. Äîêàçàòü, ÷òî â êîììóòàòèâíîé ãðóïïå ìíîæåñòâî ýëåìåí-
òîâ, ïîðÿäêè êîòîðûõ äåëÿò ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî n, ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû?

56.22. Íàéòè âñå êîíå÷íûå ãðóïïû, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íàè-
áîëüøàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà.

56.23. ßâëÿåòñÿ ëè öèêëè÷åñêîé ãðóïïà (Z/15Z)∗ îáðàòèìûõ ýëå-
ìåíòîâ êîëüöà Z/15Z?
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56.24. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G îáðàçóåò öåïü, åñëè
äëÿ ëþáûõ äâóõ åå ïîäãðóïï îäíà ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé.

à) Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà pn, ãäå
p�ïðîñòîå ÷èñëî, îáðàçóþò öåïü.

á) Íàéòè âñå êîíå÷íûå ãðóïïû, â êîòîðûõ ïîäãðóïïû îáðàçóþò
öåïü.

â) Íàéòè âñå ãðóïïû, ó êîòîðûõ ïîäãðóïïû îáðàçóþò öåïü.

56.25. Ïðåäñòàâèòü ãðóïïó Q â âèäå îáúåäèíåíèÿ âîçðàñòàþùåé
öåïî÷êè öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

56.26. Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïàìèUn êîìïëåêñíûõ
êîðíåé ñòåïåíè n èç 1 è ãðóïïîé Zn âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

56.27. Êàêèå èç ãðóïï 〈g〉, ïîðîæäåííûõ ýëåìåíòîì g ∈ G, èçî-
ìîðôíû:

a) G= C∗, g =− 1√
2

+
1√
2
i;

á) G= GL2(C), g =

(
0 1
i 0

)
;

â) G= S6, g = (32651);
ã) G= C∗, g = 2− i;
ä) G= R∗, g = 10;

å) G= C∗, g = cos
6π
5

+ i sin
6π
5
;

æ) G= Z, g = 3?

56.28. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîé ãðóïïå ÷åòíîãî ïîðÿäêà èìååòñÿ
ýëåìåíò ïîðÿäêà 2.

56.29. Áóäåò ëè ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ Z16

öèêëè÷åñêîé?

56.30. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Up∞

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

56.31. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ïîäãðóïïû ïîðÿäêà n;
á) âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé;
â) ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-

ñêîé.

56.32. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ:
a) S3; á) D4; â) Q8; ã) A4.

56.33. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â SO2(R) ÿâëÿ-
åòñÿ öèêëè÷åñêîé.



� 56. Ïîäãðóïïû, ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû 205

56.34. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäãðóïïà H ãðóïïû Sn ñîäåðæèò îäíî
èç ìíîæåñòâ

{(12), (13), ..., (1n)}, {(12), (123 ...n)},
òî H = Sn.

56.35. Íàéòè âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G, êîììóòèðóþùèå ñ äàííûì
ýëåìåíòîì g ∈G (öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà g), åñëè:

a) G= S4, g = (12)(34);

á) G= SL2(R), g =

(
a 0
0 b

)
;

â) G= Sn, g = (123 ...n).
56.36. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f îò ïåðåìåííûõ x1, x2, x3, x4 ïîëîæèì

Gf = {σ ∈ S4 | f(xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4)) = f(x1, x2, x3, x4)}.
Äîêàçàòü, ÷òî Gf �ïîäãðóïïà â S4, è íàéòè ýòó ïîäãðóïïó äëÿ

ìíîãî÷ëåíà:
a) f = x1x2 + x3x4; á) f = x1x2x3;
â) f = x1 + x2; ã) f = x1x2x3x4;
ä) f =

∏
16j<i64

(xi − xj).

56.37. Íàéòè ñìåæíûå êëàññû:
à) àääèòèâíîé ãðóïïû Z ïî ïîäãðóïïå nZ, n�íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
á) àääèòèâíîé ãðóïïû C ïî ïîäãðóïïå Z[i] öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë,

ò. å. ÷èñåë a+ bi ñ öåëûìè a, b;
â) àääèòèâíîé ãðóïïû R ïî ïîäãðóïïå Z;
ã) àääèòèâíîé ãðóïïû C ïî ïîäãðóïïå R;
ä) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû C∗ ïî ïîäãðóïïå U ÷èñåë ñ ìîäó-

ëåì 1;
å) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû C∗ ïî ïîäãðóïïå R∗;
æ) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû C∗ ïî ïîäãðóïïå ïîëîæèòåëüíûõ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;
ç) ãðóïïû ïîäñòàíîâîê Sn ïî ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïå ýëåìåíòà n;
è) àääèòèâíîé ãðóïïû âåùåñòâåííûõ (3× 2)-ìàòðèö ïî ïîäãðóï-

ïå âñåõ ìàòðèö (aij) ñ óñëîâèåì a31 = a32 = a22 = 0;
ê) àääèòèâíîé ãðóïïû âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 5 ñ êîì-

ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ïîäãðóïïå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå 3;

ë) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 〈a〉6 ïî ïîäãðóïïå 〈a4〉.
56.38.Ïóñòü g�íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà èçGLn(C) èH=SLn(C).

Äîêàçàòü, ÷òî ñìåæíûé êëàññ gH ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö a∈GLn(C),
îïðåäåëèòåëü êîòîðûõ ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû g.
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56.39. Ïóñòü H�ïîäãðóïïà â ãðóïïå G. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæå-
íèå xH 7→Hx−1 çàäàåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì ëåâûõ è ìíîæå-
ñòâîì ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H.

56.40. Ïóñòü g1, g2 � ýëåìåíòû ãðóïïû G è H1, H2 � ïîäãðóïïû
â G. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

à) g1H1 ⊆ g2H2; á) H1 ⊆H2 è g
−1
2 g1 ∈H2.

56.41. Ïóñòü g1, g2 � ýëåìåíòû ãðóïïû G è H1, H2 � ïîäãðóïïû
â G. Äîêàçàòü, ÷òî íåïóñòîå ìíîæåñòâî g1H1 ∩ g2H2 ÿâëÿåòñÿ ëåâûì
ñìåæíûì êëàññîì G ïî ïîäãðóïïå H1 ∩H2.

56.42. Ïóñòü K �ïðàâûé ñìåæíûé êëàññ ãðóïïû G ïî ïîäãðóï-
ïå H. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x, y, z ∈K, òî xy−1z ∈K.

56.43. Ïóñòü K � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â ãðóïïå G, ïðè÷åì
åñëè x, y, z ∈ K, òî xy−1z ∈ K. Äîêàçàòü, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì
ñìåæíûì êëàññîì ãðóïïû G ïî íåêîòîðîé ïîäãðóïïå H.

56.44. Ïóñòü H1, H2 � ïîäãðóïïû â ãðóïïå G, ïðè÷åì H1 ⊆ H2.
Åñëè èíäåêñ H1 â H2 ðàâåí n, à èíäåêñ H2 â G ðàâåí m, òî èíäåêñ H1

â G ðàâåí mn.

56.45. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå äèýäðà âñå îñåâûå ñèììåòðèè îáðà-
çóþò ñìåæíûé êëàññ ïî ïîäãðóïïå âðàùåíèé.

� 57. Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå.

Îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè

57.1. Íàéòè âñå îðáèòû ãðóïïû G íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà n-ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå V ,
åñëè:

à) G�ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ;
á) G�ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ;
â) G� ãðóïïà îïåðàòîðîâ, ìàòðèöû êîòîðûõ â áàçèñå e1, ..., en

äèàãîíàëüíû;
ã) G� ãðóïïà îïåðàòîðîâ, ìàòðèöû êîòîðûõ â áàçèñå e1, ..., en

âåðõíèå òðåóãîëüíûå.

57.2. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó Ga âåêòîðà a= e1 + e2 + ...
... + en, åñëè:

à)G�ãðóïïà èç çàäà÷è 57.1, â); á)G�ãðóïïà èç çàäà÷è 57.1, ã).

57.3. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó Gx è îðáèòó âåêòîðà x,
åñëè:

à) G� ãðóïïà âñåõ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ â òðåõìåðíîì åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå;
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á) G � ãðóïïà âñåõ ñîáñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ
â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

57.4. Ïóñòü G� ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è X � ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè k â X.

à) Íàéòè îðáèòû ãðóïïû G â X.
á) Ïóñòü e1, ..., en �òàêîé áàçèñ â V , ÷òî e1, ..., ek �áàçèñ íåêî-

òîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U . Íàéòè â áàçèñå e1, ..., en ìàòðèöû îïåðà-
òîðîâ èç ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû GU .

57.5. Ïóñòü G� ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è F �ìíîæåñòâî ôëàãîâ
â V , ò. å. íàáîðîâ f = (V0, V1, ..., Vn) ïîäïðîñòðàíñòâ â V , ïðè÷åì
0 = V0 ⊂ V1 ⊂ ...⊂ Vn = V .

à) Íàéòè îðáèòû G â F .
á) Ïóñòü ei ∈ Vi \ Vi−1, i = 1, ..., n. Äîêàçàòü, ÷òî e1, ..., en � áà-

çèñ V .
â) Â áàçèñå e1, ..., en íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ èç ñòàöèîíàðíîé

ïîäãðóïïû Gf .

57.6. Ïóñòü G � ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è X (ñîîòâåòñòâåí-
íî Y ) � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðàçëîæèìûõ q-âåêòîðîâ èç ΛqV
(èç Sq(V )).

à) Íàéòè îðáèòû äåéñòâèÿ G â X è Y .
á) Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó Ga ðàçëîæèìîãî q-âåêòîðà a

(âåêòîðà èç Sq(V )).

57.7. Ïóñòü G� ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ â n-ìåðíîì âåùåñòâåííîì (êîìïëåêñíîì) ïðîñòðàíñòâå V è B�
ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ (ýðìèòîâûõ) áèëèíåéíûõ ôóíêöèé
â V . Åñëè g ∈G è b ∈B, òî ïîëîæèì g(b)(x, y) = b(g−1x, g−1y).

à) Äîêàçàòü, ÷òî çàäàíî äåéñòâèå G íà B.
á) Îïèñàòü îðáèòû G íà B. Íàéòè èõ ÷èñëî.
â) Îïèñàòü ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó Gb ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé ôóíêöèè b.

57.8. Ïóñòü G� ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ â n-ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå V è L(V ) � ìíîæåñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â V . Åñëè g ∈G è f ∈ L(V ), òî ïîëîæèì
g(f) = gfg−1.

à) Äîêàçàòü, ÷òî çàäàíî äåéñòâèå G â L(V ).
á) Îïèñàòü îðáèòû G â L(V ).
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57.9. Íàéòè âî ìíîæåñòâå {1, 2, ..., 10} âñå îðáèòû è âñå ñòàöèî-
íàðíûå ïîäãðóïïû äëÿ ãðóïïû G, ïîðîæäåííîé ïîäñòàíîâêîé:

à) g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 8 3 9 4 10 6 2 1 7

)
∈ S10;

á) g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 4 6 1 8 3 2 9 5 10

)
∈ S10;

â) g = (169)(2, 10)(34578) ∈ S10.
57.10. Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàí ðîìá ñ âåðøè-

íàìè

A= (0, 1), B = (2, 0), C = (0, −1), D = (−2, 0).

à) Íàéòè ìàòðèöû îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè, ïå-
ðåâîäÿùèõ ðîìá â ñåáÿ.

á) Äîêàçàòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ
ãðóïïó G, èçîìîðôíóþ ãðóïïå V4.

â) Íàéòè îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå âåðøèí ðîìáà
è èõ ñòàöèîíàðíûå ïîäãðóïïû.

57.11. Íàéòè ïîðÿäîê ãðóïïû äèýäðà Dn.
57.12. Íàéòè ïîðÿäîê:
à) ãðóïïû âðàùåíèé êóáà;
á) ãðóïïû âðàùåíèé òåòðàýäðà;
â) ãðóïïû âðàùåíèé äîäåêàýäðà.
57.13. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ãðóïïà äâèæåíèé òåòðàýäðà èçîìîðôíà ãðóïïå S4;
á) ãðóïïà âðàùåíèé êóáà èçîìîðôíà ãðóïïå A4;
â) ãðóïïà âðàùåíèé èêîñàýäðà èçîìîðôíà ãðóïïå A5.
57.14. Íàéòè ïîðÿäîê ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû âåðøèíû äëÿ

ãðóïïû âðàùåíèé:
à) îêòàýäðà; á) èêîñàýäðà; â) òåòðàýäðà;
ã) êóáà; ä) äèýäðà.
57.15. Ïóñòü G� ãðóïïà àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé â n-ìåðíîì

àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y �ìíîæåñòâî âñåõ
íàáîðîâ èç n + 1 òî÷êè (A0, ..., An), íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæå-
íèè.

à) Íàéòè îðáèòû G â Y .
á) Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó Ga íàáîðà a ∈ Y .
57.16. Ïóñòü G� ãðóïïà àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé â n-ìåðíîì

àôôèííîì âåùåñòâåííîì (êîìïëåêñíîì) ïðîñòðàíñòâå X. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé â X. Åñëè
g ∈G, h ∈Q è x ∈X, òî ïîëîæèì (g(h))(x) = h(g−1x).
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à) Äîêàçàòü, ÷òî çàäàíî äåéñòâèå G â Q.
á) Îïèñàòü îðáèòû G â Q.
â) Îïèñàòü ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó Gh íåâûðîæäåííîé ôóíê-

öèè h ∈Q.
57.17. Ïóñòü G� ãðóïïà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé z 7→

7→ a
z − b
1− zb̄

, |a| = 1, |b| < 1, åäèíè÷íîãî êðóãà ñ öåíòðîì O èç çàäà-

÷è 24.25. Íàéòè:
à) ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó òî÷êè O;
á) îðáèòó òî÷êè O;
â) ïåðåñå÷åíèå ñòàöèîíàðíûõ ïîäãðóïï äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê

åäèíè÷íîãî êðóãà.

57.18. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå X è x, y�ýëåìåí-
òû îäíîé îðáèòû G â X. Äîêàçàòü, ÷òî âñå òàêèå g ∈G, ÷òî g(x) = y,
ñîñòàâëÿþò ëåâûé ñìåæíûé êëàññ G ïî ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïå Gx
è ïðàâûé ñìåæíûé êëàññ ïî ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïå Gy.

57.19. Ïóñòü êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå M . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ g ∈ G è m0 ∈M
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî gm0 = m0, òî gm = m äëÿ ëþáîé òî÷êè m,
ëåæàùåé â îäíîé îðáèòå ñ òî÷êîé m0.

57.20. Ïóñòü H �ïîäãðóïïà ãðóïïû G, a ∈G. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) îòîáðàæåíèå σa : gH 7→ agH åñòü ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâåM

âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H;
á) îòîáðàæåíèå f : a 7→ σa îïðåäåëÿåò äåéñòâèå ãðóïïû G íà M ;
â) σa ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà à ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ âñåõ ïîäãðóïï, ñîïðÿæåííûõ
ñ H â ãðóïïå G.

57.21. Ïåðåíóìåðîâàâ ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G ïî ïîä-
ãðóïïå H, íàéòè âñå ïåðåñòàíîâêè σa (çàäà÷à 57.20), åñëè:

à) G= Z4, H �åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà;
á) G = D4, H �ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç òîæäåñòâåííîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ è íåêîòîðîé îñåâîé ñèììåòðèè êâàäðàòà.

57.22. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû G:
à) ñîïðÿæåíèå îïðåäåëÿåò äåéñòâèå

m 7→ g ·m= gmg−1, g, m ∈G,

ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå G;
á) ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà òî÷êè m (öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà m)

ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ ãðóïïûG, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñm.
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57.23. Íàéòè öåíòðàëèçàòîð:
à) ïåðåñòàíîâêè (12)(34) â ãðóïïå S4;
á) ïåðåñòàíîâêè (123 ...n) â ãðóïïå Sn.

57.24. Â ãðóïïå GL2(R) íàéòè öåíòðàëèçàòîð ìàòðèöû:

à)

(
1 0
0 −1

)
; á)

(
2 0
0 2

)
; â)

(
1 2
3 4

)
; ã)

(
1 1
0 1

)
.

57.25. Â ãðóïïåGLn(R) íàéòè öåíòðàëèçàòîð ìàòðèöû diag(λ1, ...
... , λn), åñëè:

à) âñå ýëåìåíòû äèàãîíàëè ðàçëè÷íû;
á) λ1 = ...= λk = a, λk+1 = ...= λn = b è a 6= b.

57.26. Êàêèå èç òðåõ ìàòðèö ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé â ãðóïïå
GL2(C):

A1 =

(
1 1
0 1

)
, A2 =

(
1/2 0
0 2

)
, A3 =

(
1 0
2 1

)
?

57.27. Ïóñòü F �ïîëå. Â ãðóïïå SLn(F ) íàéòè:
à) öåíòðàëèçàòîð Cij ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöû E + Eij ïðè 1 6 i 6=

6= j 6 n;
á) ïåðåñå÷åíèå Cij ïðè âñåõ i, j, ãäå 1 6 i 6= j 6 n;
â) êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ E + Eij .
Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû E + αEij

è E + βEpq, ãäå 1 6 i 6= j, p 6= q 6 n è α, β ∈ F ∗, ñîïðÿæåíû.
57.28. Â ãðóïïå O2(R) îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ íàéòè:
à) öåíòðàëèçàòîð îïåðàòîðà ïîâîðîòà íà óãîë q 6= kπ;
á) öåíòðàëèçàòîð ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè OX.

57.29. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå O2(R) ëþáûå äâå ñèììåòðèè ñîïðÿ-
æåíû.

57.30. Íàéòè êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïï:
à) S3; á) A4; â) D4.

57.31. Íàéòè âñå êîíå÷íûå ãðóïïû, ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè
êîòîðûõ ðàâíî: à) 1; á) 2; â) 3.

57.32. Â ãðóïïå S4 íàéòè êëàññ ñîïðÿæåííîñòè:
à) ïåðåñòàíîâêè (12)(34); á) ïåðåñòàíîâêè (124).

57.33. Åñòü ëè â ãðóïïàõ S5 è S6 íåñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû îäè-
íàêîâûõ ïîðÿäêîâ?

57.34. Äîêàçàòü, ÷òî äâå ïåðåñòàíîâêè ñîïðÿæåíû â ãðóïïå Sn
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâóþ öèêëîâóþ ñòðóê-
òóðó, ò. å. èõ ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ äëÿ
ëþáîãî k ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî öèêëîâ äëèíû k.
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57.35. Íàéòè ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïàõ:
à) S4; á) S5; â) S6; ã) Dn.
57.36. Êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ìàòðèöû A ∈ SO3(R) íàçûâàåòñÿ

ñîïðÿæåííàÿ ñ A ìàòðèöà âèäà1 0 0
0 cos ϕ − sin ϕ
0 sin ϕ cos ϕ

.
Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû A1 è A2 ñîïðÿæåíû â SO3(R) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
åì ϕ1 + ϕ2 = 2πk èëè ϕ1 − ϕ2 = 2πk äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k.

57.37. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè H è K � ñîïðÿæåííûå ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû

è K ⊆H, òî K =H;
á) ïîäãðóïïû

H =

{(
1 n
0 1

)
, n ∈ Z

}
, K =

{(
1 2n
0 1

)
, n ∈ Z

}
ñîïðÿæåíû â ãðóïïå GL2(R), è K ⊂H.

57.38. Íàéòè íîðìàëèçàòîð N(H) ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G, åñëè:
à) G= GL2(R), H �ïîäãðóïïà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö;
á) G= GL2(R), H �ïîäãðóïïà ìàòðèö âèäà(

1 a
0 1

)
, a ∈ R;

â) G= S4, H = 〈(1234)〉.
57.39. Íàéòè ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ:
à) ãðóïïû Z5; á) ãðóïïû Z6.
57.40. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) Aut S3 ' S3, ïðè÷åì âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû S3 âíóòðåííèå;
á) Aut V4 ' S3, ïðè÷åì âíóòðåííèì äëÿ V4 ÿâëÿåòñÿ ëèøü òîæ-

äåñòâåííûé àâòîìîðôèçì.
57.41. ßâëÿåòñÿ ëè öèêëè÷åñêîé ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ:
à) ãðóïïû Z9; á) ãðóïïû Z8?
57.42. Íàéòè ïîðÿäîê ãðóïïû Aut Aut Aut Z9.
57.43. Â ãðóïïå S6 ïîñòðîèòü âíåøíèé àâòîìîðôèçì.
57.44. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå Sn (n 6= 6) âñå àâòîìîðôèçìû âíóò-

ðåííèå.
57.45. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ D4 èçîìîðôíà D4.

Íàéòè ïîäãðóïïó âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû D4.
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57.46. Íàéòè ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Dn è ïîäãðóïïó åå
âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ.

� 58. Ãîìîìîðôèçìû è íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû.

Ôàêòîðãðóïïû, öåíòð

58.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íîðìàëüíà, åñëè:
à) G�êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, H �ëþáàÿ åå ïîäãðóïïà;
á) G = GLn(R), H � ïîäãðóïïà ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâ-

íûì 1;
â) G= Sn, H = An;
ã) G= S4, H = V4;
ä) G� ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ êîìïëåêñíûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ

ìàòðèö, H �ãðóïïà ìàòðèö âèäà

E +
∑

16i<j6n
j−i>k

αijEij , αij ∈ C.

58.2. Áóäåò ëè íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå GLn(Z) ìíîæå-
ñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà (

a b
c d

)
,

ãäå ÷èñëà a, d íå÷åòíû, à ÷èñëà b, c ÷åòíû?

58.3.Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íîé.

58.4. Íàéòè âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû, îòëè÷íûå îò åäèíè÷íîé
è îò âñåé ãðóïïû â ãðóïïàõ:

a) S3; á) A4; â) S4.

58.5. Íà ïðèìåðå ãðóïïû A4 ïîêàçàòü, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà K íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû H ãðóïïû G íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé â G.

58.6. Ïóñòü A è B�íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G è A ∩B�
åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî ab= ba äëÿ ëþáûõ a ∈A, b ∈B.

58.7. Ïóñòü H�ïîäãðóïïà â G èíäåêñà 2, C�êëàññ ñîïðÿæåííûõ
â G ýëåìåíòîâ è C ⊂ H. Äîêàçàòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ëèáî êëàññîì
ñîïðÿæåííûõ âH ýëåìåíòîâ, ëèáî îáúåäèíåíèåì äâóõ êëàññîâ ñîïðÿ-
æåííûõ â H ýëåìåíòîâ, ñîñòîÿùèõ èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

58.8. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà R∗/Q∗ íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-
ñêîé.
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58.9. Íàéòè ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå A5 è ÷èñëî
ýëåìåíòîâ â êàæäîì èç êëàññîâ.

58.10. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà A5 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

58.11. à) Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå êâàòåðíèîíîâQ8 ëþáàÿ ïîäãðóï-
ïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

á) Íàéòè öåíòð è êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå Q8.

58.12. Íàéòè âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå äèýäðà Dn.

58.13. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â O2(R), íå
ëåæàùàÿ â SO2(R), ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà Dn, n> 2.

58.14. Ïóñòü F � ïîëå è G� ïîäãðóïïà â GLn(F ), ñîäåðæàùàÿ
SLn(F ). Äîêàçàòü, ÷òî G íîðìàëüíà â GLn(F ).

58.15. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ìàòðèöå

(
a b
c d

)
∈GL2(C) äðîáíî-ëè-

íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

f(z) =
az + b
cz + d

.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ñîïîñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì è íàéòè
ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà.

58.16. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ãðóïïû C∗ â àä-
äèòèâíóþ ãðóïïó R ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ãðóïïîé.

58.17. Ïóñòü n, m > 2�íàòóðàëüíûå ÷èñëà è SLn(Z; mZ)�ïîä-
ìíîæåñòâî â SLn(Z), ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö âèäà E + Xm, ãäå X �
öåëî÷èñëåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) SLn(Z; mZ)�íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â SLn(Z);
á) åñëè m= p�ïðîñòîå ÷èñëî, òî

SLn(Z)/SLn(Z; pZ)' SLn(Zp);

â) ãðóïïà SLn(Z; mZ) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
ïðè m> 3;

ã) åñëè G�êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â SLn(Z), òî ïîðÿäîê G äåëèò

1
2

(3n − 1)(3n − 3) ...(3n − 3n−1).

58.18. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ìíîæåñòâî âñåõ âíóò-
ðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå
Aut G âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G.

58.19. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ êîììóòàíò
ãðóïïû, íîðìàëüíà.

58.20. Íàéòè öåíòð ãðóïïû: a) Sn; á) An; â) Dn.
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58.21. Ïóñòü ãðóïïà G ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè a, b, ïðè÷åì

a2 = b2 = (ab)4 = 1.

Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò (ab)2 ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû G.

58.22. Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð ãðóïïû ïîðÿäêà pn, ãäå p� ïðîñòîå
÷èñëî (n ∈ N), ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà.

58.23. Ïóñòü G�ìíîæåñòâî âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà 3 ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ Zp.

à) Äîêàçàòü, ÷òî G�íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p3 îòíî-
ñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

á) Íàéòè öåíòð ãðóïïû G.
â) Íàéòè âñå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.

58.24. Íàéòè öåíòð ãðóïïû:
a) GLn(R); á) O2(R); â) SO2(R); ã) SO3(R);
ä) SU2(C); e) SUn(C);
æ) íåâûðîæäåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

58.25. Íàéòè öåíòð:
à) ãðóïïû âñåõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè;
á) ãðóïïû âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé åäèíè÷íîãî êðóãà èç çàäà÷è 57.17.

58.26. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì
êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H òàê-
æå öèêëè÷åñêàÿ, è åå ïîðÿäîê äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G.

58.27. Äîêàçàòü, åñëè ãðóïïà G ãîìîìîðôíî îòîáðàæåíà íà ãðóï-
ïó H, ïðè÷åì a 7→ a′, òî:

à) ïîðÿäîê a äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê a′;
á) ïîðÿäîê G äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê H.

58.28. Íàéòè âñå ãîìîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ:
a) Z6→ Z6; á) Z6→ Z18; â) Z18→ Z6;
ã) Z12→ Z15; ä) Z6→ Z25.

58.29. Äîêàçàòü, ÷òî àääèòèâíóþ ãðóïïó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
íåëüçÿ ãîìîìîðôíî îòîáðàçèòü íà àääèòèâíóþ ãðóïïó öåëûõ ÷èñåë.

58.30. Íàéòè ôàêòîðãðóïïû:
a) Z/nZ; á) U12/U3; â) 4Z/12Z; ã) R∗/R+.

58.31. Ïóñòü Fn � àääèòèâíàÿ ãðóïïà n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàä ïîëåì F è H�ïîäãðóïïà âåêòîðîâ k-ìåðíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà Fn/H èçîìîðôíà Fn−k.
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58.32. Ïóñòü Hn � ìíîæåñòâî ÷èñåë ñ àðãóìåíòàìè âèäà 2πk/n
(k ∈ Z). Äîêàçàòü, ÷òî:

a) R/Z'U; á) C∗/R∗ 'U; â) C∗/U' R+;
ã) U/Un 'U; ä) C∗/Un ' C∗; å) C∗/Hn 'U;
æ) Hn/R+ 'Un; ç) Hn/Un ' R+.

58.33. Ïóñòü

G= GLn(R), H = GLn(C), P = SLn(R), Q= SLn(C),

A= {X ∈G | | det X|= 1}, B = {X ∈H | det X ∈ R},
C = {X ∈H | | det X|= 1}, D = {X ∈G | det X > 0}.

Äîêàçàòü, ÷òî:
a) G/P ' R∗; á) H/Q' C∗; â) G/D ' Z2;
ã) H/B 'U; ä) G/A' R+; å) H/C ' R+.

58.34. Ïóñòü G � ãðóïïà àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé n-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà,H�ïîäãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ,K�ïîäãðóï-
ïà ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíîé äàííóþ òî÷êó O.
Äîêàçàòü, ÷òî:

à) H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G;
á) G/H 'K.

58.35. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû S4 ïî íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïå {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} èçîìîðôíà ãðóïïå S3.

58.36. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H�ïîäãðóïïà èíäåêñà k â ãðóïïå G, òî
H ñîäåðæèò íåêîòîðóþ íîðìàëüíóþ â G ïîäãðóïïó, èíäåêñ êîòîðîé
â G äåëèò k!.

58.37. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà, èíäåêñ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøèì ïðîñòûì äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû, íîðìàëüíà.

58.38. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû GL2(Z3) ïî åå öåíòðó
èçîìîðôíà ãðóïïå S4.

58.39. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå Q/Z:
à) êàæäûé ýëåìåíò èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê;
á) äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n èìååòñÿ â òî÷íîñòè îäíà ïîäãðóï-

ïà ïîðÿäêà n.

58.40. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóï-
ïû G èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ãðóïïû G ïî åå öåíòðó.

58.41. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïî
åå öåíòðó íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé.

58.42. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà p2, ãäå p� ïðîñòîå ÷èñëî,
êîììóòàòèâíà.
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58.43. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ íåêîììóòàòèâ-
íîé ãðóïïû íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé.

∗ ∗ ∗

58.44. Íàéòè ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè è ÷èñëî ýëåìåíòîâ
â êàæäîì êëàññå äëÿ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïîðÿäêà p3, ãäå p�
ïðîñòîå ÷èñëî.

58.45. Ïîäãðóïïà H íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé â ãðóïïå G, åñëè
H 6= G è ëþáàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ H, ñîâïàäàåò ñ H èëè G.
Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ êîììóòà-
òèâíûõ ïîäãðóïï ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ãðóïïû;

á) âî âñÿêîé êîíå÷íîé ïðîñòîé íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïå íàéäóò-
ñÿ äâå ðàçëè÷íûå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ
ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà;

â) âî âñÿêîé êîíå÷íîé ïðîñòîé íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïå ñóùå-
ñòâóåò ñîáñòâåííàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ ïîäãðóïïà.

58.46. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà SL2(Z5) ïî åå öåíòðó èçî-
ìîðôíà A5.

58.47. Ïóñòü F � ïîëå, n > 3 è G � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
â GLn(F ). Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî G ⊇ SLn(F ), ëèáî G ñîñòîèò èç
ñêàëÿðíûõ ìàòðèö.

58.48. Ïóñòü F � ïîëå, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå ÷åòûðåõ ýëåìåí-
òîâ è G � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â GL2(F ). Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî
G⊇ SL2(F ), ëèáî G ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö.

58.49. Äîêàçàòü, ÷òî SL2(2)' S3.
58.50. Íàéòè âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â SL2(Z3).
58.51. Ïóñòü G � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà

â SLn(Z), n > 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m,
÷òî G⊆ SLn(Z, mZ).

58.52. Ïóñòü F �ïîëå, n> 3 è ϕ�àâòîìîðôèçì ãðóïïû GLn(F ).
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ãîìîìîðôèçì ãðóïï η : GLn(F )→
→ F ∗, àâòîìîðôèçì τ ïîëÿ F , èíäóöèðóþùèé àâòîìîðôèçì τ ′ ãðóï-
ïû GLn(F ), è ýëåìåíò g ∈GLn(F ), ÷òî ëèáî

ϕ(x) = η(x)gτ ′(x)g−1,

ëèáî

ϕ(x) = η(x)g(τ ′(x)−1)tg−1

äëÿ âñåõ x ∈GLn(F ).
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� 59. Ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû. Ãðóïïû ìàëûõ ïîðÿäêîâ

59.1. Íàéòè ïîðÿäîê ãðóïï:
à) GLn(Fq); á) SLn(Fq);
â) íåâûðîæäåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ (n × n)-ìàòðèö íàä ïî-

ëåì Fq.
59.2. Èçîìîðôíû ëè: à) ãðóïïà Q8 è ãðóïïà D4;
á) ãðóïïà S4 è ãðóïïà SL2(Z3)?
59.3. Íàéòè âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû è 3-ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ:
a) S3; á) A4.
59.4. Óêàçàòü ñîïðÿãàþùèå ýëåìåíòû äëÿ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï

è ñèëîâñêèõ 3-ïîäãðóïï â ãðóïïàõ:
a) S3; á) A4.
59.5. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû S4 èçî-

ìîðôíà ãðóïïå äèýäðà D4.
59.6. Â êàêèõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïïàõ ãðóïïû S4 ñîäåðæàòñÿ ïå-

ðåñòàíîâêè:
à) (1324); á) (13); â) (12)(34)?
59.7. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò â òî÷íîñòè äâå íåêîììóòàòèâíûå

íåèçîìîðôíûå ãðóïïû ïîðÿäêà 8�ãðóïïà êâàòåðíèîíîâQ8 è ãðóïïà
äèýäðà D4.

59.8. Äîêàçàòü, ÷òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû SL2(Z3):
à) èçîìîðôíà ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ;
á) íîðìàëüíà â SL2(Z3).
59.9. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â ãðóïïå A5, ãäå:
à) p= 2; á) p= 3; â) p= 5?
59.10. Íàéòè ïîðÿäîê ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû â ãðóïïå Sn.
59.11. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â ãðóïïå Sp, ãäå

p�ïðîñòîå ÷èñëî?
59.12.Äîêàçàòü, ÷òî ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â ãðóïïåG åäèíñòâåí-

íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íîðìàëüíà â G.
59.13. Ïóñòü

P =

{(
1 a
0 1

) ∣∣∣ a ∈ Zp, p�ïðîñòîå ÷èñëî

}
.

à) Äîêàçàòü, ÷òî P �ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â ãðóïïå SL2(Zp).
á) Íàéòè íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû P â SL2(Zp).
â) Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â SL2(Zp).
ã) Äîêàçàòü, ÷òî P �ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â ãðóïïå GL2(Zp).
ä) Íàéòè íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû P â GL2(Zp).
å) Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â GL2(Zp).
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59.14. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé â GLn(Zp).

59.15. Â ãðóïïå äèýäðà Dn äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p
÷èñëà 2n:

à) íàéòè âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû;
á) óêàçàòü ñîïðÿãàþùèå ýëåìåíòû äëÿ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï.
59.16. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóï-

ïû G ïðè ãîìîìîðôèçìå ãðóïïû G íà ãðóïïó H ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé
ïîäãðóïïîé â H.

59.17. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ïðÿìîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï A è B ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñèëîâñêèõ
p-ïîäãðóïï ñîìíîæèòåëåé A è B.

59.18. Ïóñòü P �ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G, H�
íîðìàëüíàÿ â G ïîäãðóïïà.

à) Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå P ∩ H ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîä-
ãðóïïîé â H.

á) Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ
î íîðìàëüíîñòè ïîäãðóïïû H óòâåðæäåíèå ïóíêòà à) íåâåðíî.

59.19. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû ïîðÿä-
êà 100 êîììóòàòèâíû.

59.20. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà:
à) 15; á) 35; â) 185; ã) 255

êîììóòàòèâíà.
59.21. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï è ñèëîâñêèõ

5-ïîäãðóïï â íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïå ïîðÿäêà 20?
59.22. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ ãðóïï ïîðÿäêà:
à) 36; á) 80; â) 56; ã) 196; ä) 200.
59.23. Ïóñòü p è q�ïðîñòûå ÷èñëà, p < q. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè q − 1 íå äåëèòñÿ íà p, òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pq êîì-

ìóòàòèâíà;
á) åñëè q − 1 äåëèòñÿ íà p, òî â ãðóïïå íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö

âèäà

(
a b
0 1

)
(a, b ∈ Zq) èìååòñÿ íåêîììóòàòèâíàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿä-

êà pq.
59.24. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 7 â ïðîñòîé ãðóïïå ïîðÿä-

êà 168?

∗ ∗ ∗

59.25. Ïóñòü K �íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â p-ãðóïïå G. Äîêàçàòü,
÷òî K ∩ Z(G) 6= 1.
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59.26. Ïóñòü V �êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïî-
ëåì F õàðàêòåðèñòèêè p è G� p-ãðóïïà ëèíåéíûõ íåâûðîæäåííûõ
îïåðàòîðîâ â V . Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð
x ∈ V , ÷òî gx= x äëÿ âñåõ g ∈G.

59.27. Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â êîíå÷íîé ãðóïïå G
è H �ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæàùàÿ íîðìàëèçàòîð NG(P ). Äîêàçàòü,
÷òî NG(H) =H.

59.28. Ïóñòü G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà,N�íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G
è P �ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà âN . Äîêàçàòü, ÷òî G=N ·NG(P ) (ëåììà
Ôèòòèíãà).

59.29. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîíå÷íîé ãðóïïå G èìååòñÿ òàêîé

ýëåìåíò a, ÷òî
|G|
|K(a)| = p� ïðîñòîå ÷èñëî, ãäå K(a)� êëàññ ñîïðÿ-

æåííûõ ñ a ýëåìåíòîâ èç G. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) p2 íå äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G;
á) åñëè p= 2, òî â ãðóïïå G èìååòñÿ òàêàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà H

íå÷åòíîãî ïîðÿäêà è èíäåêñà 2, ÷òî aha−1 = h−1 äëÿ ëþáîãî h ∈H.

� 60. Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ è ïðÿìûå ñóììû.

Àáåëåâû ãðóïïû

60.1. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû Z è Q íå ðàçëàãàþòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
íåíóëåâûõ ïîäãðóïï.

60.2. Ðàçëàãàþòñÿ ëè â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íååäèíè÷íûõ ïîä-
ãðóïï ãðóïïû:

à) S3; á) A4; â) S4; ã) Q8?
60.3. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìîé ñóììîé ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.
60.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï Zm ⊕ Zn

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü m è n ðàâåí 1.

60.5. Ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó ãðóïïû:
a) Z6; á) Z12; â) Z60.
60.6. Äîêàçàòü, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷è-

ñåë ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïû ïîëîæèòåëüíûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë è ãðóïïû âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ ðàâ-
íûõ 1.

60.7. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n > 3 ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîëü-
öà âû÷åòîâ Z2n ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïïû {±1}
è öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà 2n−2.
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60.8. ×åìó ðàâåí ïîðÿäîê:
à) ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï;
á) ýëåìåíòà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï?
60.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â àáåëåâîé ãðóïïå ïîäãðóïïû A1, A2, ...

... , Ak èìåþò êîíå÷íûå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ïîðÿäêè, òî èõ
ñóììà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.

60.10. Ïóñòü D�ïîäãðóïïà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ A × B ãðóïï
A è B âçàèìíî ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ. Äîêàçàòü, ÷òî

D ' (D ∩A)× (D ∩B).

60.11. Ïóñòü k � íàèáîëüøèé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé àáå-
ëåâîé ãðóïïû G. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G
äåëèò k. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá àáåëåâîñòè
ãðóïïû?

60.12. Íàéòè âñå ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû, ñîñòîÿùåé èç ÷èñåë
âèäà ±2n.

60.13. Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Íàéòè âñå ïðÿìûå
ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû Z ⊕ A, â êîòîðûõ îäíî èç ñëàãàåìûõ ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

60.14.Íàéòè êëàññû ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû A×B, åñëè èçâåñòíû
êëàññû ñîïðÿæåííîñòè ãðóïï A è B.

60.15. à) Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ A×B ðàâåí
ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ öåíòðîâ A è B.

á) Ïóñòü N �íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â A×B, ïðè÷åì
N ∩A=N ∩B = 1.

Äîêàçàòü, ÷òî N ëåæèò â öåíòðå A×B.
60.16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôàêòîðãðóïïà A/B àáåëåâîé ãðóïïû A

ïî ïîäãðóïïå B ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé, òî A=B ⊕ C,
ãäå C �ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

60.17. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà A àáåëåâîé ãðóïïû G âûäåëÿåòñÿ
â G ïðÿìûì ñëàãàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé
ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì π : G→A, ÷òî π2 = π.

60.18. Ïóñòü ϕ1, ϕ2 � ãîìîìîðôèçìû ãðóïï A1, A2 â àáåëåâó
ãðóïïó B. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì
ϕ : A1 × A2→ B, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà A1 è A2 ñîâïàäàþò ñîîò-
âåòñòâåííî ñ ϕ1 è ϕ2. Ñóùåñòâåííà ëè çäåñü àáåëåâîñòü ãðóïïû B?

60.19. Íà ìíîæåñòâå ãîìîìîðôèçìîâ àáåëåâîé ãðóïïû A â àáåëå-
âó ãðóïïó B îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ïî ïðàâèëó

(α+ β)(x) = α(x) + β(x).
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Äîêàçàòü, ÷òî ãîìîìîðôèçìû A→ B îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó
Hom(A, B).

60.20. Íàéòè ãðóïïû ãîìîìîðôèçìîâ:
à) Hom(Z12, Z6); á) Hom(Z12, Z18);
â) Hom(Z6, Z12); ã) Hom(A1 ⊕A2, B);
ä) Hom(A, B1 ⊕B2); å) Hom(Zn, Zk);
æ) Hom(Z, Zn); ç) Hom(Zn, Z);
è) Hom(Z, Z); ê) Hom(Z2 ⊕ Z2, Z8);
ë) Hom(Z2 ⊕ Z3, Z30).
60.21. Äîêàçàòü, ÷òî Hom(Z, A)'A.
60.22. Ïóñòü A� àáåëåâà ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî âñå åå ýíäîìîð-

ôèçìû îáðàçóþò êîëüöî End A ñ åäèíèöåé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ
è îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ îòîáðàæåíèé.

60.23. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ àáåëåâîé ãðóïïû ñîâ-
ïàäàåò ñ ãðóïïîé îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ åå êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ.

60.24. Íàéòè êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïï:
a) Z; á) Zn; â) Q.
60.25. Äîêàçàòü, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå îòîáðàæåíèå x → nx

(n ∈ Z) ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì. Äëÿ êàêèõ ãðóïï îíî áóäåò:
à) èíúåêòèâíûì; á) ñþðúåêòèâíûì?
60.26. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîé àáåëåâîé

ãðóïïû ðàíãà n èçîìîðôíî êîëüöó Mn(Z).
60.27. Íàéòè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãðóïï:
a) Z; á) Q; â) Z2n ; ã) ñâîáîäíîé àáåëåâîé ðàíãà n.
60.28. Äîêàçàòü, ÷òî:
a) Aut Z30 'Aut Z15; á) Aut(Z⊕ Z2) = Z2 ⊕ Z2.
60.29. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî End(Z ⊕ Z2) áåñêîíå÷íî è íåêîììó-

òàòèâíî.
60.30. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ êîíå÷íîé àáåëåâîé

ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ åå ïðèìàð-
íûõ êîìïîíåíò.

60.31. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé
ãðóïïû òàêæå êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

60.32. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ãîìîìîðôèçì êîíå÷íî ïîðîæäåííîé
àáåëåâîé ãðóïïû íà ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Âåðíî ëè àíàëî-
ãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ?

60.33. Äîêàçàòü, ÷òî ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû ðàíãîâ m è n
èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m= n.

60.34. Ïóñòü A, B, C � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû,
ïðè÷åì A⊕ C 'B ⊕ C. Äîêàçàòü, ÷òî A'B.
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60.35. Ïóñòü ïîðÿäîê êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû G äåëèòñÿ íà
íàòóðàëüíîå ÷èñëî m. Äîêàçàòü, ÷òî â G åñòü ïîäãðóïïà ïîðÿäêà m.

60.36. Ïóñòü A è B � êîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû, ïðè÷åì äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m â A è B ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà m
îäèíàêîâî. Äîêàçàòü, ÷òî A'B.

60.37. Ïóñòü A è B � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû,
ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ èçîìîðôíà ïîäãðóïïå äðóãîé. Äîêàçàòü, ÷òî
A'B.

60.38. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà B ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû A
ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, ïðè÷åì ðàíã B íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà A.

60.39. Ïîëüçóÿñü îñíîâíîé òåîðåìîé î êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáå-
ëåâûõ ãðóïïàõ, íàéòè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå àáåëåâû
ãðóïïû ïîðÿäêà:

à) 2; á) 6; â) 8; ã) 12;
ä) 16; å) 24; æ) 36; ç) 48.
60.40. Ãîâîðÿò, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà èìååò òèï (n1, n2, ..., nk),

åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêîâ
n1, n2, ..., nk.

Åñòü ëè â àáåëåâîé ãðóïïå òèïà (2, 16) ïîäãðóïïû òèïà:
à) (2, 8); á) (4, 4); â) (2, 2, 2)?
60.41. Íàéòè òèï ãðóïïû (〈a〉9 ⊕ 〈b〉27)/〈3a+ 9b〉.
60.42. Èçîìîðôíû ëè ãðóïïû:
à) (〈a〉2 ⊕ 〈b〉4)/〈2b〉 è (〈a〉2 ⊕ 〈b〉4)/〈a+ 2b〉;
á) Z6 ⊕ Z36 è Z12 ⊕ Z18;
â) Z6 ⊕ Z36 è Z9 ⊕ Z24;
ã) Z6 ⊕ Z10 ⊕ Z10 è Z60 ⊕ Z10?
60.43. Ñêîëüêî ïîäãðóïï:
à) ïîðÿäêîâ 2 è 6 â íåöèêëè÷åñêîé àáåëåâîé ãðóïïå ïîðÿäêà 12;
á) ïîðÿäêîâ 3 è 6 â íåöèêëè÷åñêîé àáåëåâîé ãðóïïå ïîðÿäêà 18;
â) ïîðÿäêîâ 5 è 15 â íåöèêëè÷åñêîé àáåëåâîé ãðóïïå ïîðÿäêà 75?
60.44. Íàéòè âñå ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ ãðóïï:
à) 〈a〉2 ⊕ 〈b〉2;
á) 〈a〉p ⊕ 〈b〉p;
â) 〈a〉2 ⊕ 〈b〉4.
60.45. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ:
à) ïîðÿäêà 2, 4 è 6 â ãðóïïå Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z3;
á) ïîðÿäêà 2, 4 è 5 â ãðóïïå Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z4 ⊕ Z5?
60.46. Ïîëüçóÿñü îñíîâíîé òåîðåìîé î êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóï-

ïàõ, äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
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60.47. Ïóñòü F �ïîëå, ó êîòîðîãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà F ∗

êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëå F êîíå÷íî.
60.48. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ìóëüòèïëè-

êàòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâå-
äåíèå ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû è êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé.

60.49. Ïóñòü A� ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì e1, ..., en
è x = m1e1 + ... + mnen ∈ A \ 0, ãäå mi ∈ Z. Äîêàçàòü, ÷òî öèêëè-
÷åñêàÿ ãðóïïà 〈x〉 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â A òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë m1, ..., mn ðàâåí 1.

60.50. Ïóñòü A� ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì x1, ..., xn.
Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû

yj =

n∑
i=1

aijxi, j = 1, ..., n, aij ∈ Z,

ñîñòàâëÿþò áàçèñ ãðóïïûA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(aij) =±1.
60.51. Ïóñòü A� ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì x1, ..., xn,

B�åå ïîäãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè

yj =

n∑
i=1

aijxi, j = 1, ..., n, aij ∈ Z.

Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà A/B êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà det(aij) 6= 0, è ïðè ýòîì |A/B|= | det(aij)|.

60.52. Ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ôàêòîð-
ãðóïïó A/B, ãäå A�ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì x1, x2, x3,
B�åå ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ y1, y2, y3:

à)


y1 = 7x1 + 2x2 + 3x3,

y2 = 21x1 + 8x2 + 9x3,

y3 = 5x1 − 4x2 + 3x3;

á)


y1 = 5x1 + 5x2 + 3x3,

y2 = 5x1 + 6x2 + 5x3,

y3 = 8x1 + 7x2 + 9x3;

â)


y1 = 5x1 + 5x2 + 2x3,

y2 = 11x1 + 8x2 + 5x3,

y3 = 17x1 + 5x2 + 8x3;

ã)


y1 = 6x1 + 5x2 + 7x3,

y2 = 8x1 + 7x2 + 11x3,

y3 = 6x1 + 5x2 + 11x3;

ä)


y1 = 4x1 + 5x2 + x3,

y2 = 8x1 + 9x2 + x3,

y3 = 4x1 + 6x2 + 2x3;

å)


y1 = 2x1 + 6x2 − 2x3,

y2 = 2x1 + 8x2 − 4x3,

y3 = 4x1 + 12x2 − 2x3;

æ)


y1 = 6x1 + 5x2 + 4x3,

y2 = 7x1 + 6x2 + 9x3,

y3 = 5x1 + 4x2 − 4x3;

ç)


y1 = x1 + 2x2 + 3x3,

y2 = 2y1,

y3 = 3y1;
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è)


y1 = 4x1 + 7x2 + 3x3,

y2 = 2x1 + 3x2 + 2x3,

y3 = 6x1 + 10x2 + 5x3;

ê)


y1 = 2x1 + 3x2 + 4x3,

y2 = 5x1 + 5x2 + 6x3,

y3 = 2x1 + 6x2 + 9x3;

ë)


y1 = 4x1 + 5x2 + 3x3,

y2 = 5x1 + 6x2 + 5x3,

y3 = 8x1 + 7x2 + 9x3;

ì)


y1 = 3x1 + 3x2,

y2 = 9x1 + 3x2 − 6x3,

y3 =−3x1 + 3x2 + 6x3.

60.53. Â ôàêòîðãðóïïå ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû A ñ áàçèñîì
x1, x2, x3 ïî ïîäãðóïïåB, ïîðîæäåííîé x1+x2+4x3 è 2x1 − x2 + 2x3,
íàéòè ïîðÿäîê ñìåæíîãî êëàññà (x1 + 2x3) +B.

60.54. Â ôàêòîðãðóïïå ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû A ñ áà-
çèñîì x1, x2, x3 ïî ïîäãðóïïå B, ïîðîæäåííîé 2x1 + x2 − 50x3

è 4x1 + 5x2 + 60x3, íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà 32x1 + 31x2 +B.

60.55. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ êîíå÷íîé àáåëåâîé
ãðóïïû êîììóòàòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åå ïðè-
ìàðíàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

∗ ∗ ∗

60.56. Àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà H â n-ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå Rn äèñêðåòíà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ U ,
÷òî U ∩H = 0. Äîêàçàòü, ÷òî äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà â Rn ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé è åå ðàíã íå ïðåâîñõîäèò n.

60.57. Íàéòè âñå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â Rn/Zn.
60.58. Ïóñòü H = Z[i]� ïîäãðóïïà öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë â àä-

äèòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
z = x + iy ∈ C \ H, ãäå x, y ∈ R∗, ïðè÷åì xy−1 èððàöèîíàëüíî. Äî-
êàçàòü, ÷òî 〈z〉+H âñþäó ïëîòíî â C.

60.59. Ïóñòü H � àääèòèâíàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà â Rn. Äîêà-
çàòü, ÷òî H = L⊕H1, ãäå L�ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn è H1 �äèñêðåò-
íàÿ ïîäãðóïïà â Rn.

60.60. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà a àáåëåâîé ãðóïïû A
âçàèìíî ïðîñò ñ n, òî óðàâíåíèå nx= a èìååò â A ðåøåíèå.

60.61. Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ äåëèìîé, åñëè óðàâíåíèå
nx= a èìååò â íåé ðåøåíèå ïðè ëþáîì a ∈A è öåëîì n 6= 0.

Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà äåëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè
ëþáîì a è ëþáîì ïðîñòîì p óðàâíåíèå px= a èìååò ðåøåíèå.

60.62. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ ñóììà äåëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äåëèìû âñå ïðÿìûå ñëàãàåìûå.

60.63. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû Q èUp∞ (p�ïðîñòîå ÷èñëî) äåëèìû.
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60.64. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ ìîæíî ââåñòè ñòðóê-
òóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì Q òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ äåëèìîé.

60.65.Ïóñòü A�äåëèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG, B�ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî A ∩B = {0} (òàêàÿ âñåãäà ñóùåñòâó-
åò). Äîêàçàòü, ÷òî G=A⊕B.

60.66.Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò äåëèìàÿ
ïîäãðóïïà, ôàêòîðãðóïïà ïî êîòîðîé íå èìååò äåëèìûõ ïîäãðóïï.

60.67. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà è B �
ïîäãðóïïà â A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A/B�ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà
A=B ⊕ C, ãäå C �ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

60.68. Ïóñòü A, B � ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû è ϕ : A → B �
ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Äîêàçàòü, ÷òî Ker ϕ�ïðÿìîå ñëàãàåìîå â A.

60.69. Ïóñòü A�ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçîé e1, ..., en è C�
öåëî÷èñëåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ x1e1 + ...+ xnen ∈A, ÷òî

C

x1

...
xn

= 0.

Äîêàçàòü, ÷òî B � ïîäãðóïïà â A, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ñëàãàå-
ìûì â A. Îáðàòíî, ëþáîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå â A çàäàåòñÿ ñèñòåìîé
ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ öåëî÷èñëåííûõ óðàâíåíèé.

� 61. Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû

è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

61.1. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé (12) è öèêëîì (12 ...n);
á) ãðóïïà An ïîðîæäàåòñÿ òðîéíûìè öèêëàìè.

61.2. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ãðóïïà GLn(F ) íàä ïîëåì F ïîðîæäàåòñÿ ìàòðèöàìè âèäà

E + aEij , ãäå a ∈ F , 1 6 i 6= j 6 n, è ìàòðèöàìè E + bE11, ãäå b ∈ F ,
b 6=−1;

á) ãðóïïà UTn(F ) ïîðîæäàåòñÿ ìàòðèöàìè E + aEij , ãäå a ∈ F ,
1 6 i < j 6 n.

61.3. Äîêàçàòü, ÷òî ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà SLn(F ) íàä ïî-
ëåì F ïîðîæäàåòñÿ òðàíñâåêöèÿìè, ò. å. ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè
âèäà E + αEij (i 6= j).
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61.4. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ëþáóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì

ìîæíî ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîìó âèäó òîëüêî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè, çàêëþ÷àþùèìèñÿ â òîì, ÷òî ê îäíîé ñòðîêå ïðèáàâëÿ-
åòñÿ äðóãàÿ ñòðîêà, óìíîæåííàÿ íà ±1;

á) ãðóïïà SLn(Z) êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

∗ ∗ ∗

61.5. Ïóñòü Fq �ïîëå èç q 6= 9 ýëåìåíòîâ è a�îáðàçóþùèé öèê-
ëè÷åñêîé ãðóïïû F∗q . Äîêàçàòü, ÷òî SL2(Fq) ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ìàò-
ðèöàìè (

1 1
0 1

)
,

(
1 0
a 1

)
.

61.6. Äîêàçàòü, ÷òî
à) A5 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ïîäñòàíîâêàìè, (254) è (12345).
á) Äîêàçàòü, ÷òî An ïðè ÷åòíîì n > 4 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëå-

ìåíòàìè: a= (12)(n− 1, n), b= (1, 2, ..., n− 1).
â) Äîêàçàòü, ÷òî An ïðè íå÷åòíîì n > 5 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ

ýëåìåíòàìè: a= (1, n)(2, n− 1), b= (1, 2, ..., n− 2).

61.7. Íàéòè âñå äâóõýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà, ïîðîæäàþùèå ãðóï-
ïû:

a) Z6; á) S3; â) Q8; ã) D4; ä) 〈a〉2 ⊕ 〈b〉2.
61.8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè d� ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ

êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A, òî äëÿ ãðóïïû A ⊕ A àíàëîãè÷íîå
÷èñëî ðàâíî 2d.

61.9. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà S2 × S3 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòà-
ìè.

61.10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðóïïà èìååò êîíå÷íóþ ñèñòåìó ïî-
ðîæäàþùèõ, òî èç ëþáîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ ìîæíî âûáðàòü
êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó, ïîðîæäàþùóþ âñþ ãðóïïó.

61.11. Áóäåò ëè êîíå÷íî ïîðîæäåííûì íîðìàëüíîå çàìûêà-

íèå ìàòðèöû A =

(
1 1
0 1

)
â ãðóïïå G, ïîðîæäåííîé ìàòðèöàìè

A è B =

(
2 0
0 1

)
?

61.12. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êàæäîå ñëîâî â ñâîáîäíîé ãðóïïå ýêâèâàëåíòíî åäèíñòâåííîìó

íåñîêðàòèìîìó ñëîâó;
á) ¾ñâîáîäíàÿ ãðóïïà¿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.
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61.13. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþ-
ùèìè x1, ..., xn, G� ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ ýëåìåíòîâ g1, ..., gn ∈G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì
ϕ : F → G òàêîé, ÷òî ϕ(x1) = g1, ..., ϕ(xn) = gn. Âûâåñòè îòñþäà,
÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå
ïîäõîäÿùåé ñâîáîäíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà.

61.14. Äîêàçàòü, ÷òî â ñâîáîäíîé ãðóïïå íåò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû.

61.15. Äîêàçàòü, ÷òî äâà êîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòà ñâîáîäíîé
ãðóïïû ëåæàò â îäíîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

61.16. Äîêàçàòü, ÷òî ñëîâî w ëåæèò â êîììóòàíòå ñâîáîäíîé
ãðóïïû ñ ñèñòåìîé ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ x1, ..., xn òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, ..., n ñóììà ïîêàçàòåëåé ó âñåõ
âõîæäåíèé xi â w ðàâíà 0.

61.17. Â ñâîáîäíîé ãðóïïå îïèñàòü âñå ñëîâà, ñîïðÿæåííûå ñëî-
âó w.

61.18. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ïî åå êîì-
ìóòàíòó� ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

61.19. Äîêàçàòü, ÷òî ñâîáîäíûå ãðóïïû ðàíãîâ m è n èçîìîðôíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m= n.

61.20. Ñêîëüêî ïîäãðóïï èíäåêñà 2 â ñâîáîäíîé ãðóïïå ðàíãà 2?

61.21. à) Äîêàçàòü, ÷òî â ñâîáîäíîé ãðóïïå F ðàíãà k âñå ñëîâà,
â êîòîðûõ ñóììà ïîêàçàòåëåé ïðè êàæäîé ïåðåìåííîé äåëèòñÿ íà n,
îáðàçóþò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó N .

á) Äîêàçàòü, ÷òî F/N =

k ðàç︷ ︸︸ ︷
Zn ⊕ ...⊕ Zn.

61.22. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñþðúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû ñâîáîäíîé
ãðóïïû ðàíãà 2 íà ãðóïïó Zn ⊕ Zn èìåþò îäíî è òî æå ÿäðî.

61.23. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû
ðàíãà 2 â ãðóïïó:

a) Z2 ⊕ Z2; á) S3?

61.24. Äîêàçàòü, ÷òî â SL2(Z) ìíîæåñòâî ìàòðèö

(
a b
c d

)
, ãäå

a ≡ d ≡ 1 (mod 4), b ≡ c ≡ 0 (mod 2), îáðàçóåò ãðóïïó ñ äâóìÿ ïî-
ðîæäàþùèìè (

1 2
0 1

)
,

(
1 0
2 1

)
.

61.25. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðóïïà G ñ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè
x1, ..., xn çàäàíà îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè Ri(x1, ..., xn) = 1
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(i ∈ I) è â êàêîé-ëèáî ãðóïïå H äëÿ ýëåìåíòîâ h1, ..., hn ∈H âûïîë-
íåíî

Ri(h1, ..., hn) = 1,

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ϕ : G → H òàêîé, ÷òî
ϕ(x1) = h1, ..., ϕ(xn) = hn.

61.26. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìåæäó ýëåìåíòàìè a è b ãðóïïû âûïîë-
íåíû ñîîòíîøåíèÿ

a5 = b3 = 1, b−1ab= a2,

òî a= 1.

61.27. Ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè a, b ñ ñî-
îòíîøåíèÿìè a2 = b7 = 1, a−1ba= b−1, êîíå÷íà.

61.28. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà, çàäàííàÿ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòà-
ìè x1, x2 ñ ñîîòíîøåíèÿìè:

à) x2
1 = x3

2 = (x1x2)2 = 1;
á) x2

1 = x3
2 = 1, x−1

1 x2x1 = x2
2,

èçîìîðôíà S3.

61.29. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà, çàäàííàÿ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòà-
ìè x1, x2 è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

x2
1 = xn2 = 1, x−1

1 x2x1 = x−1
2 ,

èçîìîðôíà ãðóïïå äèýäðà Dn.

61.30. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà, çàäàííàÿ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòà-
ìè x1, x2 è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

x4
1 = 1, x2

1 = x2
2, x−1

2 x1x2 = x3
1,

èçîìîðôíà ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ Q8.

61.31. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà, çàäàííàÿ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòà-
ìè x1, x2 è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè x

2
1 = x2

2 = 1, èçîìîðôíà
ãðóïïå ìàòðèö {(

±1 n
0 1

) ∣∣∣ n ∈ Z
}
.

61.32. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà, çàäàííàÿ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòà-
ìè x1, x2 è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè x2

1 = x2
2 = (x1x2)n = 1,

èçîìîðôíà ãðóïïå ìàòðèö{(
±1 k

0 1

) ∣∣∣ k ∈ Zn

}
.
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61.33. Íàéòè ïîðÿäîê ãðóïïû, çàäàííîé îáðàçóþùèìè a, b è îïðå-
äåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

à) a3 = b2 = (ab)3 = 1;
á) a4 = b2 = 1, ab2 = b3a, ba3 = a2b.
61.34. Ïóñòü G� ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè xij , 1 6 i <

< j 6 n, ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

xijxkl = xklxij , 1 6 i < j 6= k < l 6= i6 n;

xijxjlx
−1
ij x

−1
jl = xil, 1 6 i < j < l 6 n.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

xm12
12 xm13

13 ...xm1n
1n xm23

23 ...xm2n
2n ...x

mn−1,n

n−1,n ,

ãäå mij ∈ Z;
á) G'UTn(Z).
61.35.Äîêàçàòü, ÷òî åñëèG/H = 〈gH〉�áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà, òî G= 〈g〉H, 〈g〉 ∩H = {e}.
61.36. Îïèñàòü â òåðìèíàõ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ è îïðåäåëÿ-

þùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû, ó êîòîðûõ èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ öèêëè-
÷åñêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ñ áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ôàêòîð-
ãðóïïîé.

61.37. Ïóñòü ãðóïïà G çàäàíà ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè x1, x2

è îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì x1x2x
−1
1 = x2

2. Îïèñàòü íàèìåíüøóþ
íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó â G, ñîäåðæàùóþ ýëåìåíò x2.

61.38. Ïóñòü ãðóïïà G ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè a, b, c ñ îïðåäå-
ëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè a2 = b3 = c5 = abc. Äîêàçàòü, ÷òî abc �
öåíòðàëüíûé ýëåìåíò ïîðÿäêà 2.

� 62. Ðàçðåøèìûå ãðóïïû

62.1. Íàéòè êîììóòàòîð:

à) íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö

(
0 1
1 0

)
è

(
a 0
0 1

)
;

á)

(
a b
0 c

)
è

(
x y
0 z

)
;

â)

(
β 0
0 β−1

)
è

(
1 λ
0 1

)
;

ã) äâóõ òðàíñïîçèöèé â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Sn.
62.2. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîììóòàíòà G′ ãðóïï:
à) G′�íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G;
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á) ôàêòîðãðóïïà G/G′ êîììóòàòèâíà;
â) åñëè N íîðìàëüíà â G è G/N êîììóòàòèâíà, òî G′ ⊆N .
62.3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñþðúåêòèâíîì ãîìîìîðôèçìå ϕ : G→H

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ϕ(G′) =H ′.
62.4. Óñòàíîâèòü áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãîìîìîðôèçìà-

ìè ãðóïïû â êîììóòàòèâíûå ãðóïïû è ãîìîìîðôèçìàìè åå ôàêòîð-
ãðóïïû ïî êîììóòàíòó.

62.5. Äîêàçàòü, ÷òî êîììóòàíò ãðóïïû GLn(F ) ñîäåðæèòñÿ
â SLn(F ).

62.6. Äîêàçàòü, ÷òî êîììóòàíò ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ åñòü ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå êîììóòàíòîâ ñîìíîæèòåëåé.

62.7. Íàéòè êîììóòàíòû è ïîðÿäêè ôàêòîðãðóïï ïî êîììóòàíòàì
äëÿ ãðóïï:

a) S3; á) A4; â) S4; ã) Q8.
62.8. Íàéòè êîììóòàíòû ãðóïï: a) Sn; á) Dn.
62.9. Äîêàçàòü, ÷òî êîììóòàíò íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû íîðìàëåí

âî âñåé ãðóïïå.
62.10. Ðÿäîì êîììóòàíòîâ (èëè ïðîèçâîäíûì ðÿäîì) ãðóïïû G

íàçûâàåòñÿ ðÿä ïîäãðóïï

G=G0 ⊇G′ ⊇G′′ ⊇ ...,

ãäå Gi+1 = (Gi)′.
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) âñå ÷ëåíû ðÿäà êîììóòàíòîâ íîðìàëüíû â G;
á) äëÿ âñÿêîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G íà ãðóïïó H

ϕ(Gi) =Hi.

62.11. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ðàçðåøèìîé ãðóïïû ðàçðåøèìà;
á) âñÿêàÿ ôàêòîðãðóïïà ðàçðåøèìîé ãðóïïû ðàçðåøèìà;
â) åñëè A è B�ðàçðåøèìûå ãðóïïû, òî ãðóïïà A×B ðàçðåøèìà;
ã) åñëè G/A'B è A, B�ðàçðåøèìûå ãðóïïû, òî G ðàçðåøèìà.
62.12. Äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ãðóïï:
a) S3; á) A4; â) S4; ã) Q8; ä) Dn.
62.13. Ïóñòü UTn(F )�ãðóïïà âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) UTm

n (F ) (ìíîæåñòâî ìàòðèö èç UTn(F ) ñ m − 1 íóëåâûìè
äèàãîíàëÿìè âûøå ãëàâíîé)�ïîäãðóïïà â UTn(F );

á) åñëè A ∈UTi
n(F ), B ∈UTj

n(F ), òî [A, B] ∈UTi+j
n (F );

â) ãðóïïà UTn(F ) ðàçðåøèìà.
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62.14. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ âåðõíèõ òðåóãîëü-
íûõ ìàòðèö ðàçðåøèìà.

62.15. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ðàçðåøèìà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà â íåé èìååòñÿ òàêîé ðÿä ïîäãðóïï

G=H0 ⊇H1 ⊇ ...⊇Hk = {e},

÷òîHi+1 íîðìàëüíà âHi èHi/Hi+1�(öèêëè÷åñêàÿ) ãðóïïà ïðîñòîãî
ïîðÿäêà.

62.16. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà ðàçðåøèìà.
62.17. Äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû ïîðÿäêà pq, ãäå p, q�ðàç-

ëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà.
62.18. Äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû ïîðÿäêà:
à) 20; á) 12;
â) p2q, ãäå p, q�ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà;
ã) 42; ä) 100; å) n < 60.
62.19. Äîêàçàòü äëÿ òðàíñâåêöèé tij(α) = E + αEij ôîðìóëó

[tik(α), tkj(β)] = tij(αβ)

ïðè ðàçëè÷íûõ i, j, k.
62.20. Ïóñòü F �ïîëå è n> 3. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) SL′n(F ) = GL′n(F ) = SLn(F );
á) ãðóïïû SLn(F ) è GLn(F ) íå ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøèìûìè.
62.21. Ïóñòü F �ïîëå, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) SL′2(F ) = GL′2(F ) = SL2(F );
á) ãðóïïû SL2(F ) è GL2(F ) íå ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøèìûìè.

∗ ∗ ∗

62.22. Ïóñòü p, q, r � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî
ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pqr ðàçðåøèìà.

62.23. Ïóñòü p, q, r � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî
íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p2qr èçîìîðôíà A5.

62.24. Åñëè ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî G�ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ
òàêîé öèêëè÷åñêîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé N , ÷òî G/N �öèêëè÷å-
ñêàÿ ãðóïïà.

62.25. Ïóñòü G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïðè÷åì G=G′, öåíòð G èìååò
ïîðÿäîê 2 è ôàêòîðãðóïïà ïî öåíòðó èçîìîðôíà A5. Äîêàçàòü, ÷òî
G' SL2(Z5).
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62.26. Ïóñòü F � ïîëå, V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä F è G � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â V ,
ïðè÷åì åñëè g ∈G, òî g = 1 + h, ãäå hn = 0. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) â V ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x 6= 0, ÷òî gx= x äëÿ âñåõ g ∈G;
á) â V ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ e1, ..., en, ÷òî ìàòðèöû âñåõ îïå-

ðàòîðîâ g, g ∈G, â ýòîì áàçèñå âåðõíåòðåóãîëüíûå;
â) ãðóïïà G ðàçðåøèìà.
62.27. Ïóñòü p, q�ïðîñòûå ÷èñëà, ïðè÷åì p äåëèò q − 1. Äîêàçàòü,

÷òî:
à) ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå r 6≡ 1 (mod q), ÷òî rp ≡ 1 (mod q);
á) ñóùåñòâóåò (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ðîâíî îäíà íåêîì-

ìóòàòèâíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pq.
62.28. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè â êîììóòàòèâíîé ãðóïïå ýëåìåíòû a, b ñâÿçàíû ñîîòíîøå-

íèÿìè a3 = b5 = (ab)7 = e, òî a= b= e;
á) ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ â S7 ïåðåñòàíîâêàìè (123) è (14567),

íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé;
â) ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè x1, x2 è îïðåäåëÿþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè x3
1 = x5

2 = (x1x2)7 = e íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé.
62.29. Ðàçðåøèìà ëè ñâîáîäíàÿ ãðóïïà?
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ÊÎËÜÖÀ

� 63. Êîëüöà è àëãåáðû

63.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ îáðàçóþò êîëüöî
îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

à) ìíîæåñòâî Z;
á) ìíîæåñòâî nZ (n > 1);
â) ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë;
ã) ìíîæåñòâî Q;
ä) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, â íåñîêðàòèìîé çàïèñè êîòî-

ðûõ çíàìåíàòåëè äåëÿò ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî n ∈ N;
å) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, â íåñîêðàòèìîé çàïèñè êîòî-

ðûõ çíàìåíàòåëè íå äåëÿòñÿ íà ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî p;
æ) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, â íåñîêðàòèìîé çàïèñè êî-

òîðûõ çíàìåíàòåëè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ôèêñèðîâàííîãî ïðîñòîãî
÷èñëà p;

ç) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âèäà x+ y
√

2, ãäå x, y ∈Q;
è) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âèäà x+ y 3

√
2, ãäå x, y ∈Q;

ê) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âèäà x + y 3
√

2 + z 3
√

4, ãäå
x, y, z ∈Q;

ë) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà x+ yi, ãäå x, y ∈ Z;
ì) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà x+ yi, ãäå x, y ∈Q;
í) ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñóìì âèäà a1z1 + a2z2 + ... + anzn,

ãäå a1, a2, ..., an �ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, z1, z2, ..., zn �êîìïëåêñíûå
êîðíè ñòåïåíè n èç 1;

î) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà
x+ y

√
a

2
, ãäå a�ôèêñè-

ðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ (íå äåëÿùååñÿ íà
êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà), x, y�öåëûå ÷èñëà îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè?

63.2. Êàêèå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ìàòðèö îáðàçóþò êîëüöî
îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

à) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n;
á) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n;
â) ìíîæåñòâî âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n> 2;
ã) ìíîæåñòâî ìàòðèö ïîðÿäêà n > 2, ó êîòîðûõ äâå ïîñëåäíèå

ñòðîêè íóëåâûå;
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ä) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
x y
ay x

)
, ãäå a�ôèêñèðîâàííîå öåëîå

÷èñëî, x, y ∈ Z;
å) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
x y
ry x

)
, ãäå r�ôèêñèðîâàííûé ýëå-

ìåíò íåêîòîðîãî êîëüöà R, x, y ∈R;
æ) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

1
2

(
x y
ay x

)
, ãäå a � ôèêñèðîâàííîå

öåëîå ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ, x è y�öåëûå ÷èñëà îäèíàêîâîé
÷åòíîñòè;

ç) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ìàòðèö âèäà

(
z w
−¯̄w z̄

)
;

è) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö âèäà
z −y −z −t
y x −t z
z t x −y
t −z y x

?

63.3. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé îáðàçóþò êîëüöî
îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé:

à) ìíîæåñòâî ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå [a, b];

á) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåð-
âàëå (a, b);

â) ìíîæåñòâî öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïå-
ðåìåííîãî;

ã) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííî-
ãî;

ä) ìíîæåñòâî ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, îáðàùàþ-
ùèõñÿ â 0 íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå D ⊆ R;

å) ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

a0 +

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ãäå n�ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî;

æ) ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

a0 +

n∑
k=1

ak cos kx
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ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ãäå n�ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî;

ç) ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

a0 +

n∑
k=1

ak sin kx

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ãäå n�ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî;

è) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâåD
è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå â íåêîòîðîì êîëüöå R;

ê) âñå ñòåïåííûå ðÿäû îò îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ;
ë) âñå ëîðàíîâñêèå ñòåïåííûå ðÿäû îò îäíîé ïåðåìåííîé?
63.4. Âî ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé t ðàññìàòðèâàåòñÿ

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, çàäàííàÿ ïðàâèëîì

(f ◦ g)(t) = f(g(t)).

ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ìíîæåñòâî êîëüöîì îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî óìíî-
æåíèÿ è îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ?

63.5. Îáðàçóåò ëè êîëüöî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðî-
ãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè è ïåðåñå÷åíèÿ,
ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ñîîòâåòñòâåííî?

63.6. Äîêàçàòü èçîìîðôèçì êîëåö èç çàäà÷:
à) 63.1, î) è 63.2, æ);
á) 63.2, ç) è 63.2, è).
63.7. Êàêèå èç êîëåö, óêàçàííûõ â çàäà÷àõ 63.1�63.5, ñîäåðæàò

äåëèòåëè íóëÿ?
63.8. Íàéòè îáðàòèìûå ýëåìåíòû â êîëüöàõ ñ åäèíèöåé èç çàäà÷

63.1�63.5.
63.9. Äîêàçàòü, ÷òî îäíî èç êîëåö çàäà÷ 63.3, å) è 63.3, æ) èçî-

ìîðôíî, à äðóãîå íå èçîìîðôíî êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ R[x].
63.10. Äîêàçàòü, ÷òî âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà ñ åäèíèöåé

îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.
63.11. Íàéòè âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû, âñå äåëèòåëè íóëÿ è âñå

íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû â êîëüöàõ:
à) Zpn , ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî;
á) Zn;
â) F [x]/(fF [x]), ãäå F �ïîëå;
ã) âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì;
ä) M2(R);



236 Ãë. 14. Êîëüöà

å) âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå S è ïðè-
íèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïîëå F ;

æ) âñåõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé.

63.12. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Z[
√

3]∗ áåñêî-
íå÷íà.

63.13. Ïóñòü R�êîíå÷íîå êîëüöî. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè R íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ, òî îíî èìååò åäèíèöó è âñå

åãî íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðàòèìû;
á) åñëè R èìååò åäèíèöó, òî êàæäûé åãî ýëåìåíò, èìåþùèé îäíî-

ñòîðîííèé îáðàòíûé, îáðàòèì;
â) åñëè R èìååò åäèíèöó, òî âñÿêèé ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ ÿâëÿåòñÿ

ïðàâûì äåëèòåëåì íóëÿ.

63.14. Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå ñ åäèíèöåé è áåç äåëèòåëåé íóëÿ
êàæäûé ýëåìåíò, èìåþùèé îäíîñòîðîííèé îáðàòíûé, ÿâëÿåòñÿ îá-
ðàòèìûì.

63.15. Ïóñòü R�êîëüöî ñ åäèíèöåé, x, y ∈R. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè ïðîèçâåäåíèÿ xy è yx îáðàòèìû, òî ýëåìåíòû x è y òàêæå

îáðàòèìû;
á) åñëè R áåç äåëèòåëåé íóëÿ è ïðîèçâåäåíèå xy îáðàòèìî, òî

x è y îáðàòèìû;
â) áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î êîëüöå R èç îáðàòèìî-

ñòè ïðîèçâåäåíèÿ xy íå ñëåäóåò îáðàòèìîñòü ýëåìåíòîâ x è y;
ã) åñëè îáðàòèì ýëåìåíò 1 + ab, òî îáðàòèì è ýëåìåíò 1 + ba.

63.16. Ïóñòü R�ïðÿìàÿ ñóììà êîëåö R1, ..., Rk.
à) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ R êîììóòàòèâíî; èìååò åäèíèöó; íå èìååò

äåëèòåëåé íóëÿ?
á) Íàéòè â R âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû; âñå äåëèòåëè íóëÿ; âñå

íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû.

63.17. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè ÷èñëà k è l âçàèìíî ïðîñòû, òî Zkl ∼= Zk ⊕ Zl;
á) åñëè n= pk11 ...pkss , ãäå p1, ..., ps�ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî

Zn ∼= Z
p
k1
1
⊕ ...⊕ Zpkss ;

â) åñëè ÷èñëà k è l âçàèìíî ïðîñòû, òî ϕ(kl) = ϕ(k)ϕ(l), ãäå ϕ�
ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

63.18. Íàéòè âñå äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå C⊕ C.
63.19. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) äåëèòåëü íóëÿ â ïðîèçâîëüíîé (àññîöèàòèâíîé) àëãåáðå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ îáðàòèìûì;
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á) â êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå ñ åäèíèöåé âñÿêèé ýëåìåíò, íå ÿâëÿ-
þùèéñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, îáðàòèì;

â) êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ òåëîì
(àëãåáðîé ñ äåëåíèåì).

63.20. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé è áåç
äåëèòåëåé íóëÿ íàä ïîëåì C èçîìîðôíà C.

63.21. Ïåðå÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå êîììóòàòèâ-
íûå äâóìåðíûå àëãåáðû íàä C:

à) ñ åäèíèöåé;
á) íå îáÿçàòåëüíî ñ åäèíèöåé.
63.22. Ïåðå÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå êîììóòàòèâ-

íûå äâóìåðíûå àëãåáðû íàä R:
à) ñ åäèíèöåé;
á) íå îáÿçàòåëüíî ñ åäèíèöåé.
63.23. Ïóñòü H�òåëî êâàòåðíèîíîâ.
à) ßâëÿåòñÿ ëè H àëãåáðîé íàä ïîëåì C, åñëè óìíîæåíèå íà

ñêàëÿð α ∈ C ïîíèìàòü êàê ëåâîå óìíîæåíèå íà α ∈H?
á) Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

1 7→
(

1 0
0 1

)
, i 7→

(
i 0
0 −i

)
, j 7→

(
0 1
−1 0

)
, k 7→

(
0 i
i 0

)
îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì H êàê àëãåáðû íàä ïîëåì R íà íåêîòîðóþ
ïîäàëãåáðó â àëãåáðå ìàòðèö M2(C) íàä R.

â) Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå z 7→
(
z 0
0 z̄

)
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì

âëîæåíèåì ïîëÿ C â àëãåáðó H, ðåàëèçîâàííóþ â âèäå ïîäàëãåáðû
àëãåáðû M2(C) íàä R (ñì. á)).

ã) Ðåøèòü â H óðàâíåíèå x2 =−1.
63.24. Òåíçîðíîé àëãåáðîé T(V ) âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä

ïîëåì F íàçûâàåòñÿ (áåñêîíå÷íîìåðíîå) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

T(V ) =

∞⊕
k=0

Tk(V ),

ãäå T0(V ) = F , Tk(V ) = V ⊗ ...⊗ V︸ ︷︷ ︸
k ðàç

äëÿ ëþáîãî k > 0, ñ óìíîæåíèåì

f · g = f ⊗ g, ãäå f ∈ Tk(V ), g ∈ Tm(V ).

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) T(V )�àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì F ;
á) â T(V ) íåò äåëèòåëåé íóëÿ.
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63.25. Àëãåáðîé Ãðàññìàíà Λ(V ) âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä
ïîëåì F íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Λ(V ) =

∞⊕
k=0

Λk(V ),

ãäå Λ0(V ) = F , ñ óìíîæåíèåì

f · g = f ∧ g,

ãäå f ∈ Λk(V ), g ∈ Λm(V ) äëÿ ëþáûõ k, m > 0.
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) Λ(V ) ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé íàä ïî-

ëåì F ;
á) êàæäûé ýëåìåíò èç I =

⊕
k>1

Λk(V ) ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì;

â) êàæäûé ýëåìåíò èç Λ(V ), íå ëåæàùèé â I, îáðàòèì.
63.26. Ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé S(V ) âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà V íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

S(V ) =

∞⊕
k=0

Sk(V ),

ãäå S0(V ) = F , ñ óìíîæåíèåì

f · g = Sym(f ⊗ g),

ãäå f ∈ Sk(V ), g ∈ Sm(V ) äëÿ ëþáûõ k, m > 0.
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) S(V ) ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé, êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé íàä F ;
á) åñëè x1, ..., xn � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , òî S(V ) èçîìîðôíî

àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ x1, ..., xn.
63.27. Ïóñòü A è B � àëãåáðû íàä ïîëåì F . Òåíçîðíîå ïðîèçâå-

äåíèå àëãåáð C =A⊗F B îïðåäåëÿåòñÿ êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ A è B íàä F ñ óìíîæåíèåì

(a′ ⊗ b′) · (a′′ ⊗ b′′) = a′a′′ ⊗ b′b′′.

Äîêàçàòü èçîìîðôèçì àëãåáð íàä ïîëåì F :
à) C⊗F C' C⊕ C (F = R);
á) Mn(F )⊗F Mm(F )'Mmn(F );
â) Mn(F ) ⊗F A 'Mn(A), ãäå A� ïðîèçâîëüíàÿ àññîöèàòèâíàÿ

àëãåáðà íàä F ;
ã) F [X1, ..., Xn]⊗F F [Y1, ..., Ym]' F [X1, ..., Xn, Y1, ..., Ym];
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ä) H⊗R C'M2(C);
å) S(V )⊗F Λ(V )' T(V ) ïðè dim V = 2;
æ) Q(

√
p)⊗Q Q(

√
q)'Q(

√
p+
√
q), ãäå p è q�ðàçëè÷íûå ïðîñòûå

÷èñëà.
63.28. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, R = F [x1, ..., xn] �

êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ è pi, qi�ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà R êàê âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå íàä F , ïðè÷åì äëÿ f ∈R

pi(f) = xif, qi(f) =
∂
∂xi

f.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç An(F ) ïîäàëãåáðó â àëãåáðå ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ â R, ïîðîæäåííóþ p1, ..., pn, q1, ..., qn. Îíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
Âåéëÿ èëè àëãåáðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) qjpi − piqj = δij , pipj = pjpi, qiqj = qjqi;
á) áàçèñ An(F ) êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò îäíî÷ëåíû

pl11 ...p
ln
n q

t1
1 ... qtnn , li, tj > 0.

63.29. Ïóñòü f = f(p1, ..., pn, q1, ..., qn)� ýëåìåíò àëãåáðû Âåéëÿ
An(F ) (ñì. çàäà÷ó 63.28). Äîêàçàòü, ÷òî

pif = fpi +
∂f

∂qi
, qif = fqi −

∂f

∂pi
.

63.30. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà âåðõíèõ íèëüòðåóãîëüíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé àëãåáðîé èíäåêñà n.

63.31. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) â êîëüöå âñåõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1] äåëèòåëÿìè íóëÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå íóëåâîå çíà÷åíèå, è òîëüêî îíè;
á) â êîëüöå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1] äåëèòåëÿìè

íóëÿ ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå íóëåâîå çíà÷åíèå
íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b], ãäå 0 6 a < b6 1.

� 64. Èäåàëû, ãîìîìîðôèçìû, ôàêòîðêîëüöà

64.1. Íàéòè âñå èäåàëû êîëüöà:
à) Z;
á) F [x], ãäå F �ïîëå.
64.2. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöà:
à) Z[x];
á) F [x, y], ãäå F �ïîëå,
íå ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ.
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64.3. Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå ìàòðèö íàä ïîëåì âñÿêèé äâóñòî-
ðîííèé èäåàë ëèáî íóëåâîé, ëèáî ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì.

64.4. Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå ìàòðèö Mn(R) ñ ýëåìåíòàìè èç
ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R èäåàëàìè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè ìíîæåñòâà
ìàòðèö, ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ôèêñèðîâàííîìó èäåàëó
êîëüöà R.

64.5. Íàéòè âñå èäåàëû êîëüöà âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà 2 ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè.

64.6. Ïóñòü I è J �ìíîæåñòâà ìàòðèö âèäà0 g h
0 0 2k
0 0 0

,
0 l 2m

0 0 2n
0 0 0


ñ öåëûìè g, h, k, l, m, n. Äîêàçàòü, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â êîëüöåR
âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä Z, J åñòü èäåàë êîëüöà I, íî J íå
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà R.

64.7. Íàéòè âñå ëåâûå èäåàëû àëãåáðû M2(Z2).

64.8. Íàéòè âñå èäåàëû äâóìåðíîé àëãåáðû L íàä ïîëåì R ñ áà-
çèñîì (1, e), ãäå 1�åäèíèöà â L, è:

à) e2 = 0; á) e2 = 1.

64.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè èäåàë êîëüöà ñîäåðæèò îáðàòèìûé ýëå-
ìåíò, òî îí ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì.

64.10. Îáðàçóþò ëè èäåàë íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëåö:
a) Z; á) C[x]; â) R[x]; ã) Zn?

64.11. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë íå ñîäåðæèò ìèíèìàëü-
íûõ èäåàëîâ.

64.12. Íàéòè ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â êîëüöàõ:
a) Z; á) C[x]; â) R[x]; ã) Zn.

64.13. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî IS íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îáðà-
ùàþùèõñÿ â 0 íà ôèêñèðîâàííîì ïîäìíîæåñòâå S ⊆ [a, b], ÿâëÿåòñÿ
èäåàëîì â êîëüöå ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà [a, b].

Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêèé èäåàë ýòîãî êîëüöà èìååò âèä IS äëÿ íåêî-
òîðîãî S ⊆ [a, b]?

64.14. Ïóñòü R�êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1],
Ic = {f(x) ∈R | f(c) = 0} (0 6 c6 1). Äîêàçàòü, ÷òî:

à) Ic�ìàêñèìàëüíûé èäåàë R;
á) âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé èäåàë R ñîâïàäàåò ñ Ic äëÿ íåêîòîðîãî c.

64.15. Äîêàçàòü, ÷òî êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé (îòëè÷íîé
îò íóëÿ), íå èìåþùåå èäåàëîâ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ è âñåãî êîëüöà,
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ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ñóùåñòâåííî ëè äëÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàëè÷èå
åäèíèöû?

64.16. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ñ íåíóëåâûì óìíîæåíèåì è áåç ñîá-
ñòâåííûõ îäíîñòîðîííèõ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

64.17.Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ñ åäèíèöåé è áåç äåëèòåëåé íóëÿ, â êî-
òîðîì âñÿêàÿ óáûâàþùàÿ öåïî÷êà ëåâûõ èäåàëîâ êîíå÷íà, ÿâëÿåòñÿ
òåëîì.

64.18. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ
è îòîáðàæåíèå δ : R \ {0} → N óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ a, b ∈ R, ãäå b 6= 0, ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû q, r ∈ R,
÷òî a= bq + r è δ(r)< δ(b) èëè r = 0.

Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå δ1 : R \ {0} → N, óäîâëå-
òâîðÿþùåå êàê ýòîìó óñëîâèþ, òàê è óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R,
ãäå ab 6= 0, δ1(ab) > δ(b).

64.19. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë âèäà x+ iy (x, y ∈ Z) åâêëèäîâî;
á) êîëüöî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà x+ iy

√
3 (x, y ∈ Z) íå ÿâëÿåòñÿ

åâêëèäîâûì;

â) êîëüöî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà
x+ iy

√
3

2
, ãäå x è y � öåëûå

÷èñëà îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, åâêëèäîâî.

64.20. Â êîëüöå Z[i] ðàçäåëèòü a = 40 + i íà b = 3 − i ñ îñòàòêîì
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè δ(x+ iy) = x2 + y2 èç çàäà÷è 64.18.

64.21. Â êîëüöå Z[i] íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë
20 + 9i è 11 + 2i.

64.22. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ ýëåìåíòà-
ìè èç åâêëèäîâà êîëüöà ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
åå ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

e1 0 ... 0 0 ... 0
0 e2 ... 0 0 ... 0
.....................................
0 0 ... er 0 ... 0
0 0 ... 0 0 ... 0
.....................................
0 0 ... 0 0 ... 0


,

ãäå e1 | e2 | ... | er, ei 6= 0 (i= 1, 2, ..., r).

64.23. Äîêàçàòü, ÷òî â çàäà÷å 64.22 äëÿ i = 1, ..., r ïðîèçâåäåíèå
e1 ...ei ñîâïàäàåò ñ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì âñåõ ìèíîðîâ ðàç-
ìåðà i èñõîäíîé ìàòðèöû.
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64.24. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå êîëüöî, çàêëþ÷åííîå ìåæäó êîëüöîì
ãëàâíûõ èäåàëîâ R è åãî ïîëåì ÷àñòíûõ Q, ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì
ãëàâíûõ èäåàëîâ.

64.25. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[x] íàä êîììóòàòèâ-
íûì êîëüöîì R ñ åäèíèöåé è áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì
ãëàâíûõ èäåàëîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R�ïîëå.

64.26. Íàéòè âñå èäåàëû â àëãåáðå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ
C[[x]].

64.27. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà Âåéëÿ An(F ) (ñì. çàäà÷ó 63.28)
ïðîñòà, åñëè F �ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

64.28. (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.) Ïóñòü A� êîììóòà-
òèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè I1 è I2 � èäåàëû â A è I1 + I2 = A, òî äëÿ ëþáûõ ýëå-
ìåíòîâ x1, x2 ∈ A ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ A, ÷òî x − x1 ∈ I1,
x− x2 ∈ I2;

á) åñëè I1, ..., In�èäåàëû â A è I1 + I2 =A äëÿ âñåõ i 6= j, òî äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ x1, ..., xn ∈A ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈A, ÷òî
x− xk ∈ Ik (k = 1, ..., n).

64.29. Ïóñòü R è S � êîëüöà ñ åäèíèöåé è ϕ : R→ S � ãîìîìîð-
ôèçì.

à) Âåðíî ëè, ÷òî îáðàç åäèíèöû êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé
êîëüöà S?

á) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå à), åñëè ãîìîìîðôèçì ϕ ñþðúåêòèâåí?

64.30. Ïóñòü F � ïîëå è F [x1, ..., xn] � àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1, ..., fn ∈ F [x1, ..., xn].

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) îòîáðàæåíèå ϕ, ïðè êîòîðîì

ϕ(g(x1, ..., xn)) = g(f1, ..., fn),

ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì F -àëãåáðû F [x1, ..., xn];
á) åñëè ϕ�àâòîìîðôèçì F [x1, ..., xn], òî ÿêîáèàí

J = det
(
∂fi
∂xj

)
ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé êîíñòàíòîé;

â) åñëè h= h(x2, ..., xn), òî îòîáðàæåíèå Ψ, ïðè êîòîðîì

Ψ(g(x1, ..., xn)) = g(x1 + h, x2, ..., xn),

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì F [x1, ..., xn].
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64.31. Ïóñòü F � ïîëå è F [[x1, ..., xn]] � àëãåáðà ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ îò x1, ..., xn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1, ..., fn ∈ F [[x1, ..., xn]] èìåþò
íóëåâûå ñâîáîäíûå ÷ëåíû.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) îòîáðàæåíèå ϕ, ïðè êîòîðîì

ϕ(g(x1, ..., xn)) = g(f1, ..., fn),

ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì F [[x1, ..., xn]];
á) îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ÿêîáèàí

J = det
(
∂fi
∂xj

)
èìååò íåíóëåâîé ñâîáîäíûé ÷ëåí.

64.32.Ïóñòü F �ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è h=h(q1)∈An(F ).
Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ, ïðè êîòîðîì

ϕ(f(p1, ..., pn, q1, ..., qn)) = f(p1 + h, p2, ..., pn, q1, ..., qn),

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì F -àëãåáðû An(F ).
64.33. Ïóñòü ϕ�àâòîìîðôèçì C-àëãåáðû Mn(C). Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ëåâûé àííóëÿòîð ìàòðèöû ϕ(Enn) èìååò ðàçìåðíîñòü n(n− 1);
á) æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû ϕ(Enn) ðàâíà E11;
â) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà Y , ÷òî

Y −1ϕ(Enn)Y = Enn;

ã) îòîáðàæåíèå A→ Y −1ϕ(A)Y ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîìMn(C),
ïåðåâîäÿùèì Mn−1(C) â ñåáÿ;

ä) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà X, ÷òî ϕ(A) = XAX−1

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈Mn(C).
64.34. Ïóñòü F �ïîëå.
à) Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

ϕ : Mn(F )⊗F Mm(F )→Mnm(F ),

ãäå 1 6 i, j 6 n, 1 6 r, s6m è

ϕ(Eij ⊗ Ers) = Ei+n(r−1),j+n(s−1),

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì F -àëãåáð.
á) Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Ψ: Mn(F )→Mn(F )⊗F Mn(F ),
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ãäå
Ψ(Eij) = Eij ⊗ Eij ,

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì F -àëãåáð. Íàéòè Ker Ψ.
64.35. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ïðè ãîìîìîð-

ôèçìå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì.
64.36. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : f(x)→ f(c) (c ∈ R) ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôèçìîì êîëüöà âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà R,
íà ïîëå R.

64.37. Íàéòè âñå ãîìîìîðôèçìû êîëåö:
a) Z→ 2Z; á) 2Z→ 2Z; â) 2Z→ 3Z; ã) Z→M2(Z2).
64.38. Íàéòè âñå ãîìîìîðôèçìû:
à) ãðóïïû Z â ãðóïïó Q;
á) êîëüöà Z â ïîëå Q.
64.39. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ãîìîìîðôèçì ïîëÿ â êîëüöî ÿâëÿåòñÿ

èëè íóëåâûì, èëè èçîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì íà íåêîòîðîå ïîäïîëå.
64.40. Ïóñòü F �ïîëå è R = F [x1, ..., xn]� àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ

îò x1, ..., xn íàä ïîëåì F . Ïîñòðîèòü áèåêöèþ ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì
ñòðîê Fn è ìíîæåñòâîì âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ F -àëãåáð R→ F .

64.41. Äîêàçàòü, ÷òî:
a) F [x]/〈x− α〉 ' F (F �ïîëå);
á) R[x]/〈x2 + 1〉 ' C;
â) R[x]/〈x2 + x+ 1〉 ' C.
64.42. Ïðè êàêèõ a è b ôàêòîðêîëüöà Z2[x]/〈x2 + ax+ b〉
à) èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé;
á) ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè?
64.43. Èçîìîðôíû ëè ôàêòîðêîëüöà

Z3[x]/〈x3 + 1〉, Z3[x]/〈x3 + 2x2 + x+ 1〉?
64.44. Èçîìîðôíû ëè ôàêòîðêîëüöà

Z[x]/〈x2 − 2〉, Z[x]/〈x3 − 3〉?
64.45. Ïóñòü a è b�ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ F . Äîêàçàòü, ÷òî

F [x]-ìîäóëè
F [x]/〈x− a〉 è F [x]/〈x− b〉

íå èçîìîðôíû, íî ñîîòâåòñòâóþùèå ôàêòîðêîëüöà èçîìîðôíû.
64.46. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a 6= b è c 6= d� ýëåìåíòû ïîëÿ F , òî

ôàêòîðêîëüöà

F [x]/〈(x− a)(x− b)〉 è F [x]/〈(x− c)(x− d)〉
èçîìîðôíû.
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64.47. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ àëãåáð èçîìîðôíû íàä C:

A1 = C[x, y]/〈x− y, xy − 1〉, A2 = C[x]/〈(x− 1)2〉,
A3 = C⊕ C, A4 = C[x, y], A5 = C[x]/〈x2〉?

64.48. Èçîìîðôíû ëè àëãåáðû A è B íàä ïîëåì C:
à) A= C[x, y]/〈xn − y〉, B = C[x, y]/〈x− ym〉;
á) A= C[x, y]/〈x2 − y2〉, B = C[x, y]/〈(x− y)2〉?
64.49. Èçîìîðôíû ëè ñëåäóþùèå àëãåáðû íàä ïîëåì R:
à) A= R[x]/〈x2 + x+ 1〉, B = R[x]/〈2x2 − 3x+ 3〉;
á) A= R[x]/〈x2 + 2x+ 1〉, B = R[x]/〈x2 − 3x+ 2〉?
64.50. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò f àëãåáðû F [x]/〈xn+1〉 (F � ïîëå)

îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(0) 6= 0.
64.51. Ïóñòü F �ïîëå è f ∈ F [x] èìååò ñòåïåíü n. Äîêàçàòü, ÷òî

ðàçìåðíîñòü F -àëãåáðû F [x]/〈f〉 ðàâíà n.
64.52. Ïóñòü F �ïîëå. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè ìíîãî÷ëåíû f, g ∈ F [x] âçàèìíî ïðîñòû, òî

F [x]/〈fg〉 ' F [x]/〈f〉 ⊕ F [x]/〈g〉;

á) åñëè f = pk11 ...pkss , ãäå p1, ..., ps�âçàèìíî ïðîñòûå íåïðèâîäè-
ìûå ìíîãî÷ëåíû, òî

F [x]/〈f〉 ' F [x]/〈pk11 〉 ⊕ ...⊕ F [x]/〈pkss 〉.

64.53. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðêîëüöî R/I êîììóòàòèâíîãî êîëüöà
ñ åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I �ìàêñè-
ìàëüíûé èäåàë â R.

64.54. Äîêàçàòü, ÷òî èäåàë I êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I � ÿäðî ãîìîìîðôèçìà R
â íåêîòîðîå ïîëå.

64.55. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ôàêòîðêîëüöî Z[i]/〈2〉 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì;
á) ôàêòîðêîëüöî Z[i]/〈3〉 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì èç äåâÿòè ýëåìåíòîâ;
â) Z[i]/〈n〉 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n�ïðîñòîå

÷èñëî, íå ðàâíîå ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë.
64.56. Ïðè êàêèõ a ∈ F7 ôàêòîðêîëüöî F7[x]/〈x2 + a〉 ÿâëÿåòñÿ

ïîëåì?
64.57. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì n > 1 ôàêòîðêîëüöî

Z[x]/〈n〉 èçîìîðôíî Zn[x].
64.58. Ïóñòü f(x)�íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èç êîëüöà

Zp[x]. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðêîëüöî Zp[x]/〈f(x)〉 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
ïîëåì, è íàéòè ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ.
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64.59. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) âñÿêîå êîëüöî èçîìîðôíî ïîäêîëüöó íåêîòîðîãî êîëüöà ñ åäè-

íèöåé;
á) n-ìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì F èçîìîðôíà ïîäàë-

ãåáðå àëãåáðû ñ åäèíèöåé ðàçìåðíîñòè n+ 1;
â) n-ìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì F èçîìîðôíà íåêîòî-

ðîé ïîäàëãåáðå àëãåáðû Mn(F );
ã) n-ìåðíàÿ àëãåáðà íàä F èçîìîðôíà ïîäàëãåáðå àëãåáðû

Mn+1(F ).
64.60.Ïóñòü I1, ..., Is�èäåàëû â àëãåáðå A ñ åäèíèöåé, Ii + Ij =A

ïðè i 6= j. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

f : A
/ s⋂

k=1

Ik 7→A/I1 ⊕ ...⊕A/Is,

çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

f

(
a+

s⋂
k=1

Ik

)
= (a+ I1, ..., a+ Is),

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáð.
64.61. Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì Q[x]/〈x2 − 1〉 'Q⊕Q.
64.62. Äîêàçàòü, ÷òî

Q[x]/〈x2 − 2〉 'Q[
√

2].

64.63. Ïóñòü I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â Z[x]. Äîêàçàòü, ÷òî
Z[x]/I �êîíå÷íîå ïîëå.

64.64. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F íóëåâîé
õàðàêòåðèñòèêè. Äîêàçàòü, ÷òî

S(V )' T(V )/I,

ãäå I �èäåàë â T(V ), ïîðîæäåííûé âñåìè ýëåìåíòàìè

x⊗ y − y ⊗ x, ãäå x, y ∈ V.

64.65. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F íóëåâîé
õàðàêòåðèñòèêè. Äîêàçàòü, ÷òî

Λ(V )' T(V )/I,

ãäå I �èäåàë â T(V ), ïîðîæäåííûé âñåìè ýëåìåíòàìè

x⊗ y + y ⊗ x, ãäå x, y ∈ V.
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64.66. Ïóñòü V �âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2n ñ áàçè-
ñîì p1, ..., pn, q1, ..., qn íàä ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Äîêà-
çàòü, ÷òî

An(F )' T(V )/I,

ãäå I �èäåàë â T(V ), ïîðîæäåííûé âñåìè ýëåìåíòàìè

pi ⊗ qj − qj ⊗ pi − δij , pi ⊗ pj − pj ⊗ pi, qi ⊗ qj − qj ⊗ qi.

64.67. Ïóñòü (e1, ..., en)� áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä
ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2, è Λ(V )�âíåøíÿÿ àëãåáðà
íàä ïðîñòðàíñòâîì V .

Äîêàçàòü, ÷òî:
a) dim Λ(V ) = 2n;
á) åñëè x1, ..., xn+1 ∈ Λ1(V )⊕ ...⊕ Λn(V ), òî x1 ∧ ... ∧ xn+1 = 0;
â) ôîðìóëà

ϕ(ei) =

n∑
j=1

aijej + ωi, i= 1, ..., n,

ãäå ωi ∈ Λ1(V ) ⊕ ... ⊕ Λn(V ), çàäàåò àâòîìîðôèçì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà det(aij) 6= 0.

64.68. Ïóñòü R� êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ëåâûì àííóëÿòîðîì ïîä-
ìíîæåñòâà M ⊆R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

{x ∈R | xm= 0 äëÿ âñÿêîãî m ∈M}.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ëåâûé àííóëÿòîð ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ â R ëåâûì

èäåàëîì;
á) ëåâûé àííóëÿòîð ïðàâîãî èäåàëà êîëüöà R, ïîðîæäåííîãî

èäåìïîòåíòîì, òàêæå ïîðîæäàåòñÿ (êàê ëåâûé èäåàë) íåêîòîðûì
èäåìïîòåíòîì.

64.69. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ëåâûõ èäåàëîâ, ïîðîæäåííûõ ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè, òàêæå ïîðîæäàåòñÿ èäåìïîòåíòîì.

64.70. Ïóñòü Ik (k = 1, ..., n) �ìíîæåñòâî ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä
ïîëåì F , ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö, ó êîòîðûõ âíå k-ãî ñòîëáöà âñå ýëå-
ìåíòû ðàâíû 0.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) Ik �ëåâûé èäåàë Mn(F );
á) Ik�ìèíèìàëüíûé ïîäìîäóëü â Mn(F ), ðàññìàòðèâàåìûé êàê

ëåâûé ìîäóëü íàä ñîáîé;
â) Mn(F ) = I1 ⊕ ...⊕ In;
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ã) ìîäóëü M2(F ) îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì â ïðÿìóþ ñóììó ìèíè-
ìàëüíûõ ïîäìîäóëåé, îòëè÷íûì îò ðàçëîæåíèÿ â);

ä) ìåæäó äâóìÿ ýòèìè ðàçëîæåíèÿìè ìîäóëÿ M2(F ) ñóùåñòâóåò
ìîäóëüíûé èçîìîðôèçì.

64.71.ÏóñòüR�àëãåáðà âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåð-
íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è JL � ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ
èç R, îáðàç êîòîðûõ ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå L. Äîêàçàòü, ÷òî
JL ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì èäåàëîì â R.

Îáðàòíî, ïóñòü J �ëåâûé èäåàë â R. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò,
è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî L â V , ÷òî J = JL.

64.72.ÏóñòüR�àëãåáðà âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåð-
íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è IL � ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ
èç R, ÿäðî êîòîðûõ ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî L. Äîêàçàòü, ÷òî
IL ÿâëÿåòñÿ ëåâûì èäåàëîì â R.

Îáðàòíî, ïóñòü I �ëåâûé èäåàë â R. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò,
è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî L â V , ÷òî I = IL.

64.73. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà ìàòðèö:

a) I =

{(
x 2x
y 2y

)
(x, y ∈ F )

}
, J =

{(
x 0
y 0

)
(x, y ∈ F )

}
;

á) I =

{(
−x 3x
−y 3y

)
(x, y ∈ F )

}
, J =

{(
0 x
0 y

)
(x, y ∈ F )

}
; ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîäìîäóëÿìè êîëüöà M2(F ) êàê ëåâîãî ìîäóëÿ íàä ñîáîé
è M2(F )/I ' J .

64.74. Ïóñòü R= I1 ⊕ I2 �ðàçëîæåíèå êîëüöà ñ åäèíèöåé e â ïðÿ-
ìóþ ñóììó äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ I1, I2 è e = e1 + e2, ãäå e1 ∈ I1,
e2 ∈ I2. Äîêàçàòü, ÷òî e1 è e2 �åäèíèöû êîëåö I1 è I2.

64.75. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöà Zmn è Zm ⊕ Zn èçîìîðôíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà m è n âçàèìíî ïðîñòû.

64.76. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì (ñïðàâà), åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðàâûõ èäåàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè
ìîäóëÿìè íàä ýòèì êîëüöîì. Ïðè êàêèõ n êîëüöî âû÷åòîâ Zn âïîëíå
ïðèâîäèìî?

64.77. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà âñåõ âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n> 2 íàä ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìîé.

64.78. Äîêàçàòü, ÷òî â êîììóòàòèâíîì âïîëíå ïðèâîäèìîì êîëüöå
ñ åäèíèöåé ÷èñëî èäåìïîòåíòîâ è ÷èñëî èäåàëîâ êîíå÷íû.

64.79. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîé âïîëíå ïðèâîäèìîé àëãåáðå ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ðàâíî íóëþ.
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64.80. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå êîììóòàòèâíîå âïîëíå ïðèâîäèìîå
êîëüöî ñ åäèíèöåé èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ïîëåé.

64.81. Ìîäóëü íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì, åñëè åãî ìîæíî
ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó ìèíèìàëüíûõ ïîäìîäóëåé. Êàêèå öèê-
ëè÷åñêèå ãðóïïû âïîëíå ïðèâîäèìû êàê ìîäóëè íàä êîëüöîì Z?

64.82. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì ñëåâà, åñëè îíî
âïîëíå ïðèâîäèìî êàê ëåâûé ìîäóëü íàä ñîáîé. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
êîëüöî R âïîëíå ïðèâîäèìî ñëåâà è I�åãî ëåâûé èäåàë, òî R= I ⊕ J
äëÿ íåêîòîðîãî ëåâîãî èäåàëà J êîëüöà R.

64.83. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ëåâûé èäåàë âïîëíå ïðèâîäèìîãî
ñëåâà êîëüöà R:

à) âïîëíå ïðèâîäèì êàê ëåâûé ìîäóëü íàä R;
á) ïîðîæäàåòñÿ èäåìïîòåíòîì.

64.84. Ïóñòü R�âïîëíå ïðèâîäèìîå ñëåâà êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè R íå ñîäåðæèò èäåìïîòåíòîâ, îòëè÷íûõ îò 0 è 1, òî R�

òåëî;
á) åñëè R íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ, òî R�òåëî.
Âåðíû ëè ýòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ êîëåö áåç åäèíèöû?

64.85. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè xy = 0 äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y
ëåâîãî èäåàëà I âïîëíå ïðèâîäèìîãî ñëåâà êîëüöà R ñ åäèíèöåé, òî
I = {0}.

64.86. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè I � èäåàë êîëüöà R ñ åäèíèöåé, òî
ôàêòîðêîëüöî R/I òîæå èìååò åäèíèöó.

64.87. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðêîëüöî êîììóòàòèâíîãî í¼òåðîâà
êîëüöà òàêæå í¼òåðîâî.

64.88. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî âû÷åòîâ Zp1...pm , ãäå p1, ..., pm �
ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîëåé.

64.89. Íàéòè âñå ïîäìîäóëè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì
(e1, ..., en) êàê ìîäóëè íàä êîëüöîì âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, åñëè

diag(λ1, ..., λn) ◦ (α1e1 + ...+ αnen) = λ1α1e1 + ...+ λnαnen.

64.90. Ïóñòü R� êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è áåç äåëè-
òåëåé íóëÿ, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ìîäóëü íàä ñîáîé. Äîêàçàòü, ÷òî
R èçîìîðôíî ëþáîìó ñâîåìó íåíóëåâîìó ïîäìîäóëþ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà R�êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.

64.91. Äîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëî

h(x) ◦ f = h(xr)f,
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ãäå h(x)�ôèêñèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí, ïðåâðàùàåò êîëüöî ìíîãî÷ëå-
íîâ F [x] íàä ïîëåì F â ñâîáîäíûé ìîäóëü ðàíãà r íàä F [x].

64.92. Ïóñòü â êîëüöå R íåò äåëèòåëåé íóëÿ è M � ñâîáîäíûé
R-ìîäóëü. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè r ∈R \ 0 è m ∈M \ 0, òî rm 6= 0.

64.93. Ïóñòü R�êîëüöî ñ åäèíèöåé, ïðè÷åì âñå R-ìîäóëè ñâîáîä-
íû. Äîêàçàòü, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

∗ ∗ ∗

64.94. Ïóñòü F � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Äîêàçàòü, ÷òî
àëãåáðà ïîëèíîìîâ F [x1, ..., xn] ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìîäóëåì íàä àë-
ãåáðîé Âåéëÿ An(F ) (ñì. çàäà÷ó 63.28).

64.95. Ïóñòü F � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Äîêàçàòü, ÷òî
êàæäûé íåíóëåâîé ìîäóëü íàä àëãåáðîé Âåéëÿ An(F ) èìååò áåñêî-
íå÷íóþ ðàçìåðíîñòü íàä F .

64.96. Ïóñòü R � àëãåáðà âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå
[−π, π], ïðåäñòàâèìûõ ìíîãî÷ëåíàìè îò cos x, sin x ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ;
á) R' R[X, Y ]/(X2 + Y 2 − 1);
â) ïîëå ÷àñòíûõ àëãåáðûR èçîìîðôíî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-

öèé R(T ).

� 65. Ñïåöèàëüíûå êëàññû àëãåáð

65.1. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä
êîììóòàòèâíûì í¼òåðîâûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâûì.

65.2. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïå-
ðåìåííûõ íàä ïîëåì í¼òåðîâà.

65.3. Àëãåáðà A(α, β) îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ íàä ïîëåì F õà-
ðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2, ãäå α, β ∈ F ∗, îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî íàä F ñ áàçèñîì (1, i, j, k) è òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

1 · 1 = 1, 1 · i= i · 1 = i,

1 · j = j · 1 = j, 1 · k = k · 1 = k,

i2 =−α, j2 =−β, ij =−ji= k.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) A(α, β) � (àññîöèàòèâíàÿ) öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà íàä

ïîëåì F ;
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á) îòîáðàæåíèå

x= x0 + x1i+ x2j + x3k 7→ x0 − x1i− x2j − x3k = x̄

ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé (ò. å. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A(α, β) âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà x+ y = x̄+ ȳ, xy = yx, ¯̄x= x);

â) äëÿ ëþáîãî x ∈A(α, β)

x2 − (tr x)x+N(x) = 0,

ãäå tr x= x+ x̄ è N(x) = xx̄�ýëåìåíòû ïîëÿ F ;
ã) àëãåáðà A(α, β) ÿâëÿåòñÿ òåëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íîðìåííîå óðàâíåíèå N(x) = 0 èìååò â íåé òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå;
ä) àëãåáðà A(α, β) ÿâëÿåòñÿ ëèáî òåëîì, ëèáî èçîìîðôíà àëãåáðå

ìàòðèö M2(F )�â ñîîòâåòñòâèè ñ ñóùåñòâîâàíèåì èëè îòñóòñòâèåì
â íåé äåëèòåëåé íóëÿ;

å) åñëè íîðìåííîå óðàâíåíèå èìååò â àëãåáðå A(α, β) íåíóëåâîå
ðåøåíèå, òî îíî èìååò ðåøåíèå è âî ìíîæåñòâå íåíóëåâûõ ÷èñòûõ
êâàòåðíèîíîâ;

æ) ïîäàëãåáðà F (a), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì a àëãåáðû A(α, β),
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé ðàçìåðíîñòè 6 2 íàä F , è åñëè
a íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, òî F (a) � ïîëå, èçîìîðôíîå ïîëþ
ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x2 − (tr a)x+N(a);

ç) (òåîðåìà Âèòòà) íîðìà N(x) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé
ðàíãà 3 íà ïðîñòðàíñòâå ÷èñòûõ êâàòåðíèîíîâ, è, îáðàòíî, êàæäîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ðàíãà 3 íà òðåõìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå W íàä ïîëåì F ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà îáîáùåííûõ êâàòåðíèî-
íîâ, îïðåäåëÿåìàÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F ⊕W ñ ïðàâèëàìè
óìíîæåíèÿ

1 · w = w · 1,
w1 · w2 =−Q(w1, w2) · 1 + [w1, w2],

ãäå Q� áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà W , àññîöèèðîâàííàÿ ñ äàííîé êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìîé, [w1, w2]�âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà W ;

è) ïðèâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ óñòàíàâëèâàåò áèåêòèâíîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó êâàòåðíèîííûìè àëãåáðàìè íàä ïîëåì F (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà) è êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì ðàíãà 3 íà òðåõìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä F . (Ôîðìû
Q : W ×W → F è Q′ : W ′ ×W ′ → F íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå èçîìîðôèçì α : W →W ′ è ýëåìåíò λ ∈ F ∗,
÷òî Q′(α(x), α(y)) = λQ(x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈W .)
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65.4. Êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè îíà
íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ èäåàëîâ.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ôàêòîðàëãåáðà C[x]/〈f(x)〉 ïîëóïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìíîãî÷ëåí f(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé;
á) àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ïîëåì C è ìàòðèöåé A â àëãåáðåMn(C),

ïîëóïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
ìàòðèöû A íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé;

â) êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì ïîëóïðîñòà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà âïîëíå ïðèâîäèìà ñëåâà;

ã) êîììóòàòèâíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé èçîìîðôíà
ïðÿìîé ñóììå ïîëåé;

ä) åñëè âñå èäåìïîòåíòû ïîëóïðîñòîé àëãåáðû ëåæàò â öåíòðå,
òî àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåñêîëüêèõ òåë.

65.5. Ïóñòü H = (hij)� ñèììåòðè÷åñêàÿ (n × n)-ìàòðèöà íàä ïî-
ëåì F . Àëãåáðîé Êëèôôîðäà íàçûâàåòñÿ 2n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
C(F, H) íàä F ñ áàçèñîì, ñîñòàâëåííûì èç ñèìâîëîâ

ei1...ik (1 6 i1 < i2 < ... < ik 6 n) è e0 = 1,

è ñ óìíîæåíèåì, îïðåäåëÿåìûì ïðàâèëàìè

eiei = hii, e0ei = eie0 = ei, eiej + ejei = hij ,

ei1...ik = ei1 ...eik (1 6 i1 < ... < ik 6 n).

Åñëè V �n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì (e1, ..., en)
è êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé Q, òî àëãåáðà Êëèôôîðäà CQ(F ) êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû Q îïðåäåëÿåòñÿ êàê àëãåáðà C(F, H), ãäå hij =
=Q(ei, ej).

à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H = 0, òî C(F, H)' Λ(V ).
á) ×åòíîé àëãåáðîé Êëèôôîðäà C+(F, H) (èëè C+

Q(F )) íàçû-
âàåòñÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Êëèôôîðäà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè
ei1 , ..., ei2m (m= 0, 1, ..., [n/2]). Äîêàçàòü, ÷òî ÷åòíàÿ àëãåáðà Êëèô-
ôîðäà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Q(x1, x2, x3) = h11x
2
1 + h12x1x2 + h22x

2
2,

íå ðàñïàäàþùàÿñÿ â F íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-
òè÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F , èçîìîðôíûì ïîëþ ðàçëîæåíèÿ

F
(√

h2
12 − 4h11h22

)
ôîðìû Q.
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â) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè char F 6= 2 ÷åòíàÿ àëãåáðà Êëèôôîðäà êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû Q íà òðåõìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V èçî-
ìîðôíà àëãåáðå îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ ôîðìû Q(2) íà òðåõìåð-
íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå W = Λ2V (ñì. çàäà÷ó 65.3).

ã) Â óñëîâèÿõ çàäà÷è â) äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

N(x) = xx̄

íà ïðîñòðàíñòâå ÷èñòûõ êâàòåðíèîíîâ ýêâèâàëåíòíà ôîðìå λQ
(λ ∈ F ∗).

65.6. Ïóñòü A = A0 ⊕ A1 � 2-ãðàäóèðîâàííàÿ àññîöèàòèâíàÿ àë-
ãåáðà íàä ïîëåì F , ò. å. AiAj ⊂ Ai+j (ñëîæåíèå èíäåêñîâ ïî ìîäó-
ëþ 2). Îïðåäåëèì â A íîâóþ îïåðàöèþ, ïîëàãàÿ

[x, y] = xy − (−1)ijyx,

ãäå x ∈Ai, y ∈Aj .
à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ x ∈Ai, y ∈Aj ,

z ∈A èìååì

[x, y] = (−1)ij [y, x], [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + (−1)ij+1[z, [x, y]] = 0.

Àëãåáðà ñ 2-ãðàäóèðîâêîé, äëÿ êîòîðîé îäíîðîäíûå ýëåìåíòû
óäîâëåòâîðÿþò äàííûì ñîîòíîøåíèÿì, íàçûâàåòñÿ ñóïåðàëãåáðîé
Ëè.

á) Ïóñòü V �n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì (e1, ...
... , en) íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè, íå ðàâíîé 2, è Λ(V )�âíåøíÿÿ
àëãåáðà íà V , I �òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà V , L0 = K · I è L1 �
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îïåðàòîðîâ ϕi è ψi, ãäå

ϕi(w) = w ∧ ei,

ψi(ei1 ∧ ... ∧ eip) =

{
(−1)p−kei1 ∧ ... ∧ êik ∧ ... ∧ eip , åñëè ik = i,

0, åñëè ik 6= i äëÿ âñåõ k = 1, ..., p.

Äîêàçàòü, ÷òî L = L0 ⊕ L1 ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàëãåáðîé Ëè îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè, ââåäåííîé â à).

65.7. Ïóñòü K �ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q ñòåïåíè n.
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈Q[x] ñòåïåíè n íàéäåòñÿ ìàòðè-

öà A ïîðÿäêà n, äëÿ êîòîðîé f(A) = 0;
á) àëãåáðà Mn(Q) ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó, èçîìîðôíóþ K;
â) åñëè L�ïîäàëãåáðà â Mn(Q), ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëåì, òî

[L : Q] 6 n.
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65.8. Èìååò ëè äåëèòåëè íóëÿ C-àëãåáðà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè U ⊆ C?

65.9. Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî íàçûâàåòñÿ öåëîé, åñëè
îíà àíàëèòè÷íà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿ-
êèé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé èäåàë àëãåáðû öåëûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì.

65.10. Äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîëüöà R íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
D : R→R, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

D(x+ y) =D(x) +D(y),

D(xy) =D(x)y + xD(y), x, y ∈R.

Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîëåö:
a) Z; á) Z[x]; â) Z[x1, x2, ..., xn].
65.11. Ìíîæåñòâî L ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòî-

ðîé L ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé, è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ◦,
ñâÿçàííîé ñî ñëîæåíèåì çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñòè, íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì Ëè, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ L âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

x ◦ x= 0,

(x ◦ y) ◦ z + (y ◦ z) ◦ x+ (z ◦ x) ◦ y = 0 (òîæäåñòâî ßêîáè).

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) â êîëüöå Ëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî x ◦ y =−y ◦ x;
á) âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò êîëüöî Ëè îòíî-

ñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ;
â) âñÿêîå êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì Ëè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ

è îïåðàöèè x ◦ y = xy − yx;
ã) ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ êîëü-

öîì Ëè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è îïåðàöèè D1 ◦D2 =D1D2 −D2D1.
65.12. Ïóñòü F �ïîëå è D�äèôôåðåíöèðîâàíèå F -àëãåáðû ìàò-

ðèö Mn(F ). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà A ∈Mn(F ),
÷òî D(X) =AX −XA äëÿ âñåõ X.

65.13. Ïóñòü F �ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è D�äèôôåðåí-
öèðîâàíèå àëãåáðû Âåéëÿ An(F ). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò f ∈An(F ), ÷òî D(g) = fg − gf äëÿ ëþáîãî g ∈An(F ).

65.14. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóãðóïïîâîå êîëüöî R[S] óïîðÿäî÷åííîé
ïîëóãðóïïû S íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êîëüöî R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

65.15. Ïóñòü p�ïðîñòîå ÷èñëî è Zp�êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ

∑
i>0

aip
i, ãäå ai ∈ Z
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è 0 6 ai < p. Ïðè ýòîì∑
i>0

aip
i +
∑
i>0

bip
i =
∑
i>0

cip
i,

(∑
i>0

aip
i

)(∑
i>0

bip
i

)
=
∑
i>0

dip
i,

åñëè äëÿ ëþáîãî n> 0 â Zpn

n−1∑
i=0

aip
i +

n−1∑
i=0

bip
i =

n−1∑
i=0

cip
i,

(n−1∑
i=0

aip
i

)(n−1∑
i=0

bip
i

)
=

n−1∑
i=0

dip
i.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) Zp�êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ, ñîäåðæàùåå Z;
á) ýëåìåíò

∑
i>0

aip
i îáðàòèì â Zp òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a0 = 1, 2, ..., p− 1;
â) åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ

Z∗p→ Z∗pn ñþðúåêòèâåí ïðè ëþáîì n;
ã) êàæäûé èäåàë â Zp ãëàâíûé è èìååò âèä (pn), n> 0.
ä) Íàéòè âñå ïðîñòûå ýëåìåíòû â Zp.
65.16. à) Äîêàçàòü, ÷òî ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp, ò. å. ïîëå

÷àñòíûõ Zp, ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà pmh, ãäå m ∈ Z, h ∈ Zp.
á) Ïîêàçàòü, ÷òî Q ñîäåðæèòñÿ â Qp â êà÷åñòâå ïîäïîëÿ.
â) Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò pm

(∑
i>0

aip
i
)
èç Qp, ãäå 0 6 ai 6 p − 1,

äëÿ íåêîòîðîãî m > 1 ëåæèò â Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N , ýëåìåíòû ai, i>N , îáðàçóþò ïåðèîäè÷åñêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

ã) Íàéòè â Q5 îáðàçû ýëåìåíòîâ 2/7 è 1/3.

65.17. Ïóñòü F � ïîëå, p � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí îò îäíîé
ïåðåìåííîé X ñ êîýôôèöèåíòàìè â F . Ïîñòðîèòü ïî àíàëîãèè ñ çà-
äà÷åé 65.15 êîëüöî F [X]p è åãî ïîëå ÷àñòíûõ F (X)p. Ïîêàçàòü, ÷òî
åñëè p èìååò ñòåïåíü 1, òî F [X]p ' F [[X]].

65.18. Íàéòè âñå ïîäêîëüöà ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, ñîäåð-
æàùèå åäèíèöó.
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� 66. Ïîëÿ

66.1. Êàêèå èç êîëåö â çàäà÷àõ 63.1�63.3 ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè?
66.2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ìàòðèö îáðàçóþò ïîëå îòíî-

ñèòåëüíî îáû÷íûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé:

à)

{(
x y
ny x

)
: x, y ∈Q

}
, ãäå n�ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî;

á)

{(
x y
ny x

)
: x, y ∈ R

}
, ãäå n�ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî;

â)

{(
x y
ny x

)
: x, y ∈ Zp

}
, ãäå p= 2, 3, 5, 7?

66.3. Ïóñòü F � ïîëå è K � ïîëå ÷àñòíûõ àëãåáðû ôîðìàëüíûõ
ñòåïåííûõ ðÿäîâ F [[x]]. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç K ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå x−sh, ãäå s> 0 è h ∈ F [[x]].

66.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê åäèíèöû ïîëÿ â åãî àääèòèâíîé ãðóï-
ïå ëèáî áåñêîíå÷åí, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

66.5. Äëÿ êàêèõ ÷èñåë n= 2, 3, 4, 5, 6, 7 ñóùåñòâóåò ïîëå èç n ýëå-
ìåíòîâ?

66.6. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëå èç p2 ýëåìåíòîâ, ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî,
èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå ïîäïîëå.

66.7. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëÿ Q è R íå èìåþò àâòîìîðôèçìîâ, îòëè÷-
íûõ îò òîæäåñòâåííîãî.

66.8. Íàéòè âñå àâòîìîðôèçìû ïîëÿ C, ïðè êîòîðûõ êàæäîå âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî ïåðåõîäèò â ñåáÿ.

66.9. Èìååò ëè ïîëå Q(
√

2) àâòîìîðôèçìû, îòëè÷íûå îò òîæäå-
ñòâåííîãî?

66.10. Äîêàçàòü, ÷òî â ïîëå F õàðàêòåðèñòèêè p:
à) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(x+ y)p
m

= xp
m

+ yp
m

(m�íàòóðàëüíîå ÷èñëî);

á) åñëè F êîíå÷íî, òî îòîáðàæåíèå x 7→ xp ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèç-
ìîì.

66.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z íå ÿâëÿåòñÿ âåùå-
ñòâåííûì, òî êîëüöî R[z] ñîâïàäàåò ñ ïîëåì C.

66.12. Ïðè êàêèõ m, n ∈ Z \ {0} ïîëÿ Q(
√
m) è Q(

√
n) èçîìîðô-

íû?

66.13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ϕ ïîëÿ F ìíîæå-
ñòâî ýëåìåíòîâ, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî ϕ, ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì.
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66.14. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà ïîëÿ èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ èçî-
ìîðôíû.

66.15. Ñóùåñòâóåò ëè ïîëå, ñòðîãî ñîäåðæàùåå ïîëå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë?

66.16. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
õàðàêòåðèñòèêó.

66.17. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íîå ïîëå ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè?

66.18. Ðåøèòü â ïîëå Q(
√

2) óðàâíåíèÿ:
à) x2 + (4− 2

√
2)x+ 3− 2

√
2 = 0;

á) x2 − x− 3 = 0;
â) x2 + x− 7 + 6

√
2 = 0;

ã) x2 − 2x+ 1−
√

2 = 0.

66.19. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

x+ 2z = 1, y + 2z = 2, 2x+ z = 1 :

à) â ïîëå Z3; á) â ïîëå Z5.

66.20. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

3x+ y + 2z = 1, x+ 2y + 3z = 1, 4x+ 3y + 2z = 1

à) â ïîëå Z5; á) â ïîëå Z7.

66.21. Íàéòè òàêîé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè íå âûøå 3 ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç Z5, ÷òî

f(0) = 3, f(1) = 3, f(2) = 0, f(4) = 4.

66.22. Íàéòè âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû f(x) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Z5,
÷òî

f(0) = f(1) = f(4) = 1, f(2) = f(3) = 3.

66.23. Êàêèå èç óðàâíåíèé:
à) x2 = 5, á) x7 = 7, â) x3 = a,
èìåþò ðåøåíèÿ â ïîëå Z11?

66.24. Â ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 11 ðåøèòü óðàâíåíèÿ:
à) x2 + 3x+ 7 = 0;
á) x2 + 5x+ 1 = 0;
â) x2 + 2x+ 3 = 0;
ã) x2 + 3x+ 5 = 0.

66.25. Äîêàçàòü, ÷òî â ïîëå Fn âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî xn = x.

66.26. Â ïîëå Zp ðåøèòü óðàâíåíèå x
p = a.



258 Ãë. 14. Êîëüöà

66.27. Ïóñòü äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F âûïîëíåíî xn = x äëÿ
íåêîòîðîãî n ∈ N, n > 1.

à) Äîêàçàòü, ÷òî F êîíå÷íî.
á) Äîêàçàòü, ÷òî íàèìåíüøåå òàêîå n ðàâíî |F |.
â) Íàéòè âñå òàêèå íàòóðàëüíûå n äëÿ äàííîãî ïîëÿ.
66.28. Íàéòè âñå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû â ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïå ïîëÿ:
a) Z7; á) Z11; â) Z17.
66.29. Ïóñòü a, b � ýëåìåíòû ïîëÿ ïîðÿäêà 2n, ãäå n íå÷åòíî.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a2 + ab+ b2 = 0, òî a= b= 0.
66.30. Ïóñòü F �ïîëå, ïðè÷åì ãðóïïà F ∗ öèêëè÷åñêàÿ. Äîêàçàòü,

÷òî F êîíå÷íî.
66.31. Â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè ðåøèòü óðàâíåíèÿ:
à) f4 = 1; á) f2 − f − x= 0.
66.32. Äîêàçàòü, ÷òî â ïîëå Zp âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

à)
p−1∑
k=1

k−1 = 0 (p > 2); á)
(p−1)/2∑
k=1

k−2 = 0 (p > 3).

66.33. Ïóñòü n> 2 è ζ1, ..., ζm�âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1 â ïî-
ëå F . Äîêàçàòü, ÷òî:

à) {ζ1, ..., ζm}�ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ;
á) {ζ1, ..., ζm}�êîðíè ñòåïåíè m èç 1;
â) m äåëèò n;
ã) åñëè k ∈ Z, òî

ζk1 + ...+ ζkm =

{
0, åñëè m íå äåëèò k,

m, åñëè m äåëèò k.

66.34. Ïóñòü mkmk−1 ...m0 è nknk−1 ...n0 � çàïèñè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë m è n â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì s, ãäå s� ïðîñòîå
÷èñëî.

Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ÷èñëà
(
m
n

)
è
(
m0

n0

)(
m1

n1

)
...
(
mk

nk

)
ïðè äåëåíèè íà s äàþò îäè-

íàêîâûå îñòàòêè;

á)
(
m
n

)
äåëèòñÿ íà s òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè íåêîòîðîì i

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî mi < ni.
66.35. Íîðìèðîâàíèåì ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ‖x‖, x ∈ F ,

ïðèíèìàþùàÿ âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì:
‖x‖= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x= 0;
‖xy‖= ‖x‖‖y‖;
‖x+ y‖6 ‖x‖+ ‖y‖.
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Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè â Q ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàíè-
ÿìè:

à) ‖x‖=

{
1, x 6= 0,

0, x= 0;

á) ‖x‖= |x|s, ãäå s�ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, 0< s6 1;
â) ‖x‖= |x|sp, p�ïðîñòîå ÷èñëî, s�ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëü-

íîå ÷èñëî, ìåíüøåå 1, ïðè÷åì åñëè x = prmn−1, ãäå m, n� öåëûå
÷èñëà, íå äåëÿùèåñÿ íà p, òî |x|p = p−r.

∗ ∗ ∗

66.36. Ïóñòü ‖x‖�íîðìèðîâàíèå Q, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêîå y,
÷òî ‖y‖ 6= 0, 1. Òîãäà ‖x‖ èìååò ëèáî âèä á), ëèáî âèä â) èç çàäà-
÷è 66.35.

66.37. Ïóñòü F � ïîëå è F (x)� ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò
îäíîé ïåðåìåííîé x. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè â F (x) ÿâ-
ëÿþòñÿ íîðìèðîâàíèÿìè:

à) ‖f‖=

{
1, åñëè f 6= 0,

0, åñëè f = 0;

á) ‖hg−1‖= cdeg h−deg g, ãäå h, g ∈ F [x] è 0< c < 1;
â) åñëè p(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, h = pr(x)u(x)v−1(x),

ãäå u(x), v(x)�ìíîãî÷ëåíû, íå äåëÿùèåñÿ íà p(x), òî |h| = cr, ãäå
0< c < 1.

66.38. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ïîïîëíåíèå Q îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàíèÿ èç çàäà÷è 66.37, á)

ðàâíî R;
á) ïîïîëíåíèå Q îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàíèÿ èç çàäà÷è 66.37, â)

ðàâíî Qp;
â) ïîïîëíåíèå Z îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàíèÿ èç çàäà÷è 66.37, á)

ðàâíî Zp;
ã) ïîïîëíåíèå C[x] îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàíèÿ èç çàäà÷è 66.37, â)

ñ p= x ðàâíî àëãåáðå ñòåïåííûõ ðÿäîâ C[[x]].

66.39. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, n > 1, ýëåìåíòîâ èç Qp ñõîäèòñÿ
îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ‖f‖ èç çàäà÷è 66.37, â) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

lim
n→∞

‖xn − xn+1‖p = 0.

66.40. Ïðè êàêèõ t ∈Qp ñõîäÿòñÿ ðÿäû:
à) et =

∑ tn

n!
; á) ln(1 + t) =

∑
n>1

1
n

(−1)n+1tn; â)
∑
n>0

tn?
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66.41. Ïóñòü a ∈Qp è xn = ap
n

. Ñóùåñòâóåò ëè lim
n→∞

xn?

66.42. Ïóñòü f(x) ∈ Zp[x], a0 ∈ Zp, ïðè÷åì ‖f(a0)/f ′(a0)2‖p < 1.
Ïîëîæèì

an+1 = an −
f(an)

f ′(an)
.

Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò a= lim an, ïðè÷åì f(a) = 0 è ‖a− a0‖p < 1.
66.43. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì â Qp òîæäåñòâåíåí.
66.44. Ïóñòü f(x) ∈ Zp[x] èìååò ñòåïåíü n è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò

f(x) ðàâåí 1. Ïóñòü îáðàç f(x) ìíîãî÷ëåíà f(x) â Z/pZ[x] ðàçëîæèì,
f̄(x) = g(x)h(x), ãäå g(x), h(x) âçàèìíî ïðîñòû, èìåþò ñòàðøèé êî-
ýôôèöèåíò 1, ïðè÷åì

deg g(x) = r, deg h(x) = n− r.

Òîãäà f(x) = u(x)v(x), ãäå deg u(x) = r, deg h(x) = n− r, ñòàðøèå êî-
ýôôèöèåíòû u(x), v(x) ðàâíû 1, ïðè÷åì îáðàçû u(x), v(x) â Z/pZ[x]
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî g(x) è h(x).

66.45. Ïóñòü f(x) ∈ Zp[x] è a ∈ Zp, ïðè÷åì â Zp

f(a) = 0, f ′(a) 6= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈ Zp, ÷òî f(b) = 0 è îáðàç b â Zp
ðàâåí a.

66.46. Ïóñòü m�íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà p è a ∈ 1 +
+ pZp. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå b ∈ Zp, ÷òî bm = a.

66.47. Ïóñòü ïîëÿ Qp è Qp′ èçîìîðôíû. Äîêàçàòü, ÷òî p= p′.
66.48. Êîëüöî Zp êîìïàêòíî â Qp îòíîñèòåëüíî p-àäè÷åñêîé òî-

ïîëîãèè.

� 67. Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Òåîðèÿ Ãàëóà

Â ýòîì ïàðàãðàôå âñå êîëüöà è àëãåáðû ïðåäïîëàãàþòñÿ êîììó-
òàòèâíûìè è îáëàäàþùèìè åäèíèöåé.

67.1. Ïóñòü A�àëãåáðà íàä ïîëåì F è

F = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ ...⊂ Fs

� áàøíÿ ïîäïîëåé â A.
Äîêàçàòü, ÷òî

(A : F ) = (A : Fs)(Fs : Fs−1) ...(F1 : F0).

67.2. Ïóñòü A�àëãåáðà íàä ïîëåì F è a ∈A.
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Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè ýëåìåíò a íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä F , òî ïîäàë-

ãåáðà F [a] èçîìîðôíà êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ F [x];
á) åñëè a�àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò íàä F , òî

F [a]' F [x]/〈µa(x)〉,

ãäå µa(x)�íåêîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé óíèòàðíûé ìíîãî-
÷ëåí (ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà a) íàä F ;

â) åñëè A�ïîëå, òî äëÿ âñÿêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî íàä F ýëåìåíòà
a ∈A ìíîãî÷ëåí µa(x) íåïðèâîäèì â F [x];

ã) åñëè âñå ýëåìåíòû èç A àëãåáðàè÷íû íàä F è äëÿ âñÿêîãî a ∈A
ìíîãî÷ëåí µa(x) íåïðèâîäèì, òî A�ïîëå.

67.3. Íàéòè ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ýëåìåíòîâ:
à)
√

2 íàä Q; á) 7
√

5 íàä Q; â) 105
√

9 íàä Q;
ã) 2− 3i íàä R; ä) 2− 3i íàä C; å)

√
2 +
√

3 íàä Q;
æ) 1 +

√
2 íàä Q(

√
2 +
√

3).

67.4. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè A�êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä F , òî âñÿêèé ýëåìåíò èç A

àëãåáðàè÷åí íàä F ;
á) åñëè a1, ..., as ∈A�àëãåáðàè÷åñêèå ýëåìåíòû íàä F , òî ïîäàë-

ãåáðà F [a1, ..., as] êîíå÷íîìåðíà íàä F .

67.5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A� ïîëå è a1, ..., as ∈ A� àëãåáðàè÷å-
ñêèå ýëåìåíòû íàä F , òî ðàñøèðåíèå F (a1, ..., as) ñîâïàäàåò ñ àëãåá-
ðîé F [a1, ..., as].

67.6. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ F -àëãåáðû A, àë-
ãåáðàè÷åñêèõ íàä F , ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â A, à åñëè A�ïîëå, òî
ïîäïîëåì.

67.7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â áàøíå ïîëåé

F = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ ...⊂ Fs = L

êàæäûé ýòàæ Fi−1 ⊂ Fi (i = 1, ..., s) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñ-
øèðåíèåì, òî L/F �àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå.

67.8. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïî-
ëÿ F èìååò êîðåíü â íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè L/F .

∗ ∗ ∗

67.9. Ïóñòü F �ïîëå. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà èç F [x] ñóùåñòâóåò ïîëå ðàçëî-

æåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íàä F ;
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á) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ èç F [x] ñóùå-
ñòâóåò ïîëå ðàçëîæåíèÿ íàä F .

67.10. Ïóñòü F � ïîëå, g(x) ∈ F [x], h(x) ∈ F [x], f(x) = g(h(x)),
è α�êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x) â íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè L/F . Äîêà-
çàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì íàä F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
g(x) íåïðèâîäèì íàä F è h(x)− α íåïðèâîäèì íàä F [α].

67.11. Ïóñòü F �ïîëå, a ∈ F . Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè p�ïðîñòîå ÷èñëî, òî ìíîãî÷ëåí xp − a ëèáî íåïðèâîäèì,

ëèáî èìååò êîðåíü â F ;
á) åñëè ìíîãî÷ëåí xn − 1 ðàçëàãàåòñÿ â F [x] íà ëèíåéíûå ìíî-

æèòåëè, òî ìíîãî÷ëåí xn − a ∈ F [x] ëèáî íåïðèâîäèì, ëèáî äëÿ
íåêîòîðîãî äåëèòåëÿ d 6= 1 ÷èñëà n ìíîãî÷ëåí xd − a èìååò êîðåíü
â F ;

â) ïðåäïîëîæåíèå î ðàçëîæèìîñòè xn − 1 íà ëèíåéíûå ìíîæèòå-
ëè ñóùåñòâåííî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ á).

67.12. Äîêàçàòü, ÷òî íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè p 6= 0 ìíîãî-
÷ëåí f(x) = xp − x − a ëèáî íåïðèâîäèì, ëèáî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèç-
âåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé, è óêàçàòü ýòî ðàçëîæåíèå, åñëè f(x)
èìååò êîðåíü x0.

67.13. Íàéòè ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ íàä Q äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ:
a) ax+ b (a, b ∈Q, a 6= 0);
á) x2 − 2; â) x3 − 1; ã) x3 − 2; ä) x4 − 2;
å) xp − 1 (p�ïðîñòîå ÷èñëî); æ) xn − 1 (n ∈ N);
ç) xp − a (a ∈ Q è íå ÿâëÿåòñÿ p-é ñòåïåíüþ â Q, p� ïðîñòîå

÷èñëî);
è) (x2 − a1) ...(x2 − an) (a1, ..., an ïðèíàäëåæàò Q∗ è ïîïàðíî

ðàçëè÷íû).

67.14. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå L/F ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëåé ìåæäó
F è L êîíå÷íî, è ïðèâåñòè ïðèìåð êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ, íå ÿâëÿ-
þùåãîñÿ ïðîñòûì.

67.15. Ïóñòü L/F � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî
ðàñøèðåíèå L(x)/F (x) òàêæå àëãåáðàè÷åñêîå è

(L(x) : F (x)) = (L : F ).

67.16. Ïóñòü L/F �ðàñøèðåíèå. Ýëåìåíòû a1, ..., as ∈ L íàçûâà-
þòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä F , åñëè f(a1, ..., as) 6= 0 äëÿ
âñÿêîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f(x1, ..., xs) ∈ F [x1, ..., xs].
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Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû a1, ..., as ∈ L àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû
íàä F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñøèðåíèå F (a1, ..., as) F -èçî-
ìîðôíî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé F (x1, ..., xs).

67.17. Ïóñòü L/F �ðàñøèðåíèå è a1, ..., am; b1, ..., bn�äâå ìàêñè-
ìàëüíûå àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå íàä F ñèñòåìû ýëåìåíòîâ èç L.
Äîêàçàòü, ÷òî m= n (ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè L íàä F ).

67.18. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) â êîíå÷íîìåðíîé êîììóòàòèâíîé F -àëãåáðå A èìååòñÿ ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ è èõ ïåðåñå÷åíèå ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîìN(A) âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû A (íèëü-
ðàäèêàë àëãåáðû A);

á) Ared =A/N(A)� ðåäóöèðîâàííàÿ àëãåáðà (íå ñîäåðæèò îòëè÷-
íûõ îò 0 íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ);

â) àëãåáðà A/N(A) èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîëåé
F1, ... , Fs, ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðåíèÿìè ïîëÿ F ;

ã) s6 (A : F );
ä) íàáîð ðàñøèðåíèé Fi îïðåäåëåí äëÿ àëãåáðû A îäíîçíà÷íî

ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà (ïîëÿ Fi íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè
àëãåáðû A);

å) åñëè B � ïîäàëãåáðà â A, òî âñÿêàÿ êîìïîíåíòà B ÿâëÿåòñÿ
ïîäïîëåì â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ êîìïîíåíòàõ A;

æ) åñëè I �èäåàë â A, òî êîìïîíåíòû àëãåáðû A/I ñîäåðæàòñÿ
ñðåäè êîìïîíåíò àëãåáðû A.

67.19. Ïóñòü F �ïîëå, f(x) ∈ F [x], p1(x)k1 ...ps(x)ks �ðàçëîæåíèå
f(x) â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
íàä F , A= F [x]/〈f(x)〉. Äîêàçàòü, ÷òî

Ared =A/N(A)'
s∏
i=1

F [x]/〈pi(x)〉.

67.20. Ïóñòü A�F -àëãåáðà è L�ðàñøèðåíèå ïîëÿ F . Äîêàçàòü,
÷òî

à) åñëè f1, ..., fn � ðàçëè÷íûå F -ãîìîìîðôèçìû A → L, òî
f1, ..., fn ëèíåéíî íåçàâèñèìû êàê ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàä L âñåõ F -ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé A→ L;

á) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ F -ãîìîìîðôèçìîâ A → L íå ïðåâîñõîäèò
(A : L).

67.21. Ïóñòü A�êîíå÷íîìåðíàÿ F -àëãåáðà è L�ðàñøèðåíèå ïî-
ëÿ F . Ïîëîæèì AL = L⊗F A. Ïóñòü (e1, ..., en)�áàçèñ A íàä F .
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Äîêàçàòü, ÷òî:
à) (1⊗ e1, ..., 1⊗ en)�áàçèñ AL íàä L;
á) ïðè åñòåñòâåííîì âëîæåíèè A â AL îáðàç A ÿâëÿåòñÿ F -ïîäàë-

ãåáðîé â AL.

67.22. Ïóñòü A� êîíå÷íîìåðíàÿ F -àëãåáðà, L� ðàñøèðåíèå ïî-
ëÿ F . Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè B�ïîäàëãåáðà â A, òî BL�ïîäàëãåáðà â AL;
á) åñëè I�èäåàë àëãåáðû A è IL�ñîîòâåòñòâóþùèé èäåàë â AL,

òî (A/I)L 'AL/IL;
â) åñëè A=

s∏
i=1

Ai, òî AL '
s∏
i=1

(Ai)L;

ã) åñëè F1, ..., Fs � ìíîæåñòâî êîìïîíåíò àëãåáðû A, òî ìíî-
æåñòâî êîìïîíåíò àëãåáð AL ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ
êîìïîíåíò àëãåáð (F1)L, ..., (Fs)L;

ä) åñëè K �ðàñøèðåíèå ïîëÿ L, òî (AL)K ∼=AK .

67.23. Ïóñòü A� êîíå÷íîìåðíàÿ F -àëãåáðà, L� ðàñøèðåíèå ïî-
ëÿ F è B�íåêîòîðàÿ L-àëãåáðà. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) êàæäûé F -ãîìîìîðôèçì A→ B îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî
L-ãîìîìîðôèçìà AL→BL;

á) ìíîæåñòâî F -ãîìîìîðôèçìîâ A→ L íàõîäèòñÿ â áèåêòèâíîì
ñîîòâåòñòâèè ñî ìíîæåñòâîì êîìïîíåíò àëãåáðû AL, èçîìîðôíûõ L;

â) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ F -ãîìîìîðôèçìîâ A → L íå ïðåâîñõîäèò
(A : F ) (ñð. ñ çàäà÷åé 67.20, á)).

67.24. Ïóñòü K è L�ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ F , ïðè÷åì K/F êîíå÷íî.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå E/F , äëÿ êîòîðîãî èìåþòñÿ
âëîæåíèÿ K â E è L â E, îñòàâëÿþùèå íà ìåñòå âñå ýëåìåíòû èç
ïîëÿ F .

67.25. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ F -àëãåáðà è A = F [a1, ..., as].
Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàñøèðåíèÿ L/F ðàâíîñèëüíû:

à) âñå êîìïîíåíòû AL èçîìîðôíû L;
á) L� ïîëå ðàñùåïëåíèÿ äëÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëþáîãî

ýëåìåíòà a ∈A (ðàñùåïëÿþùåå ïîëå F -àëãåáðû A).

67.26. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè L�ðàñùåïëÿþùåå ïîëå F -àëãåáðû A
è B �ïîäàëãåáðà â A, òî ëþáîé F -ãîìîìîðôèçì B→ L ïðîäîëæà-
åòñÿ äî F -ãîìîìîðôèçìà A→ L.

67.27. Ðàñùåïëÿþùåå ïîëå L äëÿ êîíå÷íîìåðíîé F -àëãåáðû A
íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ A, åñëè íèêàêîå åãî ñîáñòâåííîå
ïîäïîëå, ñîäåðæàùåå F , íå ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿþùèì äëÿ A.
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Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè A = F [a1, ..., as], òî L � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ A òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà L�ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ìèíèìàëüíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ýëåìåíòîâ a1, ..., as;

á) ëþáûå äâà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ F -àëãåáðû A èçîìîðôíû íàä F ;
â) äëÿ ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ F -àëãåáðû A ñóùåñòâóåò F -âëîæåíèå

â ëþáîå ðàñùåïëÿþùåå ïîëå äëÿ A.

67.28.Ïóñòü A�êîíå÷íîìåðíàÿ F -àëãåáðà, L�ïîëå ðàñùåïëåíèÿ
äëÿ A. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò L-àëãåáðû AL îäíî è òî æå
äëÿ âñåõ ðàñùåïëÿþùèõ ïîëåé àëãåáðû A (ñåïàðàáåëüíàÿ ñòåïåíü
(A : F )s àëãåáðû A).

67.29. Ïóñòü A�F -àëãåáðà è L�ðàñøèðåíèå ïîëÿ F . Äîêàçàòü,
÷òî:

à) ÷èñëî êîìïîíåíò àëãåáðû AL íå ïðåâîñõîäèò (A : F )s;
á) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ F -ãîìîìîðôèçìîâ A → L íå ïðåâîñõîäèò

(A : F )s è ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L�
ðàñùåïëÿþùåå ïîëå äëÿ A.

67.30. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ
L/F ðàâíîñèëüíû:

à) âñå êîìïîíåíòû àëãåáðû LL èçîìîðôíû L;
á) L èìååò (L : F ) ðàçëè÷íûõ F -àâòîìîðôèçìîâ;
â) äëÿ ëþáûõ F -âëîæåíèé ϕi : L→ L′ (i = 1, 2) ïîëÿ L â ëþáîå

ðàñøèðåíèå L′/F èìååì ϕ1(L) = ϕ2(L);
ã) âñÿêèé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí èç F [x], èìåþùèé êîðåíü â L,

ðàçëàãàåòñÿ íàä L â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé;
ä) L åñòü ïîëå ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà èç F [x]. (Ðàñ-

øèðåíèå L/F , óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàåòñÿ íîð-
ìàëüíûì.)

67.31. Ïóñòü F ⊂ L ⊂K � áàøíÿ êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëÿ F .
Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè ðàñøèðåíèå K/F íîðìàëüíî, òî ðàñøèðåíèå K/L òàêæå
íîðìàëüíî;

á) åñëè ðàñøèðåíèÿ L/F è K/L íîðìàëüíû, òî ðàñøèðåíèå K/F
íå îáÿçàòåëüíî íîðìàëüíî;

â) âñÿêîå ðàñøèðåíèå ñòåïåíè 2 íîðìàëüíî.

67.32. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ F -àëãåáðà è a ∈ A. Õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, îïðåäåëèòåëü è ñëåä ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
t 7→ at íà A îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç

χA/F (a, x), NA/F (a), trA/F (a)
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è íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì,
íîðìîé è ñëåäîì ýëåìåíòà a àëãåáðû A íàä F . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
F ⊂ L⊂K �áàøíÿ êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëåé è a ∈K, òî:

à) χK/F (a, x) =NL(x)/F (x)(χK/L(a, x)), ãäå χK/L(a, x) ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê ýëåìåíò ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé F (x);

á) NK/F (a) =NL/F (NK/L(a));
â) trK/F (a) = trL/F (trK/L(a)).
67.33. Ïóñòü L/F �êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå è a ∈ L. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà a ðàâåí ±χF (a)/F (a, x);
á) χL/F (a, x) ÿâëÿåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ñòåïåíüþ ìèíè-

ìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ýëåìåíòà a.
67.34. Ïóñòü L/F �êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî F -áèëè-

íåéíàÿ ôîðìà íà L

(x, y) 7→ trL/F (xy)

ëèáî íåâûðîæäåííàÿ, ëèáî trL/F (x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ L.
67.35. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîíå÷íîìåðíîé F -àë-

ãåáðû A ðàâíîñèëüíû:
à) äëÿ âñÿêîãî ðàñøèðåíèÿ L/F àëãåáðà AL ðåäóöèðîâàííàÿ (çà-

äà÷à 67.18);
á) (A : F )s = (A : F ) (çàäà÷à 67.28);
â) äëÿ íåêîòîðîãî ðàñøèðåíèÿ L/F ñóùåñòâóåò (A : F ) ãîìîìîð-

ôèçìîâ F -àëãåáð A→ L;
ã) áèëèíåéíàÿ ôîðìà (x, y) 7→ trA/F (xy) íà A íåâûðîæäåíà. (Àë-

ãåáðà A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëü-
íîé.)

67.36. Ïóñòü L�ðàñøèðåíèå ïîëÿ F . Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîìåð-
íàÿ F -àëãåáðà A ñåïàðàáåëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñåïàðà-
áåëüíà L-àëãåáðà AL.

67.37. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïîäàëãåáðà è âñÿêàÿ ôàêòîðàëãåáðà
ñåïàðàáåëüíîé F -àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàáåëüíûìè F -àëãåáðàìè.

67.38. Ïóñòü A� ñåïàðàáåëüíàÿ F -àëãåáðà, (A : F ) = n è ϕ1, ...
... , ϕn�ðàçëè÷íûå F -ãîìîìîðôèçìû àëãåáðû A â íåêîòîðîå åå ðàñ-
ùåïëÿþùåå ïîëå L. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a ∈A

trA/F (a) =

n∑
i=1

ϕi(a), NA/F (a) =

n∏
i=1

ϕi(a),

χA/F (a, x) =

n∑
i=1

(ϕi(a)− x).
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67.39.Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå L/F íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè
L�ñåïàðàáåëüíàÿ F -àëãåáðà.

à) Äîêàçàòü, ÷òî ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòûì.

á) ßâëÿþòñÿ ëè ÷èñëà a = −1
2

+ i

√
2

2
, b =

√
2 + i ïðèìèòèâíûìè

ýëåìåíòàìè ðàñøèðåíèÿ Q(
√

2, i)/Q?
67.40. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíàÿ F -àëãåáðà ñåïàðàáåëüíà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñåïà-
ðàáåëüíûõ ðàñøèðåíèé ïîëÿ F .

67.41. Ïóñòü F = F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fs = L� áàøíÿ êîíå÷íûõ ðàñ-
øèðåíèé ïîëåé. Äîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå L/F ñåïàðàáåëüíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå ðàñøèðåíèå Fi/Fi−1 (i= 1, ..., s) ñåïà-
ðàáåëüíî.

67.42. Ïóñòü F �ïîëå. Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] íàçûâàåòñÿ ñåïàðà-
áåëüíûì, åñëè íè â êàêîì ðàñøèðåíèè ïîëÿ F îí íå èìååò êðàòíûõ
êîðíåé. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè F èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0, òî âñÿêèé íåïðèâîäèìûé ìíî-
ãî÷ëåí èç F [x] ñåïàðàáåëåí;

á) åñëè F èìååò õàðàêòåðèñòèêó p 6= 0, òî íåïðèâîäèìûé ìíîãî-
÷ëåí f(x) ∈ F [x] ñåïàðàáåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íåëüçÿ
ïðåäñòàâèòü â âèäå g(xp), ãäå g(x) ∈ F [x].

Ïðèâåñòè ïðèìåð íåñåïàðàáåëüíîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä êàêèì-ëèáî ïîëåì.

67.43. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ F -àëãåáðà. Ýëåìåíò a ∈ A íà-
çûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì íàä ïîëåì F , åñëè F [a] � ñåïàðàáåëüíàÿ
F -àëãåáðà. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò ñåïàðàáåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñåïàðàáåëåí åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí.

67.44. Ïóñòü F ⊂ L⊂K �áàøíÿ êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëåé.
Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè ýëåìåíò a ∈K ñåïàðàáåëåí íàä F , òî a ñåïàðàáåëåí íàä L;
á) óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê à), âåðíî, åñëè ðàñøèðåíèå L/F ñå-

ïàðàáåëüíî.

67.45. Ïóñòü A� ñåïàðàáåëüíàÿ F -àëãåáðà, f(x) ∈ F [x]� ñåïàðà-
áåëüíûé ìíîãî÷ëåí. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà B = A[x]/〈f(x)〉 ñåïàðà-
áåëüíà.

67.46. Ïóñòü A = F [a1, ..., as]�êîíå÷íîìåðíàÿ F -àëãåáðà. Äîêà-
çàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

à) A�ñåïàðàáåëüíàÿ F -àëãåáðà;
á) âñÿêèé ýëåìåíò a ∈A ñåïàðàáåëåí;
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â) ýëåìåíòû a1, ..., as ñåïàðàáåëüíû.
67.47. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êîíå÷íîå ðàñøèðåíèåK/F ïîëÿ F ñåïàðàáåëüíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ëèáîK èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0, ëèáî õàðàêòåðèñòèêàK
ðàâíà p > 0 è Kp =K;

á) âñÿêîå êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå êîíå÷íîãî ïîëÿ ñåïàðàáåëüíî.
67.48. Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé L/F õàðàêòåðèñòèêè p > 0 íà-

çûâàåòñÿ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûì, åñëè â L \ F íåò ýëåìåíòîâ ñåïàðà-
áåëüíûõ íàä F . Äîêàçàòü, ÷òî L/F ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûì

ðàñøèðåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Lp
k ⊆ F äëÿ íåêîòîðîãî

k > 1.
67.49. Ïóñòü F = F0 ⊂ F1 ⊂ ...⊂ Fs = L�áàøíÿ êîíå÷íûõ ðàñøè-

ðåíèé ïîëåé. Äîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå L/F ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå ðàñøèðåíèå Fi/Fi−1 (i= 1, ..., s)
÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî.

67.50. Äîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíü ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ
ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà p, à åãî ñåïàðà-
áåëüíàÿ ñòåïåíü ðàâíà 1.

67.51. Ïóñòü L/F �êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ìíîæåñòâî Fs âñåõ ñåïàðàáåëüíûõ íàä F ýëåìåíòîâ èç L ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëåì, ñåïàðàáåëüíûì íàä F ;
á) L/Fs�÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå;
â) (Fs : F ) = (L : F )s;
ã) (L : F ) = (L : F )s · (L : F )i, ãäå (L : F )i = (L : Fs) � íåñåïàðà-

áåëüíàÿ ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ L/F .
67.52. Ïóñòü F ⊂ L ⊂ K � áàøíÿ êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëåé.

Äîêàçàòü, ÷òî:
a) (K : F )s = (K : L)s · (L : F )s;
á) (K : F )i = (K : L)i · (L : F )i.
67.53. Ïóñòü L/F � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, n = (L : F )s

è ϕ1, ..., ϕn � ìíîæåñòâî âñåõ F -âëîæåíèé ïîëÿ L â êàêîå-ëèáî
ðàñùåïëÿþùåå ïîëå ðàñøèðåíèÿ L/F . Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì
a ∈ L:

à) trL/F (a) = (L : F )i
n∑
j=1

ϕj(a);

á) NL/F (a) =

(
n∏
j=1

ϕj(a)

)(L:F )i

;

â) χL/F (a, x) =

(
n∏
j=1

(ϕj(a)− x)

)(L:F )i

.
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67.54. Íîðìàëüíîå êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëåé
L/F íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, à ãðóïïà F -àâòîìîðôèçìîâ
òàêîãî ðàñøèðåíèÿ íàçûâàåòñÿ åãî ãðóïïîé Ãàëóà è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç G(L/F ). Äîêàçàòü, ÷òî:

à) G(L/F ) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå êîðíåé èç ïîëÿ L
ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëþáîãî ýëåìåíòà ïîëÿ L;

á) ïîðÿäîê ãðóïïû G(L/F ) ðàâåí ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ L/F .
67.55. Íàéòè ãðóïïó Ãàëóà ðàñøèðåíèÿ:
à) C/R; á) Q(

√
2)/Q;

â) L/F , ãäå (L : F ) = 2; ã) Q(
√

2 +
√

3)/Q.
67.56. Ãðóïïîé Ãàëóà íàä ïîëåì F ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà

f(x) ∈ F [x] íàçûâàåòñÿ ãðóïïà Ãàëóà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ìíî-
ãî÷ëåíà íàä F (êàê íåêîòîðàÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå
êîðíåé f(x)). Íàéòè ãðóïïû Ãàëóà íàä ïîëåì Q ìíîãî÷ëåíîâ èç
çàäà÷è 67.13.

67.57. Ïóñòü G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ L è K =
= LG �ïîëå íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî L/K �ðàñøè-
ðåíèå Ãàëóà è G(L/K) =G.

67.58. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ýëåìåíòû a1, ..., an àëãåáðàè÷åñêè íåçà-
âèñèìû íàä ïîëåì F , òî ãðóïïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà

xn + a1x
n−1 + ...+ an

íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèè F (a1, ..., an) åñòü Sn.
67.59. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé

Ãàëóà íåêîòîðîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé.
67.60. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà.) Ïóñòü L/F � ðàñøè-

ðåíèå Ãàëóà è G� åãî ãðóïïà Ãàëóà. Äîêàçàòü, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå
âñÿêîé ïîäãðóïïå H ⊂G ïîäïîëÿ LH íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ îïðå-
äåëÿåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïûG
è âñåìè ïðîìåæóòî÷íûìè ïîäïîëÿìè ðàñøèðåíèÿ L/F , ïðè êîòîðîì
ïðîìåæóòî÷íîå ïîäïîëå K ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïå H = G(L/K);
ïðè ýòîì ðàñøèðåíèå K/F íîðìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G, è â ýòîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîå îòîáðà-
æåíèå G→G(K/F ) îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì G(K/F )'G/H.

67.61. Èñïîëüçóÿ îñíîâíóþ òåîðåìó òåîðèè Ãàëóà è ñóùåñòâî-
âàíèå âåùåñòâåííîãî êîðíÿ ó âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà íå÷åòíîé ñòåïå-
íè ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äîêàçàòü àëãåáðàè÷åñêóþ çà-
ìêíóòîñòü ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

67.62. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà âñÿêîãî êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ
L/Fp öèêëè÷åñêàÿ è ïîðîæäàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì x 7→ xp (x ∈ L).
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67.63. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà íàä ïîëåì F ñåïàðàáåëüíîãî
ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ F [x], ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ïîäãðóïïà â Sn, ñî-
äåðæèòñÿ â ãðóïïå ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äèñêðèìèíàíò

D =
∏
i>j

(xi − xj)2

ìíîãî÷ëåíà f(x), ãäå x1, ..., xn�êîðíè f(x) â åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ,
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå F .

67.64. Ïóñòü L/F � ðàñøèðåíèå Ãàëóà ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé
Ãàëóà 〈ϕ〉n. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ L, ÷òî ýëå-
ìåíòû a, ϕ(a), ..., ϕn−1(a) îáðàçóþò áàçèñ L íàä F .

67.65. Ïóñòü L/F �ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ñòåïåíè n è ϕ1, ...
... , ϕn�ðàçëè÷íûå F -âëîæåíèÿ L â íåêîòîðîå ðàñùåïëÿþùåå äëÿ L
ïîëå. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò a ∈ L ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì
â L/F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàçû ϕ1(a), ..., ϕn(a) ðàçëè÷íû.

67.66. Íàéòè ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ F -àëãåáðû, ÿâëÿþùåéñÿ
ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì n ïîëåé, èçîìîðôíûõ F .

67.67. Ïóñòü L/F � ðàñøèðåíèå Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà G,
L =

∏
Lσ, ãäå Lσ � êîìïîíåíòà àëãåáðû LL, ïðîåêöèÿ íà êîòîðóþ

èíäóöèðóåò íà L àâòîìîðôèçì σ, è eσ � åäèíèöà êîìïîíåíòû Lσ.
Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîäîëæåíèé àâòîìîðôèçìîâ èç G äî L-àâòîìîð-
ôèçìîâ àëãåáðû LL ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

τ(eσ) = eστ−1 , σ, τ ∈G.

67.68. Ïóñòü L� ðàñùåïëÿþùåå ïîëå äëÿ ñåïàðàáåëüíîé F -àë-
ãåáðû A è ϕ1, ..., ϕn � ìíîæåñòâî âñåõ F -ãîìîìîðôèçìîâ A → L.
Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû y1, ..., yn ∈A îáðàçóþò áàçèñ A íàä F òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(ϕi(yj)) 6= 0.

67.69. (Òåîðåìà î íîðìàëüíîì áàçèñå.) Äîêàçàòü, ÷òî â ðàñøèðå-
íèè Ãàëóà L/F ñ ãðóïïîé Ãàëóà G ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ L,
÷òî ìíîæåñòâî {σ(a) | σ ∈G} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïîëÿ L íàä F .

67.70. Íàéòè ïîëå èíâàðèàíòîâ F (x1, ..., xn)An äëÿ ãðóïïû An,
äåéñòâóþùåé íà ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì ïåðåñòà-
íîâîê ïåðåìåííûõ.

67.71. Ïóñòü ε� ïåðâîîáðàçíûé êîìïëåêñíûé êîðåíü ñòåïåíè n
èç 1 è ãðóïïà G= 〈σ〉n äåéñòâóåò íà ïîëå C(x1, ..., xn) ïî ïðàâèëó

σ(x1) = εixi (i= 1, ..., n).

Íàéòè ïîëå èíâàðèàíòîâ C(x1, ..., xn)G.
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67.72. Íàéòè ïîëå èíâàðèàíòîâ äëÿ ãðóïïû G, äåéñòâóþùåé íà
ïîëå C(x1, ..., xn) ïîñðåäñòâîì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåí-
íûõ.

67.73. Ïóñòü ïîëå F ñîäåðæèò âñå êîðíè ñòåïåíè n èç 1 è ýëå-
ìåíò a ∈ F íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ñ ïîêàçàòåëåì d > 1 íè äëÿ êàêîãî
äåëèòåëÿ d ÷èñëà n. Íàéòè ãðóïïó Ãàëóà íàä F ìíîãî÷ëåíà xn − a.

67.74. Ïóñòü ïîëå F ñîäåðæèò âñå êîðíè ñòåïåíè n èç 1 è L/F �
ðàñøèðåíèå Ãàëóà ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé Ãàëóà ïîðÿäêà n. Äîêà-
çàòü, ÷òî L= F ( n

√
a) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà a ∈ F .

67.75. Ïóñòü ïîëå F ñîäåðæèò âñå êîðíè ñòåïåíè n èç 1. Äîêà-
çàòü, ÷òî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå L/F ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà
ñ àáåëåâîé ãðóïïîé Ãàëóà ïåðèîäà n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

L= F (θ1, ..., θs),

ãäå

θni = ai ∈ F (i= 1, ..., s)

(ò. å. L ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ íàä F ìíîãî÷ëåíà
s∏
i=1

(xni − ai)s).

67.76. Ïóñòü ïîëå F ñîäåðæèò âñå êîðíè ñòåïåíè n èç 1 è L =
= F (θ1, ..., θs), ãäå

θni = ai ∈ F ∗ (i= 1, ..., s).

Äîêàçàòü, ÷òî

G(L/F )' 〈(F ∗)n, a1, ..., as〉/(F ∗)n.

67.77. Ïóñòü ïîëå F ñîäåðæèò âñå êîðíè ñòåïåíè n èç 1. Óñòàíî-
âèòü áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ (ñ òî÷íîñòüþ
äî F -èçîìîðôèçìà) ðàñøèðåíèé Ãàëóà ñ àáåëåâîé ãðóïïîé Ãàëóà
ïåðèîäà n è ìíîæåñòâîì âñåõ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû F ∗/(F ∗)n.

67.78. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà L/F ñòåïåíè p
ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè p > 0 èìååò âèä L = F (θ), ãäå θ � êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà xp − x− a (a ∈ F ), è, îáðàòíî, âñÿêîå òàêîå ðàñøèðåíèå
ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà ñòåïåíè 1 èëè p.

67.79. Ïóñòü F �ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷-
íîå ðàñøèðåíèå L/F ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà ïåðèîäà p òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà L = F (θ1, ..., θs), ãäå θi � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
xp − x− ai (ai ∈ F ; i= 1, ..., s).

67.80. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è L = F (θ1, ..., θs),
ãäå θi�êîðåíü ìíîãî÷ëåíà xp − x− ai (ai ∈ F ; i= 1, ..., s). Äîêàçàòü,
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÷òî

G(L/F )' 〈ρ(F ), a1, ..., as〉/F,

ãäå ρ : F → F �àääèòèâíûé ãîìîìîðôèçì x 7→ xp − x.
67.81. Ïóñòü F �ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Óñòàíîâèòü áèåêòèâ-

íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ (ñ òî÷íîñòüþ äî F -èçîìîð-
ôèçìà) ðàñøèðåíèé Ãàëóà L/F ñ àáåëåâîé ãðóïïîé Ãàëóà ïåðèîäà p
è ìíîæåñòâîì âñåõ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû F/ρ(F ).

� 68. Êîíå÷íûå ïîëÿ

68.1. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå êîíå÷íîãî ïîëÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

68.2. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå êîíå÷íîãî ïîëÿ íîðìàëüíî;
á) ëþáûå äâà êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ F îäíîé

ñòåïåíè F -èçîìîðôíû.

68.3. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà q, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ïîëå èç
q ýëåìåíòîâ;

á) âëîæåíèå ïîëÿ Fq â ïîëå Fq′ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà q′ åñòü ñòåïåíü q;

â) åñëè F è L � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ F , òî
F -âëîæåíèå ïîëÿ F â L ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(F : L) | (L : F );

ã) åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) íàä êîíå÷íûì ïîëåì F ðàçëàãàåòñÿ â ïðî-
èçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé ñòåïåíåé n1, ..., ns, òî ñòåïåíü
ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä F ðàâíà íàèìåíüøåìó îáùåìó
êðàòíîìó ÷èñåë n1, ..., ns.

68.4. Ïóñòü F �êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, ãäå q íå÷åòíî. Ýëå-
ìåíò a ∈ F ∗ íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì â F , åñëè äâó÷ëåí
x2 − a èìååò êîðåíü â F . Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ÷èñëî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ðàâíî (q − 1)/2;
á) a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a(q−1)/2 = 1, è íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïðè a(q−1)/2 =−1.

68.5. Ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè:
à) x5 + x3 + x2 + 1 â F2[x];
á) x3 + 2x2 + 4x+ 1 â F5[x];
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â) x4 + x3 + x+ 2 â F3[x];
ã) x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 4 â F5[x].

∗ ∗ ∗

68.6. Äëÿ ýëåìåíòà a ∈ F ∗ ïîëîæèì
(
a
F

)
ðàâíûì 1, åñëè a �

êâàäðàòè÷íûé âû÷åò â F , è −1�â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) îòîáðàæåíèå F ∗ → {−1, 1}, ïðè êîòîðîì a 7→
(
a
F

)
ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï;

á)
(
a
F

)
= sgn σa, ãäå σa : x 7→ ax � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå

ýëåìåíòîâ ïîëÿ F .
68.7. Ïóñòü a è b�âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà è σ : x 7→ ax�ïåðåñòà-

íîâêà íà ìíîæåñòâå êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ b. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) åñëè b ÷åòíî, òî

sgn σ =

{
1 ïðè b≡ 2 (mod 4),

(−1)(a−1)/2 ïðè b≡ 0 (mod 4);

á) åñëè b=
s∏
i=1

pi (p1, ..., ps�ïðîñòûå ÷èñëà > 2), òî

sgn σ =

s∏
i=1

(
n
pi

)
,

ãäå
(
a
pi

)
=
(
a

Zpi

)
(ñèìâîë Ëåæàíäðà) (â ýòîì ñëó÷àå sgn σ îáîçíà-

÷àåòñÿ ÷åðåç
(
a
b

)
è íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì ßêîáè);

â)
(

a
b1b2

)
=
(
a
b1

)(
a
b2

)
,

(
a1a2

b

)
=
(
a1

b

)(
a2

b

)
;

ã)
(−1
b

)
= (−1)(b−1)/2.

68.8. Ïóñòü G� àääèòèâíî çàïèñàííàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà

íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, σ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû G,
(
σ
G

)
= sgn σ, ãäå

σ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå G. Äîêàçàòü, ÷òî
åñëè G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ {0} ∪ S ∪ {−S} íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, òî(

σ
G

)
= (−1)|σ(S)∩(−S)|.

68.9. Ïóñòü σ � àâòîìîðôèçì àáåëåâîé ãðóïïû G íå÷åòíî-
ãî ïîðÿäêà, G1 � ïîäãðóïïà â G, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî σ,
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G2 = G/G1 è σ1, σ2 � àâòîìîðôèçìû G1 è G2, èíäóöèðîâàííûå σ.
Äîêàçàòü, ÷òî (

σ
G

)
=
(
σ1

G1

)(
σ2

G2

)
,

è ïîëó÷èòü îòñþäà óòâåðæäåíèå çàäà÷è 68.7, á).
68.10. (Ëåììà Ãàóññà.) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè N � êîëè÷åñòâî ÷è-

ñåë x èç ïðîìåæóòêà 1 6 x6 (b− 1)/2, äëÿ êîòîðûõ ax≡ r (mod b),
−(b− 1)/2 6 r 6 1, òî (

a
b

)
= (−1)N .

68.11. Äîêàçàòü, ÷òî
(

2
b

)
= (−1)(b2−1)/8.

68.12. (Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè.) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ âçàèìíî ïðîñòûõ íå÷åòíûõ ÷èñåë a è b(

a
b

)(
b
a

)
= (−1)(a−1)/2·(b−1)/2.

68.13. Ïóñòü V �êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì ïî-
ëåì F íå÷åòíîãî ïîðÿäêà è A�íåâûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð
íà V . Äîêàçàòü, ÷òî (A

V

)
=
(

det A
F

)
.

68.14. Ïóñòü F �êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Fq ñòåïåíè n. Äîêà-
çàòü, ÷òî â F êàê âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä Fq ñóùåñòâóåò áàçèñ
âèäà x, xq, ..., xq

n−1

äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ F .
68.15. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû x1, ..., xn ∈ Fqn îáðàçóþò áàçèñ

íàä Fq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

det


x1 x2 ... xn
xq1 xq2 ... xqn

...................................

xq
n−1

1 xq
n−1

2 ... xq
n−1

n

 6= 0.

68.16. Ïóñòü a ∈ Fqn . Ýëåìåíòû a, aq, ..., aq
n−1

îáðàçóþò áàçèñ Fqn
êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Fq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â Fqn [x] ìíîãî÷ëåíû xn − 1 è

axn−1 + aqxn−2 + ...+ aq
n−2

x+ aq
n−1

âçàèìíî ïðîñòû.
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69.1. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ρ : Z→GL2(C), ïðè êîòîðîì

ρ(n) =

(
1 n
0 1

)
, n ∈ Z,

ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì äâóìåðíûì êîìïëåêñíûì ïðåäñòàâëåíèåì
ãðóïïû (Z, +) è íå ýêâèâàëåíòíî ïðÿìîé ñóììå äâóõ îäíîìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé.

69.2. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ρ : 〈a〉p→GL2(Fp) (p�ïðîñòîå
÷èñëî), ïðè êîòîðîì

ρ(ak) =

(
1 k · 1
0 1

)
ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì äâóìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû 〈a〉p è íå ýêâèâàëåíòíî ïðÿìîé ñóììå äâóõ îäíîìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé.

69.3. Ïóñòü A ∈ GLn(C). Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ρA : Z →
→GLn(C), ïðè êîòîðîì ρA(n) =An, ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóï-
ïû (Z, +) è ïðåäñòàâëåíèÿ ρA è ρB ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà æîðäàíîâû íîðìàëüíûå ôîðìû ìàòðèö A è B ñîâïàäà-
þò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà êëåòîê).

69.4. Áóäåò ëè ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû (R, +) â ïðî-
ñòðàíñòâå C(R) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
îòîáðàæåíèå L, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëàì:

à) (L(t)f)(x) = f(x− t);
á) (L(t)f)(x) = f(tx);
â) (L(t)f)(x) = f(etx);
ã) (L(t)f)(x) = etf(x);
ä) (L(t)f)(x) = f(x) + t;
å) (L(t)f)(x) = etf(x+ t)?
69.5. Êàêèå èç ïîäïðîñòðàíñòâ â C(R) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ L èç çàäà÷è 69.4, à):
à) ïîäïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé;
á) ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ;
â) ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 n;
ã) ïîäïðîñòðàíñòâî ÷åòíûõ ôóíêöèé;
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ä) ïîäïðîñòðàíñòâî íå÷åòíûõ ôóíêöèé;
å) ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé sin x è cos x;
æ) ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò cos x è sin x;
ç) ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé cos x, cos 2x, ..., cos nx;
è) ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé ec1t, ec2t, ..., ecnt, ãäå c1, c2, ..., cn�

ðàçëè÷íûå ôèêñèðîâàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà?
69.6. Íàéòè ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, èíâàðè-

àíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ L èç çàäà÷è 69.4, à).
69.7. Çàïèñàòü ìàòðèöàìè (â êàêîì-ëèáî áàçèñå) îãðàíè÷åíèå ëè-

íåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ L èç çàäà÷è 69.4, à) íà ïîäïðîñòðàíñòâî ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 2.

69.8. Çàïèñàòü ìàòðèöàìè (â êàêîì-ëèáî áàçèñå) îãðàíè÷åíèå ëè-
íåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ L èç çàäà÷è 69.4, a) íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
ôóíêöèé sin x è cos x.

69.9. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë îïðåäåëÿåò
ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GLn(F ) â ïðîñòðàíñòâå Mn(F ):

à) Λ(A) ·X =AX;
á) Ad(A) ·X =AXA−1;
â) Φ(A) ·X =AXtA.
69.10. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Λ (ñì. çàäà÷ó

69.9, à)) âïîëíå ïðèâîäèìî è åãî èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
ñîâïàäàþò ñ ëåâûìè èäåàëàìè àëãåáðû Mn(F ).

69.11.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè char F íå äåëèò n, òî ëèíåéíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå Ad (ñì. çàäà÷ó 69.9, á)) âïîëíå ïðèâîäèìî è åãî íåòðèâèàëüíûå
èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà � ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ñ íóëåâûì
ñëåäîì è ïðîñòðàíñòâî ñêàëÿðíûõ ìàòðèö.

69.12.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè char F 6= 2, òî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Φ
(ñì. çàäà÷ó 69.9, â)) âïîëíå ïðèâîäèìî è åãî íåòðèâèàëüíûå èíâàðè-
àíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà�ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ è êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.

69.13. Ïóñòü V �äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Ïîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1 è ρ2 ãðóïïû S3 íà V , äëÿ êîòîðûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V áóäóò âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

ρ1((1 2)) =

(
0 1
1 0

)
, ρ1((1 2 3)) =

(
0 −1
1 −1

)
,

ρ2((1 2)) =

(
0 1
1 0

)
, ρ2((1 2 3)) =

(
0 1
−1 −1

)
.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà char F 6= 3.
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69.14. Ïóñòü V �äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F .
Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1, ρ2 ãðóïïû

D4 = 〈a, b | a4 = b2 = (ab)2 = 1〉

íà V , äëÿ êîòîðûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V áóäóò âûïîë-
íåíû ñîîòíîøåíèÿ

ρ1(a) =

(
0 1
−1 0

)
, ρ1(b) =

(
0 1
1 0

)
,

ρ2(a) =

(
0 1
−1 0

)
, ρ2(b) =

(
1 0
0 −1

)
.

Áóäóò ëè ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû?
69.15. Ïóñòü ρ1 è ρ2�ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï S3 èD4 èç çàäà÷ 69.13

è 69.14. Áóäóò ëè ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðèâîäèìû?
69.16. Ïóñòü V �âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ñ áàçèñîì

(e1, ..., en). Çàäàäèì îòîáðàæåíèå ψ : Sn→GL(V ), ïîëàãàÿ

ψσ(ei) = eσ(i),

ãäå σ ∈ Sn, i= 1, ..., n. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ψ�ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Sn;
á) ïîäïðîñòðàíñòâî W âåêòîðîâ, ñóììà êîîðäèíàò êîòîðûõ îòíî-

ñèòåëüíî áàçèñà (e1, ..., en) ðàâíà íóëþ, è ïîäïðîñòðàíñòâî U âåêòî-
ðîâ ñ ðàâíûìè êîîðäèíàòàìè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ψ;

â) åñëè char F íå äåëèò n, òî îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ψ
íà W �íåïðèâîäèìîå (n− 1)-ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Sn.

69.17. Ïóñòü Pn,m � ïîäïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè m â àëãåáðå F [x1, ..., xn] è char F = 0. Îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå Θ: GLn(F )→GL(Pn,m), ïîëàãàÿ äëÿ f ∈ Pn,m è A = (aij) ∈
∈GLn(F ):

(ΘAf)(x1, ..., xn) = f

( n∑
i=1

xiai1, ...,

n∑
i=1

xiain

)
.

Äîêàçàòü, ÷òî Θ�íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GLn(F ) íà
ïðîñòðàíñòâå Pn,m.

69.18. Ïóñòü çàäàíî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì F
íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Θ: GL(V ) →
→GL(ΛmV ), ïîëàãàÿ

Θ(g)(x1 ∧ ... ∧ xm) = (gx1) ∧ ... ∧ (gxm),
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ãäå x1, ..., xm ∈ V è g ∈ GL(V ). Äîêàçàòü, ÷òî Θ � íåïðèâîäèìîå
ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GL(V ).

69.19. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ãðóïïû G ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ρ⊗m ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå

V ⊗m = V ⊗ ...⊗ V︸ ︷︷ ︸
m

m ðàç êîíòðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå V , ÷òî

ρ⊗m(g)(v1 ⊗ ...⊗ vm) = (ρ(g)v1)⊗ ...⊗ (ρ(g)vm)

ïðè ëþáûõ v1, ..., vm ∈ V , g ∈G;
á) ïîäïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ è êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåí-

çîðîâ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè äëÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ ρ⊗m. Íàéòè ðàçìåðíîñòè ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, åñëè dim V = n.

69.20. Ïóñòü çàäàíî ïðåäñòàâëåíèå Φ: G→GL(V ) íàä ïîëåì F
è ãîìîìîðôèçì ξ : G→F ∗. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Φξ : G→GL(V ),
çàäàííîå ïî ïðàâèëó Φξ(g) = ξ(g)Φ(g), g ∈ G. Äîêàçàòü, ÷òî Φξ �
ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Îíî íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íåïðèâîäèìî ïðåäñòàâëåíèå Φ.

69.21. Ïóñòü Φ�êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G.
Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé îïåðàòîð Φg, g ∈G, äèàãîíàëèçèðóåì.

69.22. Ïóñòü ρ : G→GL(V )�êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû G íàä ïîëåì F . Äîêàçàòü, ÷òî â V ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì
äëÿ ëþáîãî g ∈ G ìàòðèöà ρ(g) èìååò êëåòî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíûé
âèä

ρ(g) =

ρ1(g) ∗
. . .

0 ρm(g)

,
ãäå ρi�íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G.

69.23. Ïóñòü ρ : G→GL(V )�êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû G è â V ñóùåñòâóåò áàçèñ (e1, ..., en), â êîòîðîì äëÿ ëþáîãî
g ∈ G ìàòðèöà ρ(g) èìååò êëåòî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä èç çà-
äà÷è 69.22, ãäå ðàçìåð di êâàäðàòíîé ìàòðèöû ρi(g) íå çàâèñèò îò g.
Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà Vi âåêòîðîâ ed1+...+di−1+1, ..., ed1+...+di , ÿâ-
ëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (1 6 i6m);

á) îòîáðàæåíèå g 7→ ρi(g) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì
ãðóïïû G;
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â) ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó
ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ, èçîìîðôíî ïðåäñòàâëåíèþ, âîçíèêàþ-
ùåìó íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå Vi/Vi−1 (ïî îïðåäåëåíèþ V0 = 0).

69.24. Ïóñòü ρ : G→GL(V )�ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Äîêàçàòü,
÷òî:

à) äëÿ ëþáîãî v ∈ V ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈ρ(g)v | g ∈ G〉 ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ;

á) ëþáîé âåêòîð èç V ëåæèò â íåêîòîðîì èíâàðèàíòíîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 6 |G|.

â) ìèíèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âåê-
òîð v ∈ V , ñîâïàäàåò ñ 〈ρ(g)v | g ∈G〉.

69.25. Ïóñòü ρ : G → GL(V ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G è H �
ïîäãðóïïà â G, [G : H] = k <∞. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäïðîñòðàí-
ñòâî U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ íà
ïîäãðóïïó H, òî ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñî-
äåðæàùåãî U è èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ, íå
ïðåâîñõîäèò k · dim U .

69.26. Ïóñòü V �âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C ñ áàçèñîì
(e1, ..., en). Îïðåäåëèì â V ïðåäñòàâëåíèå Φ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
〈a〉n, ïîëàãàÿ Φ(a)(ei) = ei+1 ïðè i < n è Φ(a)(en) = e1. Ïðè n = 2m
íàéòè ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà,
ñîäåðæàùåãî âåêòîðû:

à) e1 + em+1;
á) e1 + e3 + ...+ e2m−1;
â) e1 − e2 + e3 − ...− e2m;
ã) e1 + e2 + ...+ em.
69.27. Äîêàçàòü, ÷òî ó ëþáîãî íàáîðà ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ

îïåðàòîðîâ íà êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
åñòü îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

69.28. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðèâîäèìîå êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå
ïðåäñòàâëåíèå àáåëåâîé ãðóïïû îäíîìåðíî.

69.29. Ïóñòü G = 〈a〉p × 〈b〉p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è F � ïî-
ëå õàðàêòåðèñòèêè p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V � âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä F ñ áàçèñîì x0, x1, ..., xn, y1, ..., yn. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå
ρ : G→GL(V ), ïîëàãàÿ

ρ(a)xi = ρ(b)xi = xi, 0 6 i6 n;
ρ(a)yi = xi + yi, 1 6 i6 n;
ρ(b)yi = yi + xi−1, 1 6 i6 n.
Äîêàçàòü, ÷òî ρ ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. Ïðî-

âåðèòü, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåðàçëîæèìî.
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69.30. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû Up∞ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òàêèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿì (an) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî

0 6 an 6 pn − 1, an ≡ an+1 (mod pn)

ïðè âñåõ n.
69.31. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïïû Q/Z âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òàêèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (an), ÷òî

0 6 an 6 n− 1 è an ≡ am (mod n),

åñëè n äåëèò m.

� 70. Ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï

70.1. Ïóñòü A è B�äâà ïåðåñòàíîâî÷íûõ îïåðàòîðà íà êîíå÷íî-
ìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è Am = Bn = E äëÿ
íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V
ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îäíîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëü-
íî A è B ïîäïðîñòðàíñòâ.

70.2. Ïåðå÷èñëèòü âñå íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïï:

à) 〈a〉2; á) 〈a〉4; â) 〈a〉2 × 〈b〉2; ã) 〈a〉6; ä) 〈a〉8; å)
〈a〉4 × 〈b〉2;

æ) 〈a〉2 × 〈b〉2 × 〈c〉2; ç) 〈a〉6 × 〈b〉3; è) 〈a〉9 × 〈b〉27.
70.3. Ïóñòü V �âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , A ∈GL(V )

è An = E .
à) Äîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ak 7→ Ak îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå

öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 〈a〉n íà ïðîñòðàíñòâå V .
á) Íàéòè âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ïðè óêàçàííûõ ïîðÿäêàõ n, åñëè îïåðàòîð A çàäàåòñÿ â íåêîòîðîì
áàçèñå ìàòðèöåé A:

n= 4, A=

(
0 1
−1 0

)
; n= 6, A=

(
0 −1
1 −1

)
.

â) Ïóñòü F = C è â V èìååòñÿ òàêîé áàçèñ e0, e1, ..., en−1, ÷òî

A(ei) =

{
ei+1, åñëè i < n− 1,

e0, åñëè i= n− 1.

Ðàçëîæèòü ýòî ïðåäñòàâëåíèå â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ.



� 70. Ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï 281

ã) Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå èç â) èçîìîðôíî ðåãóëÿðíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû 〈a〉n.

70.4. Ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðå-
ãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû:

à) Z2 ⊕ Z2; á) Z2 ⊕ Z3; â) Z2 ⊕ Z4.
70.5. Ïóñòü H = 〈a〉3 � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, Φ �

ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G è Ψ � åãî îãðàíè÷åíèå íà H.
Íàéòè êðàòíîñòü êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû H
â ðàçëîæåíèè ïðåäñòàâëåíèÿ Ψ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ:

a) G= 〈b〉6, a= b2; á) G= S3, a= (123).
70.6. Íàéòè âñå íåèçîìîðôíûå îäíîìåðíûå âåùåñòâåííûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïïû 〈a〉n.
70.7. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðèâîäèìîå âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå

êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû èìååò ðàçìåðíîñòü íå áîëåå äâóõ.
70.8. Ïóñòü ρk : 〈a〉n→GL2(R)�ïðåäñòàâëåíèå, äëÿ êîòîðîãî

ρk(a) =

cos
2πk
n

− sin
2πk
n

sin
2πk
n

cos
2πk
n

, 0< k < n.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) ïðåäñòàâëåíèå ρk íåïðèâîäèìî, åñëè k 6= n/2;
á) ïðåäñòàâëåíèÿ ρk è ρk′ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà k = k′ èëè k + k′ = n;
â) ëþáîå äâóìåðíîå âåùåñòâåííîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû 〈a〉n ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ ρk äëÿ íåêîòîðîãî k.
70.9. Íàéòè ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ âåùåñòâåííûõ

ïðåäñòàâëåíèé:
à) ãðóïïû Zn;
á) âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêà 8.
70.10. Íàéòè ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ äâóìåðíûõ êîìïëåêñíûõ

ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï:
a) Z2, á) Z4, â) Z2 ⊕ Z2.
70.11. Ïóñòü G�àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî

íåýêâèâàëåíòíûõ k-ìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G
ðàâíî êîýôôèöèåíòó ïðè tk ðÿäà (1− t)−n. Íàéòè ýòîò êîýôôèöèåíò.

70.12. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G
ñîäåðæèò êîììóòàíò ýòîé ãðóïïû.

70.13. Ïóñòü ρ�ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V è â V
ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì âñå îïåðàòîðû ρ(g) (g ∈G) äèàãîíàëüíû.
Äîêàçàòü, ÷òî G′ ⊆Ker ρ.
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70.14. Äîêàçàòü, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû îäíîìåðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
êîììóòàòèâíà.

70.15. Íàéòè âñå îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï
S3 è A4.

70.16. Íàéòè âñå îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï
Sn è Dn.

70.17. Ïîñòðîèòü íåïðèâîäèìîå äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðóïïû S3.

70.18. Èñïîëüçóÿ ãîìîìîðôèçì ãðóïïû S4 íà ãðóïïó S3, ïîñòðî-
èòü íåïðèâîäèìîå äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû S4.

70.19. , Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì ãðóïï ïåðåñòàíîâîê è ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ãðóïï äâèæåíèé êóáà è òåòðàýäðà (ñì. çàäà÷ó 57.13),
ïîñòðîèòü:

à) äâà íåïðèâîäèìûõ íåèçîìîðôíûõ òðåõìåðíûõ êîìïëåêñíûõ
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû S4;

á) íåïðèâîäèìîå òðåõìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû A4.

70.20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ε�êîðåíü ñòåïåíè n èç 1, òî îòîáðàæå-
íèå

a 7→
(
ε 0
0 ε−1

)
, b 7→

(
0 1
1 0

)
ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ ρε ãðóïïû Dn. ßâëÿåòñÿ ëè îíî
íåïðèâîäèìûì ïðè ε 6=±1?

70.21. Ïóñòü ρε è ρε′ � íåïðèâîäèìûå äâóìåðíûå êîìïëåêñíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Dn èç çàäà÷è 70.20. Äîêàçàòü, ÷òî ρε è ρε′

èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ε′ = ε±1.
70.22. Ïóñòü ρ�íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-

ïû Dn. Äîêàçàòü, ÷òî ρ èçîìîðôíî ρε äëÿ íåêîòîðîãî ε.
70.23. Ïóñòü ρ � åñòåñòâåííîå äâóìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðåä-

ñòàâëåíèå Dn â âèäå ïðåîáðàçîâàíèé, ñîñòàâëÿþùèõ ïðàâèëüíûé
n-óãîëüíèê. Íàéòè òàêîå ε, ÷òî ρ èçîìîðôíî ρε.

70.24. Èñïîëüçóÿ ðåàëèçàöèþ êâàòåðíèîíîâ â âèäå êîìïëåêñíûõ
ìàòðèö ïîðÿäêà 2 (ñì. çàäà÷ó 55.6, ò)), ïîñòðîèòü äâóìåðíîå êîì-
ïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Q8.

70.25. Ïóñòü ãðóïïà G äîïóñêàåò òî÷íîå ïðèâîäèìîå äâóìåðíîå
ïðåäñòàâëåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî;

à) êîììóòàíò ãðóïïû G′�àáåëåâà ãðóïïà;
á) åñëè G êîíå÷íà è îñíîâíîå ïîëå èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0, òî

G êîììóòàòèâíà.
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70.26. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷íîå äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëå-
íèå êîíå÷íîé íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû íåïðèâîäèìî.

70.27. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ρ � åå êîíå÷íîìåðíîå êîì-
ïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå è â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöû âñåõ îïåðà-
òîðîâ ρ(g) (g ∈G) âåðõíåòðåóãîëüíûå. Äîêàçàòü, ÷òî Ker(ρ)⊇G′.

70.28. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â çàäà÷àõ 69.22, 69.23 îñíîâíîå ïîëå
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ãðóïïà G êîíå÷íà, òî ïðåä-
ñòàâëåíèå ρ ýêâèâàëåíòíî ïðÿìîé ñóììå ïðåäñòàâëåíèé ρ1, ..., ρm.

70.29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â çàäà÷å 69.22 îñíîâíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ãðóïïà G êîíå÷íà, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà C, ÷òî äëÿ âñåõ g ∈G

C−1ρ(g)C =

ρ1(g) 0
. . .

0 ρm(g)

.
70.30. Ïóñòü G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n è ρ�åå ðåãóëÿðíîå

ïðåäñòàâëåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî

tr ρ(g) =

{
0, g 6= 1,

n, g = 1.

70.31. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà êîíå÷-
íîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå,
ïåðåâîäÿùåå åãî â íååäèíè÷íûé îïåðàòîð.

70.32. Ïóñòü A, B � ëèíåéíûå îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíîì âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è A3 =
= B2 = E , AB = BA2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ,
èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî A è B, ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâîW ,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A, B è òàêîå, ÷òî V = U ⊕W .

70.33. Íàéòè âñå ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûå äâóìåðíûå êîìïëåêñ-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï:

à) A4; á) S3.
70.34. Íàéòè ÷èñëî è ðàçìåðíîñòè íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ

ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï:
a) S3; á) A4; â) S4; ã) Q8; ä) Dn; e) A5.
70.35. Ñêîëüêî ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè íà íåïðèâîäè-

ìûå êîìïîíåíòû ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï:
a) Z3; á) S3; â) Q8; ã) A4?
70.36. Ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà

ïîðÿäêà 24 íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñî ñâîèì êîììóòàíòîì.
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70.37. Ìîãóò ëè íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êî-
íå÷íîé ãðóïïû èñ÷åðïûâàòüñÿ:

à) òðåìÿ îäíîìåðíûìè è ÷åòûðüìÿ äâóìåðíûìè;
á) äâóìÿ îäíîìåðíûìè è äâóìÿ ïÿòèìåðíûìè;
â) ïÿòüþ îäíîìåðíûìè è îäíèì ïÿòèìåðíûì?

70.38. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå GL2(C) íåò ïîäãðóïïû, èçîìîðô-
íîé S4.

70.39. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äâóìåðíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà â ëþáîì âîñüìèìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè
ãðóïïû S4.

70.40. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îäíîìåðíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà â ëþáîì ïÿòèìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè
ãðóïïû A4.

70.41. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïïû G ñòðîãî áîëüøå ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
ëþáîé åå ôàêòîðãðóïïû ïî íåòðèâèàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå.

70.42. Äëÿ êàêèõ êîíå÷íûõ ãðóïï ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå íàä
ïîëåì C ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäïðåäñòàâëåíèé?

70.43. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷-
íîé p-ãðóïïû íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p åäèíè÷íî.

70.44. Ïóñòü G�êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà è ρ�åå ïðåäñòàâëåíèå â êî-
íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p. Äîêà-
çàòü, ÷òî â V ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈G ìàòðèöà
îïåðàòîðà ρ(g)�âåðõíÿÿ óíèòðåóãîëüíàÿ.

70.45. Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â êîíå÷íîé ãðóïïå G.
Äîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû G íàä ïîëåì F íå ïðåâîñõîäèò [G :H]m, ãäå m�íàèáîëüøàÿ
ðàçìåðíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû H íàä ïîëåì F .

70.46. Äîêàçàòü, ÷òî â GLn(C) ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ïîïàðíî íåñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ïîðÿä-
êà.

70.47. Ïóñòü ρ : G → GL3(R) � íåïðèâîäèìîå òðåõìåðíîå âå-
ùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G è ïðåäñòàâëåíèå
ρ̃ : G → GL3(C) ïîëó÷àåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ ρ ñî
ñòàíäàðòíûì âëîæåíèåì GL3(R) → GL3(C). Äîêàçàòü, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåíèå ρ̃ íåïðèâîäèìî.

70.48. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå íåïðèâîäèìîå íåîäíîìåðíîå êîì-
ïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ïîðÿäêà p3, ãäå p� ïðîñòîå ÷èñëî,
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.
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70.49. Íàéòè ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé
íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïîðÿäêà p3 è èõ ðàçìåðíîñòè.

70.50. Ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïîäïðåäñòàâ-
ëåíèé âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå Φ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 〈a〉4, ïðè
êîòîðîì

Φ(a) =

0 0 −1
0 1 0
1 0 0

.
70.51. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå òðåõìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-

ïû G= 〈a〉2 × 〈b〉2, ãäå

Φ(a) =

5 −4 0
6 −5 0
0 0 1

, Φ(b) =−E.

Ðàçëîæèòü Φ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.
70.52. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå Φ ãðóï-

ïû G= 〈a〉2 × 〈b〉2, ãäå

Φ(a) =

(
0 1
1 0

)
, Φ(b) =

(
0 −1
−1 0

)
.

Ðàçëîæèòü Φ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.
70.53. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå GL2(C)

(ñîîòâåòñòâåííî â GL2(R)) ñîïðÿæåíà ñ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå óíè-
òàðíûõ (ñîîòâåòñòâåííî îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö) ðàçìåðà 2.

70.54. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â SL2(Q) ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäãðóïïîé îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: D3, D4, D6.

70.55. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â SL2(R) ñîïðÿ-
æåíà ñ ïîäãðóïïîé â SO2(R) è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

70.56. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â GL2(R) ñî-
ïðÿæåíà ñ ïîäãðóïïîé âO2(R) è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ëèáî öèêëè÷åñêîé,
ëèáî ãðóïïîé äèýäðà Dn, n> 2.

70.57. Ïóñòü G�êîíå÷íàÿ íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà. Äîêàçàòü,
÷òî ðàçìåðíîñòü ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî íåòðèâèàëüíîãî êîìïëåêñ-
íîãî èëè âåùåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G áîëüøå 2.

� 71. Ãðóïïîâûå àëãåáðû è ìîäóëè íàä íèìè

71.1. ßâëÿåòñÿ ëè àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ âåùåñòâåííîé ãðóïïîâîé
àëãåáðîé:

à) ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ;
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á) êàêîé-ëèáî ãðóïïû?
71.2. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ñ áàçèñîì

(e1, e2, e3), ϕ : F [S3]→ End V �ãîìîìîðôèçì, ãäå ϕ(σ)(ei) = eσ(i) äëÿ
âñåõ σ ∈ S3 (i = 1, 2, 3). Íàéòè ðàçìåðíîñòü ÿäðà è ðàçìåðíîñòü îá-
ðàçà ãîìîìîðôèçìà ϕ.

71.3. Íàéòè áàçèñ ÿäðà ãîìîìîðôèçìà ϕ : C[〈a〉n]→ C, ïðè êîòî-
ðîì ϕ(a) = ε, ãäå ε�êîðåíü ñòåïåíè n èç 1.

71.4. Ïóñòü ãðóïïà H èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ãðóïïû G. Äîêà-
çàòü, ÷òî F [H] èçîìîðôíà ôàêòîðàëãåáðå àëãåáðû F [G].

71.5. Ïóñòü G=G1 ×G2. Äîêàçàòü, ÷òî

F [G]' F [G1]⊗ F [G2].

71.6. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, R � ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé
èç G â ïîëå F . Îïðåäåëèì íà R îïåðàöèè, ïîëàãàÿ äëÿ f1, f2 ∈R

(αf1 + βf2)(g) = αf1(g) + βf2(g),

(f1f2)(g) =
∑
h∈G

f1(h)f2(h−1g).

Äîêàçàòü, ÷òî R�àëãåáðà íàä ïîëåì F è îòîáðàæåíèå

f 7→
∑
g∈G

f(g)g

èç R â F [G]�èçîìîðôèçì àëãåáð.
71.7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðóïïà G ñîäåðæèò ýëåìåíòû êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà, òî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà F [G] èìååò äåëèòåëè íóëÿ.
71.8. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé íåïðèâîäèìûé F [G]-ìîäóëü èçîìîð-

ôåí ôàêòîðìîäóëþ ðåãóëÿðíîãî F [G]-ìîäóëÿ.
71.9. Íàéòè âñå êîììóòàòèâíûå äâóñòîðîííèå èäåàëû ãðóïïîâîé

àëãåáðû C[G] äëÿ:
a) G= S3; á) G= Q8; â) G= D5.
71.10. Íàéòè âñå ýëåìåíòû x ãðóïïîâîé àëãåáðû F [G], óäîâëåòâî-

ðÿþùèå óñëîâèþ xg = x ïðè ëþáîì g ∈G.
71.11. Íàéòè áàçèñ öåíòðà ãðóïïîâîé àëãåáðû ãðóïï:
a) S3; á) Q8; â) A4.
71.12. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïîâîé àëãåáðå A ñâîáîäíîé àáåëåâîé

ãðóïïû ðàíãà r íåò äåëèòåëåé íóëÿ. Ïîëå ÷àñòíûõ äëÿ A èçîìîðôíî
ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé îò r ïåðåìåííûõ.

71.13. Ïóñòü A � êîëüöî, V � A-ìîäóëü è V = U ⊕ W , ïðè÷åì
U � íåïðèâîäèìûé ìîäóëü è â W íåò ïîäìîäóëåé, èçîìîðôíûõ U .
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè α�àâòîìîðôèçì ìîäóëÿ V , òî α(U) = U .
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71.14. Ïóñòü A� êîëüöî, A-ìîäóëü V ðàçëîæåí â ïðÿìóþ ñóì-
ìó ïîäìîäóëåé V = U ⊕W , ϕ : U →W � ãîìîìîðôèçì A-ìîäóëåé.
Äîêàçàòü, ÷òî U1 = {x + ϕ(x) | x ∈ U} åñòü A-ïîäìîäóëü â V , èçî-
ìîðôíûé U , è V = U1 ⊕W .

71.15. Ïóñòü A � ïîëóïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä C
è A-ìîäóëü V ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîïàðíî íåèçîìîðô-
íûõ íåïðèâîäèìûõ A-ìîäóëåé: V = V1 ⊕ ... ⊕ Vk. Íàéòè ãðóïïó
àâòîìîðôèçìîâ ìîäóëÿ V .

71.16. Ïóñòü A � ïîëóïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä C
è A-ìîäóëü V åñòü ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ èçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ
A-ìîäóëåé. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ A-ìîäóëÿ V
èçîìîðôíà GL2(C).

71.17. Ïóñòü A�ïîëóïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåá-
ðà è V �A-ìîäóëü, êîíå÷íîìåðíûé íàä C. Äîêàçàòü, ÷òî V èìååò
êîíå÷íîå ÷èñëî A-ïîäìîäóëåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåò-
ñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ A-ìîäóëåé.

71.18. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0
è ãðóïïîâàÿ àëãåáðà A = F [G] ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëåâûé ìîäóëü
íàä ñîáîé. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî åãî ïîäìîäóëÿ U è ãîìîìîð-
ôèçìà A-ìîäóëåé ϕ : U → A ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî
ϕ(u) = ua äëÿ âñåõ u ∈ U .

71.19. Äëÿ êàêèõ êîíå÷íûõ ãðóïï êîìïëåêñíàÿ ãðóïïîâàÿ àëãåáðà
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé?

71.20. Ïóñòü A = F [G] (F �ïîëå), G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà
n > 1, è äëÿ n · 1 6= 0 ïîëîæèì

e1 = (n · 1)−1
∑
g∈G

g, e2 = 1− e1.

Äîêàçàòü, ÷òî Ae1 è Ae2 � ñîáñòâåííûå äâóñòîðîííèå èäåàëû
è A=Ae1 ⊕Ae2.

71.21. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî

xy = f(x, y) · 1 +
∑

g∈G\{1}

αg · g, αg ∈ F,

â ãðóïïîâîé àëãåáðå F [G] çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå F [G] ñèììåòðè÷å-
ñêóþ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ è ÿäðî ýòîé ôóíêöèè f �äâóñòîðîííèé
èäåàë â F [G].
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71.22. Ïóñòü G� êîíå÷íàÿ ãðóïïà, f � áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà
R[G], îïðåäåëåííàÿ â çàäà÷å 71.21. Äîêàçàòü, ÷òî f íåâûðîæäåíà,
è íàéòè ñèãíàòóðó ôóíêöèè f äëÿ ãðóïï:

a) Z2; á) Z3; â) Z4; ã) Z2 ⊕ Z2.

71.23. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G è ω(H) � ëåâûé èäåàë
â F [G], ìèíèìàëüíûé ñðåäè ëåâûõ èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ {h− 1 | h ∈
∈H}. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H�íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî èäåàë ω(H)
äâóñòîðîííèé.

71.24. Ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó ïîëåé ãðóïïîâûå àëãåáðû
ãðóïïû 〈a〉3 íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

71.25. Äîêàçàòü, ÷òî Q[〈a〉p] (p�ïðîñòîå ÷èñëî) åñòü ïðÿìàÿ ñóì-
ìà äâóõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ, îäèí èç êîòîðûõ èçîìîðôåí Q, à äðó-
ãîé Q(ε), ãäå ε�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè p èç 1.

71.26. Ïóñòü G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà, char F íå äåëèò |G|, I �èäåàë
â F [G]. Äîêàçàòü, ÷òî I2 = I.

71.27. Íàéòè èäåìïîòåíòû è ìèíèìàëüíûå èäåàëû â êîëüöàõ:
a) F3[〈a〉2]; á) F2[〈a〉2]; â) C[〈a〉2]; ã) R[〈a〉3].

71.28. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì
a ∈ C[G] óðàâíåíèå a= axa ðàçðåøèìî â C[G].

71.29. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ â àëãåáðå:
à) C[S3]; á) C[Q8]?

71.30. Äëÿ êàêèõ êîíå÷íûõ ãðóïï G ãðóïïîâàÿ àëãåáðà C[G] ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé n= 1, 2, 3 ìàòðè÷íûõ àëãåáð?

71.31. Ïóñòü G� ãðóïïà, A� àëãåáðà íàä ïîëåì F ñ åäèíèöåé
è ϕ�ãîìîìîðôèçì G→A∗. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì F [G]→A, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà G ñîâïàäàåò ñ ϕ.

71.32. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè char F íå äåëèò ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóï-
ïû G, òî ëþáîé äâóñòîðîííèé èäåàë ãðóïïîâîé àëãåáðû F [G] ÿâëÿåò-
ñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
àëãåáð ñ åäèíèöåé?

71.33. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, p äåëèò ïîðÿäîê
êîíå÷íîé ãðóïïû G è

u=
∑
g∈G

g ∈ F [G].

Äîêàçàòü, ÷òî F [G]u�ïîäìîäóëü ëåâîãî ðåãóëÿðíîãî ìîäóëÿ, íå
âûäåëÿþùèéñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì.
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71.34. Ïóñòü G=〈a〉p, F �ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, Φ: G→GL2(F ),
ãäå

Φ(as) =

(
1 s · 1
0 1

)

� ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Óêàçàòü òàêîé F [G]-ïîäìîäóëü U ðå-
ãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V = F [G], ÷òî ïðåäñòàâëåíèå G íà V/U
èçîìîðôíî Φ. Ïðè êàêèõ p ïðåäñòàâëåíèå Φ èçîìîðôíî ðåãóëÿðíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ?

71.35. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà F2[〈a〉2] íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé
ìèíèìàëüíûõ ëåâûõ èäåàëîâ.

71.36. Ïóñòü H � p-ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
â êîíå÷íîé ãðóïïå G, è F �ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

à) Äîêàçàòü, ÷òî èäåàë ω(H) èç çàäà÷è 71.23 íèëüïîòåíòåí.
á) Íàéòè èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè èäåàëà ω(H) ïðè G = 〈a〉4,

H = 〈a2〉 è F = F2.

71.37. Äîêàçàòü, ÷òî âñå èäåàëû ãðóïïîâîé àëãåáðû áåñêîíå÷íîé
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ãëàâíûå.

71.38. Äîêàçàòü, ÷òî öèêëè÷åñêèé ìîäóëü íàä àëãåáðîé F [〈a〉∞]
ëèáî êîíå÷íîìåðåí íàä F , ëèáî èçîìîðôåí ëåâîìó ðåãóëÿðíîìó
F [〈a〉∞]-ìîäóëþ.

71.39. Ïóñòü A = C[〈g〉∞], P = Ax1 ⊕ Ax2 � ñâîáîäíûé A-ìîäóëü
ñ áàçèñîì (x1, x2), H � ïîäìîäóëü â P , ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè
h1, h2. Ðàçëîæèòü P/H â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ A-ìîäóëåé
è íàéòè èõ ðàçìåðíîñòè, åñëè:

à) h1 = gx1 + x2, h2 = x1 − (g + 1)x2;
á) h1 = g2x1 + g−2x2, h2 = g4x1 + (1− g)x2;
â) h1 = gx1 + 2g−1x2, h2 = (1 + g)x1 + 2(g−2 + g−1)x2.

71.40. Ïóñòü A, B�ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà V = F [x], A(f(x)) =
= f ′(x), B(f(x)) = xf(x). Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : g 7→ AB ïðî-
äîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà F [〈g〉∞]→ End V , è íàéòè Ker ϕ.

71.41. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë àëãåáðû A = F [〈a〉∞]
è r = dimF (A/M). Äîêàçàòü, ÷òî:

à) åñëè F = C, òî r = 1;
á) åñëè F = R, òî r = 1 èëè r = 2;
â) åñëè F = F2, òî r ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííî âåëèêî.

71.42. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóï-
ïû êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâîé.
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71.43. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïîâîé àëãåáðå ñâîáîäíîé àáåëåâîé
ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè
è åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

71.44. Ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ýëåìåíò
ãðóïïîâîé àëãåáðû A= C[G] ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû G ñ áàçèñîì
(g1, g2):

à) g1g2 + g−1
1 g−1

2 ;
á) 1 + g−1

1 g2 − g1g
−1
2 − g−2

1 g2
2 .

71.45. Ïóñòü G � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì (g1, g2).
Íàéòè ôàêòîðàëãåáðó ãðóïïîâîé àëãåáðû A = F [G] ïî èäåàëó I,
ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè:

à) g1g
−1
2 ; á) g1 − g2; â) g1 − 1 è g2 − 2.

71.46. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðóïïà G êîíå÷íà è àëãåáðà C[G] íå
èìååò íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, òî G êîììóòàòèâíà.

71.47. Ïóñòü H �íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå G, V �íåêîòî-
ðûé F [G]-ìîäóëü è (H − 1)V � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýëåìåíòîâ âèäà
(h− 1)v, ãäå h ∈H, v ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî:

à) (H − 1)V ÿâëÿåòñÿ F [G]-ïîäìîäóëåì â V ;
á) åñëè H �ñèëîâñêàÿ (íîðìàëüíàÿ) p-ïîäãðóïïà â G, char F = p

è (H − 1)V = V , òî V = 0.

71.48. Äîêàçàòü, ÷òî êîìïëåêñíûå ãðóïïîâûå àëãåáðû ãðóïï
D4 è Q8 èçîìîðôíû.

71.49. Íàéòè ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êîìïëåêñíûõ ãðóïïî-
âûõ àëãåáð ðàçìåðíîñòè 12.

71.50. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè ãðóïïîâîé
àëãåáðû ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn íàä ïîëåì C â ïðÿìóþ ñóììó
ìàòðè÷íûõ àëãåáð ðàâíî ÷èñëó ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà n â âèäå

n= n1 + n2 + ...+ nk,

ãäå n1 > n2 > ...> nk > 0, k ≥ 1.

� 72. Õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé

72.1. Ïóñòü ýëåìåíò g ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê k è χ�n-ìåðíûé
õàðàêòåð ãðóïïû G. Äîêàçàòü, ÷òî χ(g) åñòü ñóììà n (íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûõ) êîðíåé ñòåïåíè k èç 1.

72.2. Ïóñòü Φ � òðåõìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû Z3 è χΦ(g) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ Z3. Äîêàçàòü, ÷òî Φ ýêâèâà-
ëåíòíî ðåãóëÿðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ.
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72.3. Ïóñòü χ� äâóìåðíûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð ãðóïïû G =
= Z3 × Z3. Äîêàçàòü, ÷òî χ(g) 6= 0 äëÿ âñÿêîãî g ∈G.

72.4. Ïóñòü χ � äâóìåðíûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð ãðóïïû G
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàòü, ÷òî χ(g) 6= 0 äëÿ ëþáîãî g ∈G.

72.5. Ïóñòü Φ � n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé
ãðóïïû G. Äîêàçàòü, ÷òî χΦ(g) = n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
g ïðèíàäëåæèò ÿäðó ïðåäñòàâëåíèÿ Φ.

72.6. Ïóñòü A � àääèòèâíàÿ ãðóïïà n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V íàä ïîëåì Fp è χ�íåïðèâîäèìûé íåòðèâèàëüíûé êîì-
ïëåêñíûé õàðàêòåð ãðóïïû A. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî

{a ∈A | χ(a) = 1}

åñòü (n− 1)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V .
72.7. Ïóñòü χ � êîìïëåêñíûé õàðàêòåð êîíå÷íîé ãðóïïû G

è m= max{|χ(g)| | g ∈G}. Äîêàçàòü, ÷òî

H = {g ∈G | χ(g) =m} è K = {g ∈G | |χ(g)|=m}

�íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â G.
72.8. Äîêàçàòü, ÷òî äâóìåðíûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð χ ãðóï-

ïû S3 íåïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χ((123)) =−1.
72.9. Ïóñòü χ�äâóìåðíûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð êîíå÷íîé ãðóï-

ïû G è g ∈G′. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè χ(g) 6= 2, òî χ íåïðèâîäèì.
72.10. ×åìó ðàâíî ¾ñðåäíåå çíà÷åíèå¿

1

|G|

∑
g∈G

χ(g)

íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà íååäèíè÷íîé êîíå÷íîé ãðóïïû G?
72.11. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g íååäèíè÷íîé êî-

íå÷íîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò òàêîé íåòðèâèàëüíûé íåïðèâîäèìûé
êîìïëåêñíûé õàðàêòåð χ ãðóïïû G, ÷òî χ(g) 6= 0.

72.12. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ãðóïïû G â C ÿâëÿåòñÿ îä-
íîìåðíûì õàðàêòåðîì ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî
îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû G â ãðóïïó C∗.

72.13. Äîêàçàòü, ÷òî öåíòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ
äâóõ îäíîìåðíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G, ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì õà-
ðàêòåðîì ãðóïïû G.

72.14. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ôóíêöèé îïðåäåëÿåò
âî ìíîæåñòâå îäíîìåðíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G ñòðóêòóðó àáåëåâîé
ãðóïïû Ĝ.
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72.15. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû A ãðóï-
ïà Â�êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà òîãî æå ïîðÿäêà.

72.16. Ïóñòü êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå A = A1 × A2, α1 ∈ Â1, α2 ∈ Â2. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðà-
æåíèå A→ C∗, ïåðåâîäÿùåå ýëåìåíò (a1, a2) â α1(a1) · α2(a2), ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîìåðíûì õàðàêòåðîì ãðóïïû A, è Â' Â1 × Â2.

72.17. Ïóñòü B�ïîäãðóïïà êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A è

B0 = {α ∈ Â | α(b) = 1 äëÿ âñÿêîãî b ∈B}.

Äîêàçàòü, ÷òî:
à) B0 � ïîäãðóïïà â Â è âñÿêàÿ ïîäãðóïïà â Â ñîâïàäàåò ñ B0

äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû B;
á) B̂ ' Â/B0;
â) B1 ⊂B2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B

0
1 ⊃B0

2 ;
ã)(B1 ∩B2)0 =B0

1 ·B0
2 ;

ä) (B1B2)0 =B0
1 ∩B0

2 .

72.18. Ïóñòü Φ � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G â GLn(C). Äîêàçàòü,
÷òî:

à) îòîáðàæåíèå Φ∗ : g 7→ (Φ(g−1))t òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíè-
åì ãðóïïû G;

á) χΦ(g) = χ̄Φ∗(g) äëÿ âñÿêîãî g ∈G;
â) ïðåäñòàâëåíèÿ Φ è Φ∗ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà çíà÷åíèÿ õàðàêòåðà χ âåùåñòâåííû.

72.19. Ïóñòü Φ�íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû Sn è Φ′(σ) = Φ(σ) sgn σ (σ ∈ Sn). Äîêàçàòü, ÷òî Φ′�ïðåäñòàâëå-
íèå ãðóïïû Sn è ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) Φ∼ Φ′;
á) îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Φ íà An ïðèâîäèìî;
â) χΦ(σ) = 0 äëÿ ëþáîé íå÷åòíîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn.

72.20. Â çàäà÷å 55.6, ò) çàäàíà ãðóïïà ìàòðèö èç GL2(C), èçî-
ìîðôíàÿ ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ Q8. Äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü ýòîãî
äâóìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Q8 è íàéòè åãî õàðàêòåð.

72.21. Íàéòè õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Sn â ïðîñòðàíñòâå
ñ áàçèñîì (e1, ..., en), çàäàâàåìîãî ôîðìóëîé

Φ(σ)ei = eσ(i) äëÿ σ ∈ Sn.

72.22. Íàéòè õàðàêòåð äâóìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Dn,
îïðåäåëÿþùåãîñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïïû Dn ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.
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72.23. Íàéòè õàðàêòåð òðåõìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû S4,
îïðåäåëÿþùåãîñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïïû S4 ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.

72.24. Íàéòè õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû S4, îïðåäåëÿþùå-
ãîñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïïû S4 ñ ãðóïïîé âðàùåíèé êóáà.

72.25. Ñîñòàâèòü òàáëèöó íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï:
à) 〈a〉2; á) 〈a〉3; â) 〈a〉4;
ã) 〈a〉2 × 〈b〉2; ä) 〈a〉2 × 〈b〉2 × 〈c〉2.
72.26. Ñîñòàâèòü òàáëèöó õàðàêòåðîâ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëå-

íèé è âû÷èñëèòü ãðóïïó îäíîìåðíûõ õàðàêòåðîâ (çàäà÷à 72.14) äëÿ
ãðóïï:

a) S3; á) A4; â) Q8; ã) Sn; ä) Dn.
72.27. Íàéòè ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, ñòðîêè êîòîðîé ñîâ-

ïàäàþò ñî ñòðîêàìè òàáëèöû íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ àáåëåâîé
ãðóïïû ïîðÿäêà n.

72.28. Ñîñòàâèòü òàáëèöó íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï:
a) S3; á) S4; â) Q8; ã) D4; ä) D5; å) A4.
72.29. Ìîæåò ëè õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðîé ãðóïïû ïî-

ðÿäêà 8 ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ (1, −1, 2, 0, 0, −2, 0, 0)?
72.30. Ðàçëîæèòü öåíòðàëüíóþ ôóíêöèþ

(1, −1, i, −i, j, −j, k, −k) 7→ (5, −3, 0, 0, −1, −1, 0, 0)

íà Q8 ïî áàçèñó íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ. ßâëÿåòñÿ ëè îíà õàðàê-
òåðîì êàêîãî-ëèáî ïðåäñòàâëåíèÿ?

72.31. Îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç öåíòðàëüíûõ ôóíêöèé íà S3

f1 : (e, (12), (13), (23), (123), (132)) 7→ (6, −4, −4, −4, 0, 0),

f2 : (e, (12), (13), (23), (123), (132)) 7→ (6, −4, −4, −4, 3, 3)

ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì, è óêàçàòü ýòî ïðåäñòàâëåíèå.
72.32. Ïóñòü A�àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì Fp è Ψ�íåòðèâèàëüíûé íåïðèâîäèìûé
(êîìïëåêñíûé) õàðàêòåð àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fp.

à) Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð χ ãðóïïû A
èìååò âèä

χ(a) = Ψ(l(a))

äëÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé ôóíêöèè l ∈ V ∗.
á) Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì äâîéñòâåííîé ãðóïïû Â (ñì. çàäà-

÷ó 72.14) è àääèòèâíîé ãðóïïû ïðîñòðàíñòâà V ∗.

â) Ïîñòðîèòü èçîìîðôèçì ìåæäó A è ˆ̂A.
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72.33. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è f �êîìïëåêñíîçíà÷-
íàÿ ôóíêöèÿ íà A. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f̂ íà Â, ïîëàãàÿ äëÿ χ ∈ Â

f̂(χ) =
1

|A|

∑
a∈A

f(a)χ(a) = (f, χ)A.

à) Äîêàçàòü, ÷òî

f =
∑
χ∈Â

f̂(χ) · χ.

á) Äîêàçàòü, ÷òî

f̂g(χ) =
∑
ϕ∈Â

f̂(ϕ)ĝ(ϕ−1 · χ).

â) Ñðàâíèòü ôóíêöèè f íà A è ˆ̂f íà ˆ̂A, èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì èç
çàäà÷è 72.32, â).

72.34. Ïóñòü A�àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ Fp. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ f íà A, ïîëàãàÿ

f(a) =


0, åñëè a= 0,

1, åñëè a= x2 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ F∗p,
−1, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè χ � íåïðèâîäèìûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð
ãðóïïû A, òî |(f, χ)A|= p−1/2.

72.35. Ïóñòü G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � åå ïîäãðóïïà. Äîêàçàòü,
÷òî öåíòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà H, ïîëó÷àþùàÿñÿ îãðàíè÷åíèåì íà H
õàðàêòåðà ãðóïïû G, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû H.

72.36. Ïóñòü Φ � ìàòðè÷íîå n-ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.
Ïîñòðîèì ïðåäñòàâëåíèå Ψ ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòíûõ
ìàòðèö ïîðÿäêà n, ïîëàãàÿ äëÿ A ∈Mn(F )

Ψg(A) = ΦgA
tΦg :−1.

Âûðàçèòü χΨ ÷åðåç χΦ.
72.37. Íàéòè íåïðèâîäèìûå ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëåíèÿ Ψ èç çàäà-

÷è 72.36 è èõ êðàòíîñòè, åñëè:
à) Φ�äâóìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû S3;
á) Φ�ïðåäñòàâëåíèå èç çàäà÷è 72.23;
â) Φ�äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Q8 èç çàäà÷è 72.20.
72.38. Ïóñòü Φ � ìàòðè÷íîå n-ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.

Ïîñòðîèì ïðåäñòàâëåíèå Ψ ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòíûõ
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ìàòðèö Mn(F ), ïîëàãàÿ

Ψg(A) = Φg ·A.

Âûðàçèòü χΨ ÷åðåç χΦ.
72.39. Ïóñòü ρ : G→GL(V )�ðåãóëÿðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ãðóïïû G = Zn. Íàéòè êðàòíîñòü åäèíè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû Zn â ðàçëîæåíèè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ⊗m (ñì. çàäà÷ó 69.19) íà
íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

72.40. Ïóñòü ρ�äâóìåðíîå íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðóïïû S3. Ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ρ⊗2

è ρ⊗3.
72.41. Ïóñòü ρ : Zn 7→GL(V )�êîìïëåêñíîå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ãðóïïû Zn. Íàéòè êðàòíîñòü åäèíè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû â ðàçëîæåíèè íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ, âîç-
íèêàþùåãî íà ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ m-êîíòðàâàðèàíò-
íûõ òåíçîðîâ íà V (ñì. çàäà÷ó 69.19).

∗ ∗ ∗

72.42. Ïóñòü χ� õàðàêòåð ãðóïïû G, f � öåíòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
íà G,

f(g) =
1
2

(χ(g)2 − χ(g2)).

Äîêàçàòü, ÷òî f �õàðàêòåð ãðóïïû G.
72.43. Ïóñòü Φ � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G = S3 â ïðîñòðàíñòâå

C(G) âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà G:

(Φσf)(x) = f(σ−1x), f ∈ C(G), x ∈G, σ ∈G,

f0 ∈ C(G) è V0�ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ âèäà Φσf0,
ãäå σ ∈G. Íàéòè õàðàêòåð îãðàíè÷åíèÿ Φ íà V0 äëÿ:

à) f0(σ) = sgn σ;

á) f0(σ) =

{
1, åñëè σ ∈ {e, (12)},
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

â) f0(σ) =

{
1, åñëè σ ∈ {e, (123), (132)},
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

ã) f0(σ) =

{
1, åñëè σ ∈ {e, (13), (23)},
−1, åñëè σ ∈ {(12), (123), (132)}.

72.44. Ïóñòü Φ�êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G
íà ïðîñòðàíñòâå V , Ψ�ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâåW .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (Φ, Ψ) ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ëèíåéíûõ îòîáðàæå-
íèé S èç V â W , ÷òî S ◦ Φg = Ψg ◦ S äëÿ âñåõ g ∈G. Äîêàçàòü, ÷òî

dim T (Φ, Ψ) = (χΦ, χΨ)G.

� 73. Ïåðâîíà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î ïðåäñòàâëåíèÿõ

íåïðåðûâíûõ ãðóïï

Åñëè íå óêàçûâàåòñÿ ïðîòèâíîå, òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì
ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè.

∗ ∗ ∗

73.1. Ïóñòü F åñòü ïîëå R èëè C. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Mn(F ) îòîáðàæåíèå PA : t 7→ etA

(t ∈ F ) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì
àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F ;

á) âñÿêîå äèôôåðåíöèðóåìîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå P àääè-
òèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F èìååò âèä PA, ãäå A= P ′(0);

â) ïðåäñòàâëåíèÿ PA è PB ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìàòðèöû A è B ïîäîáíû.

73.2. Äîêàçàòü, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì àä-
äèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ R, è íàéòè òàêóþ ìàòðèöó A, ÷òî P = PA,
åñëè:

a) P (t) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
; á) P (t) =

(
ch t sh t
sh t ch t

)
;

â) P (t) =

(
et 0
0 1

)
; ã) P (t) =

(
et 0
0 e−t

)
;

ä) P (t) =

(
1 t
0 1

)
; å) P (t) =

(
1 et − 1
0 et

)
.

73.3. Êàêèå èç ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû R èç çàäà÷è 73.2
ýêâèâàëåíòíû?

73.4. Â êàêîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ PA è P−A ýêâèâàëåíòíû äëÿ
F = C?

73.5. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå êîìïëåêñíûå ìàòðè÷íûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï:

à) R∗+; á) R∗; â) C∗;
ã) U (ïðåäïîëàãàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïî àð-

ãóìåíòó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z).
73.6. Âñÿêîå ëè êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

(Z, +) ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà Z íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû (C, +)?
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73.7. Íàéòè â ïðîñòðàíñòâå Cn âñå ïîäïðîñòðàíñòâà, èíâàðèàíò-
íûå îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ PA (ñì. çàäà÷ó 73.1)
â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A íå èìååò
êðàòíûõ êîðíåé.

73.8. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå PA (ñì. çàäà÷ó 73.1)
âïîëíå ïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A äèàãîíà-
ëèçèðóåìà.

73.9. Ïóñòü Rn � ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïå-
íè n îò ïåðåìåííûõ x, y ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ

A=

(
a b
c d

)
∈ SL2(C)

è f ∈Rn ïîëîæèì

(Φn(A)f)(x, y) = f(ax+ cy, bx+ dy).

Äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Φn íà ïîäãðóïïó
SU2(C) íåïðèâîäèìî.

73.10. Ïóñòü G = GL2(C). Êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ íà G íàçîâåì
ïîëèíîìèàëüíîé, åñëè îíà åñòü ìíîãî÷ëåí îò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

à) Ïóñòü t(A) = tr A, d(A) = det A. Äîêàçàòü, ÷òî t è d�öåíòðàëü-
íûå ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè íà G.

á) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ öåíòðàëüíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ
íà G ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò t è d.

â) Ïóñòü A= (aij) ∈G è R= C[x, y]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ(A) ãîìî-
ìîðôèçì R→R, äëÿ êîòîðîãî

Ψ(A) : x 7→ a11x+ a12y,

Ψ(A) : y 7→ a21x+ a22y.

Äîêàçàòü, ÷òî Ψ � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå R
è ïîäïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ Ψ.

ã) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ A ∈ SL2(C) îãðàíè÷åíèå Ψ(A) íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Rn ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì Φn(A) èç çàäà÷è 73.9.

ä) Ïóñòü χn�õàðàêòåð îãðàíè÷åíèÿ Ψ|Rn . Äîêàçàòü, ÷òî

χn = tχn−1 − dχn−2.

73.11. Ïóñòü H�ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ìàòðèö âèäà

X =

(
z w
−¯̄w z̄

)
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ñî ñòðóêòóðîé ÷åòûðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (X, X) =
= det X è H0 = {X ∈H | tr X = 0}. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) îòîáðàæåíèå P : SU2→GL(H0), îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

P (A) : X 7→AXA−1,

ÿâëÿåòñÿ (âåùåñòâåííûì) ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû SU2,
Ker P = ±E, à Im P ñîñòîèò èç âñåõ ñîáñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà H0;

á) îòîáðàæåíèå R : SU2 × SU2 → GL(H), îïðåäåëåííîå ôîð-
ìóëîé R(A, B) : X 7→ AXB−1, ÿâëÿåòñÿ (âåùåñòâåííûì) ëèíåéíûì
ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû SU2 × SU2, Ker R = {(E, E), (−E, −E)},
à Im R ñîñòîèò èç âñåõ ñîáñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîñòðàíñòâà H0;

â) êîìïëåêñèôèêàöèÿ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ P èçîìîðôíà
îãðàíè÷åíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ Φ2 ãðóïïû SL2 èç çàäà÷è 73.9 íà
ïîäãðóïïó SU2.

73.12. Ïóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà
è ρ�íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì èç G â ãðóïïó íåâûðîæäåííûõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå V .
Äîêàçàòü, ÷òî:

à) â V ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåííûì
äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ ρ(g), g ∈G;

á) â V ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ e1, ..., en, ÷òî âñå ìàòðèöû ρ(g),
g ∈G, â ýòîì áàçèñå âåðõíåòðåóãîëüíûå.

73.13. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è G� ðàçðåøè-
ìàÿ ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä F . Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
áàçèñ e1, ..., en â V è íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N â G êîíå÷íîãî èíäåê-
ñà (çàâèñÿùåãî òîëüêî îò n), ÷òî N ñîñòîèò èç âåðõíåòðåóãîëüíûõ
ìàòðèö.



ÎÒÂÅÒÛ È ÓÊÀÇÀÍÈß

1.3. Èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ äëÿ

∣∣∣∣ r⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣.
1.4. Ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî n.
1.5. 22n . Ïóñòü X1, ..., Xn � äàííûå ïîäìíîæåñòâà è Xε

i îáîçíà÷àåò Xi
èëè ¯̄Xi. Òîãäà âñÿêîå îáðàçîâàííîå èç Xi ïîäìíîæåñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â âèäå ⋃

(ε1,...,εn)∈ε
(Xε1

1 ∩X
ε2
2 ∩ ... ∩X

εn
n ),

ãäå ε� íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî âî ìíîæåñòâå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ε1, ...
... , εn). Âî ìíîæåñòâå X âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç n ýëåìåíòîâ ïîñòðîèòü n ïîäìíî-
æåñòâ Xi òàêèõ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç X ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Xε1
1 ∩ ... ∩X

εn
n .

2.2. Ïðåäñòàâèòü X â âèäå (Y ∪A) ∪ (X \ (Y ∪A)), ãäå A ñ÷åòíî è A ∩ Y = ∅,
X \ Y â âèäå A∪ (X \ (Y ∪A)) è èñïîëüçîâàòü ñóùåñòâîâàíèå áèåêöèè Y ∪A→A.

2.4. 2n.
2.5. a) |Y X |= nm. á) n(n− 1) ...(n−m+ 1).
â) n! ïðè m= n, 0 ïðè m 6= n.

ã) nm − n(n− 1)m + ...+ (−1)i
(
n

i

)
(n− i)m + ...+ (−1)n−1

(
n

n− 1

)
.

Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 1.3.
2.6. n(n− 1) ...(n−m+ 1)/m!.
2.7. 2n−1.
2.9. n!/(m1! ...mk!).
2.11. ç), è), ê) Èíäóêöèÿ ïî n.
2.12. Èíäóêöèÿ ïî m.

2.13.

(
n+ k − 1

k − 1

)
. Óñòàíîâèòü áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì óêàçàííûõ ðàçáè-

åíèé è ìíîæåñòâîì ïîäìíîæåñòâ èç k − 1 ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå èç n + k − 1
ýëåìåíòîâ. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 1.3.

3.1. à)
(

1 2 3 4 5
2 1 3 4 5

)
è
(

1 2 3 4 5
1 2 5 4 3

)
.

á)
(

1 2 3 4 5 6
6 5 3 2 1 4

)
è
(

1 2 3 4 5 6
1 3 5 6 4 2

)
.

â)
(

1 2 3 4 5
5 4 3 1 2

)
è
(

1 2 3 4 5 6
4 1 6 5 3 2

)
.

3.2. à) (153)(247). á) (1362)(47). â) (1362745). ã) (1472365).
ä) (12)(34) ...(2n− 1, 2n). å) (1, n+ 1)(2, n+ 2) ...(n, 2n).
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3.3. à)
(

1 2 3 4 5 6 7
3 4 6 7 5 1 2

)
. á)

(
1 2 3 4 5 6 7
6 3 7 2 4 5 1

)
.

â)
(

1 2 3 4 ... 2n− 1 2n
3 4 5 6 ... 1 2

)
.

3.4. à) (1642573). á) (26537).

3.5. à) 5. á) 8. â) 13. ã) 18. ä)
n(n− 1)

2
. å)

n(n+ 1)

2
.

æ) (n− k + 1)(k − 1). ç) (k − 1)(n− k) +
(k − 1)(k − 2)

2
.

3.6. à) Íå÷åòíàÿ. á) ×åòíàÿ. â) ×åòíàÿ. ã) Íå÷åòíàÿ.

ä) (−1)n(n+2)/8 ïðè ÷åòíîì n è (−1)(n2−1)/8 ïðè íå÷åòíîì n.
å) (−1)[(n+1)/4]. æ) (−1)[n/2]. ç) (−1)[n/2][(n+1)/2].
3.7. à), á) ×åòíàÿ ïðè k íå÷åòíîì. â) ×åòíàÿ.
ã) ×åòíàÿ ïðè k ÷åòíîì. ä) ×åòíàÿ ïðè p+ q + r + s ÷åòíîì.

3.8.

(
n

2

)
− k.

3.9. à)
(

1 2 ... n
n n− 1 ... 1

)
. á) k − 1. â) n− k.

3.10. Åñëè ïàðà ÷èñåë îòëè÷íà îò ïàð (q, q + 1) è (q + 1, q), òî îíà îáðàçóåò
èíâåðñèþ â îáåèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ îäíîâðåìåííî.

3.11. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 3.10.
3.12. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè σ = (i1, ..., ik), òî

πGπ−1 = (π(i1), ..., π(ik)).

3.13. Åñëè i, j âõîäÿò â ðàçíûå öèêëû, òî ýòè öèêëû ñëèâàþòñÿ â îäèí; åñëè
i, j âõîäÿò â îäèí öèêë, òî îí ðàñïàäàåòñÿ íà äâà öèêëà, îñòàëüíûå öèêëû íå
èçìåíÿþòñÿ; äåêðåìåíò óâåëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåòñÿ íà 1.

3.17. Åñëè g � äðóãîé ìíîãî÷ëåí òîãî æå òèïà (ïðè äðóãîì âûáîðå äâó÷ëå-
íîâ), òî σf/σg = f/g; çàòåì èñïîëüçîâàòü

∏
i>j

(xj − xi).

3.18. à) Åñëè ãðàô ñâÿçíûé, òî â âèäå óêàçàííûõ ïðîèçâåäåíèé ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ òðàíñïîçèöèè (12), ..., (1n), à åñëè íåñâÿçíûé, òî òîëüêî öèêëû, êîòîðûå
ñîäåðæàòñÿ â îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

á) Âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì à).
3.19. Ðàññìîòðèì ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà÷èíàþùèéñÿ ñ 1, 2, ..., n, ïîëó-

÷åííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà 1 ïåðåâîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî íà 1-å, 2-å, . . .,
n-å ìåñòî; çàòåì 2 ïåðåâîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî íà âñå ìåñòà äî (n − 1)-ãî è ò. ä.

Íà êàæäîì øàãå ÷èñëî èíâåðñèé óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 è äîñòèãàåò ÷èñëà
(
n

2

)
â ïîñëåäíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n, n− 1, ..., 1.

3.20.
n!

2

(
n

2

)
. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 3.8.

3.21. a) sgn ξ = (sgn σ)n(sgn τ)m. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷èòü X × Y
è ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî èíâåðñèé.

á) Äëèíû öèêëîâ ðàâíû (ki, lj), êàæäûé âõîäèò (ki, lj) ðàç (i = 1, ..., s;
j = 1, ..., t); ðàññìîòðåòü ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ñàìè σ, τ ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè.
Çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷åòíîñòü ξ ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ |X|+ |Y |.

3.22. â) Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 3.12.
3.23. Ðàçëîæèòü σ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Èíòåðïðåòèðóÿ êàæ-

äûé öèêë äëèíû íå ìåíüøå òðåõ êàê ïîâîðîò ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, ïðåä-
ñòàâèòü ïîâîðîò êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñèììåòðèé.

4.2. à) u(n) = 3 · 2n − 5. á) u(n) = (−1)n(2n− 1).
4.3. Èíäóêöèÿ ïî n.
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4.4. à)
4n+1 − 1

3
− n− 1. á) −n2 + 1. â) 2n+2(n− 2) + 6.

4.5. u(n) =
1
√

5

(
1 +
√

5

2

)n
− 1
√

5

(
1−
√

5

2

)n
.

4.6�4.10. Èíäóêöèÿ ïî n.
4.11. à)�ä) Èíäóêöèÿ ïî n. å) Âûòåêàåò èç ä).
æ) Âûòåêàåò èç ä), å) è àëãîðèòìà Åâêëèäà.
4.12. Èíäóêöèÿ ïî n.
4.13. Åñëè m� òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî rm ∈ Z, òî Um(2 cos rπ) = 0 ïî çàäà-

÷å 4.12, á). Ïî çàäà÷àì 4.12, á) è 28.1 ÷èñëî 2 cos rπ öåëîå. Òàê êàê | cos rπ| 6 1,
òî 2 cos rπ = 0, ±1, ±2.

4.14.
n(n+ 1)

2
+ 1. Äîáàâëåíèå n-é ïðÿìîé óâåëè÷èâàåò ÷èñëî îáëàñòåé íà n.

5.1. à) n(n+ 1)(2n+ 1)/6; ðàññìîòðåòü ñóììó

(0 + 1)3 + (1 + 1)3 + ...+ ((n− 1) + 1)3.

á) n2(n+ 1)2/4.
5.2. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 5.1.
5.3. Ïóñòü T �ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïàð (σ, i), ãäå σ ∈ S, σ(i) = i; òîãäà∑

σ∈Sn

N(σ)s+1 =
∑

(σ,i)∈T
N(σ)s =

n∑
i=1

∑
σ′∈Sn−1

(N(σ′ + 1))s.

5.4. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 2.7 è 2.12, à).
5.5. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 5.4, ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäñòàâèâ â âèäå ñóììû âû-

ðàæåíèå îäíîé ôóíêöèè ÷åðåç äðóãóþ.
5.6. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 5.5.
6.1. (1, 4, −7, 7).
6.2. à) (0, 1, 2, −2). á) (1, 2, 3, 4).
6.3. à) Äà. á) Íåò. â) Äà. ã) Íåò. ä) Íåò. å) Äà.
6.7. à) Íåò. á) Íåò. â) Íåò. ã) Íåò. ä) Äà, ïðè ÷åòíîì k. å) Äà.
6.8. Íåò.
6.9. à) λ= 15. á) λ� ëþáîå ÷èñëî. â) λ� ëþáîå ÷èñëî.
ã) λ 6= 12. ä) Òàêîãî λ íå ñóùåñòâóåò.
6.10. à) (a1, a2), (a2, a3). á) (a1, a3), (a2, a4), (a1, a4), (a2, a3).
â) Ëþáûå äâà âåêòîðà îáðàçóþò áàçèñ. ã) (a1, a2, a4), (a2, a3, a4).
ä) (a1, a2, a4), (a1, a2, a5), (a2, a3, a4), (a2, a3, a5).
6.11. Åñëè ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà èëè ïîëó÷àåòñÿ èç ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìîé äîáàâëåíèåì íóëåâûõ âåêòîðîâ.
6.12. à) (a1, a2, a4, a5), a3 = a1 − a2.
á) (a1, a2, a3), a4 = 17a1 + 12a2 − 26a3.
â) (a1, a2, a3), a4 = 5a1 + 2a2 − 2a3, a5 =−a1 + a2 + a3.
ã) (a1, a2), a3 = a1 + 3a2, a4 = 2a1 − a2.
ä) (a1, a2, a3).
å) (a1, a2), a3 = 2a1 − a2.
æ) (a1, a2), a3 =−a1 + a2, a4 =−5a1 + 4a2.
ç) (a1, a2, a3), a4 = a1 + a2 − a3.
è) (a1, a2, a4), a3 = 2a1 − a2.
ê) (a1, a2), a3 = 3a1 − a2, a4 = a1 − a2.
ë) (a1, a2, a3), a4 = a1 − a2 − a3.
6.13. Ëþáûå k − 1 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ îáðàçóþò áàçèñ.
6.18. à), á) p= 3.
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7.1. à) 2. á), â), ã), ä) 3. å), ê) 4. æ), ç), è) 5. ë) n ïðè íå÷åòíîì n;
n− 1 ïðè ÷åòíîì n.

7.2. à) 1 ïðè λ= 1, 2 ïðè λ=−1 è 3 ïðè λ 6=±1.
á) 2 ïðè λ= 1, 3 ïðè λ= 2 è λ= 3, 4 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
â) 2 ïðè λ= 0, 3 ïðè λ 6= 0.
ã) 2 ïðè λ= 3, 3 ïðè λ 6= 3.
ä) 3 ïðè λ=±1 èëè ±2, 4 ïðè λ 6=±1 èëè ±2.
å) 3, åñëè λ= 0, −2, −4 è 4 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
æ) n ïðè λ= 1, 2, ..., n è n+ 1 ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ λ.
ç) n ïðè λ= 1/2 è n+ 1 ïðè λ 6= 1/2.
7.4. Ñèñòåìà ñòðîê ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó

ñòðîê âòîðîé ìàòðèöû.
7.6. Ñèñòåìà ñòðîê ñóììû ìàòðèö ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáúåäèíåíèå

ñèñòåì ñòðîê ýòèõ ìàòðèö.
7.7. Åñëè, íàïðèìåð, ñèñòåìà ñòðîê ìàòðèöû ðàíãà 2 åñòü (a, b, αa+βb, γa+δb),

òî A åñòü ñóììà ìàòðèö ñî ñòðîêàìè (a, 0, αa, γa) è (0, b, βb, δb); äàëåå èñïîëü-
çîâàòü çàäà÷ó 7.6.

7.9. 0 ïðè r 6 n− 2; 1 ïðè r = n− 1; n ïðè r = n.
7.10. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
7.15. Èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåíèå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàð-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé II òèïà ñî ñòðîêàìè.
7.16. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ñòîëáöîâ.
7.19. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ñòðîê. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðàññìîò-

ðåòü áàçèñ ñèñòåìû ñòîëáöîâ ñ íàèìåíüøèìè âîçìîæíûìè íîìåðàìè.
8.1. à) x3 = (x1 − 9x2 − 2)/11, x4 = (−5x1 + x2 + 10)/11; (0, 1, −1, 0).

á) x3 =− 11

8
x4, x1 =

2

3
x2 +

1

24
x4 −

1

3
;
(
− 1

3
, 0, 0, 0

)
.

â) Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.
ã) x3 = 1− 4x1 − 3x2, x4 = 1; (1, −1, 0, 1).
ä) x3 = 6 + 10x1 − 15x2, x4 =−7− 12x1 + 18x2; (1, 1, 1, −1).
å) x1 = 3, x2 = 0, x3 =−5, x4 = 11.
æ) x1 = 3, x2 = 2, x3 = 1.
ç) x3 = 13, x5 =−34, x4 = 19− 3x1 − 2x2.
8.2. à) Ïðè λ= 0 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; ïðè λ= 6= 0

x1 =
1

λ
, x3 =

9λ− 16

5λ
− 8

5
x2, x4 =

4− λ
5λ
− 3

5
x2.

á) Ïðè λ 6= 0 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; ïðè λ= 0

x1 =− 1

2
(7 + 19x3 + 7x4), x2 =− 1

2
(3 + 13x3 + 5x4).

â) Ïðè λ= 1 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, ïðè λ 6= 1

x1 =
43− 8λ

8− 8λ
− 9

8
x3, x2 =

5

4− 4λ
+
x3

4
, x4 =

5

λ− 1
.

ã) x2 = 4 + 2x1 − 2x4, x3 = 3 − 2x4 ïðè λ = 8; x1 = 0, x2 = 4 − 2x4,
x3 = 3− 2x4 ïðè λ 6= 8.

ä) x3 = −1, x4 = 2 − x1 −
3

2
x2 ïðè λ = 8; x2 = 4 − 2

3
x1, x3 = −1, x4 = 0 ïðè

λ 6= 8.
å) x1 = x2 = x3 = 1/(λ + 2) ïðè λ 6= 1, −2; x1 = 1 − x2 − x3 ïðè λ = 1; ïðè

λ=−2 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.



Îòâåòû è óêàçàíèÿ 303

æ) x1 = x2 = x3 = x4 = 1/(λ + 3) ïðè λ 6= 1, −3; x1 = 1 − x2 − x3 − x4 ïðè
λ= 1; ïðè λ=−3 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

ç) Ïðè λ 6= 0, −3

x1 =
2− λ2

λ(λ+ 3)
, x2 =

2λ− 1

λ(λ+ 3)
, x3 =

λ3 + 2λ2 − λ− 1

λ(λ+ 3)
;

ïðè λ= 0 è λ=−3 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.
è) x1 = 2− λ2, x2 = 2λ− 1, x3 = λ3 + 2λ2 − λ− 1 ïðè λ 6= 0, −3; x1 =−x2 − x3

ïðè λ= 0; x1 = x2 = x3 ïðè λ=−3.
8.3. à) t(2, 3, 1)1.
á) Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà t(0, 0, 2, −1) + αt(13, 0, 9, −1) + βt(0, 13, −27, 3).
â) Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà t(2, 1,−1, 0, 1)+αt(1, 0, 4, 0,−1)+βt(0, 1,−8, 0, 2).
ã) Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà t(2, −2, 3, −1) + αt(−13, 8, −6, 7).
ä) ∅.
å) Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà t(1, 2, 22/5, 8/5)+αt(5, 0,−17,−8)+βt(0, 5, 34, 16).
æ) Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà t(−3, 1, 3/2, −1/2, −5/2)+αt(1, 0, −2, −4, −4)+

+ βt(0, 1, −1, −2, −2).
ç) t(3, 0, −5, 11).
8.4. a) x1 = 8x3 − 7x4, x2 =−6x3 + 5x4; (t(8, −6, 1, 0), t(−7, 5, 0, 1)).
á) Ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.
â) x1 = x4 − x5, x2 = x4 − x6, x3 = x4; t(1, 1, 1, 1, 0, 0), t(−1, 0, 0, 0, 1, 0),

t(0, −1, 0, 0, 0, 1)).
ã) Åñëè n = 3k èëè n = 3k + 1, òî ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå;

åñëè n= 3k + 2, òî îáùåå ðåøåíèå

x3i = 0, x3i+1 =−xn, x3i+2 = xn (i= 1, ..., k);

(t(−1, 1, 0, −1, 1, 0, ..., 0, −1, 1)).
8.5. à) (t(7, −5, 0, 2), t(−7, 5, 1, 0)).
á) (t(−9, 3, 4, 0, 0), t(−3, 1, 0, 2, 0), t(−2, 1, 0, 0, 1)).
â) ßäðî ñîñòîèò èç íóëåâîãî âåêòîðà.
ã) (t(−9, −3, 11, 0, 0), t(3, 1, 0, 11, 0), t(−10, 4, 0, 0, 11)).
ä) (t(0, 1, 3, 0, 0), t(0, 0, 2, 0, 1)).
å) (t(−3, 2, 1, 0, 0), t(−5, 3, 0, 0, 1)).
8.6. à) x1 = x2 = 1. á) x3 = 3, x2 =−1.

â) x1 = cos(α+ β), x2 = sin(α+ β). ã) t
(

9

4
, − 3

4
, − 3

4

)
.

ä) x1 = 3, x2 = 2, x3 = 1. å) x1 = 3, x2 =−2, x3 = 2.
8.7. x2 + 3x+ 4.
8.8. x3 + 3x2 + 4x+ 5.
8.9. −x4 − x+ 1.
8.10. à) t(2, 4, 2). á) t(15, 2, 4).
8.11. Ïîëó÷èòü ôîðìóëû Êðàìåðà ∆xi = ∆i è îáå ÷àñòè óìíîæèòü íà ÷èñ-

ëî u, òàêîå, ÷òî ∆u+mv = 1.
8.12. Åñëè d = aij è aik = dq + r (0 < r < |d|), òî ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì ìîæíî ïåðåéòè ê ìàòðèöå ñ ýëåìåíòîì r < |d|; ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû
ñòðîêè i è ñòîëáöà j äåëÿòñÿ íà d, è ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó B, ãäå
b11 = d, b1i = bk1 = 0; åñëè b2 = dq + s (0 6 s < |d|), òî, âû÷òÿ èç ïåðâîé ñòðîêè

1Â îòâåòàõ ñèìâîë tu îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö, ïîëó÷åííûé òðàíñïîíèðîâà-
íèåì ñòðîêè u.
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âòîðóþ, à çàòåì ïðèáàâèâ êî âòîðîìó ñòîëáöó ïåðâûé, óìíîæåííûé íà q, ïîëó-
÷èì ìàòðèöó ñ ýëåìåíòîì −s, ò. å. s= 0.

8.13. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 8.12 è åå ðåøåíèå.
8.14. Èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Êðàìåðà. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî: ñèñòå-

ìà èç îäíîãî óðàâíåíèÿ 2x= 2 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë
è íåîïðåäåëåííîé ïî ìîäóëþ 2.

8.15. Íåâåðíî: ñèñòåìà èç îäíîãî óðàâíåíèÿ 4x= 2 íå èìååò öåëûõ ðåøåíèé,
íî ñîâìåñòíà ïî ìîäóëþ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

8.16. à) Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïî ìîäóëþ p 6= 3; x1 =−1 + x2 + x3 ïðè p= 3.
á) Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïî ìîäóëþ p 6= 3; ïî ìîäóëþ 3 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.
â) Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïî ìîäóëþ p 6= 2; ïî ìîäóëþ p = 2 ñèñòåìà íåñîâ-

ìåñòíà.
8.19. Èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è.
8.23. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè çàäà÷ 8.20�8.22.
8.24. à) {t(1− 3k − 2l, 2k, l) | k, l ∈ Z}.
á) {t(k, 0, 11(2k − 1), −8(2k − 1)) | k ∈ Z}.
8.25. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 8.19.
8.26. Äëÿ ñòîëáöà X ÷åðåç ‖X‖ îáîçíà÷èì ìàêñèìóì ìîäóëåé êîîðäèíàò.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, m ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
‖Xn − Xm‖ < q‖Xn−1 − Xm−1‖, ãäå 0 < q < 1. Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Xn ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ AX = b.

9.1. à) −16. á) 0. â) 1. ã) sin(α− β).
ä) 0. å) 0. æ) a2 + b2 + c2 + d2.
9.2. à) −8. á) −50. â) 16. ã) 0.
ä) 3abc− a3 − b3 − c3. å) 0. æ) sin(β − γ) + sin(γ − α) + sin(α− β).
ç) −2. è) 0. ê) 3i

√
3.

10.1. à) Âõîäèò ñî çíàêîì ïëþñ. á) Âõîäèò ñî çíàêîì ìèíóñ. â) Íå âõîäèò.
10.2. i= 2, j = 3, k = 2.
10.3. 2x4 − 5x3 + ...
10.4. à) a11a22 ...ann. á) (−1)n(n−1)/2a1na2,n−1 ...an1.
â) abcd. ã) abcd. ä) 0.
10.6. 1.
11.1. à) Óìíîæèòñÿ íà (−1)n.
á) Íå èçìåíèòñÿ.
â) Íå èçìåíèòñÿ; ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàìåíèòü äâóìÿ ñèììåòðèÿìè îòíî-

ñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ñðåäíèõ ëèíèé è ñèììåòðèåé îòíîñè-
òåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

ã) Íå èçìåíèòñÿ.
ä) Óìíîæèòñÿ íà (−1)n(n−1)/2.
11.2. à) Óìíîæèòñÿ íà (−1)n−1. á) Óìíîæèòñÿ íà (−1)n(n−1)/2.
11.3. à), á) Íå èçìåíèòñÿ. â) Îáðàòèòñÿ â íóëü. ã) Îïðåäåëèòåëü ÷åòíîãî

ïîðÿäêà îáðàòèòñÿ â 0; íå÷åòíîãî ïîðÿäêà óäâîèòñÿ.
11.4. Òðàíñïîíèðîâàòü îïðåäåëèòåëü è èç êàæäîé ñòðîêè âûíåñòè −1 çà çíàê

îïðåäåëèòåëÿ.
11.5. Èñïîëüçîâàòü, ÷òî, íàïðèìåð, 20604 = 2 · 104 + 6 · 102 + 4.
11.6. 0, òàê êàê îäíà ñòðîêà ðàâíà ïîëóñóììå äâóõ äðóãèõ.
11.7. 0.
11.10. à) a1a2 ...an + (a1a2 ...an−1 + a1 ...an−2an + ... + a2a3 ...an)x; ðàçëî-

æèòü îïðåäåëèòåëü íà ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ, ïîëüçóÿñü ïîñëåäíåé ñòðîêîé.
á) xn + (a1 + ...+ an)xn−1.
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â) Dn = 0 ïðè n > 2, D1 = 1 + x1y1, D2 = (x1 − x2)(y1 − y2).
ã) 0 ïðè n > 1; ðàçëîæèòü íà ñóììó îïðåäåëèòåëåé, èñïîëüçóÿ êàæäûé èç

ñòîëáöîâ.

ä) 1 +
n∑
i=1

(ai + bi) +
∑

16i<k6n
(ai − ak)(bk − bi); ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

äâóõ îïðåäåëèòåëåé, ïîëüçóÿñü ïåðâîé ñòðîêîé;
å) 1 + x1y1 + ...+ xnyn.

12.1. 8a+ 15b+ 12c− 19d.

12.2. 2a− 8b+ c+ 5d.

12.3. à) xn + (−1)n+1yn; ðàçëîæèòü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó.
á) a0x1x2x3 ...xn + a1y1x2x3 ...xn + a2y1y2x3 ...xn + ...+ any1y2y3 ...yn; ðàç-

ëîæèòü ïî ïåðâîé ñòðîêå è èñïîëüçîâàòü òåîðåìó îá îïðåäåëèòåëå ñ óãëîì íóëåé
èëè ðàçëîæèòü ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó è ñîñòàâèòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå.

â) a0xn + a1xn−1 + ...+ an; ðàçëîæèòü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó.
ã) n!(a0xn + a1xn−1 + ...+ an).

ä)
xn+1 − 1

(x− 1)2
− n+ 1

x− 1
.

å)
nxn

x− 1
− xn − 1

(x− 1)2
.

æ) a1a2 ...an − a1a2 ...an−1 + a1a2 ...an−2 − ... + (−1)n−1a1 + (−1)n; ðàç-
ëîæèòü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó èëè ðàçëîæèòü ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó, â ïåðâîì
ñëàãàåìîì ïåðåíåñòè ïîñëåäíþþ ñòðîêó íà ïåðâîå ìåñòî è ñîñòàâèòü ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå.

ç)
n∏
i=1

(aia2n+1−i − bib2n+1−i).

è) a1a2 ...an
(
a0 −

1

a1
− 1

a2
− ...− 1

an

)
.

12.4. Äîêàçàòü, ÷òî Dn =Dn−1 +Dn−2.

13.1. à) 301. á) −153. â) 1932. ã) −336.
ä) −7497; ïîëó÷èòü óãîë èç íóëåé. å) 10. æ) −18016.

ç) 1. è) −2639. ê)
28

81
. ë) 1. ì) −21. í) 60.

î) 78. ï) −924. ð) 800. ñ) 301.

13.2. à) n!. á) (−1)n−1n!; ïîñëåäíþþ ñòðî÷êó (èëè ïîñëåäíèé ñòîëáåö)
âû÷åñòü èç âñåõ îñòàëüíûõ.

â) (−1)n(n−1)/2b1b2 ... bn.
ã) x1(x2 − a12)(x3 − a23) ...(xn − an−1,n); èç êàæäîé ñòðîêè, íà÷èíàÿ ñ ïî-

ñëåäíåé, âû÷åñòü ïðåäûäóùóþ.
ä) (−1)n(n−1)/2n; èç êàæäîãî ñòîëáöà, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî, âû÷åñòü ïðåäû-

äóùèé.

å)
n∏
k=1

(1− akkx).

æ) (−1)n(n+1)/2(n+ 1)n−1; ïðèáàâèòü âñå ñòîëáöû ê ïåðâîìó.
ç) [(a+ (n− 1)b](a− b)n−1.
è) b1 ... bn.

13.3. (−nh)n−1
[
a+

(n− 1)

2
h
]
; èç êàæäîé ñòðîêè îò 1-é äî (n− 1)-é âû÷åñòü

ñëåäóþùóþ è ïîëó÷åííûå n− 1 ñòðîêè ñëîæèòü.

14.1. à) n+ 1. á) 2n+1 − 1. â) 9− 2n+1.
ã) 5 · 2n−1 − 4 · 3n−1. ä) 2n+1 − 1.
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å)
αn+1 − βn+1

α− β
ïðè α 6= β; è (n+ 1)αn ïðè α= β;

æ), ç)
n∏
k=1

k!. è)
∏

n>i>k>1
(xi − xk).

ê)
∏

16i<k6n+1
(aibk − akbi).

ë)
(∑

xα1xα2 ...xαn−s

) ∏
n>i>k>1

(xi − xk), ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì

ñî÷åòàíèÿì n − s ÷èñåë α1, ..., αn−s èç ÷èñåë 1, 2, ..., n; ïðèïèñàòü ñòðîêó
1, z, z2, ..., zs−1, zs, zs+1, ..., zn è ñòîëáåö t(zs, xs1, ..., x

s
n), ïîëó÷åííûé îïðå-

äåëèòåëü âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ðàçëîæåíèåì ïî ïðèïèñàííîé ñòðîêå
è êàê îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà è ñðàâíèòü êîýôôèöèåíòû ïðè zs.

ì) [2x1x2 ...xn − (x1 − 1)(x2 − 1) ...(xn − 1)]
∏

n>i>k>1
(xi − xk); ïðèïèñàòü

ïåðâóþ ñòðîêó 1, 0, 0, ..., 0 è ïåðâûé ñòîëáåö èç åäèíèö, ïåðâûé ñòîëáåö
âû÷åñòü èç îñòàëüíûõ, åäèíèöó â ëåâîì âåðõíåì óãëó ïðåäñòàâèòü â âèäå 2 − 1
è ïðåäñòàâèòü îïðåäåëèòåëü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ îïðåäåëèòåëåé, ïîëüçóÿñü
ïåðâîé ñòðîêîé.

í) (−1)n−1(n− 1)xn−2.

î)
x(a− y)n − y(a− x)n

x− y
.

15.1. (a2 + b2 + c2 + d2)2; óìíîæèòü äàííóþ ìàòðèöó íà òðàíñïîíèðîâàííóþ.
Íàéòè êîýôôèöèåíò ïðè a4 â ðàçâåðíóòîì âûðàæåíèè äàííîãî îïðåäåëèòåëÿ.

15.2. à) 0, åñëè n > 2, sin(α1 − α2) sin(β1 − β2) ïðè n= 2.
á)

∏
n>i>k>1

(ai − ak)(bi − bk).

â)
(
n

1

)(
n

2

)
...
(
n

n

) ∏
n>i>k>0

(ak − ai)(bi − bk).

ã)
∏

n>i>k>0
(xi − xk)2.

15.3. Óìíîæèòü íà îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.
15.4. à) (a+ b+ c+ d)(a− b+ c− d)(a+ bi− c− di)(a− bi− c+ di) = a4 − b4 +

+ c4 − d4 − 2a2c2 + 2b2d2 − 4a2bd+ 4b2ac− 4c2bd+ 4d2ac; ñì. çàäà÷ó 15.3.
á) (1− αn)n−1; ñì. çàäà÷ó 15.3 è ðàâåíñòâî (1− αε1)(1− αε2) ...(1− αεn) =

= 1− αn.
16.1. à) 2; ïîêàçàòü, ÷òî âñå òðè ÷ëåíà îïðåäåëèòåëÿ, âõîäÿùèå â ðàçâåðíóòîå

âûðàæåíèå ñî çíàêîì ïëþñ, íå ìîãóò ðàâíÿòüñÿ 1, è ðàññìîòðåòü îïðåäåëèòåëü
ñ íóëåì íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è îñòàëüíûìè åäèíèöàìè.

á) 4; â ðàçâåðíóòîì âûðàæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå ÷ëå-
íîâ ñî çíàêîì ïëþñ è ÷ëåíîâ ñî çíàêîì ìèíóñ è âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ñ ýëå-
ìåíòàìè ãëàâíîé äèàãîíàëè −1 è îñòàëüíûìè åäèíèöàìè.

16.2. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçâåðíóòûì âûðàæåíèåì.
16.4. Ïðèìåíèòü òåîðåìó îá óìíîæåíèè îïðåäåëèòåëåé ê ïðîèçâåäåíèþ AÂ.
16.5. Ðàçëîæèòü det C â ñóììó nm îïðåäåëèòåëåé, ïîëüçóÿñü ñòîëáöàìè.

Â êàæäîì ñëàãàåìîì èç j-ãî ñòîëáöà âûíåñòè bjkj . Ïîêàçàòü, ÷òî

det C =

n∑
k1,...,km=1

b1k1 ... bmkmAk1,...,km .

Çàìåòèòü, ÷òî ïðèm> n ñðåäè ÷èñåë k1, ..., km âñåãäà åñòü ðàâíûå è Ak1,...,km =
= 0. Âòîðîé ñïîñîá: ïðè m > n ìàòðèöû A è B äîïîëíèòü äî êâàäðàòíûõ ïðè
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ïîìîùè m − n ñòîëáöîâ, ñîñòîÿùèõ èç 0, è ïðèìåíèòü òåîðåìó îá óìíîæåíèè
îïðåäåëèòåëåé.

16.6, 16.7. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 16.5.
16.8. Ðàçëîæèòü ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå.
16.9. Ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî∣∣∣∣∣∣

a11 + x ... a1n + x
..............................
an1 + x ... ann + x

∣∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1n
...................
an1 ... ann

∣∣∣∣∣∣+ x
∑
i,j

Aij ,

çàòåì â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà è â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè âû÷åñòü
ïåðâóþ ñòðîêó èç âñåõ îñòàëüíûõ è ïîëîæèòü x= 1.

16.11. Âûïîëíèòü íàä êàæäîé èç k ãðóïï ïî n ñòðîê îïðåäåëèòåëÿ D ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå îïðåäåëèòåëü A ê òðåóãîëüíîìó âèäó, è ðàçëîæèòü
ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ïî ñòðîêàì ñ íîìåðàìè n, 2n, ..., kn ïî òåîðåìå Ëà-
ïëàñà.

16.12. à) Ñóììà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé a1, ..., an, îäíî èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû, à äðóãèå ïîëó÷àþòñÿ èç íåãî âûáðàñûâàíèåì îäíîãî
èëè íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè (åñëè âûáðîøåíû âñå ñî-
ìíîæèòåëè, ñ÷èòàåì ÷ëåí ðàâíûì 1); èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
(a1 ...an) = an(a1 ...an−1) + (a1 ...an−2).

á) (a1a2 ...an) = (a1a2 ...ak)(ak+1ak+2 ...an) + (a1a2 ...ak−1)(ak+2ak+3 ...an).
â) Ïðèìåíèòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
16.13. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê ìàòðèöû (C|D) ýëåìåíòàðíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïåðåâåñòè åå ê ìàòðèöå ñ íóëåâîé ñòðîêîé è ýòè æå
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíèòü ê ñòîëáöàì ìàòðèö tD è tC; ýòî äàñò
ìàòðèöó, îòëè÷àþùóþñÿ îò AtD − BtC íåâûðîæäåííûì ìíîæèòåëåì; â ñëó÷àå
êîãäà ∣∣∣∣∣∣

c1i1 ... c1ik d1j1 ... d1jl
..............................................
cni1 ... cnik dnj1 ... dnjl

∣∣∣∣∣∣ 6= 0, k + l = n, is 6= jt,

ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå
(
A B
C D

)
·
( tD tK
−tC tL

)
, ãäå

(K|L) =

0 ... c′1i1
... c′1ik

... 0 ... d′1j1
... 0 ... d′1jl

... 0

...........................................................................................
0 ... c′ni1

... c′nik
... 0 ... d′nj1

... 0 ... d′njl
... 0

,
c
′
1i1

... c′ni1
....................
d′1jl

... d′njl

�ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê

c1i1 ... d1jl
....................
cnil ... dnjl

.
16.14. Ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå

(
A B
C D

)
·
(
C−1 D

0 −C

)
èëè ñîîòâåòñòâåííî

(
A B
C D

)
·
(

D 0

−C D−1

)
.

16.15.[
(c− a)n −

(
n− 1

1

)
(c− a)n−2 +

(
n− 2

2

)
(c− a)n−4 + ...

]
×

×
[
(c+ a)n −

(
n− 1

1

)
(c+ a)n−2 +

(
n− 2

2

)
(c+ a)n−4 − ...

]
.
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Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî∣∣∣∣cE A
A cE

∣∣∣∣= |c2E −A2|= |cE −A| · |cE +A|.

16.16. Â îïðåäåëèòåëå Dn+2 ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé ïðèïèñû-
âàíèåì ñíèçó ñòðîêè 1, x, ..., xn+1, âû÷åñòü èç êàæäîãî ñòîëáöà ïðåäûäóùèé,
ïîêàçàòü, ÷òî Dn+2 = (x− 1)Dn−1, è ðàçëîæèòü Dn+2 ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå.

16.17. Ðàçëîæèâ D2k+1 ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó, ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà −D1, D2,
−D3, D4, ... óäîâëåòâîðÿþò òîé æå ñèñòåìå óðàâíåíèé, ÷òî è êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ

x

ex − 1
= 1 + b1x+ b2x

2 + b3x
3 + ...

(èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî

1 = (1 + b1x+ b2x
2 + b3x

3 + ...)
(

1 +
x

2!
+
x2

3!
+
x3

4!
+ ...

)
;

çàìåòèòü, ÷òî b1 =− 1

2
è ÷òî

x

ex − 1
− 1 +

1

2
x� ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ).

16.18. Êàæäûé èç îïðåäåëèòåëåé âîçâåñòè â êâàäðàò.
16.19. à), á) Pn =Qn = 1; ïîêàçàòü, ÷òî Qn = P 2

n .
16.20. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ãàóññà n=

∑
d|n

ϕ(d), ïîêàçàòü, ÷òî

dij =

n∑
k=1

pkipkjϕ(k),

ãäå pij = 1, åñëè i äåëèò j, è pij = 0, åñëè i íå äåëèò j; ðàçëîæèòü îïðåäåëèòåëü
íà ñóììó nn ñëàãàåìûõ.

16.21. Ïðîâåðèòü, ÷òî

A= det
(

1

1− xiyj

)
i,j=1,...,n

n∏
i,j=1

(1− xiyj)

ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì ìíîãî÷ëåíîì îò x1, ..., xn, y1, ..., yn, êîñîñèììåòðè÷-
íûì ïî x1, ..., xn è ïî y1, ..., yn. Ïîýòîìó

A= b∆(x1, ..., xn)∆(y1, ..., yn),

ãäå b�ìíîãî÷ëåí îò x1, ..., yn. Ñðàâíèâàÿ ñòåïåíü A è

∆(x1, ..., xn)∆(y1, ..., yn),

ïîêàçàòü, ÷òî b= 1.

17.1. à)
(

1 n+m
0 1

)
.

á)
(

cos(α+ β) − sin(α+ β)
sin(α+ β) cos(α+ β)

)
.

â)

 1 0
0 1
−1 0

.
ã)
(

6 14 −2
10 −19 17

)
. ä)

6 8 6
8 19 8
6 8 6

. å)

 7 5 0
−7 −5 0
14 10 0

.
æ)


3 3 0 0
3 3 0 0
0 0 −2 2
0 0 2 −2

. ç)


2 4 0 0
3 7 0 0
0 0 0 7
0 0 −2 3

.
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17.2. à)

 −1 −4 −1
2 9 −7
13 −9 15

. á)


7 4 5 11
6 4 −1 6
0 0 6 12
−1 2 1 3

.

17.3. à)

9 0 0
0 9 0
0 0 9

. á)


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

.

â)


4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

. ã)


0 0 2 0
0 0 0 6
0 0 0 0
0 0 0 0

.
17.4. à)

(
cos nα sin nα
− sin nα cos nα

)
, ïðèìåíèòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

á)
(
λn nλn−1

0 λn

)
.

â)
(

3n+ 1 −n
9n −3n+ 1

)
; çàìåòèòü, ÷òî ïåðâàÿ è òðåòüÿ ìàòðèöû âçàèìíî îá-

ðàòíûå, è çàïèñàòü ñòåïåíè â âèäå n ñîìíîæèòåëåé.

17.5. à)

1 4 0
0 1 0
1 4 0

. á)

18 18 18
18 18 18
18 18 18

.
17.7. Hk =

(
0 E
0 0

)
, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n − k, åñëè

k 6 n− 1, è Hk = 0 ïðè k > n.
17.8. Ïðåäñòàâèòü f(x) â âèäå

f(x) =

n∑
k=0

f(k)(λ)

k!
(x− λ)k

è I â âèäå I = λE +H, ãäå H èç çàäà÷è 17.7. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 17.7.

17.10. à)
(

3 1
−4 −1

)
. á)

1 1 5
0 1 6
0 0 1

.
17.11. à)

(
2 1
−4 −2

)
.

á)



0 1 −1/2 1/3 −1/4 ... (−1)n/(n− 1)

0 0 1 −1/2 1/3 ... (−1)n−1/(n− 2)

0 0 0 1 −1/2 ... (−1)n−2/(n− 3)
....................................................................
0 0 0 0 0 ... 1
0 0 0 0 0 ... 0

.
17.14.

∑
k

ajkEik.

17.15.
∑
k

akiEkj .

17.16, 17.17. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 17.14 è 17.15.
17.18. Ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ìàòðèöû A ñ E + Eij , i 6= j, ýêâèâà-

ëåíòíà ïåðåñòàíîâî÷íîñòè A ñ Eij . Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 17.16.
17.19. A= 0; ïîñëå óìíîæåíèÿ A íà ìàòðè÷íóþ åäèíèöó Eji ïîëó÷èòñÿ ìàò-

ðèöà, ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîèò ýëåìåíò aij , à îñòàëüíûå ýëåìåíòû�
íóëè.

17.21. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 17.20.
17.22. Ïðè λ= 0; èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 17.20.
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17.24. tr[A, B] = 0. Âû÷èñëèòü êâàäðàò ìàòðèöû ñ íóëåâûì ñëåäîì.

17.25.

(
AA1 + BC1 AB1 + BD1

CA1 +DC1 CB1 +DD1

)
.

17.26. Íàéòè ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèö AtA è tAA.

17.27. Ïóñòü B = (bij), ãäå bij = 0 ïðè i > j. Ïî óñëîâèþ bij = 0 ïðè i > j,
bii 6= 0 äëÿ âñåõ i è b1ib1j + ...+ biibij = 0 ïðè j > i+ k. Èíäóêöèåé ïî i ïîêàçàòü,
÷òî bij = 0.

17.28. Çàìåòèòü, ÷òî Eij = [Eij , Ejj ] ïðè i 6= j, à ìàòðèöà diag(α1, ..., αn)

ñ íóëåâûì ñëåäîì ðàâíà
n∑
i=2

αi(Eii − E11) =
n∑
i=2

αi[Ei1, E1i].

17.29. A= diag(h1, ..., hn),

B =



0 0 0 ... 0 0
h1 0 0 ... 0 0
0 h1 + h2 0 ... 0 0
0 0 h1 + h2 + h3 ... 0 0
...........................................................
0 0 0 ... 0 0

0 0 0 ...
n−1∑
k=1

hk 0


,

ãäå hk = (n− 2k + 1)/2.

18.1. X =

(
2 3
0 2

)
, Y =

(
−1 −2
0 −1

)
.

á) Y = 2X +

(
0 −1
1 0

)
, ãäå X � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2.

18.3. a)
(

1 1
0 0

)
. á)

(
11 3
−24 −7

)
.

â)
(

a b
2a− 1 2b− 3

)
(a, b ∈ R). ã) ∅. ä)

(
−1 2

0 0

)
.

å)

6 4 5
2 1 2
3 3 3

. æ)

1 2 3
4 5 6
7 8 9

. ç)


1 1 ... 1
0 1 ... 1
..................
0 0 ... 1

.
è)

−3 2 0
−4 5 −2
−5 3 0

. ê)
1

6

 9 −1 5
6 2 −4
−9 3 3

.
ë)

1

3

0 2 −1
0 −1 2
0 0 0

. ì)

0 1 0
0 2 0
0 3 0

.
í)

1

18

 1 7 −5
7 −5 1
−5 1 7

. î)

 1 1 −2
4 −2 4
−6 2 3

.
18.4. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Êðîíåêåðà�Êàïåëëè.

18.5. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû (A|B)
ïðèâåñòè A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

18.6. Óêàçàòü ìàòðèöó B, ñ÷èòàÿ A ñòóïåí÷àòîé.

18.8. à)
(

1 −3
0 1

)
. á)

(
1 0

−3/2 1/2

)
. â)

(
−5 2

3 −1

)

ã)
(

7 −3
−2 1

)
. ä)

1/5 0 0
0 1/3 0
0 0 −1/2

. å)

 1 0 0
0 1 0
−3 0 1

.
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æ)

1/6 0 0
0 −5 2
0 3 −1

. ç)

 7 −3 0
−2 1 0

0 0 1/7

. è)

1 −1 0
0 1 0
0 −1 1/3

.
ê)

 1/2 0 0
−3/2 1 −1/2

0 0 1/2

. ë)
(

cos α sin α
− sin α cos α

)
.

18.9. à)


1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0

. á)


0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0

. â)


1/2 0 0 0
0 0 1/2 0
0 0 0 1
0 1 0 0

.

ã)


0 0 1 0
0 0 0 1/3
0 1/2 0 0
−1 0 0 0

. ä)


1 −1 0 ... 0 0
0 1 −1 ... 0 0
..................................
0 0 0 ... 1 −1
0 0 0 ... 0 1

.

å)



1 0 0 0 ... 0 0 0
−1 1 0 0 ... 0 0 0

1 −1 1 0 ... 0 0 0
−1 1 −1 1 ... 0 0 0
...................................................
... ... ... ... ... 1 0 0
... ... ... ... ... −1 1 0
... ... ... ... ... 1 −1 1


.

æ)

 1 −1 1
−38 41 −34

27 −29 24

. ç)

−8 29 −11
−5 18 −7

1 −3 1

.
è)

−7/3 2 −1/3
5/3 −1 −1/3
−2 1 1

. ê)
1

9

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

.
ë)


22 −6 −26 17
−17 5 20 −13
−1 0 2 −1

4 −1 −5 3

.
18.10. à)

(
A−1 0

−C−1BA−1 C−1

)
. á)

(
A−1 −A−1BC−1

0 C−1

)
.

18.11. à)


−3 2 0 0

2 −1 0 0
8 −9/2 1 −3/2
−1 1/2 0 1/2

. á)


−1 3 −8 3

1 −2 4 −1
0 0 2 −1
0 0 1 −1

.
18.13. à), á) ±1.
18.14. ±1.
18.15. Èñïîëüçîâàòü ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó Â.

à)
(

t3 −1− t
−1− t2 1− t

)
. á)

−1 + t 0 1− t
0 2t2 −2t

−1 + t −2t 1 + t

.
18.16. á) Çàìåòèòü, ÷òî åñëè det A = 0, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

n∑
j=1

aijxj = 0

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.
18.17. Ïîëîæèâ C = (E +AB)−1, äîêàçàòü, ÷òî (E −BCA)(E +BA) = E.
18.18. Ñðàâíèòü ðàíãè ìàòðèö AB è BA ñ ðàíãàìè ìàòðèö A è B.
18.19. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 18.4.
18.20. Èñïîëüçîâàòü ñâÿçü ìåæäó óìíîæåíèåì íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû

è ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
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18.22. Ïóñòü A= (aij), B = (bij)�ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ êîýôôèöèåíòàìè �
ìíîãî÷ëåíàìè îò 2n2 íåèçâåñòíûõ aij , bij , 1 6 i, j 6 n. Òîãäà AΛ = (det A)A−1.
Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 18.21 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî ðàâåíñòâà. Âìåñòî
íåèçâåñòíûõ aij , bij ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàòü
îñòàëüíûå ðàâåíñòâà.

18.23. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 11.10, å).
18.24. Ïóñòü Bi � ñòðîêà äëèíû n − 1, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç B âûáðàñûâàíè-

åì i-êîîðäèíàòû. Äîêàçàòü, ÷òî Ci
tBi 6= −1 äëÿ íåêîòîðîãî i. Ïîëüçóÿñü çàäà-

÷åé 18.22, óêàçàòü ìèíîð ïîðÿäêà n− 1, îòëè÷íûé îò íóëÿ.

19.2. à)
(

1 0
4 1

)
·
(

1 0
0 −3

)
·
(

1 2
0 1

)
.

á) (E − E12)(E + E21)(E − 2E22)(E + E12)(E + E31)(E + E32)(E − 3E33) ×
× (E + E13)(E + 2E23); èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 17.13.

19.3. à)


1 4 9 16
1 6 15 28
1 4 12 32
1 2 3 4

. á)


1 2 3 4
2 6 10 14
3 6 12 24
4 4 4 4

.

â)


−5 2 3 4
−10 3 5 7
−15 2 4 8

0 1 1 1

. ã)


1 2 3 4
2 5 8 11
3 6 10 16
−2 −5 −8 11

.
19.6. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 19.4.
19.8. Åñëè ìàòðèöû ïåðåñòàíîâî÷íû.
19.9. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Y èñïîëüçîâàòü ìàòðèöû U, V òàêèå, ÷òî

UXV = E11 + ...+ Err.
19.12. Âåðíî ïðè n > 3.
19.14. {αE1,n−1 | α ∈K}.
19.15. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé áèíîìà èç çàäà÷è 17.6; íåâåðíî.
19.17. Åñëè An = 0, òî det A= 0; äàëåå èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 18.2.
19.19. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè.
19.20. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 19.19.
19.22. Ñì. çàäà÷è 19.17 è 19.19.
19.23. Íåâåðíî.
19.27. Èñïîëüçîâàòü âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàð-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
19.28. Åñëè det(CD) 6= 0, òî

det

(
A B
C D

)
det

(
D 0
0 C

)
= det

(
AD BC
CD DC

)
=

= det

(
AD BC
CD CD

)
= det

(
AD − BC BC

0 CD

)
= det(AD −BC) det(CD).

20.1. a) 1 + 18i. á) 4i. â) 7 + 17i. ã) 10− 11i. ä) 14− 5i.

å) 5 + i. æ)
13

2
− 1

2
i. ç)

11

5
− 27

5
i.

è) 4. ê) 52i. ë) 2. ì) 1.
20.2. in = 1 ïðè n= 4k, in = i ïðè n= 4k + 1, in =−1 ïðè n= 4k + 2, in =−i

ïðè n= 4k + 3, ãäå k� öåëîå ÷èñëî; i77 = i, i98 =−1, i−57 =−i.
20.4. à) z1 = i, z2 = 1 + i. á) z1 = 2, z2 = 1− i. â) ∅.

ã) z1 =
(2 + i)z2 − i

2
. ä) x= 3− 11i, y =−3− 9i, z = 1− 7i.
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20.5. à) x= 2, y =−3. á) x= 3, y =−5.

20.8. à) 0, 1, − 1

2
± i
√

3

2
. á) 0, ±1, ±i.

20.9. Ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî ÷èñëó îïåðàöèé.
20.10. Ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.

20.11. à) ±
√

2

2
(1 + i). á) ±(2− i). â) ±(3− 2i).

ã) z1 = 1− 2i, z2 = 3i. ä) z1 = 5− 2i, z2 = 2i. å) z1 = 5− 3i, z2 = 2 + i.

21.1. a) 5(cos 0 + i sin 0). á) cos
π

2
+ i sin

π

2
.

â) 2(cos π + i sin π). ã) 3
(

cos
(
−π

2

)
+ i sin

(
−π

2

))
.

ä)
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
. e)

√
2
(

cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

))
.

æ) 2
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)
. ç) 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
.

è) 2
(

cos
(
− 2π

3

)
+ i sin

(
− 2π

3

))
. ê) 2

(
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

))
.

ë) 2
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)
. ì) 2

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
.

í) 2
(

cos
(
− 5π

6

)
+ i sin

(
− 5π

6

))
. î) 2

(
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))
.

ï)
2
√

3

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
.

ð) 2
√

2 +
√

3
(

cos
π

12
+ i sin

π

12

)
èëè (

√
6 +
√

2)
(

cos
π

12
+ i sin

π

12

)
; äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ âòîðîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ìîäóëÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó√
a±
√
b=

√
a+
√
a2 − b
2

±
√
a−
√
a2 − b
2

.

ñ) 2(
√

2 +
√

3)
(

cos
(
− 5π

12

)
+ i sin

(
− 5π

12

))
. ò) cos(−α) + i sin(−α).

ó) cos
(
π

2
− α

)
+ i sin

(
π

2
− α

)
. ô) cos 2α+ i sin 2α.

õ) 2 cos
ϕ

2

(
cos

ϕ

2
+ i sin

ϕ

2

)
. ö) cos(ϕ− ψ) + i sin(ϕ− ψ).

21.2. a) 250. á) 2150. â) −230. ã) (2 +
√

3)12.
ä) −212(2−

√
3)6. e) −26. æ) 215i. ç) −64.

21.3. à) 3 + 4i. á) 5− 12i.
21.5. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 21.4.
21.6. Ðàâåíñòâî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ëèáî arg z1 = arg z2, ëèáî õîòÿ áû îä-

íî èç äàííûõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ; âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷èñëà
min(|z1|, |z2|)| arg z1 − arg z2|.

21.7. Ñâåñòè çàäà÷è ê òåîðåìå î ñóììå êâàäðàòîâ äëèí äèàãîíàëåé ïàðàëëå-
ëîãðàììà.

21.10. Äîêàçàòü, ÷òî z = cos ϕ± i sin ϕ.
21.11. à) 4 cos3 x sin x− 4 cos x sin3 x; âû÷èñëèòü (cos x+ i sin x)4 ïî ôîðìó-

ëàì Ìóàâðà è áèíîìà Íüþòîíà.
á) cos4 x− 6 cos2 x sin2 x+ sin4 x.
â) 5 cos4 x sin x− 10 cos2 x sin3 x+ sin5 x.
ã) cos5 x− 10 cos3 x sin2 x+ 5 cos x sin4 x.

21.13. a)
1

8
(cos 4x − 4 cos 2x + 3); åñëè z = cos x + i sin x, òî sin x =

z − z−1

2i
,

zk + z−k = 2 cos kx.
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á)
1

8
(cos 4x+ 4 cos 2x+ 3); â)

1

16
(sin 5x− 5 sin 3x+ 10 sin x);

ã)
1

16
(cos 5x+ 5 cos 3x+ 10 cos x).

21.14. à) Ïðèìåíèòü óêàçàíèå ê çàäà÷å 21.13.

22.6. Íåâåðíî; ýòè ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç ðàçíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

22.7. à) cos
(4k + 1)π

12
+ i sin

(4k + 1)π

12
(0 6 k 6 5).

á) 2
[
cos

(6k − 1)π

30
+ i sin

(6k − 1)π

30

]
(0 6 k 6 9).

â) 4√2
[
cos

(8k − 1)π

32
+ i sin

(8k − 1)π

32

]
(0 6 k 6 7).

ã)
{

1, − 1

2
± i
√

3

2

}
. ä) {±1, ±1}. e)

{
±1, ± 1 + i

√
3

2
, ± 1− i

√
3

2

}
.

æ)
{√

3

2
+

1

2
i, −
√

3

2
+

1

2
i, −i

}
. ç) {1± i, −1± i}.

è) 2 6√1. ê) {±
√

2, ±
√

2i, ±(1 + i), ±(1− i)}.

ë)
{
±i
√

3, ±
√

3

2
(
√

3 + i), ±
√

3

2
(
√

3− i)
}
.

ì) {
√

3 + i, −1 + i
√

3, −
√

3− i, 1− i
√

3}.
í) {3 + i

√
3,
√

3− 3i, −3− i
√

3, −
√

3 + 3i}.

î)
{

1

2

3√4(i− 1),
3√4

4
(1−

√
3− i(

√
3 + 1)),

3√4

4
(1 +

√
3− i(

√
3− 1))

}
.

ï)
{

1

2

√
2(
√

2 +
√

3− i
√

2−
√

3), − 1

2

√
2(
√

2−
√

3− i
√

2 +
√

3), 1− i
}
.

ð)
{
±
(

3

2
+ i

√
3

2

)
, ±
(√

3

2
− 3

2
i
)}

.

ñ)
{
±
√

2

2
± i
√

2

2

}
. ò) {+2i, −

√
3− i,

√
3− i}.

ó) 4√2
(

cos
π + 6kπ

12
+ i sin

π + 6kπ

12

)
, k = 0, 1, 2, 3.

22.8. a)
1

4
(
√

5− 1). á)
1

4

√
10 + 2

√
5.

22.10. {±1};
{

1,
1

2
± i
√

3

2

}
; {±1, ±i};

{
±1, ± 1

2
(1 + i

√
3) ± 1

2
(1 − i

√
3)
}
;{

±1, ±i, ±
√

2

2
(1 + i), ±

√
2

2
(1− i)

}
;
{
±i, ± 1

2
(1 + i

√
3)± 1

2
(
√

3 + i), ± 1

2
(
√

3− i)
}
.

22.11. (−1)n−1; âñå ñîìíîæèòåëè, îòëè÷íûå îò 1 è −1, ðàçáèòü íà ïàðû
âçàèìíî îáðàòíûõ.

22.13. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë r è s ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå ru+ sv.

â) Åñëè α ∈ Ur, β ∈ Us, òî (αβ)rs = 1, ò. å. αβ ∈ Urs è UrUs ⊆ Urs; åñëè
α1 6= α2 � ýëåìåíòû Ur, β1 6= β2 � ýëåìåíòû Us, òî α1β1 6= α2β2, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå α1α

−1
2 = β1β

−1
2 ∈ Ur ∩ Us, õîòÿ α1α

−1
2 6= 1, Ur ∩ Us = {1} (ñì. óòâåð-

æäåíèå â ï. á)); ïîýòîìó |UrUs|= rs= |Urs|, òàê ÷òî Urs = UrUs.

22.15. ε è ε̄ èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè.

22.16. Ñì. çàäà÷ó 22.12.

22.17. à)−n(1− z)−1, åñëè z 6= 1, è n(n+ 1)/2, åñëè z = 1. Ïðè z 6= 1 óìíîæèòü
äàííóþ ñóììó íà 1− z.

á) 2(1− z)−1.
â) ×èñëî z ÿâëÿåòñÿ êîðíåì 6-é ñòåïåíè èç 1, è ïàðà (n, m) ñîâïàäàåò ñ îäíîé

èç ïàð (2 + 6N, 1 + 6M), (1 + 6M, 2 + 6N), (5 + 6N, 4 + 6M), (4 + 6M, 5 + 6N),
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(2 + 6N, 4 + 6M), (4 + 6M, 2 + 6N), (1 + 6N, 5 + 6M), (5 + 6M, 1 + 6N), ãäå
N, M � ëþáûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

22.18. à) Ñì. çàäà÷ó 22.14. á) Ñì. çàäà÷ó 22.16.
22.19. Ñì. çàäà÷ó 22.16.
22.20. á) Êàæäûé êîðåíü ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì ðîâíî äëÿ îäíîé ñòåïåíè,

è ïîýòîìó äàííàÿ ñóììà åñòü ñóììà âñåõ êîðíåé ñòåïåíè n.
â), ã) Ñëåäóåò èç á). ä) Ñì. çàäà÷ó 22.16.
å) Ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
22.23. à) x− 1. á) x+ 1. â) x2 + x+ 1. ã) x2 + 1. ä) x2 − x+ 1.

å) x4 − x2 + 1. æ) xp−1 + xp−2 + ...+ 1. ç) (xp
k − 1)/(xp

k−1 − 1).
22.24. à) Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 22.20, á).
á) Ñì. çàäà÷ó 22.19, à), á); ε�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà −ε� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 2n (n íå÷åòíî).
â) Âûòåêàåò èç à) è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ (çàäà÷à 5.5, á)).
ã) Åñëè {εi}� âñå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñòåïåíè d èç 1 è {εik | 1 6 k 6 d}�

âñå çíà÷åíèÿ êîðíåé ñòåïåíè d èç εi, òî {εik | i= 1, ..., ϕ(k); k = 1, ..., d}�ïåðâî-
îáðàçíûå êîðíè ñòåïåíè n.

ä) Ñì. çàäà÷ó 22.19; äëÿ ëþáîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà m= n/p èìååì

µ
(
n

d

)
= µ

(
m

d
p
)

= µ
(
m

d

)
µ(p) =−µ

(
m

d

)
,

è âñå äåëèòåëè n ïîëó÷àþòñÿ, åñëè êî âñåì äåëèòåëÿì m äîáàâèòü èõ ïðîèçâå-
äåíèÿ íà p; ïîýòîìó

Φm(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d)
∏
d|n

(xpd − 1)µ(m/d) =

=
∏
d|m

(xd − 1)−µ(m/d) ·
∏
d|n

(xpd − 1)µ(m/d) =
Φm(xp)

Φm(x)
.

22.25. à) Φ10(x) = Φ5(−x) = x4 − x3 + x2 − x+ 1.
á) Φ14(x) = x6 − x5 + x4 − x3 + x2 − x+ 1.

â) Φ15(x) =
Φ3(x5)

Φ3(x)
=
x10 + x5 + 1

x2 + x+ 1
= x8 − x7 + x5 − x4 + x3 − x+ 1.

ã) Φ30(x) = Φ15(−x) = x8 + x7 − x5 − x4 − x3 + x+ 1.
ä) Φ36(x) = Φ6(x6) = x12 − x6 + 1.
å) Φ100(x) = Φ10(x10) = x40 − x30 + x20 − x10 + 1.
æ) Φ216(x) = Φ6(x36) = x72 − x36 + 1.
ç) Φ288(x) = Φ6(x48) = x96 − x48 + 1.
è) Φ1000(x) = Φ10(x100) = x400 − x300 + x200 − x100 + 1.
22.26. à), á) Ñëåäóåò èç çàäà÷è 22.24, â); â Φn(0) åñòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ

ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ñòåïåíè n íà −1.
22.27. Φ1(1) = 0, Φpk (1) = p, p� ïðîñòîå ÷èñëî, Φn(1) = 1 äëÿ îñòàëüíûõ n;

ïî çàäà÷å 22.24, ã), ä)

Φ
p
k1
1 ...p

ks
s

(1) = Φp1...ps (1) =
Φp2...ps (1)

Φp2...ps (1)
= 1;

äàëåå ñì. çàäà÷ó 22.23, ç).

23.1. a) 2n/2 cos
nπ

4
. Âû÷èñëèòü (1 + i)n ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà è ïî

ôîðìóëå Ìóàâðà.

á) 2n/2 sin
nπ

4
.
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â)
1

2

(
2n−1 + 2n/2 cos

nπ

4

)
; èñïîëüçîâàòü à) è ðàâåíñòâà

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n;

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0.

ã)
1

2

(
2n−1 + 2n/2 sin

nπ

4

)
;

23.2. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâ à) è á) ðàâíû âåùåñòâåííîé è ìíèìîé

÷àñòÿì ñóììû z + ...+ zn = z
zn − 1

z − 1
, ãäå z = cos x+ i sin x.

â), ã) Àíàëîãè÷íî à) è á).
å) Ðàçëîæèòü ëåâóþ ÷àñòü â ïðîèçâåäåíèå (x− ε1) ...(x− ε2n) è îáúåäèíèòü

ìíîæèòåëè x− εi è x− εn−i = x− ε̄i.
ç), è) Ðàâåíñòâà â çàäà÷àõ å), æ) ñîêðàòèòü ñîîòâåòñòâåííî íà x2 − 1 è íà

x− 1 è â ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâàõ ïîëîæèòü x= 1.

23.3. xk=−
[
sin

(2k + 1)π − 2ϕ

2n

][
sin

(2k + 1)π − 2ϕ− 2nα

2n

]−1
, k=0, 1, ..., n−1.

Åñëè z = cos ϕ + i sin ϕ, t = cos α + i sin α, òî 2 cos ϕ = z + z−1; 2 cos(ϕ + kα) =
= ztk + z−1t−k, è ïîýòîìó z(1 + tx)n + z−1(1 + t−1x)n = 0.

23.4. ã) Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 4.12.

23.5. à) 2n cosn
x

2
cos

n+ 2

2
x.

á) 2n cosn
x

2
sin

n+ 2

2
x.

â)
n

2
− sin 4nx

4 sin 2x
.

ã)
(n+ 1) sin nx− n cos(n+ 1)x− 1

4 sin2(x/2)
.

ä)
(n+ 1) sin nx− n sin(m+ 1)x− 1

4 sin2(x/2)
.

23.7. Êàê â çàäà÷àõ 4.12 è 23.4, ã)
sin mx

sin x
� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

m− 1

2
îò

sin2 x ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì (−4)(m−1)/2, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

sin2(2πj/m), ãäå j = 1, 2, ...,
m− 1

2
.

24.2. à) ± 1

2
± 1

2
i. á) −1,

1

2
± i
√

3

2
.

â) 4 + i
√

3, 3 + 2i
√

3, 1 + 2i
√

3, i
√

3, 1, 3.

24.3. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííûì ÷èñëàì.

24.4. à) Âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ öåíòðîì 0.
á) Âåðøèíû ðîìáà ñ öåíòðîì 0.

24.6. à) Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
á) Ëó÷, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò è îáðàçóþùèé óãîë π/3 ñ ïîëîæè-

òåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñüþ.
â) Êðóã ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, âêëþ÷àÿ ãðàíèöó.
ã) Âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå 1 + i.
ä) Êðóã ðàäèóñà 5 ñ öåíòðîì â òî÷êå −3− 4i, âêëþ÷àÿ ãðàíèöó.
å) Âíóòðåííîñòü êîëüöà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ 2 è 3

è ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
æ) Êîëüöî, çàêëþ÷åííîå ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ 1 è 2 ñ öåíòðîì

â òî÷êå 2i, ïðè÷åì îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 âêëþ÷àåòñÿ, à ðàäèóñà 2 íå âêëþ÷àåòñÿ.
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ç) Âíóòðåííîñòü óãëà, ñîäåðæàùåãî ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ïîëóîñü
è îáðàçîâàííîãî ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëàìè −π/6
è π/6 ê ýòîé ïîëóîñè.

è) Ïîëîñà, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ïðÿìûìè x=±1, âêëþ÷àÿ ýòè ïðÿìûå.
ê) Âíóòðåííîñòü ïîëîñû, çàêëþ÷åííîé ìåæäó y = 1 è âåùåñòâåííîé îñüþ.
ë) Äâå ïðÿìûõ y =±1.
ì) Âíóòðåííîñòü ïîëîñû, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïðÿìûìè x+ y =±1.

í) Ýëëèïñ
4x2

9
+

4y2

5
= 1.

î) Ãèïåðáîëà
4x2

9
− 4y2

7
= 1.

ï) Ïàðàáîëà y2 = 8x.
ð) Âíóòðåííîñòü óãëà ñ âåðøèíîé z0, ñòîðîíû êîòîðîãî îáðàçóþò ñ ïîëîæè-

òåëüíûì íàïðàâëåíèåì âåùåñòâåííîé îñè óãëû α è β.
24.7. Ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ

åãî ñòîðîí. Ïîëîæèòü z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i èëè èñòîëêîâàòü êâàäðàò
ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà êàê ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ýòîìó ÷èñëó.

24.8. z4 = z1 − z2 + z3.

24.9.
z + w

2
± i z − w

2
.

24.10. zk = c + (z0 − c)
(

cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n

)
(k = 0, 1, 2, ..., n − 1), ãäå

c=
1

2
(z0 + z1)± 1

2
i ctg

π

n
(z1 − z0)� öåíòð ìíîãîóãîëüíèêà.

24.11. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, èñêëþ÷àÿ òî÷êó
z =−1; ïîëîæèòü t= tg(ϕ/2), −π < ϕ < π.

24.12. à) Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîðû z3 − z
è z3 − z2 êîëëèíåàðíû; äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè èç äàííîãî ðàâåíñòâà
âû÷åñòü ðàâåíñòâî (λ1 + λ2 + λ3)z1 = 0. á) Èñïîëüçîâàòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.

24.13. Ïðè λ 6= 1 � îêðóæíîñòü ñ êîíöàìè äèàìåòðà â òî÷êàõ
z1 + λz2

1 + λ

è
z1 − λz2

1− λ
; ïðè λ = 1 � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà ñ êîíöàìè

z1, z2 è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ýòîìó îòðåçêó.
24.14.

√
13− 1.

24.15. 1 + 3
√

5.
24.16. Èñêîìàÿ êðèâàÿ ñîñòîèò èç òî÷åê, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ïðîèçâå-

äåíèå ðàññòîÿíèé ýòîé òî÷êè îò òî÷åê z =±1 ðàâíî λ. Ýòè êðèâûå íàçûâàþòñÿ
ëåìíèñêàòàìè. Ïðè λ = 1 ïîëó÷èì ëåìíèñêàòó Áåðíóëëè, èìåþùóþ â ïîëÿð-
íûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå r2 = 2 cos 2ϕ; ïðè λ < 1 ïîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ íå
èìååò òî÷åê íà ìíèìîé îñè.

24.26. a= 0. Ðàññìîòðèì îáðàç U ïðè îòîáðàæåíèè z→ 1 + az.
25.1. à) 2x2 + 3x+ 11, 25x− 5. á) (3x− 7)/9, −(26x+ 2)/9.
25.2. à) x+ 1. á) x3 − x+ 1. â) x3 + x2 + 2. ã) 1. ä) x2 + 1.
å) x3 + 1. æ) x2 − 2x+ 2. ç) x+ 3. è) x2 + x+ 1.
ê) 1. ë) x2 − 2

√
2x− 1.

25.3. a) d= x2 − 2 =−(x+ 1)f + (x+ 2)g.
á) d= 1 = xf − (3x2 + x− 1)g.
25.4. à) Ïåðåõîäÿ îò f è g ê fd−1 è gd−1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî d = 1. Ïóñòü

1 = fw + gh, â êà÷åñòâå u âçÿòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ w íà g.
á) Ñðàâíèòü ñòåïåíè gv è d− fu.
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â) Èñïîëüçîâàòü âçàèìíóþ ïðîñòîòó u è v.
25.5. à) u(x) = (−16x2 + 37x+ 26)/3, v(x) = (16x3 − 53x2 − 37x+ 23)/3.
á) u(x) = 4− 3x, v(x) = 1 + 2x+ 3x2.
â) u(x) = 35− 84x+ 70x2 − 20x3, v(x) = 1 + 4x+ 10x2 + 20x3.

25.6. Ïóñòü Pr,s(x) = 1 +
r

1!
x +

r(r + 1)

2!
x2 + ... +

r(r + 1) ...(r + s− 1)

s!
xs. Òî-

ãäà u(x) = Pm,n−1(1− x), v(x) = Pn,m−1(x).
25.7. à) x2 + x+ 1 = (x+ 1)f + x2g. á) x+ 1 = xf + (x2 + 1)g.
â) 1 = (x+ 1)f + x2g. ã) 1 = (x3 + x)f + (x4 + x+ 1)g.
25.8. a) (x− 1)3(x+ 3)3(x− 3). á) (x− 2)(x2 − 2x+ 2)2.
â) (x+ 1)4(x− 4). ã) (x+ 1)4(x− 2)2.
ä) (x3 − x2 − x− 2)2. å) (x2 + 1)2(x− 1)3. æ) (x4 + x3 + 2x2 + x+ 1)2.
26.1. a) f(x) = (x− 1)(x3 − x2 + 3x− 3) + 5, f(x0) = 5.
á) f(x) = (x+ 3)(2x4 − 6x3 + 13x2 − 39x+ 109)− 327, f(x0) =−327.
â) f(x) = (x− 2)(3x4 + 7x3 + 14x2 + 9x+ 5), f(x0) = 0.
ã) f(x) = (x+ 2)(x3 − 5x2 + 2) + 1, f(x0) = 1.
ä) f(x) = (x − 1)5 + 5(x − 1)4 + 10(x − 1)3 + 10(x − 1)2 + 5(x − 1) + 1,

f(x0) = 1.
å) f(x) = (x+ 1)4 − 2(x+ 1)3 − 3(x+ 1)3 − 3(x+ 1)2 + 4(x+ 1) + 1, f(x0) = 1.
æ) f(x) = (x− 2)4 − 18(x− 2) + 38, f(x0) = 38.
ç) f(x) = (x+ i)4 − 2i(x+ i)3 − (1 + i)(x+ i)2 − 5(x+ i) + 7 + 5i, f(x0) = 7 + 5i.
è) f(x) = (x+ 1− 2i)4 − (x+ 1− 2i)3 + 2(x+ 1− 2i) + 1, f(x0) = 1.
26.2. à) f(2) = 18, f ′(2) = 48, f ′′(2) = 124, f ′′′(2) = 216, f IV(2) = 240,

fV(2) = 120.
á) f(1 + 2i) =−12− 2i, f ′(1 + 2i) =−16 + 8i, f ′′(1 + 2i) =−8 + 30i, f ′′′(1 + 2i) =

= 24 + 30i, f IV(1 + 2i) = 24.
â) f(−2) = 8, f ′(−2) = 2, f ′′(−2) = 12, f ′′′(−2) =−24, f IV(−2) = 24.
26.3. à) 3. á) 4. â) 2. ã) 3.
26.4. −5.
26.5. a= n, b=−(n+ 1).
26.6. 3125b2 + 108a5 = 0, a 6= 0.
26.8. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ.
26.9. Èíäóêöèÿ ïî k.
26.10. Åñëè k� êðàòíîñòü a êàê êîðíÿ f ′′′(x), òî êðàòíîñòü ðàâíà k + 3.
26.11. Èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà.
26.12. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x0 �êîðåíü êðàòíîñòè k, òî f(x0) 6= 0 è x0 �êîðåíü

êðàòíîñòè k + 1 ïîëèíîìà f(x)f ′(x0)− f(x0)f ′(x) ñòåïåíè íå âûøå n.
26.13. à) Èíäóêöèÿ ïî r. Ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåí xf ′(x).
á) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë b0, ..., bk−1 ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû

gi(n) ñòåïåíè íå âûøå si − 1, ÷òî

bn =

m∑
i=1

gi(n)ani , n= 0, ..., k − 1.

26.14. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 26.13.
27.1. à) (x− 1)(x− 2)(x− 3).
á) (x− 1− i)(x− 1 + i)(x+ 1− i)(x+ 1 + i).

â) (x− i
√

3)(x+ i
√

3)
(
x− 3

2
−
√

3

2
i
)(
x− 3

2
+

√
3

2
i
)(
x+

3

2
−
√

3

2
i
)(
x+

3

2
+

√
3

2
i
)
.

ã)
3n−1∏
k=1

(k,3)=1

(
x− cos

2πk

3n
− i sin

2πk

3n

)
.
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ä) 2n−1
n∏
k=1

(
x− cos

(2k − 1)π

2n

)
.

27.2. à) (x2 + 3)(x2 + 3x+ 3)(x2 − 3x+ 3).

á)
(
x2 +2x+1+

√
2+2(x+1)

√√
2 + 1

2

)(
x2 +2x+1+

√
2−2(x+1)

√√
2 + 1

2

)
.

â) (x2 − x
√
a+ 2 + 1)(x2 + x

√
a+ 2 + 1).

ã)
n−1∏
k=0

(
x2 − 2x cos

(3k + 1)2π

3n
+ 1
)
.

ä)
(
x2 − 2x cos

π

9
+ 1
)(
x2 + 2x cos

2π

9
+ 1
)(
x2 + 2x cos

4π

9
+ 1
)
.

å) (x2 + x
√

2 + 1)(x2 − x
√

2 + 1)(x2 + x
√

2 +
√

2 + 1)(x2 − x
√

2 +
√

2 + 1) ×
× (x2 + x

√
2−
√

2 + 1)(x2 − x
√

2−
√

2 + 1).
27.3. à) (x− 1)2(x− 2)(x− 3)(x− 1− i).
á) (x− i)2(x+ 1 + i).
27.4. à) (x− 1)2(x− 2)(x− 3)(x2 − 2x+ 2).
á) (x2 + 1)2(x2 + 2x+ 2).
27.5. Êîðíè ìíîãî÷ëåíà x2 + x+ 1, ò. å. êîðíè èç 1 ñòåïåíè 3, îòëè÷íûå îò 1,

ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà x3m + x3n+1 + x3p+2.
27.6. ×èñëà m, n, p äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.
27.7. Ïðè m = 6k + 1; çàïèñàòü óñëîâèå òîãî, ÷òîáû êîðíè ìíîãî÷ëåíà

x2 +x+1 áûëè íå ìåíåå ÷åì äâóêðàòíûìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà (x+1)m−xm−1.
27.8. à) (x− 1)2(x+ 2). á) (x+ 1)2(x2 + 1). â) x(m,n) − 1.

ã) x(m,n) + 1, åñëè
m

(m, n)
è

n

(m, n)
� íå÷åòíûå ÷èñëà, è 1 � â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå.
27.9. Äîêàçàòü, ÷òî f(1) = 0.

27.10. Èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíè f(x). Ðàññìîòðåòü
d

dx
f(xn).

27.11. Ðàçäåëèòü f1(x3) è f2(x3) ñ îñòàòêîì íà x2 + x+ 1.
27.12. Çàìåòèòü, ÷òî f(x) = g(x)2h(x), ãäå h(x) íå èìååò âåùåñòâåííûõ

êîðíåé. Ïîêàçàòü, ÷òî [u(x)2 + v(x)2](x2 + px + q) � ñóììà êâàäðàòîâ, åñëè
x2 + px+ q íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

27.13, 27.14. Ñì. Lang S. // Bull. Amer. Math. Soc. � 1990. � V. 23, � 1. �
P. 38�39.

28.1. â) Ñäåëàâ çàìåíó x= y −m, ñâåñòè ê óòâåðæäåíèþ á).
28.2. à) 2. á) −3. â) −3, 1/2. ã) 5/2, −3/4.
ä) 1/2, −2/3, 3/4. å) Ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé íåò.
æ) −1/2 êðàòíîñòè äâà. ç) 1/2.
28.3. Ïóñòü m � öåëûé êîðåíü f(x). Òîãäà f(x) = (x − m)g(x). Îòñþäà

f(0) = −mg(0), ò. å. m íå÷åòíî. Àíàëîãè÷íî f(1) = (1 − m)g(1), ò. å. 1 − m
íå÷åòíî, ÷òî íåâåðíî.

28.4. Åñëè ìíîãî÷ëåí f ∈ Q[x] íåïðèâîäèì íàä Q, òî (f, f ′) = 1.
28.7. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ïðèìèòèâåí. Åñëè f(x) èìååò ðàöèî-

íàëüíûé êîðåíü r, òî ïî çàäà÷å 28.6 â Z[x] ïîëó÷àåì f(x) = (ax − b)g(x), ãäå
a, b ∈ Z, (a, b) = 1, r = a−1b, è g(x) ∈ Z[x]. Ïî óñëîâèþ ax1 − b, ax2 − b = ±1
è a(x1 − x2) = ±2. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî a = ±2, x1 − x2 = ±1, ëèáî a = ±1,
x1 − x2 =±2. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ xi − a−1b=±a−1.

28.8. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ äåëÿòñÿ íà ïðîñòîå
÷èñëî p, ñäåëàòü ðåäóêöèþ ïî ìîäóëþ p.

28.9. à), á) Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 28.8.
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â) Ïóñòü x105 − 9 = f(x)g(x), ãäå f(x), g(x) ∈ Q[x] íà a = 105√9; òîãäà
f(x) = (x − α1a) ...(x − αka) (α105

i = 1), |f(0)| = ak|α1 ...αk| = ak ∈ Q; ïðè k < n
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

ã) Ñäåëàòü çàìåíó y = x− 1.
ä) Åñëè f = gh, ãäå g, h∈Z[x], òî ïðè ëþáîì i= 1, ..., n èìååì g(ai)h(ai) =−1;

îòñþäà g(ai) + h(ai) = 0, è åñëè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ g è h ìåíüøå n, òî g + h= 0,
òàê ÷òî f =−g2.

å) Ïóñòü f(x) = g(x)h(x), ãäå g(x), h(x) ∈ Z[x]. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(x), h(x)
ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà g(ai) = h(ai) = 1 äëÿ âñåõ i. Ïîýòîìó
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòåïåíè g(x) è h(x) ðàâíû n, ò. å. g(x) = 1 + b(x− a1) ...
...(x − an), h(x) = 1 + c(x − a1) ...(x − an), ãäå b = c = ±1. Íî òîãäà g(x)h(x) 6=
6= f(x).

28.14. Åñëè ìíîæåñòâî òàêèõ ÷èñåë p êîíå÷íî, òî a0 6= 0, è ïóñòü c� ÷èñëî,
äåëÿùååñÿ íà âñå ýòè ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà f(a0c) = a0r, ãäå r ≡ 1 (mod c) è (ïðè
íàäëåæàùåì âûáîðå c) r 6= ±1; ïîýòîìó f(x) èìååò êîðåíü â ïîëå âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ r, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó c.

28.15. Çàìåòèòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïîëÿ F ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà
xq − x.

28.16. Ðàññìîòðåòü ñíà÷àëà ñëó÷àé îòîáðàæåíèÿ h, ïðèíèìàþùåãî çíà÷å-
íèÿ 1 â îäíîé òî÷êå èç Fn, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ � çíà÷åíèå 0.

28.22. à) x, x+ 1, x2 + x+ 1, x3 + x2 + 1, x3 + x+ 1, x4 + x3 + 1, x4 + x+ 1,
x4 + x3 + x2 + x+ 1.

á) x2 + 1, x2 + x + 2, x2 + 2x + 2. Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 4 íåïðèâîäèì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå èìååò êîðíåé â äàííîì ïîëå è íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèåì äâóõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíè.

â) 6. ã) 8 è 18.

28.23.
q(q − 1)

2
è
q(q2 − 1)

3
.

28.24. Ãðóïïà Z∗p ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîðÿäêà p− 1. Ïîýòîìó â Z∗p èìååòñÿ
ïîäãðóïïà ïîðÿäêà d. Âñå îáðàçóþùèå ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè Φd(x).

28.25. Ïóñòü f(x)=f(x+k) äëÿ íåêîòîðîãî 16k6p−1. Òîãäà f(x)=f(x+kl)
äëÿ âñåõ l ∈ Z. Íî ýëåìåíòû kl ïðîáåãàþò âñå ïîëå Zp.

28.26. ÏóñòüH(x) = xp − x− a= f(x)g(x), ãäå f(x) ∈ Zp[x] íåïðèâîäèì. Çàìå-
òèì, ÷òî H(x) =H(x+ k) äëÿ âñåõ k ∈ Zp. Ïîýòîìó f(x)g(x) = f(x+ k)g(x+ k).
Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 28.25 è ôàêòîðèàëüíîñòüþ êîëüöà Zp[x].

28.27. Ñì.: Ëåíã Ñ. Àëãåáðà. �Ì.: Ìèð, 1965. � Ñ. 245.

28.28. x= b(a− 1)−1.

28.29, 28.30. Ñì.: Ëèäë Ð., Íèäåððàéòåð Ã. Êîíå÷íûå ïîëÿ. Ò. 1. �Ì.: Ìèð,
1988. � Ãë. 3, � 5.

28.31. a= 0 è 36. Ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì x− a.
28.32�28.34. Ñì.: Áåðëåêýìï Ý. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ. � Ì.:

Ìèð, 1971. � Ãë. 3, ï. 3.

29.1. à)
1

12(x− 1)
− 4

3(x+ 2)
+

9

4(x+ 3)
.

á) − 1

16

(
1 + i

x− 1− i
+

1− i
x− 1 + i

+
−1 + i

x+ 1− i
+
−1 + i

x+ 1 + i

)
.

â)
1

4(x− 1)2
− 1

4(x+ 1)2
.

ã)
3

(x− 1)3
− 4

(x− 1)2
+

1

x− 1
− 1

(x+ 1)2
− 2

x+ 1
+

1

x− 2
.
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ä) − 1

6(x− 1)
+

1

2(x− 2)
− 1

2(x− 3)
+

1

6(x− 4)
.

å)
2

(x− 1)
+
−2 + i

2(x− i)
− 2 + i

2(x+ i)
.

æ) − 1

4(x− 1)
− 1

4(x+ 1)
− i

4(x− i)
+

i

4(x+ i)
.

ç)
1

3

(
1

x− 1
+

ε

x− ε
+

ε2

x− ε2

)
, ε=− 1

2
+
i
√

3

2
.

è)
n∑

k=−n

(−1)n−k
(n
k

)
x− k

.

ê)
1

4(x+ 1)
− 1

4(x− 1)
+

1

4(x− 1)2
+

1

4(x+ 1)2
.

ë)
1

n

n−1∑
k=0

εk

x− εk
, εk = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
.

29.2. à)
1

8(x− 2)
− 1

8(x+ 2)
+

1

2(x2 + 4)
. á)

1

8

(
− x+ 2

x2 + 2x+ 2
− x− 2

x2 − 2x+ 2

)
.

â) − 1

4(x+ 1)
+

x− 1

4(x2 + 1)
+

x+ 1

2(x2 + 1)2
.

ã)
1

16(x− 1)2
− 3

16(x− 1)
+

1

16(x+ 1)2
+

3

16(x+ 1)
+

1

4(x2 + 1)
+

1

4(x2 + 1)2
.

ä)
1

n

n∑
k=1

(−1)k−1 sin 2k−1
2n π

x− cos 2k−1
2n π

.

å)
n∑
i=1

1

f ′(xi)(x− xi)
(x1, ..., xn � êîðíè f(x)).

æ)
1

3(x− 1)
− x+ 2

3(x2 + x+ 1)
.

ç)
1

18

(
1

x2 + 3x+ 3
+

1

x2 − 3x+ 3
− 2

x2 + 3

)
.

è) − 1

x
+

7

x+ 1
+

3

(x+ 1)2
− 6x+ 2

x2 + x+ 1
− 2x+ 3

(x2 + x+ 1)2
.

ê)
1

16(x− 1)2
− 3

16(x− 1)
+

3

16(x+ 1)
+

1

4(x2 + 1)
+

1

4(x2 + 1)2
+

1

16(x+ 1)2
.

ë)
1

n

n∑
k=1

cos
(2k−1)mπ

n − x cos
(2k−1)(2m+1)

2n π

x2 − 2x cos
(2k−1)

2n π + 1
.

29.3. −
p−1∑
a=0

1

x− a
.

29.5. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 29.4.
30.1. à) −x4 + 4x3 − x2 − 7x+ 5. á) x3 − 9x2 + 21x− 8.

30.5. f(0) =
1

n
(y1 + ...+ yn).

30.6. Ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé ñâåñòè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà x1, ..., xn �
êîðíè ñòåïåíè n èç 1, à x0 = 0; çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 30.5.

30.7. à) Ñâåñòè ê çàäà÷å 30.4 äëÿ ìíîãî÷ëåíà xs+1.
á) Ñâåñòè ê çàäà÷å 30.4 äëÿ ìíîãî÷ëåíà xn − f(x).

30.8.
2n∑
k=0

(−1)k

k−1∏
i=0

(2x− 2i)

k!
.

30.9. f(x) = xp−2.
30.11, 30.12. Ëèäë Ð., Íèäåððàéòåð Ã. Êîíå÷íûå ïîëÿ. Ò. 2.�Ì.: Ìèð, 1988.�

Ãë. 7, � 3.
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31.1. a) x4 + 4x3 − 7x2 − 22x+ 24.
á) x4 + (3− i)x3 + (3− 3i)x2 + (1− 3i)x− i.
â) x4 − 3x3 + 2x2 + 2x− 4.
ã) x4 − 19x2 − 6x+ 72.
31.2. à) 2/3 è −2/3. á) a2 è (−1)nb.
31.3. à) 0. á) −1.
31.4. σi = 0 ïðè i < n è σn = (−1)n+1.
31.5. λ=±6.
31.6. λ=−3.
31.7. q3 + pq + q = 0.
31.8. Âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

xp−1 − 1 íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.
31.9. à) σ1σ2 − 3σ3. á) σ4

1 − 4σ2
1σ2 + 8σ1σ3.

â) σ2
1σ4 + σ2

3 − 4σ2σ4. ã) σ3
1 − 4σ1σ2 + 8σ3.

ä) σ1σ2 − σ3 + σ2
1 + σ2 + 2σ1 + 1. å) σ2

3 + σ2
1σ3 − 2σ2σ3 + σ2

2 − 2σ1σ3 + σ3.
æ) 2σ3

1 − 9σ1σ2 + 27σ3. ç) σ1σ2σ3 − σ2
1σ4 − σ2

3 .
è) σ3

1σ
2
2 − 2σ4

1σ3 − 3σ1σ3
2 + 6σ2

1σ2σ3 + 3σ2
2σ3 − 7σ1σ2

3 .
ê) σ3 − σ2 + σ1 − 1. ë) σ2

1 − 2σ2.
ì) σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3. í) σ1σ3 − 4σ4.
î) σ2

2 − 2σ1σ3 + 2σ4. ï) σ2
1σ3 − 2σ2σ3 − σ1σ4 + 5σ5.

ð) σ1σ2
2 − 2σ3

1σ3 − σ2σ3 + 5σ1σ4 − 5σ5.
31.10. à) −35. á) 16. â) a2

1a
2
2 − 4a3

1 − 4a3
2 + 18a1a2a3 − 27a2

3.
ã) 25/27. ä) 35/27. å) −1679/625.
31.12. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî σki = σk − xiσk−1,i.

31.14.
d

dt
(ln λt) =

∑
i

xi

1 + xit
=
∑
i

(1− xit+ x2
i t

2 + ...) = s1 − s2 + ...

31.15.
d

dt
(ln λt) =

λ′t

λt
=

σ1 + 2σ2t+ ...+ nσnt
n−1

1 + σ1t+ ...+ σntn
. Îòñþäà ïî çàäà÷å 31.14

(1 + σ1t + ... + σntn)(s1 − s2t + ...) = σ1 + 2σ2t + ... + nσntn−1. Ñðàâíèòü
êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t.

31.16. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 31.15.

31.18.
ϕ(n)

ϕ
(
n
d

)µ(n
d

)
, ãäå d= (m, n).

31.19. s1 =−1, s2 = ...= sn = 0.
31.20. s1 = ...= sn−1 = 0, sn = n.
31.21. a) x1 = 2, x2 =−1 + i

√
3, x3 =−1− i

√
3 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.

á) x1 = 1, x2 = 1, x3 =−2 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.
31.24. Ïðåäñòàâèòü f(x) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé è âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 31.23.
31.25. x3 − 3x2 + 2x− 1.
31.26. x4 − 4x3 + 10x2 − x+ 9.
31.27. à) Ïðîâåðèòü, ÷òî f(x1, ..., xn) äåëèòñÿ íà xi − xj äëÿ âñåõ 16 i < j 6n.
á) Âûòåêàåò èç à).
31.28. á) Ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå[∑

r>0

hrt
r(−1)r

]
(1 + x1t) ...(1 + xnt)

è èñïîëüçîâàòü à).
â) Èñïîëüçîâàòü á).
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31.31. Ñì.:Ìàêäîíàëüä È. Ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è ìíîãî÷ëåíû Õîëëà.�
Ì.: Ìèð, 1985. � Ãë. I, � 3.

31.32. Òàì æå, ãë. 1, � 4.
31.33. Òàì æå, ãë. 1, � 5.
32.1. à) −7. á) 243. â) 0. ã) −59. ä) 4854.
32.2. à) 3 è −1. á) ±i

√
2 è ±2i

√
3. â) 1 è ±

√
2.

32.3. à) y6 − 4y4 + 3y2 − 12y + 12 = 0.
á) 5y5 − 7y4 + 6y3 − 2y2 − y − 1 = 0.
â) x1 = 1, x2 = 2, x3 = 0, x4 =−2; y1 = 2, y2 = 3, y3 =−1, y4 = 1.
ã) x1 = 0, x2 = 3, x3 = 2, x4 = 2; y1 = 1, y2 = 0, y3 = 2, y4 =−1.
ä) x1 = x2 = 1, x3 =−1, x4 = 2; y1 = y2 =−1, y3 = 1, y4 = 2.
32.4. Åñëè f = a0(x− x1) ...(x− xn) è g1, g2 èìåþò ñòåïåíè m è k, òî

R(f, g1g2) = am−k0 g1(x1)g2(x1) ...g1(xn)g2(xn) =R(f, g1)R(f, g2).

32.5. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n > 2 è m íå äåëèòñÿ íà n. Òîãäà

R(Φn, x
m − 1) = pϕ(n)/ϕ(n1),

åñëè n1 = n/d= pλ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàò ðàâåí 1.
32.6. R(Φm, Φn)=0 ïðèm=n; R(Φm, Φn)=pϕ(n) ïðèm=npλ è R(Φm, Φn)=1

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, åñëè m > n.
32.7. à) b2 − 4ac. á) −27q2 − 4p3.
â) −27a2

3 + 18a1a2a3 − 4a3
1a3 − 4a3

2 + a2
1a

2
2.

ã) 2777. ä) 725.

32.8. à) ±2. á)
{

3, 3
(
− 1

2
± i
√

3

2

)}
.

â) λ1 = 0, λ2 =−3, λ3 = 125.

ã) λ1 =−1, λ2 =− 3

2
, λ3,4 =

7

2
± 9

2
i
√

3.

32.9. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì f = a0(x− x1) ...(x− xn).
32.10. (−1)(n−1)(n−2)/2 nn−2.

32.11. (−1)ϕ(n)/2 nϕ(n)

[∏
p|n

pϕ(n)/(1−p)
]
.

32.12. (−1)n(n−1)/2 (n!)−n+2.
32.13. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 32.9.
32.14. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 32.1, 32.4 è 31.23.
32.15. Ñì.: Áåðëåêýìï Ý. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ. � Ì.: Ìèð,

1971. � Ñ. 143.
32.16. (−1)n(n−1)/2nnan−1.
32.17. à) 1 · 22 · 33 · ... · (n− 1)n−1nn.
á) 1 · 23 · 35 · ... · n2n−1.
â) 2n−1nn.
33.1. à) Òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ â èíòåðâàëàõ (−2, −1), (−1, 0), (1, 2).
á) Òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ â èíòåðâàëàõ (−2, −1), (−1, 0), (1, 2).
â) Òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ â èíòåðâàëàõ (−4, −3), (1, 3/2), (3/2, 2).
ã) Îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü â èíòåðâàëå (−2, −1).
ä) Îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü â èíòåðâàëå (1, 2).
å) ×åòûðå âåùåñòâåííûõ êîðíÿ â èíòåðâàëàõ (−3, −2), (−2, −1), (−1, 0),

(4, 5).
æ) Äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ â èíòåðâàëàõ (−1, 0), (1, 2).
ç) ×åòûðå âåùåñòâåííûõ êîðíÿ â èíòåðâàëàõ (−1, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 3).
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è) Äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ â èíòåðâàëàõ (−1, 0), (0, 1).
ê) Âåùåñòâåííûõ êîðíåé íåò.
33.2. Åñëè a5 − b2 > 0, òî âñå êîðíè âåùåñòâåííû. Åñëè a5 − b2 < 0, òî ïîëè-

íîì èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.
33.3. Åñëè n íå÷åòíî è d > 0, òî èìåþòñÿ òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Åñëè

n íå÷åòíî è d < 0, òî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü. Åñëè n ÷åòíî è d > 0, òî äâà
âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Åñëè n ÷åòíî è d < 0, òî âåùåñòâåííûõ êîðíåé íåò.

33.4. Åñëè n ÷åòíî, òî En(x) íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Åñëè n íå÷åòíî,
òî En èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

33.5. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íå ìîæåò èìåòü êîðíåé â èíòåðâàëå (0, 1).
33.6. à) ×èñëà a1, ..., am ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè f ′(x) êðàòíîñòåé k1−1, ..., km−1.

Êðîìå òîãî, â êàæäîì èíòåðâàëå (ai, ai+1) ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) èìååò êîðåíü.
á) Âûòåêàåò èç à).
â) Åñëè ck = ck+1, òî x = 0 ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì êîðíåì k-é ïðîèçâîäíîé

f (k)(x), ò. å. ïî á) x= 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè íå ìåíüøå k + 1 ìíîãî÷ëåíà
f(x).

33.7. Âûòåêàåò èç çàäà÷è 33.6, â).
33.8. Äîìíîæèòü íà x− 1 è âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 33.7.
33.9. Óìíîæèòü íà x−n.
33.10. Äîêàçàòü, ÷òî f(x)> 0 ïðè x > 1/n!.
33.12. Ïî îäíîìó êîðíþ â ïåðâîì è ÷åòâåðòîì êâàäðàíòå. Ïî äâà êîðíÿ âî

âòîðîì è òðåòüåì êâàäðàíòàõ.

33.14. Ïîêàçàòü, ÷òî êîðåíü z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ zn =
1− ax
a− x

. Ïðîâå-

ðèòü, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a |1− ax|= |a− x|.
33.15. Ïîêàçàòü, ÷òî 1− |a1z + ...+ anzn|>

1

(k + 1)n
ïðè |z|< 1

k + 1
.

33.16. Ïî çàäà÷å 29.5 f ′/f = (x − a1)−1 + ... + (x − an)−1, ãäå ai � êîðíè f .
Ïóñòü x= a− bi, ãäå b > 0. Òîãäà

Im

(
f ′(a− bi)
f(a− bi)

)
=

n∑
j=1

b+ Im aj

|a− bi− aj |2
> 0.

Ïîýòîìó f ′(a− bi) 6= 0.
33.17. Ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîëóïëîñêîñòåé. Âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 33.16.
33.18. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Øòóðìà (Ëåíã Ñ. Àëãåáðà. � Ì.: Ìèð,

1965. � Ãë. IX, � 2).
33.19. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 33.18.
33.20. x3 + x2 − x− 1, x2 ± x− 1, x± 1.
34.2. à) λ 6=±1. á) λ 6= (−1)n.
34.3. Â ñëó÷àÿõ â), ã), ä) ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü äâà ðàçà è ïðèìåíèòü èí-

äóêöèþ. Â ñëó÷àÿõ å), æ) èñïîëüçîâàòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.
34.4. à), á) Èñïîëüçîâàòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.
â) Ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü è èñïîëüçîâàòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.
34.5. Åñëè f1, ..., fn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî íàéäåòñÿ òî÷êà a1 òàêàÿ, ÷òî

f1(a1) 6= 0; ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà fi −
fi(a1)

f1(a1)
f1, i= 2, ..., n, ëèíåéíî íåçàâèñèìà

è çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n.
34.7. à) Åñëè char P 6= 2, òî 1 + 1 = 2�îáðàòèìûé ýëåìåíò â P . Ïîýòîìó äëÿ

ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàä P è ëþáîãî x ∈ L ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ L
òàêîé, ÷òî y = x/2. Òîãäà y + y = x. Åñëè æå õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ P ðàâíà 2, òî
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x + x = 2x = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ L, íî â àääèòèâíîé ãðóïïå öåëûõ ÷èñåë
1 + 1 6= 0 è 2y 6= 1 äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà y.

á) Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íà ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî px= 0.

â) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 34.7, á); äîñòà-
òî÷íîñòü ïðîâåðèòü, ïîëîæèâ [k]a= a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸

k ðàç

.

ã) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p/q
(p, q ∈ Z) ïîëîæèòü (p/q)a= b, ãäå b� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ qx= pa, è ïðîâåðèòü,
÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé qx= pa è nx=ma ñîâïàäàþò, åñëè p/q =m/n.

34.8. ä), å) Èíäóêöèÿ ïî n.
34.9. à) Áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ñèñòåìà âñåõ îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà M . Ðàçìåðíîñòü ðàâíà n.
á) Èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî k.
34.10. à) (1, 2, 3). á) (1, 1, 1). â) (0, 2, 1, 2).
34.11. à) x1 =−27x′1−71x′2−41x′3, x2 =9x′1 +20x′2 +9x′3, x3 =4x′1 +12x′2 +8x′3.
á) x1 = 2x′1 + x′3 − x′4, x2 = −3x′1 + x′2 + x′4, x3 = x′1 − 2x′2 + 2x′3 − x′4,

x4 = x′1 − x′2 + x′3 − x′4.

34.12. a0, a1, ..., an; f(α), f ′(α),
f ′′(α)

2!
, ...,

f(n)(α)

n!
;

1 −α α2 −α3 ... (−1)nαn

0 1 −2α 3α2 ... (−1)n−1nαn−1

0 0 1 −3α ... (−1)n
n(n− 1)

2
αn−2

................................................................
0 0 0 0 ... 1

.

34.13. à) Ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè äâå ñòðîêè.
á) Ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè äâà ñòîëáöà.
â) Ïðîèçîéäåò ñèììåòðèÿ ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî åå öåíòðà.
35.1. ßâëÿåòñÿ â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ: á) (åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç O),

å) (åñëè ñèñòåìà îäíîðîäíà), æ), ç), è), ê) (ïðè a = 0), ë) (åñëè f � íóëåâàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü), í), î).

35.2. à) ((1, 0, 0, ..., 0, 1), (0, 1, 0, ..., 0, 0), (0, 0, 1, ..., 0, 0), ..., (0, 0, 0, ..., 1, 0));
n− 1.

á) ((1, 0, 0, 0, 0, ..., 0), (0, 0, 1, 0, 0, ..., 0), (0, 0, 0, 0, 1, ..., 0), ...);
[
n+ 1

2

]
.

â) Ê âåêòîðàì èç ïóíêòà á) äîáàâèòü âåêòîð (1, 1, 1, ..., 1, 1); 1 +
[
n+ 1

2

]
ïðè

n > 1.
ã) ((1, 0, 1, 0, 1, ...), (0, 1, 0, 1, 0, ...)); 2 (ïðè n > 1).
ä) Áàçèñ �ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé.
35.3. a) {Eij | i, j = 1, 2, ..., n}; n2.

á) Áàçèñ îáðàçóþò, íàïðèìåð, ìàòðèöû {Eij + Eji | 1 6 i < j 6 n}; n(n+ 1)

2
.

â) Åñëè char K 6= 2, òî {Eij − Eji | 1 6 i < j 6 n}; n(n− 1)

2
; ïðè char K = 2

îòâåò, êàê è â ïóíêòå á).
å) {E11 − Eii | i= 2, 3, ..., n} ∪ {Eij | i, j = 1, 2, ..., n; i 6= j}; n2 − 1.
æ) {Eii | i= 1, 2, ..., n}; n. ç).
35.4. à) è á) Ïðè a= 0. â) Åñëè |S|= 1. ã) Ïðè a= 0. ä).
35.5. à).
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35.7. à) {f(x)(x− α) | f(x) ∈R[x]n−1}.
á) {f(x)(x− α)(x− ᾱ) | f(x) ∈R[x]n−2}.
â) Ðàçìåðíîñòü ðàâíà n− k + 1.

35.9. à) Ðàçìåðíîñòü
(
m+ k − 1
m− 1

)
; â êà÷åñòâå áàçèñà âçÿòü îäíî÷ëåíû è èñ-

ïîëüçîâàòü çàäà÷ó 2.13.

á)
(
k +m
m

)
; ïîëîæèòü xi =

yi

ym+1

è ñâåñòè ê à).

35.10. a) qn. á), â) (qn − 1)(qn − q) ...(qn − qn−1).

ã) qn
2 − (qn − 1)(qn − q) ...(qn − qn−1).

ä)
(qn − 1)(qn − q) ...(qn − qk−1)

(qk − 1)(qk − q) ...(qk − qk−1)
; çíàìåíàòåëü ðàâåí ÷èñëó ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ

â k-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå.
å) qn−r.
35.11. a) (a1, a2, a4); 3. á) (a1, a2, a5); 3.
35.12. á), â) Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

dim L1 + dim L2 = dim(L1 + L2) + dim(L1 ∩ L2).

35.13. à) Íåò; ðàññìîòðåòü U = 〈a+ b〉, V = 〈a〉, W = 〈b〉, ãäå a è b� ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå âåêòîðû.

á) Åñëè x ∈ U ∩ (V + W ), òî x = v + w, w = x − v ∈ U (òàê êàê v, x ∈ U),
ò. å. w ∈ U ∩W , è ïîýòîìó x ∈ (U ∩ V ) + (U ∩W ). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî U ∩ V è U ∩W ñîäåðæàòñÿ è â U , è â V +W .

35.14. à) 3, 1. á) 3, 2. â) 4, 2.
35.15. a) (a1, a2, b1); (3, 5, 1).
á) (a1, a2, a3, b1); (1, 1, 1, 1, 1), (0, 2, 3, 1, −1).
â) (a1, a2, a3, b1); (1, 1, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 1, −1).
ã) (a1, a2, b1); (5, −2, −3, −4).
ä) (a1, a2, a3, b1); áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ � b2.
35.16. à) x1 − x3 − x4 = 0, x2 + x3 − x4 = 0.
á) x1 − x2 − 2x3 = 0, x1 − x2 + 2x4 = 0, 2x1 + x2 − x5 = 0.
35.17. á) Ðàññìîòðåòü íà ïëîñêîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà 〈x〉, 〈y〉, 〈z〉, ãäå âåêòîðû

ïîïàðíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

35.18. Ïðîåêöèÿ âåêòîðà ei íà U ïàðàëëåëüíî V èìååò i-þ êîîðäèíàòó
n− 1

n
,

à îñòàëüíûå ðàâíû
(
− 1

n

)
; ïðîåêöèÿ íà V ïàðàëëåëüíî U èìååò âñå êîîðäèíàòû,

ðàâíûå
1

n
.

35.19. (−1, −3, 1, 3).

35.21. A=
1

2
(A+ tA) +

1

2
(A− tA).

35.22. á) 0 è Eij ïðè i 6 j; Eij − Eji è Eji ïðè i > j.
35.23. á) 0 è Eij , åñëè i < j; Eii è 0, åñëè i= j; Eij + Eji è −Eji, åñëè i > j.
35.24. (qn − qm)(qn − qm+1) ...(qn − qn−1)/(qn−m − 1) ...(qn−m − qn−m−1).
36.1. Ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî m.
36.2. a) qnk. á) (qk − 1)(qk − q) ...(qk − qn−1), ïðè÷åì n 6 k.

36.3.

(
−3 −6 −9
3 7 12

)
.

36.4.


1 a
0 b
0 c
1 d

.



Îòâåòû è óêàçàíèÿ 327

36.5. Âûáðàòü â V òàêîé áàçèñ e1, ..., en, ÷òî A(e1), ..., A(ek) � áàçèñ Im A
è ek+1, ..., en ∈Ker A. Çàäàòü äåéñòâèå C è D íà ek+1, ..., en è A(e1), ..., A(ek).

36.6. Âûáðàòü áàçèñ e1, ..., en êàê è â çàäà÷å 36.5. Çàäàòü C íà A(e1), ..., A(ek).
36.7. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 36.5.
36.8. Âûáðàòü áàçèñ e1, ..., en êàê è â çàäà÷å 36.5.
36.9. à) Èñïîëüçîâàòü ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà fi òàêèå, ÷òî fi(i) = 1, fi(j) = 0

(i, j = 0, ..., n; i 6= j).
á) Ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåíû 1, x, ..., xn.
â) Ðàññìîòðåòü ìàòðèöó (γi(xj)) (i, j = 1, ..., n+ 1).
36.10. à) Âûáðàâ â V ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, çàïèñàòü óñëîâèå

çàäà÷è â âèäå ñèñòåì óðàâíåíèé.
á) fi �ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà:

fi(x) =
(x− 0)(x− 1) ...(x− i+ 1)(x− i− 1) ...(x− n)

i(i− 1) ...1 · (−1) ...(i− n)
.

â) fi(x) =
xi

i!
(i= 0, 1, ..., n).

36.11. Íàéòè áàçèñ (e1, e2, ..., ek), äëÿ êîòîðîãî f(e1) = 1, f(e2) = ...= f(en) =
= 0.

36.12. Èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

36.13. Äîêàçàòü, ÷òî y = x− f(x)

f(a)
a ∈ U .

36.14. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 36.13, á).
36.15. Â íåêîòîðîì áàçèñå çàäàòü ïåðåñå÷åíèå ÿäåð (îäíîðîäíîé ñèñòåìîé

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç çàäà÷è 36.12).
36.16. Åñëè ñèñòåìà e1, ..., ek ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî äîïîëíèòü åå äî áàçèñà

è ðàññìîòðåòü ñîïðÿæåííûé áàçèñ â V ∗.
36.17. à) Áàçèñ (e1, ..., ek) ïîäïðîñòðàíñòâà U äîïîëíèòü äî áàçèñà (e1, ..., en)

ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè (e1, ..., en) � ñîïðÿæåííûé áàçèñ, òî äîêàçàòü, ÷òî
U⊥ = 〈ek+1, ..., en〉.

á) Èñïîëüçîâàòü à).
â) Èñïîëüçîâàòü á).
36.18. Äîêàçàòü, ÷òî Q[x] � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, è óêàçàòü â Q[x]∗ íåñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæå-
ñòâà I íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëèòü ôóíêöèþ fI ôîðìóëîé fI(u) =

∑
i∈I

ui, ãäå

u=
∑
j
ujx

j .

36.19. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 35.26, ãäå U = Ker l1, W = Ker l2.
36.20. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 35.25.
36.21. Ñì.: Ëåíã Ñ. Àëãåáðà. �Ì.: Ìèð, 1965. � Ãë. VIII, � 4�6.
37.1. à), á), â), å), æ), ç), è), ê), ì), í), î), ð), ñ), ò), ó).
37.2. à) E â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.
â) Â áàçèñå èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö Eij ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû aij,kl ôóíêöèè f

èìåþò âèä aij,ji = 1, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ 0.
ã) 0.
æ) aij,ij = 1, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ 0 (ñì. â)).

ç) Â áàçèñå (1, i) ìàòðèöà
(

1 0
0 −1

)
.

è) E (ñì. æ)).

ë)
(

0 1
−1 0

)
.
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ì), í), ï) Ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî.
ñ) 2E â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

ò)

 0 1 −1
−1 0 1

1 −1 0

 â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3.

37.5. à), á), ã), å), æ).

37.6. à)

 0 −6 −9
−2 20 30
−3 30 45

. á)

11 8 15
6 5 12
11 10 29

.
37.7. à)

(
1 + i 1− i
−3 + i −1− i

)
. á)

(
4− 2i −2− i
1 + i −i

)
.

37.8. à) −43. á) 1− 19i.
37.9. à) −3 + 7i. á) 22 + 40i.

37.10. à)

 2 5 −1
−4 6 8
−10 −23 −4

. á)

 −2 3 0
−5 −10 15
29 −26 3

.
37.11. à)

(
5 + 5i 2i
7 + 2i −1 + 4i

)
. á)

(
13− i 7− 5i

4 3− i

)
.

37.12. à) 〈(−1, −1, 1)〉, 〈(10, 7, 1)〉. á) 〈(−1, −5, 3)〉, 〈(1, −2, 1)〉.
37.14. à) 〈(−1, 1, 1)〉, 〈(−17, −13, 7)〉. á) 〈(2, −3, 1)〉, 〈(−4, −5, 1)〉.
37.16. à) 〈(1, −2, 1)〉, 〈(−1, −5, 3)〉. á) 〈(−1, 1, 1)〉, 〈(4, 0, −9)〉.
37.18. â) Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 36.21 è ïîêàçàòü, ÷òî ëåâîå è ïðàâîå ÿäðî

ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè â K.
ã) (a− aq | a ∈K).

37.19. â)
(

1 0
0 2

)
. ã) Ñëåäóåò èç â). ä) F

√
2.

37.21. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ èç ï. à) è èç ï. â) ïðè λ=±1.
37.22. F = tAG ¯̄B.
37.23. Åñëè ôóíêöèÿ f ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî ê âèäó aE11, åñëè íå ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷åñêîé, òî ê âèäó E12.

37.24. F ′ = tCF ¯̄C, F̃ = F ¯̄C = t ¯̄C−1F ′.

37.26. Ïðèìåð íåñîâïàäåíèÿ: ôóíêöèÿ íà R2 ñ ìàòðèöåé
(

0 1
0 0

)
â íåêîòîðîì

áàçèñå.

37.28. á) Ïðèìåð: ôóíêöèÿ íà R2 ñ ìàòðèöåé
(

1 0
0 −1

)
â íåêîòîðîì áàçèñå.

37.29. ã) Â ñëó÷àå ε = 1 ìàòðèöû äëÿ f1 è f2 â ïîäõîäÿùèõ áàçèñàõ èìåþò

âèä
(

0 A
tA 0

)
,
(

0 B
tB 0

)
, ãäå A, B � íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Îñòàåòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî ïîäîáðàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà.
37.30. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 37.29.
37.31. á) Àíàëîãè÷íî òåîðåìå î ïðèâåäåíèè ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîð-

ìû ê íîðìàëüíîìó âèäó; ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðèåì, àíàëîãè÷íûé àëãîðèòìó
Ëàãðàíæà, è ñãðóïïèðîâàòü ñíà÷àëà ÷ëåíû ñ ìíîæèòåëÿìè y1 è x1, à çàòåì
ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

37.32. à) Íåò. á) Íåò.
37.33. à) x′1y

′
2 − x′2y′1, ãäå x′1 = x1 − 2x3, x′2 = x2 − x3, x′3 = x3.

á) x′1y
′
2 − x′2y′1, ãäå x′1 = x1 −

3

2
x3, x′2 = 2x2 + x3, x′3 = x3.

â) x′1y
′
2 − x′2y

′
1 + x′3y

′
4 − x′4y

′
3, ãäå x′1 = x1 − 2x3, x′2 = x2 − x4, x′3 = x3,

x′4 = x4.
ã) x′1y

′
2 − x′2y′1, ãäå x′1 = x1 + x3, x′2 = x2 + x3 + x4, x′3 = x3, x′4 = x4.
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37.35. 60t(1− t), t2(1− t), t(1− t)(7t2 − 7t+ 2).
37.36. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 37.31, á).
37.37. Îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâåí

íóëþ.
37.45. à) 1, 2.

á) 2, 3, 4. Ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà
(
n

2

)
.

38.1. à), á), ã), å), æ), ê), í), ð), ñ), ò).
38.3. Íåò.
38.4. á).
38.6. à) 〈(2, 1, 0)〉. á) 〈(−21, 13, 0)〉, 〈(−79, 0, 13)〉.
38.8. à) 2x′1y

′
1 −

1

2
x′2y
′
2 + 3x′3y

′
3. á) 2x′1y

′
1 − x′2y′2 + 16x′3y

′
3.

38.9. à) Äà. á) Íåò.
38.10. à), â), è), ì), î), ð).

38.11. à) λ > 2. á) |λ|<
√

5/3.
â) −0,8< λ < 0. ã) Íè ïðè êàêèõ λ.
38.13. Ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ x2

1 + 4x1x2 + x2
2.

38.14. à) λ <−20. á) λ <−0,6.
38.15. à) x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2 − 3x1y3 − 3x3y1 + 2x2y3 + 2x3y2 − x3y3.

á)
1

2
(x1y2 + x2y1 + x1y3 + x3y1 + x2y3 + x3y2).

38.16. à) 2x1y1 − x1y2 − x2y1 − 2x3y1 − 2x1y3 −
5

2
x2y3 −

5

2
x3y2 + x3y3.

á) −2x2y2 +
3

2
x2y3 +

3

2
x3y2 −

1

2
x1y3 −

1

2
x3y1 + 2x3y3.

38.17. à) Íåò. á) Äà.
38.18. à) y2

1 + y2
2 − y2

3 .
á) y2

1 + y2
2 − y2

3 . â) y2
1 − y2

2 . ã) y2
1 − y2

2 − y2
3 − y2

4 .
ì) y2

1 − ...− y2
n. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò âèä

n− 1

2
(x1 + ...+ xn)2 − 1

2
(x1 − x2 − ...− xn)2 − 1

2
(x1 + x2 − x3 − ...− xn)2 − ...

...− 1

2
(x1 + x2 + ...+ xn−1 − xn)2.

í) y2
1 − y2

2 . Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò âèä
1

2
(2x1 + 3x2 + ...+ (n+ 1)xn)2−

− 1

2
(x2 + 2x3 + ...+ (n− 1)xn)2.

î) y2
1 + ...+ y2

n. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò âèä

(x1 + ...+ xn)2 + (x2 + ...+ xn)2 + ...+ (xn−1 + xn)2 + x2
n.

ï) y2
1 − y2

2 − ... − y2
n. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò âèä n(x1 + ... + xn)2 −

− (x1 + ... + xn−1)2 − ... − (x1 + x2)2 − x2
1. Èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ñóììà

ôóíêöèé èç ïóíêòîâ î) è í) ðàâíà (n+ 1)(x1 + ...+ xn)2.
38.19. à) Íåò. á) Äà.
38.22. n(n+ 1)/2, n(n− 1)/2.
38.23. Â ñëó÷àå U = 〈e1, e2〉 è f(e1, e2) = f(e2, e2) âûáðàòü â U⊥ âåêòîð e3

òàêîé, ÷òî f(e2, e3) 6= 0.
38.26. Ïðèâåñòè ê íîðìàëüíîìó âèäó, ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèå, àíàëîãè÷íîå

äîêàçàòåëüñòâó çàêîíà èíåðöèè.
38.27. n, n.
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38.29. Ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ.

38.31.
n(n+ 1)

2
.

38.32. Ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ âèäà λx+ y, ãäå λ ∈ F .
39.1. à) Ïðè a= 0. á) Ïðè a= 0. â), ã), ä) Ïðè a= 0. å), æ), ç), ë).

39.5. à) {0}, V . á) V , {0}. â) V , {0} ïðè α 6= 0; {0}, V ïðè α= 0.

ã) 〈b〉, 〈a〉⊥ ïðè a, b 6= 0; {0}, V ïðè a= 0 èëè b= 0.
ä) V , {0}. å) R[x]n, {0}.
æ) R[x]n−1, R. ç) R[x]n−k, R[x]k−1. ë) R, {0}.
39.7. Äîïîëíèòü áàçèñ (e1, ..., ek) ïîäïðîñòðàíñòâà äî áàçèñà (e1, ..., en) ïðî-

ñòðàíñòâà è ðàññìîòðåòü ïðîåêòèðîâàíèÿ íà 〈e1, ..., ek〉 è 〈ek+1, ..., en〉 (ñì. çà-
äà÷ó 39.17).

39.9. Äîïîëíèòü áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà.

39.12. à) Ïåðâûé ñïîñîá: ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî

rkA= rkBA+ dim(Im A ∩Ker B).

Âòîðîé ñïîñîá: ðàññìîòðèì òîæäåñòâî(
E −B
O E

)(
O BA
AC A

)(
E −C
O E

)
=

(
−BAC O
O A

)
,

ãäå A, B, C � ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A, B, C â êàêîì-íèáóäü áàçèñå. Ñ ó÷åòîì
íåðàâåíñòâà

rk

(
O X
Y Z

)
> rk(X) + rk(Y),

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö X, Y, Z ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà, è òîãî, ÷òî
ðàíã íå ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó, ïîëó÷èì òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî, ïðèìåíÿÿ ôóíêöèþ ðàíãà ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà.

39.14. n(n− r), ãäå r = rkA.

39.15. à)

1 0 0
1 2 0
0 1 3

.
á)
(

cos α − sin α
sin α cos α

)
, åñëè ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà óãëîâ ñîâïàäà-

åò ñ íàïðàâëåíèåì êðàò÷àéøåãî ïîâîðîòà, ïåðåâîäÿùåãî ïåðâûé áàçèñíûé âåêòîð
âî âòîðîé.

â)

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 è

0 1 0
0 0 1
1 0 0

. ã)

0 0 0
0 1 0
0 0 0

. ä)

 1 0 −2
0 0 0
−2 0 4

.
å)


a 0 b 0
0 a 0 b
c 0 d 0
0 c 0 d

. æ)


a c 0 0
b d 0 0
0 0 a c
0 0 b d

. ç)


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

.

è)


a1b1 a1b3 a2b1 a2b3
a1b2 a1b4 a2b2 a2b4
a3b1 a3b3 a4b1 a4b3
a3b2 a3b4 a4b2 a4b4

, ãäå A=

(
a1 a2
a3 a4

)
, B =

(
b1 b2
b3 b4

)
.

ê)


a1 + b1 b3 a2 0
b2 a1 + b4 0 a2
a3 0 a4 + b1 b3
0 a3 b2 a4 + b4

.
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ë)



0 1 0 0 ... 0
0 0 2 0 ... 0
0 0 0 3 ... 0
............................
0 0 0 0 ... n
0 0 0 0 ... 0

. ì)



0 0 0 ... 0 0
n 0 0 ... 0 0
0 n− 1 0 ... 0 0
0 0 n− 2 ... 0 0
.......................................
0 0 0 ... 1 0

.

í)



0 1 0 0 ... 0
0 0 1 0 ... 0
0 0 0 1 ... 0
............................
0 0 0 0 ... 1
0 0 0 0 ... 0

.
39.17. Ïåðâûå k ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû îïåðàòîðà ðàâíû 1,

à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû� íóëè.
39.18. Ïåðâûå k ñòîëáöîâ ìàòðèö ñîñòîÿò èç êîýôôèöèåíòîâ âûðàæåíèé

âåêòîðîâ b1, ..., bk ÷åðåç a1, ..., an, îñòàëüíûå ñòîëáöû ïðîèçâîëüíû.

39.19. à)


4 5 0 −1
1 0 2 3
2 3 0 3
1 6 −1 7

. á)


−5 −8 −6 −2

2 4 4 0
−3 −2 −1 −5

6 7 6 13

.
39.20.

−1/3 2/3 2/3
2/3 2/3 −1/3
2/3 −1/3 2/3

.
39.21.

1 2 2
3 −1 −2
2 −3 1

.
39.23. à) Ïåðâûå k ñòîëáöîâ ìàòðèöû íóëåâûå, îñòàëüíûå n − k ëèíåéíî

íåçàâèñèìûå.
á) Ïåðâûå k ñòðîê ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, îñòàëüíûå n− k ñòðîê �

íóëåâûå.
39.24. Ðàññìîòðåòü ïîäïðîñòðàíñòâà Vi (i = 1, 2), ñîñòîÿùèå èç âñåõ âåêòî-

ðîâ x, äëÿ êîòîðûõ (fi(A))(x) = 0).
40.1. à) Ìíîãî÷ëåíû íóëåâîé ñòåïåíè; {0}.
á) Íåíóëåâûå ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû; {1, −1}.
â) Îäíî÷ëåíû; {0, 1, 2, ..., n}.
ã) Îäíî÷ëåíû; {1, 1/2, ..., 1/(n+ 1)}.
40.2. Èç ðàâåíñòâà f(ax+ b) = λf(x) ñëåäóåò, ÷òî λ= ak, ãäå k�ñòåïåíü f(x).
40.4. Åñëè A(x) = λx, λ 6= 0, òî A−1(x) = x/λ.
40.6. Èñïîëüçîâàòü ìàòðèöû îïåðàòîðîâ.
40.8. à) Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 40.7.
á) Ðàññìîòðåòü ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïî ïîäïðîñòðàíñòâó 〈a〉, ãäå a� îáùèé

ñîáñòâåííûé âåêòîð âñåõ çàäàííûõ îïåðàòîðîâ.
40.9. Ðàññìîòðåòü A2 − λ2E.
40.11. Ðàññìîòðåòü ìàòðèöó

A=


−an−1 −an−2 ... −a1 −a0

1 0 ... 0 0
0 1 ... 0 0

.............................................
0 0 ... 1 0

,
ãäå an−1, ..., a0 � êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãî÷ëåíà.

40.12. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì (2n× 2n)-ìàòðèöû(
E −A
O λE

)
è
(
E O
−B λE

)
,
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ãäå E � åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà è O � (n × n)-ìàòðèöà èç îäíèõ íóëåé.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:(

E −A
O λE

)(
λE A
B E

)
=

(
λE − AB O

λB λE

)
,(

E O
−B λE

)(
λE A
B E

)
=

(
λE A
O λE − BA

)
.

Âîçüìåì îïðåäåëèòåëè îáåèõ ÷àñòåé êàæäîãî èç ðàâåíñòâ. Ïîëó÷àåì:

λn det

(
λE A
B E

)
= det(λE −AB)λn,

λn det

(
λE A
B E

)
= det(λE −BA)λn.

Ëåâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé, çíà÷èò ðàâíû è ïðàâûå:

det(λE −AB)λn = det(λE −BA)λn,

îòêóäà, χAB = χBA.
Âòîðîé ñïîñîá. Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðà-

âåíñòâà AB = A(BA)A−1. Ìàòðèöà A + xE îáðàòèìà íàä ïîëåì F (x) ðàöèî-
íàëüíûõ äðîáåé íàä F . Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ìàòðèö
(A + xE)B è B(A + xE) (íàä ïîëåì F (x)) ñîâïàäàþò. Èõ êîýôôèöèåíòû, î÷å-
âèäíî, ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò x. Ïîëàãàÿ x = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ìàòðèö AB è BA ñîâïàäàþò.

Òðåòèé ñïîñîá. Ñ÷èòàåì ýëåìåíòû ìàòðèö A è B íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííû-
ìè. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî B(AB − tE) = (BA − tE)B. Áåðÿ îïðåäåëèòåëü îò
îáåèõ ÷àñòåé è ñîêðàùàÿ íà íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí |B|, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

40.13. λ1 = a2
1 + ...+ a2

n, λ2 = ...= λn = 0.
40.15. à) λ1 = λ2 = λ3 =−1; c(1, 1, −1) (c 6= 0).
á) λ1 = λ2 = λ3 = 2; c1(1, 2, 0) + c2(0, 0, 1) (c1 è c2 íå ðàâíû íóëþ îäíîâðå-

ìåííî).
â) λ1 = 1, λ2 = λ3 = 0; äëÿ λ1 = 1 èìåþò âèä c(1, 1, 1), äëÿ λ2,3 = 0 c(1, 2, 3)

(c 6= 0).
ã) λ1 = λ2 = 1; äëÿ λ1,2 = 1 c1(2, 1, 0) + c2(1, 0, −1) (c1 è c2 íå ðàâíû íóëþ

îäíîâðåìåííî), äëÿ λ3 =−1 c(3, 5, 6) (c 6= 0).
ä) λ1 = 1, λ2 = 2 + 3i, λ3 = 2− 3i (íàä C); äëÿ λ1 = 1 c(1, 2, 1), äëÿ λ2 = 2 + 3i

c(3− 3i, 5− 3i, 4), äëÿ λ3 = 2− 3i c(3 + 3i, 5 + 3i, 4), ãäå âåçäå c 6= 0.
å) λ= 2; c1(1, 1, 0, 1) + c2(0, 0, 1, 1) (c1 è c2 íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî).

40.16. à) ((1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, −3)),

1 0 0
0 2 0
0 0 2

.
á) ((1, 1, 2), (3− 3i, 4, 5− 3i), (3 + 3i, 4, 5 + 3i)),

1 0 0
0 2 + 3i 0
0 0 2− 3i

.
â) Íå ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó íè â R, íè â C.

ã) ((1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, −1, −1, −1)),


2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −2

.
40.17. Ýëåìåíòû αk è αn−k+1 äîëæíû ëèáî îáà áûòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ,

ëèáî îáà îáðàùàòüñÿ â íóëü (k = 1, ..., n).

40.18. T =
n∑
i=1

Eii +
n∑
i=2

Ei,i−1 −
n−1∑
i=1

Ei,i+1, B =

[
n+1
2

]∑
i=1

Eii −
n∑

i=
[
n+1
2

]
+1

Eii
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40.19. Ðàññìîòðåòü ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå, ïåðâûìè âåêòîðàìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå λ0.

40.20. λ1, ..., λn, λ̄1, ..., λ̄n.
40.21. a) λiλj (i, j = 1, ..., n). á) λi/λj (i, j = 1, ..., n).
40.22. {0} è R[x]k (k = 0, 1, 2, ..., n).
40.27. {0} è ëèíåéíûå îáîëî÷êè ïîäñèñòåì áàçèñà.
40.28. Vi = 〈e1, ..., ei〉 (i= 1, ..., n).
40.29. {0}, V , 〈(2, 2, −1)〉, U = 〈(1, 1, 0), (1, 0, −1)〉, 〈(2, 2, −1), a〉, 〈a〉, ãäå

a ∈ U .
40.30. V , {0}, 〈(1, −2, 1)〉, 〈(1, 1, 1), (1, 2, 3)〉.
40.31. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ëþáîãî ìíîæåñòâà îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n.
40.32. à) Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ 〈cos kx, sin kx〉.
á) Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâà èç 〈cos x, cos 2x, ..., cos nx〉 è ïîäïðîñòðàíñòâ

〈sin kx〉.
40.33. Ðàññìîòðåòü ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà U1, U−1 îïåðàòîðà A

è V1, V−1 îïåðàòîðà B. Â ñëó÷àå êîãäà âñå ïåðåñå÷åíèÿ Ui ∩ Vj íóëåâûå, ïîëó÷èòü
íåíóëåâûå âåêòîðû a ∈ V1, a + λb ∈ V−1, äëÿ êîòîðûõ a + b ∈ V1, a + λb ∈ V−1

ïðè íåêîòîðîì λ.
40.35. à) λ1 = 1, λ2,3 = 0; 〈(1, 1, 1)〉 äëÿ λ1 = 1, 〈(1, 1, 0), (1, 0, −3)〉 äëÿ

λ2,3 = 0.
á) λ1 = 3, λ2,3 =−1; 〈(1, 2, 2)〉 äëÿ λ1 = 3, 〈(1, 1, 0), (1, 0, −1)〉 äëÿ λ2,3 =−1.
â) λ1,2,3 =−1; V .
ã) λ1,2 = 2, λ3,4 = 0; 〈(1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1)〉 äëÿ λ1,2 = 2, 〈(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 1)〉

äëÿ λ3,4 = 0.
40.37. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 40.36.
40.40. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà LA ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-

íèÿìè ìàòðèöû A.
40.41. à) Èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåíèå X ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.
á) Èñïîëüçîâàòü à).
40.42. Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.
40.43. Èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî ñòåïåíè ìèíèìàëüíîãî àííóëèðóþùåãî

ìíîãî÷ëåíà.
40.44. Åñëè [A, B] = 0, òî ðåøåíèå ñëåäóåò èç çàäà÷è 40.8. Ïóñòü rk[A, B] = 1.

Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Çàìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè A íà A− λE, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ker A 6= 0. Ïîêàæåì, ÷òî ëèáî Ker A, ëèáî
Im A èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî B. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Ker A ⊂ Ker[A, B], òî
äëÿ ëþáîãî x ∈Ker A èìååì ABx= BAx+ [A, B]x= 0, òî åñòü, B Ker A⊂Ker A.
Åñëè æå Ker A 6⊂ Ker[A, B], òî ïóñòü y ∈ Ker A \ Ker[A, B]. Òîãäà Im[A, B] =
= 〈[A, B]y〉. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî x ïðè íåêîòîðîì λ èìååì

BAx=ABx− [A, B]x=ABx− λ[A, B]y =ABx− λABy =AB(x− λy),

òî åñòü B Im A⊂ Im A.
Èòàê, äëÿ îïåðàòîðîâ A è B èìååòñÿ îáùåå íåòðèâèàëüíîå èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî. Îãðàíè÷èì íà íåãî îïåðàòîðû A è B è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïî-
ëîæåíèåì èíäóêöèè.

41.1. à)

3 0 0
0 −1 1
0 0 −1

. á) diag(1, 2 + 3i, 2− 3i).

â)

−2 0 0
0 1 0
0 0 1

. ã)

−1 1 0
0 −1 0
0 0 −1

.
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ä)

0 0 0
0 2 0
0 0 2

. å)


1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

.
æ) Äâå êëåòêè ïîðÿäêà 2 ñ 0 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
ç) Êëåòêà ñ 1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
è) Êëåòêà ñ 1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
ê) Êëåòêà ñ ÷èñëîì n íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
ë) diag(1, 2, ..., n).
ì) diag(ε0, ε1, ..., εn−1), ãäå εi � êîðåíü ñòåïåíè n èç 1 (i= 0, ..., n− 1).
í) Êëåòêà ñ ÷èñëîì α íà ãëàâíîé äèàãîíàëè; â ïðàâîì âåðõíåì óãëó ìàòðèöû

A− αE ñòîèò îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð ïîðÿäêà n − 1; íàéòè ýëåìåíòàðíûå
äåëèòåëè ìàòðèöû A− αE.

41.3. à)



f(α)
f ′(α)

1!

f ′′(α)

2!
...

f(n)(α)

n!

0 f(α)
f ′(α)

1!
...

f(n−1)(α)

(n− 1)!

0 0 f(α) ...
f(n−2)(α)

(n− 2)!
....................................................

0 0 0 ... f(α)


.

á) Ïðè α 6= 0 æîðäàíîâà êëåòêà ñ ÷èñëîì α2 íà äèàãîíàëè; ïðè α = 0 äâå
æîðäàíîâû êëåòêè ñ íóëåì íà äèàãîíàëè, èìåþùèå ïîðÿäîê n/2 ïðè ÷åòíîì n
è ïîðÿäêè (n− 1)/2 è (n+ 1)/2 ïðè íå÷åòíîì n.

41.4. Äâå êëåòêè ñ ÷èñëîì α íà äèàãîíàëè ïîðÿäêà n/2 ïðè ÷åòíîì n è ïî-
ðÿäêîâ (n− 1)/2 è (n+ 1)/2 ïðè íå÷åòíîì n; èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 41.2 è 41.3.

41.5. à) Â êàæäîé êëåòêå æîðäàíîâîé ôîðìû ìàòðèöû A çàìåíÿåì λ (λ 6= 0)
íà λ2; åñëè â êëåòêå ïîðÿäêà k íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîèò 0, òî ïðè k = 2l
çàìåíÿåì åå äâóìÿ êëåòêàìè ïîðÿäêà l, à ïðè k = 2l + 1 � äâóìÿ êëåòêàìè
ïîðÿäêîâ l + 1 è l.

á) Â æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû A çàìåíÿåì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íà
îáðàòíûå.

41.6. à) Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè ±1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè;
A ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà V îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà L1 ïàðàëëåëüíî íåêîòîðîìó äîïîëíèòåëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó L2.

á) Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ãäå íà äèàãîíàëè ñòîÿò 0 è 1; A ÿâëÿåòñÿ ïðî-
åêòèðîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà V íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî L1 ïàðàëëåëüíî
íåêîòîðîìó äîïîëíèòåëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó L2.

41.7. Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò êîðíè èç 1.

41.10. à)

2 1 0
0 2 0
0 0 2

, ((1, 4, 3), (1, 0, 0), (3, 0, 1)).

á)

0 1 0
0 0 0
0 0 0

, ((1, −3, −2), (1, 0, 0), (1, 0, 1)).

â)


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

, ((1, 1, 1, 1), (−1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 0, −1, 0)).
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ã)


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

, ((−1, −1, −1, 0), (2, 1, 0, 0), (1, 0, 0, −1), (3, 6, 7, 1)).

41.11. Îäíà æîðäàíîâà êëåòêà.

41.12. Èñïîëüçîâàòü æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû îïåðàòîðà.

41.13. Èñïîëüçîâàòü æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèö îïåðàòîðîâ.

41.14. Èñïîëüçîâàòü æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû B.

41.16. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 1, êëåòêè ðàçìåðà 1, 3, 5.

41.17. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 0. Ïîðÿäêè êëåòîê n+ 1, n, ..., 2, 1.

41.18. Èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåíèå ê æîðäàíîâîé ôîðìå.

41.20. Èñïîëüçîâàòü âèä æîðäàíîâîé ôîðìû k-é ñòåïåíè æîðäàíîâîé êëåòêè
(ñì. çàäà÷ó 41.3).

41.21. à) ± 1

4

(
7 1
−1 9

)
. á) ± 1

5

(
12 2
3 13

)
, ±
(

0 2
3 1

)
.

41.22. à) 250
(
−24 25
−25 26

)
. á)

(
−7 4
−14 8

)
.

41.23. (t− λ1) ...(t− λn).

41.24. (t− α)n.

41.26. a) t− 1. á) t. â) t2 − t. ã) t2 − 1.

ä) tk. å) t(t− 1) ...(t− n). æ) (t− 1)
(
t− 1

2

)
...
(
t− 1

n+ 1

)
.

ç) (t2 + 1) ...(t2 + n2). è) (t2 + 1) ...
(
t2 +

1

n2

)
.

ê) Ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A.
ë) (t− 1)5.

41.27. a) (t− 2)3. á) t2 − 5t+ 6.

41.28. (t − 1)2(t − 2), V = L1 ⊕ L2, ãäå L1 èìååò áàçèñ (e1, e2 − e3), à L2 �
áàçèñ (e2).

41.30. Ñîñòîèò èç êëåòîê ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ 1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è êëåòîê
ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ 0 íà äèàãîíàëè.

41.33. Ñðàâíèòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ îò A è ïðîñòðàíñòâà
ìàòðèö, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ A.

41.34. â) Èñïîëüçîâàòü á).

41.38. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 41.34 è ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóì-
ìó öèêëè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

41.42. â) Äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî l ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî Bi ∈ I, ÷òî p(A+ Bi)
äåëèòñÿ íà pl(A) â êîëüöå K[A].

41.43. Âûâåñòè èç çàäà÷è 41.36 è ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàçàâ, ÷òî âñå ýëå-
ìåíòû èäåàëà I íèëüïîòåíòíû.

41.44. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 41.39, 41.42.

41.45. à) Èñïîëüçîâàòü æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû A.
á) Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 31.17.

41.47. Âûòåêàåò èç çàäà÷è 41.46.

42.2. Ñì.: Êîñòðèêèí À.È. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà. ×. 2. �Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2009. �
Ãë. 3, � 2.5.

42.3. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 42.2 è 42.1.

42.4. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 42.3.

42.13. Ñì.: Áóðáàêè Í. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ. � Ì.: Ìèð, 1972. � Ãë. 1, � 2,
ï. 5.
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42.14. Ñì.: Õîðí Ð., Äæîíñîí ×. Ìàòðè÷íûé àíàëèç. � Ì.: Ìèð, 1989. �
Ñ. 359.

42.19. à)
(

2e2 −e2
e2 0

)
. á)

(
4e− 3 2− 2e
6e− 6 4− 3e

)
.

â)

3e− 1 e −3e+ 1
3e e+ 3 −3e− 3

3e− 1 e+ 1 −3e

.
ã)

3 −15 6
1 −5 2
1 −5 2

+ (2πin)E, ãäå n ∈ Z, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3.

ä)
(

1 −1
1 −1

)
.

42.20. det eA = etr A.
42.22, 42.33. Ñì.: Õîðí Ð., Äæîíñîí ×. Ìàòðè÷íûé àíàëèç. � Ì.: Ìèð,

1989. � Ãë. 8, � 81�84.
42.34. à) x= (1, 1), ρ(A) = 3. á) x= (1, 1), ρ(A) = 7.
â) x= (5, 3, 1), ρ(A) = 5. ã) x= (1, 0, 1, 0), ρ(A) = 6.
43.4. à) Ñêàëÿðíûå ìàòðèöû.
á) Êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû.
â) Ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû.
ã) Íèæíèå íèëüòðåóãîëüíûå ìàòðèöû.
43.13. Îáå ìàòðèöû ðàâíû G−1.
43.14. à) tS−1. á) tS̄−1.
43.15. à) ((1, 2, 2, −1), (2, 3, −3, 2), (2, −1, −1, −2)).
á) ((1, 1, −1, −2), (2, 5, 1, 3)).
â) ((2, 1, 3, −1), (3, 2, −3, −1), (1, 5, 1, 10)).
43.16. Íàïðèìåð: à) ((2, −2, −1, 0), (1, 1, 0, −1));
á) ((0, 1, 0, −1), (1, 0, −1, 0)).

43.18. à) x2 + x4 = 0. á)

{
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

−18x1 + x2 + 18x3 + 11x4 = 0.

43.19. à) (1, −1, −1, 5), (3, 0, −2, −1).
á) (3, 1, −1, −2), (2, 1, −1, 4).
â) (0, −3/2, 3/2, 0), (7, −5/2, −5/2, 2).

43.21. à)
√

14. á) 2. â) 7/5. ã)
√

3/5. ä)
√

5/7.
43.26. Ñì. çàäà÷ó 43.25, ã).
43.28. à) 6, 6, 6; 60◦.

43.32. 0 ïðè n íå÷åòíîì,
1

2

(
n

k

)
=
(

2k − 1

k − 1

)
ïðè n= 2k.

43.33. a
√
n; arccos

1
√
n
.

43.34. R=
a
√
n

2
; R< a ïðè n < 4, R= a ïðè n= 4 è R> a ïðè n > 4.

43.36. à) 8. á) 4. â) 12714. ã) 0.
43.38. à) 60◦. á) 30◦. â) 0◦.

43.41. arccos
√
k/n.

43.42. arccos
2

3
; ïóñòü ai = A0A1 (i = 1, 2, 3, 4); ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàò êîñè-

íóñà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè a1t1 + a2t2 è a3t3 + a4t4 ðàâåí

(t1 + t2)2(t3 + t4)2

4(t21 + t1t2 + t22)(t23 + t3t4 + t24)
,
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è íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè (t1 + t2)2 ïðè óñëîâèè t21 + t1t2 + t22 = 1.
43.43. 45◦. Íàéòè ìèíèìóì óãëîâ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè ñ èõ îðòîãîíàëüíûìè

ïðîåêöèÿìè íà ïåðâóþ ïëîñêîñòü.

43.44. á) P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x),

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3).

â) Pk(x) =
∑

k/26j6k

(−1)k−j
1 · 3 · 5 · ... · (2j − 1)

(k − j)!(2j − k)!2k−j
x2j−k =

=
1

2kk!

∑
k/26j6k

(−1)k−j
(
k

j

)
(2j)!

(2j − k)!
x2j−k.

ã)
√

2/(2k + 1). ä) 1.

43.45. à)
√

∆, ãäå

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1

2
...

1

n+ 1
1

2

1

3
...

1

n+ 2
......................................

1

n+ 1

1

n+ 2
...

1

2n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(1! 2! ...n!)3

(n+ 1)! (n+ 2)! ...(2n+ 1)!
.

á)
1(2n

n

)√
4n+ 1

.

44.2. G−1 · tĀ ·G.
44.3.

(
3 6
−1 −3

)
.

44.4. Ïðîåêòèðîâàíèå ïàðàëëåëüíî îñè êîîðäèíàò íà áèññåêòðèñó âòîðîé
è ÷åòâåðòîé ÷åòâåðòè.

44.9. a) D∗ =−D. á) Èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì.
44.10. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 44.9.
44.13. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 44.12 è ñâÿçüþ ìåæäó ýðìèòîâûìè è êâàä-

ðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè.
44.14. Óñëîâèå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (AA∗x, x) = (A∗Ax, x) äëÿ

âñåõ x ∈ V . Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 44.1, ä) è 44.13.
44.15. Åñëè A = B − λE, òî A∗ = B − λ̄E; âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 44.14, ãäå

x� ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà B ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.
44.16. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 44.15.
44.17. à) Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 44.15, 44.6 è 44.1, à).
á) Âîñïîëüçîâàòüñÿ à) è çàäà÷åé 44.2.
â) Åñëè A íîðìàëåí, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç çàäà÷è 44.15. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ, êàê è â á), äîêàçàòü, ÷òî A èìååò ñîáñòâåííûé
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

44.19. Èñïîëüçîâàòü äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà â îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå.

44.20. Èñïîëüçîâàòü ñîáñòâåííûå îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû îïåðàòîðîâ
A è B.

44.21. Èñïîëüçîâàòü ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
44.22. Èñïîëüçîâàòü ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è èíòåðïîëÿöè-

îííûé ïîëèíîì.
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44.23. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 44.1, â), ã), ä).
44.24. à), á) Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 44.23 äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Ker f(A).
â) Ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû a(x), c(x), ÷òî

a(x)f1(x) + c(x)f2(x) = 1;

îòñþäà âûâåñòè
Ker f(A) = Ker f1(A)⊕Ker f2(A);

åñëè x ∈Ker h(A), y ∈Ker f(A), òî ïî çàäà÷àì 44.23 è 44.24, à), á) èìååì

(x, y) = (c(A)f2(A)x, y) = (x, c̄(A∗)f̄2(A∗)y) = 0.

ã) Ïî çàäà÷àì 44.7, 44.23 è 44.21, à)�â) èìååì

Ker f(A)⊥ = Im f̄(A∗)⊆Ker f̄(A∗)n−1 = Ker f(A)n−1,

îòñþäà V = Ker f(A) + Ker f(A)n−1, ò. å. f(x)n−1 àííóëèðóåò A ïðè n > 2.
44.25. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 44.23.
44.26. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 44.25.
44.27. à) Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 44.26.
á) Âûòåêàåò èç çàäà÷è 44.6.
44.29. Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòè ñ ïîìîùüþ çàäà÷ 44.27 è 44.28.

45.4. à)
(

1 0
0 3

)
,

(
1
√

2
(1, −1),

1
√

2
(1, 1)

)
.

á)

9 0 0
0 18 0
0 0 −9

, (
1

3
(2, 2, 1),

1

3
(2, −1, −2),

1

3
(1, −2, 2)

)
.

â)

9 0 0
0 9 0
0 0 27

, (
1
√

2
(1, 1, 0),

1
√

18
(1, −1, −4),

1

3
(2, −1, 1)

)
.

ã)

6 0 0
0 6 0
0 0 3

, (
1
√

6
(1, −2, 1),

1
√

2
(−1, 0, 1),

1
√

3
(1, 1, 1)

)
.

ä)

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

, (
1
√

2
(1, 0, 1), (0, 1, 0),

1
√

2
(1, 0, −1)

)
.

å)


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

, (
1
√

2
(1, 0, 0, 1),

1
√

2
(0, 1, 1, 0),

1
√

2
(1, 0, 0, −1),

1
√

2
(0, 1, −1, 0)

)
.

æ)


2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −2

, (
1
√

2
(1, 1, 0, 0),

1

2
(1, −1, 1, 1),

1
√

2
(0, 0, 1, −1),

1

2
(1, −1, −1, −1)

)
.

45.7. à)
(

5 0
0 −1

)
,

(
1
√

3
(1 + i, 1),

1
√

6
(1 + i, −2)

)
.

á)
(

2 0
0 4

)
,

(
1
√

2
(1, −i), 1

√
2

(1, i)
)
.

â)
(

2 0
0 8

)
,

(
1
√

6
(2− i, −1),

1
√

6
(1, 2 + i)

)
.

45.9. Ïåðåñòàíîâî÷íûå îïåðàòîðû èìåþò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð x; ðàñ-
ñìîòðåòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê 〈x〉.
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45.10. â) Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè Âèåòà è òåîðåìîé Äåêàðòà.
45.11. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 44.1, ä).
45.13. Èñïîëüçîâàòü äèàãîíàëüíîñòü ìàòðèöû A â íåêîòîðîì îðòîãîíàëüíîì

áàçèñå è çàäà÷ó 45.10.

45.14.

3 2 0
2 4 2
0 2 5

.
45.15. Â ñèëó çàäà÷è 45.13 A = A2

1, B = B2
1 , ãäå A1, B1 � íåîòðèöàòåëüíûå

ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû; åñëè A ïîëîæèòåëåí, òî

AB =A1((A1B1)(A1B1)∗)A−1
1 ;

âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 45.11.
45.18. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã A− λE íå ìåíüøå n− 1 äëÿ ëþáîãî λ.
45.19. Óêàçàíû ôóíêöèè â ãëàâíûõ îñÿõ è ìàòðèöû ïåðåõîäà A (tx=Aty).

à) 3y2
1 + 6y2

2 + 9y2
3 ,

1

3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

.
á) 9y2

1 + 18y2
2 − 9y2

3 ,
1

3

 2 2 −1
−1 2 2

2 −1 2

.
â) 3y2

1 + 6y2
2 − 2y2

3 ,
1
√

6


√

2 1
√

3

−
√

2 −1
√

3√
2 −2 0

.
ã) 5y2

1 − y2
2 − y2

3 ,
1
√

6


√

2 1
√

3√
2 1 −

√
3√

2 −2 0

.
ä) 3y2

1 − 6y2
2 ,

1

6

4
√

2 3
√

2

2 −4
√

2 0

4
√

2 −3
√

2

.
å) 2y2

1 + 4y2
2 − 2y2

3 − 4y2
4 ,

1

2


1 1 1 1
−1 1 1 −1
−1 −1 1 1

1 −1 1 −1

.

æ) 5y2
1 − 5y2

2 + 5y2
3 ,

1
√

5


2 1 0 0
1 −2 0 0
0 0 2 1
0 0 −1 2

.

ç) 2y2
1 − 4y2

2 ,
1
√

2


1 0 1 0
1 0 −1 0
0 1 0 1
0 1 0 −1

.

è) 9y2
1 + 9y2

2 + 9y2
3 ,

1

3


3 0 0 0
0 1 2 2
0 2 1 −2
0 2 −2 1

.

ê) 4y2
1 + 4y2

2 + 4y2
3 − 6y2

4 − 6y2
5 ,

1
√

10


√

10 0 0 0 0

0
√

2 0 2
√

2 0

0 −2
√

2 0
√

2 0
0 0 1 0 3
0 0 3 0 −1

.
46.4. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 46.3 è ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè.

46.5. á) Ïîëîæèòü w = x− ‖x‖
‖y‖

y.
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46.6. à)

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

, (
1
√

3
(1, 1, 1),

1
√

2
(1, 0, −1),

1
√

6
(1, −2, 1)

)
.

á)

1 0 0
0 0 1
0 −1 0

, (
1
√

2
(1, 1, 0), (0, 0, 1),

1
√

2
(1, −1, 0)

)
.

â)

1 0 0

0 1
2 −

√
3

2

0
√

3
2

1
2

, (
1
√

3
(1, 1, 1),

1
√

6
(2, −1, −1),

1
√

2
(0, 1, −1)

)
.

ã)

1 0 0

0 1
2 −

√
3

2

0
√

3
2

1
2

, (
1
√

2
(1, 1, 0),

1
√

2
(1, −1, 0), (0, 0, 1)

)
.

ä)


1 0 0

0 2
√

2−1
4 −

√
7+4
√

2
4

0

√
7+4
√

2
4

2
√

2−1
4

,(
1√

5− 2
√

2
(1−

√
2, 1, −1),

1
√

2
(0, 1, 1),

1√
10− 4

√
2

(−2, 1, −
√

2− 1)
)
.

å)


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

, ( 1

2
(1, 1, 1,−1),

1

2
(1, 1,−1, 1),

1

2
(1,−1, 1, 1),

1

2
(−1, 1, 1, 1)

)
.

æ)


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

,(
1
√

2
(1, 1, 0, 0),

1
√

2
(0, 0, 1, −1),

1
√

2
(1, −1, 0, 0),

1
√

2
(0, 0, 1, 1)

)
.

ç)

1 0 0

0 1
2

√
3

2

0 −
√

3
2

1
2

, (
1
√

3
(1, 1, 1),

1
√

6
(2, −1, −1),

1
√

2
(0, 1, −1)

)
.

è)

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

, (
1

3
(−1, 2, 2),

1

3
(2, 2, −1),

1

3
(−2, 1, −2)

)
.

ê)

1 0 0

0 1
7 − 4

√
3

7

0 4
√

3
7

1
7

, (
1
√

3
(1, 1, 1),

1
√

2
(1, −1, 0),

1

3
√

10
(3, 5, −8)

)
.

ë)

1 0 0

0 1
12 (−2 + 7

√
2) − 1

12

√
42 + 28

√
2

0 1
12

√
42 + 28

√
2 1

12 (−2 + 7
√

2)

,(
1√

42 + 28
√

2
(−2−

√
2, −4− 3

√
2,
√

2),
1

84
(6
√

2, −2−
√

2, 2−
√

2),

1

84
(0,
√

42− 28
√

2,
√

42 + 28
√

2)
)
.

ì)

1 0 0

0 1
2

√
3

2

0 −
√

3
2

1
2

, ((√
2

2
,

√
2

2
, 0
)
,
(√

2

2
, −
√

2

2
, 0
)
, (0, 0, −1)

)
.

46.7. à)
(
eiα 0

0 e−iα

)
,

(
1
√

2
(1, i),

1
√

2
(1, −i)

)
.

á)
1
√

3

(
1 + i

√
2 0

0 1− i
√

2

)
,
(

1

4− 2
√

2
(1, −i(1−

√
2)),

1

4− 2
√

2
(i(1−

√
2), −1)

)
.
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â)

1 0 0
0 i 0
0 0 −i

, (
1

3
(2, −2i, i),

1

3
(2, i, −2i),

1

3
(−i, 2, 2)

)
.

ã)

(
1+i
√

3
2 0

0 1−i
√

3
2

)
,

(
1√

23− 4
√

3
(4, (
√

3− 2)i),
1√

23− 4
√

3
((
√

3− 2)i, 4)
)
.

ä)
(
i 0
0 −i

)
,

(√
2−
√

2

2
(
√

2 + 1, i),

√
2 +
√

2

2
(1−

√
2, i)

)
.

46.8. Òàêàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé
(
eiα 0

0 e−iα

)
, êîòîðàÿ, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïîäîáíà ìàòðèöå
(

cos α − sin α
sin α cos α

)
ïî çàäà÷å 46.7, à).

46.11. á) Èñïîëüçîâàòü äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèö óíèòàðíîãî è ýðìèòîâà
îïåðàòîðà.

46.12. Ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V , îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûé
ñ (e1, e2, e3), ìîæíî îïåðàòîðîì âèäà Aϕ, BϑAψ ïåðåíåñòè â (e1, e2, e3).

46.13. à) Åñëè (e1, e2, e3) � áàçèñ èç V , òî îïåðàòîðû ïîâîðîòà â ïëîñêî-
ñòÿõ 〈e1, e2〉 è 〈e2, e3〉 èìåþò òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå; âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà-
÷åé 46.7, à).

46.14. Ïîâîðîò â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îòðàæå-
íèé; äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèòü, ÷òî åñëè A=A1 ...Am,

òî Ker(A− E)⊇
m⋂
i=1

Ker(Ai − E).

46.15. Èñïîëüçîâàòü ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

46.16. à)
1
√

2

(
3 1
1 3

)
· 1
√

2

(
1 −1
1 1

)
.

á)
1
√

2

(
5 −3
−3 5

)
· 1
√

2

(
1 −1
1 1

)
.

â)
1

3

 14 2 −4
2 17 2
−4 2 14

 · 1

3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

.
46.17. Äîêàçàòü, ÷òî B2 =AA∗.
46.18. Ïóñòü eiα1 , ..., eiαn � âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-

ðà A, íàéòè òàêîé ìíîãî÷ëåí f(t) ñòåïåíè n, ÷òîáû f(eiαj ) = eiαj/k ïðè âñåõ
1 6 j 6 n. Ïðîâåðèòü, ÷òî f(A)k =A.

46.19. Èñïîëüçîâàòü äèàãîíàëèçèðóåìîñòü îïåðàòîðà.
46.20. Ïðåäñòàâèòü A â âèäå êâàäðàòà ïîëîæèòåëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà C. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð C−1ABC ñàìîñîïðÿæåí.
46.21. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 46.20 è ïðåäñòàâèòü A è B â âèäå êâàäðàòîâ

ïîëîæèòåëüíûõ (íåîòðèöàòåëüíûõ) ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.
46.23. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 46.22.
46.28. Èñïîëüçîâàòü ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå A.
46.29. à) Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 46.24�46.26.
á) Âûòåêàåò èç à).
â) Èñïîëüçîâàòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà W (1, ε, ε2, ..., εn−1), ãäå ε =

= cos
2π

n
+ i sin

2π

n
.

46.30. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 46.4, 46.5.
46.31. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 46.30.
47.1. à), á), ã), å).
47.2. 21.
47.3. à) B(v3, v4, v5) = 0, −B ⊗A(e1, e1 + e2, e2 + e3, e2, e2) = 1,
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(A⊗B −B ⊗A)(v1, v2, v3, v4, v5) = 1.
á) A(e1 + e2, e2 + e3) = 2, B(e3 + e1, e2, e2) = 2, A(e2, e2) = 0,

B(e1 + e2, e2 + e3, e2 + e1) = 8, (A⊗B −B ⊗A)(v1, v2, v3, v4, v5) = 4.

47.4. 0.

47.5. 0.

47.6. (A⊗B)(e1, e2, e3, e3, e3) = 0, (B ⊗A)(e1, e2, e3, e3, e3) = 1.

47.7. à) 4. á) −9. â) 3.

47.9. à) T (v, f) = f(Av), ãäå

A=


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

= (Im A)⊥ = 〈e⊥〉;

ïîýòîìó {f ∈ V ∗ | T (v, f) = 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V }.
á) 〈e4〉.
47.10. p2(4p− 3).

47.11. à) 2. á) 1. â) 2.

47.13. à) −3. á) 1. â) 3.

47.14. à) e3. á) 5e3 + 5e4.

47.15. à) (2e1 − e3)⊗ (2e1 + 2e2). á) 2e1 ⊗ e3.
47.16. à) (e1 − e2)⊗ e3 − (e1 − 2e2)⊗ e4, e1 ⊗ (e3 + e4) + e3 ⊗ (e3 + 2e4).
á) e2 ⊗ (e3 + e4)− (e1 − e2 + 2e3 − e4)⊗ e3,

(e1 + e2)⊗ (2e3 + 3e4)− (e1 + e3)⊗ (e3 + e4).
â) e1 ⊗ (e2 + e3) +

∑
j
ej ⊗ (−e3 + e4),∑

i
(e1 + e2)⊗ ei + (3e1 + 2e2 + 2e3 + 3e4)⊗ e4.

ã) e1 ⊗ (e1 − e2) + 2e2 ⊗ (−e1 + 2e2) + 3e3 ⊗ (2e3 − e4) + 4e4 ⊗ (−e3 + e4),
(2e1 + e2)⊗ e1 + 2(e1 + e2)⊗ e2 + 3(e3 + e4)⊗ e3 + 4(e3 + 2e4)⊗ e4.

47.17. Ðàññìîòðåòü áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

47.18. á) (tr A)k. â) d2n.

47.19. à) Òðè êëåòêè ðàçìåðà 2 ñ ÷èñëàìè 1, 2, 3 ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè.
á) Îäíà êëåòêà ðàçìåðà 1 è îäíà êëåòêà ðàçìåðà 3 ñ 2 ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè.
â) Äâå êëåòêè ðàçìåðà 3 ñ 0 ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

48.2. 2n(n+ 1)(n− 1)/3, ãäå n= dim V .

48.5. Ïîäñ÷èòàòü ðàçìåðíîñòè.

48.7. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåä îïåðàòîðà ΛqA ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñ q-ì
êîýôôèöèåíòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

48.8. à) Äâå æîðäàíîâû êëåòêè ïîðÿäêîâ 5 è 1 ñ 1 íà äèàãîíàëè.
á) Æîðäàíîâà êëåòêà ïîðÿäêà 3 ñ 6 íà äèàãîíàëè è òðè êëåòêè ïîðÿäêà 1

ñ ÷èñëàìè 4, 6 è 9.
â) Äâå æîðäàíîâû êëåòêè ïîðÿäêà 2 ñ ÷èñëîì 2 íà äèàãîíàëè, êëåòêà ïîðÿä-

êà 2 ñ −2 íà äèàãîíàëè è ÷åòûðå êëåòêè ïîðÿäêà 1 ñ ÷èñëàìè 1, 4, −4 è −4.

48.9. Èñïîëüçîâàòü óêàçàíèÿ ê çàäà÷å 48.7.

48.14. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 48.12.

48.15. Ðàññìîòðåòü áàçèñ, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò x.

49.9. tx=Bx′ + ta, x′ =B−1x−B−1ta.
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49.10. à) 5x1 + x2 + 4x4 = 0, á) 3x1 − 2x2 − x3 − x4 = 1,

x1 − 2x2 − x3 + x4 =−2, 6x3 + 5x4 = 1,

x1 = t1 + 3t2, x1 = t1 + 2t2,

x2 =−t1 + t2, x2 = t1 + 3t2,

x3 = 2 + 2t1 − 3t2, x3 = 6− 5t1,

x4 =−t1 − 4t2, x4 =−7 + 6t1.
49.11. Ðàâåíñòâî ñïðàâà èìååò ìåñòî, åñëè 〈a1, ..., as〉 ñîäåðæèò íà÷àëî êîîð-

äèíàò, ðàâåíñòâî ñëåâà � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
49.14. Åñëè Pi = ai + Li (i= 1, ..., s),

〈P1 ∪ ... ∪ Ps〉= ai + (L1 + ...+ Ls + 〈a1a2, ..., a1as〉).
49.16. a) dim〈P1 ∪ P2〉= 3, dim P1 ∩ P2 = 1.
á) dim〈P1 ∪ P2〉= 4, P1 ∩ P2 = ∅, ñòåïåíü ïàðàëëåëüíîñòè ðàâíà 1.
â) dim〈P1 ∪ P2〉= 4, ïëîñêîñòè P1 è P2 ñêðåùèâàþòñÿ.
49.18. Ãèïåðïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ P1 è P2 è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îäíó èç

òî÷åê óêàçàííîãî âèäà.
49.20. à) x1 = 3t, x2 =−1 + 3t, x3 = 3− t, x4 = 1− t.
á) x1 = 1 + 2t, x2 =−3 + 6t, x3 =−2 + 2t, x4 = 2 + 4t, x5 = 5t.
â) Íå ñóùåñòâóåò.
49.22. 1− x1 − ...− xn, x1, ..., xn.
49.23. Ïðè |K| > 3 ïðÿìàÿ ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ òî÷åê; ïðè |K|= 2 óòâåð-

æäåíèå íåâåðíî.
49.24. Äëÿ ëþáîé òî÷êè a ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð v, ÷òî f(a+ v) = a+ v.
49.28. Åñëè char K - n, òî íåïîäâèæíîé áóäåò òî÷êà

1

n
(a+ f(a) + f2(a) + ...+ fn−1(a)),

ãäå a� ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.
49.29. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 49.28.
49.31. à) a+ 〈e1, e2〉, ãäå a= (−1, 0, −1), e1 = (1, 2, 3), e2 = (1, 1, 1).
á) a + λe1, a + 〈e1〉, a + λe1 + 〈e2〉, a + 〈e1, e2〉, a + λe1 + 〈e2, e3〉, ãäå

a= (3, 3, 4), e1 = (1, 2, 2), e2 = (−1, −2, −1), e3 = (1, 1, 0), λ ïðîèçâîëüíî.
â) a, a + 〈λe1 + µe3〉, a + 〈e1, e2〉, a + 〈e1, e2 + λe3〉, ãäå a = (0, −1, −4),

e1 = (1, 4, 3), e2 = (1, 0, 0), e3 = (3, 0, 1), λ, µ ïðîèçâîëüíû.
ã) a+ λe1 + 〈e1, e2〉, a+ 〈e1, e2〉, a+ λe1 + 〈e1 + e2, e3〉, ãäå a= (7/2, 15/2, 7),

e1 = (2, 1, 0), e2 = (−1, 0, 1), e3 = (3, 5, 6), λ ïðîèçâîëüíî.
49.33. à) Äà. á) Íåò. â) Äà.
49.34. à) Äà. á) Íåò.
49.35. P1; P2; Πi \ Pi (i = 1, 2), ãäå Πi � ãèïåðïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ Pi

è ïàðàëëåëüíàÿ Pj (j 6= i); âñåâîçìîæíûå ãèïåðïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå îäíî-
âðåìåííî P1 è P2.

49.36. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 49.23.
49.37. á) Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 49.36, ïîêàçàòü, ÷òî f ñîõðàíÿåò ïàðàëëåëüíîñòü

ïðÿìûõ; îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå Df : V → V ïî ôîðìóëå Df(ab) = f(a)f(b)
è ïîêàçàòü, ÷òî f(x + y) = f(x) + f(y); èç óñëîâèÿ Df(αv) = σ(α)Df(v), ãäå v �
íåêîòîðûé âåêòîð èç V , îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå σ : K →K, ïîêàçàòü, ÷òî îíî
íå çàâèñèò îò v è ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ K.

50.3. Åñëè M ′ 6= ∅, òî ãèïåðïëîñêîñòü H = {x |
∑
i∈J

fi(x) = 0} ÿâëÿåòñÿ îïîð-

íîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ìíîãîãðàííèêà M è M ∩ H = MJ . Îáðàòíî, ïóñòü Γ �
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ãðàíü ìíîãîãðàííèêà M , ÿâëÿþùåãîñÿ åãî ïåðåñå÷åíèåì ñ îïîðíîé ãèïåðïëîñêî-
ñòüþ H. Ïóñòü a� âíóòðåííÿÿ òî÷êà ãðàíè Γ è J = {i | fi(a) = 0}. Òîãäà MJ �
ãðàíü ìíîãîãðàííèêà M , ñîäåðæàùàÿ Γ, è a � åå âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî MJ ⊆H, è, çíà÷èò, MJ = Γ.

50.4. Ðàññìîòðåòü ñèñòåìó áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, ñâÿçàííûõ ñ òî÷êà-
ìè a0, a1, ..., an.

50.7. Âåðøèíû A = (1, 1, 1), B = (1, 1, −2), C = (1, −2, 1), D = (−2, 1, 1)
è E = (−1/2, −1/2, −1/2). Ìíîãîãðàííèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä ñ îáùèì îñíîâàíèåì BCD.

50.8. à) Òåòðàýäð ñ âåðøèíàìè (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1).
á) Îêòàýäð ñ âåðøèíàìè (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1),

(0, 0, 1, 1).
â) Òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà, âåðøèíû îäíîãî îñíîâàíèÿ êîòîðîé � (1, 0, 0, 0),

(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), äðóãîãî � (1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1).
ã) Ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1).
50.15. Ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 50.14 ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ, êîãäà

S = M ∪ {a}, ãäå M � n-ìåðíûé ñèìïëåêñ è a /∈M . Â ýòîì ñëó÷àå âîñïîëüçî-
âàòüñÿ çàäà÷åé 50.14 è çàìåòèòü, ÷òî ëþáîé îòðåçîê ab, ãäå b ∈M , ïåðåñåêàåò
íåêîòîðóþ (n − 1)-ìåðíóþ ãðàíü Γ ñèìïëåêñà M , íå ñîäåðæàùóþ òî÷êè b, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ñèìïëåêñîâ M è conv(Γ ∪ {a}).

50.16. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 50.15.
50.17. Ëó÷è ñ íà÷àëîì â òî÷êå a, ïåðåñåêàþùèåM0, çàìåòàþò óãîë, âåëè÷èíà

êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò π.
50.18. Ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëü-

íóþ ãèïåðïëîñêîñòü H, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç a. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êàêàÿ-ëèáî
îêðåñòíîñòü òî÷êè a â H ñîäåðæèòñÿ â M , òî M ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò H.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ïðîñòðàíñòâå H ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü a + W (ãäå W � (n − 2)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà V , ñîîòâåòñòâóþùåãî A), ÷òî ìíîæåñòâî M ∩ H ëåæèò ïî
îäíó ñòîðîíó îò íåå. Ïóñòü U � äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V ,
äîïîëíèòåëüíîå ê W . Ðàññìîòðåòü ïðîåêöèþ N ìíîæåñòâà M íà äâóìåðíóþ
ïëîñêîñòü P = a+ U ïàðàëëåëüíî W (çàäà÷à 49.38). Äîêàçàòü, ÷òî a /∈N0, è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 50.17 è 50.12.

50.20. Âûáðàòü ëþáóþ òî÷êó b ∈ M è äëÿ âñÿêîé òî÷êè a /∈ M ïðîâåñòè
îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ÷åðåç òî÷êó îòðåçêà ab, áëèæàéøóþ ê a.

50.21. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü çàìêíóòîãî âûïóêëîãî
êîíóñà ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü.

50.22. Ñîâîêóïíîñòü M âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíê-
öèé f1, ..., fm åñòü çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L
âñåõ àôôèííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà A. Åñëè M íå ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûõ
êîíñòàíò, òî èç çàäà÷è 50.21 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ϕ
íà ïðîñòðàíñòâå L, ÷òî ϕ(1) = 1 è ϕ(f) 6 0 ïðè f ∈M . Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ϕ íà ïðîñòðàíñòâå L, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ϕ(1) = 1,
èìååò âèä ϕ(f) = f(a), ãäå a � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà A (íå çàâèñÿùàÿ
îò f).

50.23. á) Ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 50.20 äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè a 6= M
íàéäåòñÿ òàêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f ∈M∗, ÷òî f(a)> 1.

50.24. Ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Âíà÷àëå äîêà-
çàòü, ÷òî âñÿêàÿ íå êðàéíÿÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó ãðàíè÷-
íûå òî÷êè. Çàòåì èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè âûâåñòè, ÷òî âñÿêàÿ ãðàíè÷íàÿ
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òî÷êà ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà êðàéíèõ òî÷åê, ëåæàùèõ
â îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.

50.27. Âûòåêàåò èç çàäà÷ 50.24 è 50.26.
50.28. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà àôôèííàÿ îáîëî÷êà äàííûõ

òî÷åê ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì. Â ýòîì ñëó÷àå îòîæäåñòâèòü àôôèí-
íîå ïðîñòðàíñòâî ñ âåêòîðíûì, ïðèíÿâ çà íóëü êàêóþ-ëèáî âíóòðåííþþ òî÷êó
âûïóêëîé îáîëî÷êè M äàííûõ òî÷åê, è äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëîå ìíîæåñòâî M∗,
îïðåäåëåííîå êàê â çàäà÷å 50.23, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì. Çàòåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 50.27 è 50.23, á).

50.29. à) x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x1 + x3 6 1, x1 + x4 6 1, x2 + x3 6 1,
x2 + x4 6 1; òðåõìåðíûìè ãðàíÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå ÷åòûðåõóãîëüíûå ïèðàìè-
äû Oabcd, Odefa, Odefb, Oabce ñ âåðøèíàìè d, e, a, b ñîîòâåòñòâåííî è ÷åòûðå
òåòðàýäðà acdf , acef , bcdf , bcef .

á) x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x1 + x4 6 1, x2 + x4 6 1, x3 + x4 6 1; òðåõìåð-
íûìè ãðàíÿìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëåïèïåä Oabcdefg è øåñòü ÷åòûðåõóãîëüíûõ
ïèðàìèä ñ îáùåé âåðøèíîé h, îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûå ãðàíè
óêàçàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.

50.31. Ðàññìîòðåòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî N −M â ïðîñòðàíñòâå V , ñîñòîÿùåå
èç âåêòîðîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè èç M ñ òî÷êàìè èç N . Äîêàçàòü, ÷òî îíî
çàìêíóòî, è èç çàäà÷è 50.20 âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ϕ
íà ïðîñòðàíñòâå V , ÷òî ϕ(xy) > 1 ïðè âñåõ x ∈M , y ∈ N . Â êà÷åñòâå f âçÿòü
ïîäõîäÿùóþ àôôèííóþ ôóíêöèþ, ëèíåéíàÿ ÷àñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ϕ.

50.32. Â ïðîñòðàíñòâå L ðàññìîòðåòü çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ K, ñîñòîÿ-
ùèé èç âñåõ àôôèííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé, íåîòðèöàòåëüíûõ íà M . Ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî K ∩ N = ∅, è èç çàäà÷è 50.31 âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîé
ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå L, íåîòðèöàòåëüíîé íà K, îòðèöàòåëüíîé íà N è óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ϕ(1) = 1. Ïîêàçàòü, ÷òî ϕ(f) = f(a), ãäå a ∈M , è ïðèéòè
ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì çàäà÷è.

50.33. Î÷åâèäíî, ÷òî

max
x∈M

min
y∈N

F (x, y) 6 min
y∈N

max
x∈M

F (x, y).

Ïóñòü max
x∈M

min
y∈N

F (x, y) = c. Òîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ M íàéäåòñÿ òàêàÿ

òî÷êà y ∈ N , ÷òî F (x, y) 6 c. Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 50.32, äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
òàêîé òî÷êè y0 ∈ N , ÷òî F (x, y0) 6 c ïðè âñåõ x ∈ M . Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî
min
y∈N

max
x∈M

F (x, y) = c. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîé òî÷êè x0 ∈M ,

÷òî F (x0, y) > c ïðè âñåõ y ∈N .
50.34. Äîêàçûâàòü âñå óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèåé ïî n+m.
50.35. à) Äà. á), â) Íåò. ã), ä), å) Äà.
50.36. à) (0, 0, 3, 0, 2), (0, 1, 3, 0, 0), (0, 0, 19/5, 2/5, 0), (3/2, 0, 0, 0, 5/2),

(17/8, 0, 0, 5/8, 0), (3/2, 5/4, 0, 0, 0).
á) (6, 4, 0), (0, 12, 2).
â) (0, 0, 9, 20), (0, 3, 0, 14), (4, 0, 13, 0).
50.37. à) zmax = 12, zmin =−2.
á) zmin =−4, zmax = 116/7.
â) Íåò ìàêñèìóìà è íåò ìèíèìóìà.

ã) zmax =
35

4
, zmin =−13

4

5
.

51.1. Åñëè a0, a1, ..., an�èñêîìûå òî÷êè, òî ìîæíî âûðàçèòü ñêàëÿðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ âåêòîðîâ a0a1, ..., a0am ÷åðåç ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äàííûìè òî÷êàìè;
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ñîñòàâëåííàÿ èç íèõ ìàòðèöà Ãðàìà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
(â ñëó÷àå à)) èëè íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé (â ñëó÷àå á)) (ñì. çàäà÷ó 43.11).

51.2. à) 4. á) 3. â) 2. ã) Íå ñóùåñòâóåò.

51.6. à) (5, −4, 4, 0) + 〈(3, −4, 3, −1)〉.
á) (5, 0, 2, 11) + 〈(3, −1, 2, 5)〉.
51.7. à) 5. á) 2. â) 6. ã)

√
581/27.

51.8.

∣∣∣c− n∑
i=1

aibi

∣∣∣/√ n∑
i=1

a2
i .

51.9.
2n+1

2

√
2n+ 1

(2n
n

) . Èñïîëüçîâàòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, ñîñòàâëåííûé èç ìíî-
ãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà (ñì. çàäà÷ó 43.44).

51.10. π/2n; èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå cosn+1 x â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêî-
ãî ìíîãî÷ëåíà (ñì. çàäà÷ó 21.14).

51.11. P ∩Q ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

51.12. à) −x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 6, x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 4.
á) (3, −2, 1, 4) + 〈(2, 3, −1, −2), (3, 2, −5, 1)〉.
51.14. à) 22/3. á) 5. â) 7. ã) 6.

51.15. d ·
√

n+ 1

2(k + 1)(n− k)
.

51.17. Ïàðû {P1, P2} è {Q1, Q2} ìåòðè÷åñêè êîíãðóýíòíû ìåæäó ñîáîé, íî
íå êîíãðóýíòíû ïàðå {R1, R2}. Âñå ðàññòîÿíèÿ ðàâíû 36; êîñèíóñû óãëîâ äëÿ
ïåðâûõ ïàð −3/5 è 4/5, äëÿ òðåòüåé −1/

√
5 è 2/

√
5.

51.18. à) (2, −3, −4, 1, 0) + 〈(18, 0, −13, −1, 5)〉.
á) (5, 2, 2, −5, −6) + 〈(0, 3, −2, −2, 1), (1, 0, 1, −1, 0)〉. Èñïîëüçîâàòü çàäà-

÷ó 51.13, ã).

51.20. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 46.4.

51.22. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé åäè-
íè÷íûå âåêòîðû, îðòîãîíàëüíûå ãðàíÿì ïåðâîãî òåòðàýäðà, â åäèíè÷íûå âåêòî-
ðû, îðòîãîíàëüíûå ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíÿì âòîðîãî òåòðàýäðà.

51.23. à) Ïîâîðîò íà −π/2 âîêðóã òî÷êè (1, 3);
á) ïîâîðîò íà π/4 âîêðóã òî÷êè (−1/

√
2, 1 + 1/

√
2).

â) Ïîâîðîò íà π/3 âîêðóã îñè ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì a = (−2, −2, 1),
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1, 2, 0).

ã) Êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà π/2 âîêðóã îñè ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì
a= (−2, −2, 1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (2, −1, 2), è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà
âåêòîð 2a.

ä) Êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà π − arcsin(5/14) âîêðóã îñè ñ íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì a= (1, 1, 1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (−1, 2, 1), è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà
íà âåêòîð a.

51.24. à) Êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì a = (1, 1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1/2, 0), è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà
âåêòîð a/2.

á) Îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (
√

3, 1), ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (2, 0).

â) Êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà π/2 âîêðóã îñè ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì
(2, 2, −1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P = (0, 1, −1), è îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P .
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ã) Êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x − 2y + z = 3 è ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà íà âåêòîð (3, 2, 1).

ä) Êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà arccos
1

3
âîêðóã îñè ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì

(1, 0, −1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P = (1, −1, 0), è îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P .

å) Îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 3x− y − 2z + 7 = 0.
52.2. Ïåðåíåñòè íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó b, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé èç

çàäà÷è 52.1.
52.3. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 52.2.
52.4. Çàìåòèòü, ÷òî åñëè ââåñòè ðàñøèðåííûé ñòîëáåö êîîðäèíàò

X̃ = t(x1, ..., xn, 1),

òî Q(a0 + x) = tX̃AQX̃ è X̃ = T̃ X̃′.
52.5. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà ìíîãî÷ëåíà Q(x1, ..., xn) â òî÷-

êå (x0
1, ..., x

0
n):

Q(x1, ..., xn) =Q(x0
1, ..., x

0
n) +

n∑
i=1

∂Q

∂xi
(x0

1, ..., x
0
n)(xi − x0

i )+

+
1

2

n∑
i,j=1

∂2Q

∂xi∂xj
(x0

1, ..., x
0
n)(xi − x0

i )(xj − x0
j ).

52.6. à) Òî÷êà (−1/(n− 1), ..., −1/(n− 1)).
á) Ãèïåðïëîñêîñòü x1 + ...+ xn + 1 = 0.
â) Åñëè n ÷åòíî, òî öåíòð åñòü òî÷êà (x0

1, ..., x
0
n), ãäå

x0
i =

{
(−1)i/2 ïðè ÷åòíîì i,

(−1)(n+1−i)/2 ïðè íå÷åòíîì i.

Åñëè n= 4k + 3, òî öåíòð åñòü ïðÿìàÿ

(0, −1, 0, 1, ..., −1, 0) + t(1, 0, −1, 0, ..., 0, −1);

åñëè n= 4k + 1, òî öåíòð ïóñò.
ã) Öåíòð ïóñò.
52.7. à) 9. á) 17.
52.8. à) 3n− 1. á) n2 + 3n− 1.
52.9. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 52.5.
52.10. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 52.5 è 52.1.

52.11. à) x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 1. á) x1 + 2
n−1∑
i=2

xi + xn + 2 = 0.

52.12. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 52.3 è 52.10.
52.13. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 52.3.
52.14. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 52.13.
52.15. à) (1, 2, 3) è (2, −1, −4).
á) Ïðÿìàÿ öåëèêîì ëåæèò íà êâàäðèêå.
â) Ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ êâàäðèêè â òî÷êå (−3, 0, 0).
52.16. (x1 +

√
12)/2 = x2 =−x3 è (x1 −

√
12)/2 = x2 =−x3. Èñêîìóþ ïðÿìóþ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿìè (x− a)/2 = y − b=−z èëè x= a− 2z, y = b− z.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ x è y â óðàâíåíèå êâàäðèêè, ìû äîëæíû ïîëó÷èòü
òîæäåñòâî. Èç óñëîâèÿ, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà äîëæíû
áûòü ðàâíû íóëþ, îïðåäåëÿåì íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû a è b.
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52.17. Äâå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ïðÿìûå:

t

(
1, i

√
3

2
, − 3

2

)
è t

(
1, −i

√
3

2
, − 3

2

)
.

52.18. à) x2
1 + 5x2

2 + 4x2
3 + 4x1x2 − 2x2x3 − 4x1x3 = 1.

á) x2
1 + 2x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 6x2x3 − 2x1x3 + 20x2 + 12x3 + 12 = 0.

52.19. à) Ýëëèïñ. á) Ãèïåðáîëà.
â) Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. ã) Ïóñòîå ìíîæåñòâî.

52.20. à) Àôôèííûé òèï êâàäðèêè äàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì y2
1 +

+ y2
2 + ... + y2

n + 2yn+1 = 0, à ìåòðè÷åñêèé òèï � óðàâíåíèåì y2
1 + y2

2 + ...
... + y2

n−1 + (n+ 1)y2
n + 2yn+1 = 0.

á) Àôôèííûé òèï êâàäðèêè äàåòñÿ óðàâíåíèåì y2
1 − y2

2 − y2
3 − ...− y2

n =−1,
à ìåòðè÷åñêèé òèï � óðàâíåíèåì (n− 1)y2

1 − y2
2 − y2

3 − ...− y2
n = 1.

52.21. à)
(
−1,

3

2
, 0
)
, îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä.

á) Ëèíèÿ öåíòðîâ
x1

3
=
x2

2
=
x3 − 2

1
, ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð.

â) Öåíòðà íåò, ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

ã)
(

14

3
, 3,

1

3

)
îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä.

ä) Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé (x1 + x2 + x3 − 1)(x1 + x2 − x3 + 1) = 0.

å) Ñôåðà (x1 − 1)2 +
(
x2 +

2

3

)2
+ x2

3 =
16

9
.

æ) Êðóãîâîé öèëèíäð (x1 − 1)2 +
(
x2 +

2

3

)2
=

16

9
.

ç) Êðóãîâîé êîíóñ (x1 − 1)2 +
(
x2 +

2

3

)2
−
(
x3 −

2

3

)2
= 0.

è) Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé (2x1 − x2 + 6)(2x1 − x2 − 6) = 0.

ê) Ýëëèïñîèä
y21

49
+

4y22

49
+

9y23

49
= 1, öåíòð (3, −1, 2), áîëüøàÿ, ñðåäíÿÿ è ìàëàÿ

îñè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû îñÿì Ox1, Ox2 è Ox3.

ë) Îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ
y21

4
− y

2
2

16
− y

2
3

16
=−1; öåíòð (−4, 0,−6),

îñü âðàùåíèÿ ïàðàëëåëüíà îñè Ox1.

ì) Êðóãîâîé êîíóñ y2
1 −

y22

3
+ y2

3 = 0; âåðøèíà (3, 5, −2), îñü âðàùåíèÿ ïàðàë-

ëåëüíà îñè Ox2.
í) Ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ, âåðøèíà (10, −1/2, −5/2); îñü âðàùåíèÿ ïàðàë-

ëåëüíà îñè Ox1.

52.22. à) Êðóãîâîé êîíóñ −y2
1 + y2

2 + y2
3 = 0, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè êîíóñà(

1
√

2
,

1
√

2
, 0
)
.

á) Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä y2
1−y2

2=2y3; âåðøèíà (0,0,0), íàïðàâëÿþùèå

âåêòîðû êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò: e′1 =
(

1
√

2
,

1
√

2
, 0
)
, e′2 =

(
− 1
√

2
,

1
√

2
, 0
)
,

e′3 = (0, 0, 1).
â) Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð x2

3 = 5x1, íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû êàíîíè÷åñêîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò e′1 =
(

3

5
,

4

5
, 0
)
, e′2 =

(
− 4

5
,

3

5
, 0
)
, e′3 = (0, 0, 1).

ã) Êðóãîâîé êîíóñ −4y2
1 + y2

2 + y2
3 = 0; íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè êîíóñà �(

2
√

5
,

1
√

5
, 0
)
.
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ä) Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð y2
3 − 2y2

1 = 1, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè

ãèïåðáîëû �
(

1
√

2
,

1
√

2
, 0
)
; íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îáðàçóþùèõ öèëèíäðà �(

− 1
√

2
,

1
√

2
, 0
)
.

å) Êðóãîâîé öèëèíäð y2
1 + y2

3 = 4/25; îñü öèëèíäðà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

(0, 0, −215) è èìååò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
(
− 2
√

5
,

1
√

5
, 0
)
.

æ) Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð y2
1 =5y2; âåðøèíà ïàðàáîëûO′=

(
−1,− 12

25
,− 16

25

)
,

íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò: e′1 =
(

0, − 3

5
, − 4

5

)
(íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè ïàðàáîëû â ñòîðîíó âîãíóòîñòè), e′2 = (1, 0, 0),

e′3 =
(

0,
4

5
, − 3

5

)
(íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îáðàçóþùèõ öèëèíäðà).

ç) Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð y3 = 2y2
1 ; âåðøèíà ïàðàáîëû O′ = (0, 0, 1), íà-

ïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè ïàðàáîëû â ñòîðîíó âîãíóòîñòè (0, 0, 1), íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð îáðàçóþùèõ öèëèíäðà
(
− 1
√

2
,

1
√

2
, 0
)
.

è) Îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ
3y21

2
+

3y22

2
− 3y2

3 =
85

4
, öåíòð

O′ =
(

14

9
, − 7

18
, − 14

9

)
, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè âðàùåíèÿ

(
2

3
,

1

3
, − 2

3

)
.

ê) Ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ y2
1 + y2

2 =
2

3
y3, âåðøèíà O′ = (1, 0, −1), íàïðàâëÿ-

þùèé âåêòîð îñè âðàùåíèÿ
(

2

3
,

1

3
, − 2

3

)
.

ë) Äâóïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ 2y2
1 + 2y2

2 − 4y2
3 = −1, öåíòð

O′ =
(
− 1

2
, − 1

2
, − 1

2

)
, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè âðàùåíèÿ

(
1
√

3
,

1
√

3
,

1
√

3

)
.

ì) Ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ y2
1 + y2

2 +
y23

4
= 1, öåíòðO′ = (1, 1, 1), íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð îñè âðàùåíèÿ
(

1
√

3
,

1
√

3
,

1
√

3

)
.

í) Äâóïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ 6y2
1 + 6y2

2 − 2y2
3 = −1, öåíòð

O′ =
(
− 1

3
,

2

3
,

2

3

)
, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè âðàùåíèÿ

(
1
√

2
, 0,

1
√

2

)
.

î) Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð y2
2 =

4

3
y1, O′ = (2, 1, −1), e′1 =

(
2

3
,

2

3
,

1

3

)
,

e′2 =
(

2

3
, − 1

3
, − 2

3

)
, e′3 =

(
1

3
, − 2

3
,

2

3

)
.

ï) Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð
y21

2
+ y2

2 = 1, O′ = (0, 1, 0), e′1 =
(

1
√

3
,

1
√

3
, − 1
√

3

)
,

e′2 =
(

1
√

6
, − 2
√

6
, − 1
√

6

)
, e′3 =

(
1
√

2
, 0, − 1

√
2

)
.

ð) Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä y2
1 +

3y22

2
=2y3,O′=(2, 2, 1), e′1=

(
1
√

2
, − 1
√

2
, 0
)
,

e′2 =
(

1

3
√

2
,

1

3
√

2
, − 4

3
√

2

)
, e′3 =

(
2

3
,

2

3
,

1

3

)
.

ñ) Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä y2
1−y2

2 =2y3,O′=(0, 0, 1), e′1=
(

1
√

2
, − 1
√

2
, 0
)
,

e′2 =
(

1

3
√

2
,

1

3
√

2
, − 4

3
√

2

)
, e′3 =

(
2

3
,

2

3
,

1

3

)
.
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ò) Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä
y21

2
+y2

2 = 2y3, O′= (1, 2, 3), e′1 =
(
− 2

3
,

1

3
,

2

3

)
,

e′2 =
(

1

3
, − 2

3
,

2

3

)
, e′3 =

(
− 2

3
, − 2

3
, − 1

3

)
.

ó) −y
2
1

9
− y22

9
− y23

9
+

y24

3
= 1; O′ = (0, 1, 2, 3), e′1 =

(
1
√

2
,

1
√

2
, 0, 0

)
, e′2 =

=
(

1
√

6
, − 1
√

6
,

2
√

6
, 0
)
, e′3 =

(
1

2
√

3
, − 1

2
√

3
, − 1

2
√

3
, − 3

2
√

3

)
, e′4 =

(
1

2
, − 1

2
, − 1

2
,

1

2

)
.

ô) y2
1 +y2

2 +y2
3 =9; O′=(0, 0, 0, 0), e′1 =

(
1

2
,

1

2
, − 1

2
, − 1

2

)
, e′2 =

(
1

2
, − 1

2
,

1

2
, − 1

2

)
,

e′3 =
(

1

2
, − 1

2
, − 1

2
,

1

2

)
, e′4 =

(
1

2
,

1

2
,

1

2
,

1

2

)
.

52.23. Ïðè −1/2< a < 1.
52.24. Âñå ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû èõ óðàâíåíèé, êðîìå, ìîæåò

áûòü, ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, ïðîïîðöèîíàëüíû.
52.25. Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå

(a− b)y2
1 + ...+ (a− b)y2

n−1 + (a+ (n− 1)b)y2
n + 2cyn+1 = 0.

52.27. Ïðè a= b (ïëîñêîñòü ðàçìåðíîñòè n− 1).
52.28. à) Èñêîìîå êâàäðàòè÷íîå óðàâíåíèå èìååò âèä ω ∧ ω = 0, ãäå

ω = x0e1 ∧ e2 + x1e1 ∧ e3 + x2e1 ∧ e4 + x3e2 ∧ e3 + x4e2 ∧ e4 + x5e3 ∧ e4.
á) Ïóñòü U ∈ ΛrV , W ⊂ V � ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî

U ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå âëîæåíèÿ ΛrW → ΛrV . Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî
W ′ = {ω ∈ W : ω ∧ U = 0}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàçëîæèìîñòü U ýêâèâàëåíòíà
ðàâåíñòâó W =W ′. Èñïîëüçóÿ íåâûðîæäåííîñòü ñïàðèâàíèé

ΛkV ⊗ Λn−kV → ΛnV ∼=K,

îïðåäåëèì ñïàðèâàíèå Λr−1V ∗ ⊗ ΛrV → V . Ïóñòü îáðàç ýëåìåíòà Θ ⊗ U â V
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç i(Θ)U . Òîãäà W ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàí êàê
îáðàç îòîáðàæåíèÿ Λr−1V ∗→ V , îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé Θ→ i(Θ)U . Óñëîâèå
W =W ′ òåïåðü ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (i(Θ)U) ∧ U = 0 äëÿ âñåõ Θ ∈ Λr−1V ∗. Ýòî
è åñòü èñêîìàÿ ñèñòåìà êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè r = 2 èìååì

(i(v∗)U) ∧ U =
1

2
i(v∗)(U ∧ U)

äëÿ âñåõ v∗ ∈ V ∗, òàê ÷òî ðàçëîæèìîñòü U ýêâèâàëåíòíà ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåí-
ñòâà U ∧ V = 0. Ïðè n = 4 óñëîâèå U ∧ U = 0 äàåò åäèíñòâåííîå êâàäðàòè÷íîå
óðàâíåíèå.

53.1. à) (x, y)→
(

x

x− y
,

1

x− y

)
. á) (x, y)→

(
1− y
x

,
x+ y

x

)
.

53.2. à) (x, y)→
(

x

1− y
,

1 + y

1− y

)
. á) (x, y)→

(
1

x
,
y

x

)
.

53.3. à) (x, y)→
(

2x+ 1

x+ 2
,
y
√

3

x+ 2

)
. á) (x, y)→

(
2x− 1

x− 2
,
y
√

3

x− 2

)
.

53.4. à) (x, y, z)→
(

1 + z

y
,

1− z
y

,
x

y

)
.

á) (x, y, z)→
(
x+ y

z + 1
,
z − 1

z + 1
,
x− y
z + 1

)
.

â) (x, y, z)→
(
z

x
,
y

x
,

1

x

)
.

53.5. a) min(k − 1, n− k). á) min(k, n− k − 1).
53.10. Ðàññìîòðåòü äîïîëíåíèÿ ê àôôèííûì êàðòàì.
53.11. qn + qn−1 + ...+ 1.
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53.12.
(qn+1 − 1)(qn+1 − q) ...(qn+1 − qk)

(qk+1 − 1)(qk+1 − q) ...(qk+1 − qk)
.

53.13.
(qn+1 − 1)(qn+1 − q) ...(qn+1 − qn)

q − 1
.

53.17. Ðàññìîòðåòü âìåñòå ñ P (V ) åùå P (V ∗).
53.20. Èñïîëüçîâàòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.

53.22. à) a3 =
(a1 + a2)a2

3a1 − a2
. á) a2 =

a1(l− a1)

l + a1
.

53.25. Âûáðàòü àôôèííóþ êàðòó, â êîòîðîé ïðÿìàÿ áóäåò áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííîé.

53.26. Âûáðàòü àôôèííóþ êàðòó, â êîòîðîé äâå ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà áóäóò ïàðàìè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

53.34. Ýòà ïðÿìàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì êîððåëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé
äàííîé îêðóæíîñòè, ê çàäàííîé òî÷êå.

54.1. à) Íåò. á) Äà. â) Äà. ã) Íåò. ä) Íåò. å) Íåò. æ) Äà.

54.2. Âñå ýëåìåíòû âèäà ea =

(
1 a
0 0

)
íåéòðàëüíû ñëåâà; íåéòðàëüíûõ ñïðàâà

è äâóñòîðîííèõ íåéòðàëüíûõ íåò. Îòíîñèòåëüíî ea îáðàòèìû ñïðàâà âñå ýëåìåí-

òû
(
x y
0 0

)
ïðè x 6= 0; îáðàòèìû ñëåâà ëèøü ýëåìåíòû âèäà

(
x ax
0 0

)
ïðè x 6= 0.

54.3. Ëþáîé ýëåìåíò íåéòðàëåí ñïðàâà; îòíîñèòåëüíî ëþáîãî íåéòðàëüíîãî x
êàæäûé ýëåìåíò îáðàòèì ñëåâà è ëèøü ñàì x îáðàòèì ñïðàâà ïðè |M |= 1.

54.4. Äà; íå ñóùåñòâóåò, åñëè |M |> 1.
54.5. Òðè ýëåìåíòà; ãðóïïîé íå ÿâëÿåòñÿ.
54.6. Ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå X→M \X.
55.1. Âñå ìíîæåñòâà â à), êðîìå N, âñå ìíîæåñòâà â â), êðîìå N0 è Z0,

ã), ä), å), æ), ç), è) ïðè r = 1 è ïðè r = 0, ë) ïðè ϕk = 2kπ/n (ñ÷èòàÿ, ÷òî
ϕ1 < ϕ2 < ... < ϕn).

55.2. Ãðóïïå è) ïðè r = 1.
55.5. á), â), ã), ä), ç), è), ê), ë).
55.6. à), ã), ä) ïðè d= 1, å), ç), ë), ì), í), î), ï), ð), ñ) ïðè λ < 0, ò).
55.13. à) è â).
55.16. Ðàññìîòðåòü ýëåìåíò (xy)2.
55.17. à), â), ä), å).
55.18. Äëÿ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï.
55.19. Áóäåò.
55.20. {Z, nZ,UT2(Z)}, {Q,UT2(Q)}, {R,UT2(R), C,UT2(C)}, {Q∗}, {R∗},

{C∗}.
55.21. [k]→ [2k] è [k]→ [3k].
55.22. Åñëè ãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé, òî ñëåäóåò íàéòè íåêîììó-

òèðóþùèå ýëåìåíòû x è y, äëÿ êîòîðûõ x2 = y3 = 1.
55.23. Äðóãèõ àâòîìîðôèçìîâ íåò.
55.25. à) Ðàâíîáåäðåííûé, íî íå ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.
á) [KB] ∪ [LC] ∪ [MA], ãäåK, L, M �ñåðåäèíû ñòîðîí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà ABC.
â) Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.
ã) Ïàðàëëåëîãðàìì èëè ïðÿìîóãîëüíèê.
55.26. D4 èçîìîðôíà ãðóïïå èç çàäà÷è 55.5, ë); Q8 èçîìîðôíà ãðóïïå èç

çàäà÷è 55.6, ò).
55.32. a) Z2. á) Zp−1. â) S3. ã) S3. ä) D4. e) S4.
55.34. à) {e, (123), (132)}. á) Ñì. çàäà÷ó 55.26.
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55.36. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 55.26.
55.37. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 55.34, â) è 55.35.
55.39. Ýòè ãðóïïû ïîïàðíî íå èçîìîðôíû. Ðàññìîòðåòü öåíòðû ãðóïï.
56.1. á) Åñëè A ∪ B � ïîäãðóïïà, x ∈ A \ B, y ∈ B \ A, òî ðàññìîòðåòü ýëå-

ìåíò xy.
â) Ðàññìîòðåòü ýëåìåíò x ∈ (C \A) ∩ (C \B).
56.2. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ïîäïîëóãðóïïû íàéäóòñÿ òàêèå ðàçëè÷íûå k è l,

÷òî ak = al, îòêóäà a · ak−l−1 = ak−l = e, òàê ÷òî ýëåìåíò a îáðàòèì â ïîäïîëó-
ãðóïïå; óòâåðæäåíèå íåâåðíî äëÿ N⊂ Z.

56.3. à) 6. á) 5. â) 12. ã) 8. ä) 4. å) 8. æ) 2. ç) 3. è) n.
56.4. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïîðÿäîê E + pX ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.
56.5. à) Äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàé-

äóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà m, k, ÷òî (3 + 4i)n = (3 + 5m) + (4 + 5k)i.
á) Âûòåêàåò èç à).
56.6. à) 2. á) 24. â) 20. ã) 0.
56.7. á) Èñïîëüçîâàòü à).
â) Ðàññìîòðåòü ïåðåñòàíîâêè (123), (12) è (13).
56.8. à) Äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë p è q ñóùåñòâóþò u è v òàêèå, ÷òî

pu+ qv = 1.
á) Ñëåäóåò èç à).
â) Ðàññìîòðåòü (12) è (123).
56.10. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïîðÿäîê öèêëà ðàâåí åãî äëèíå.
56.11. n/ÍÎÄ(n, k).
56.13. pm − pm−1.
56.14. à) Ñì. çàäà÷ó 56.11. á) Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 56.8.
â) Ðàññìîòðåòü íàèìåíüøåå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s, äëÿ êîòîðûõ as ∈H.
ã) Èñïîëüçîâàòü â). Åñëè d1 è d2 � ðàçëè÷íûå äåëèòåëè n, òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïîäãðóïïû èìåþò ðàçëè÷íûå ïîðÿäêè.
56.15. Åñëè xk = e è x= al, òî akl = e, îòêóäà kl : n è l : ÍÎÄ(n, k); ýëåìåíò ak

èìååò ïîðÿäîê n/ÍÎÄ(n, k), (ñì. çàäà÷ó 56.11) è ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ïðè ÍÎÄ(n, l) = n/k.

56.18. Ïóñòü n = |G|, d = d(G), m � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïîðÿäêîâ
ýëåìåíòîâ G.

à) ×èñëî d äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû, ò. å. m | d.
á) Ïóñòü d = pk11 ...pkss � ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè; â ñèëó à) â G

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí pk11 l, ãäå l è p1 âçàèìíî ïðîñòû;

òîãäà xl èìååò ïîðÿäîê pk11 ; àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ ýëåìåíòû x2, ..., xs, è ïðî-
èçâåäåíèå x1, ..., xs (ñì. çàäà÷ó 56.8, à)) èìååò ïîðÿäîê d.

Óòâåðæäåíèÿ á) è â) íåâåðíû äëÿ S3.
56.19. Up∞ .
56.20. á) Íåâåðíî: â ãðóïïå G áèåêöèé ïëîñêîñòè íà ñåáÿ êîìïîçèöèÿ ñèì-

ìåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðå-
íîñîì.

â) Ìíîæåñòâî êîðíåé âñåõ ñòåïåíåé èç 1; ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö
ñ êîðíÿìè èç 1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

56.21. Íåâåðíî: â GL2(R) ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 íå ñîñòàâëÿþò ïîäãðóïïó
(ñì. îòâåò ê çàäà÷å 56.20, á)).

56.22. Zpk (p� ïðîñòîå ÷èñëî).

56.24. à) Âûïèñàòü ÿâíî âñå ïîäãðóïïû (ñì. çàäà÷ó 56.14, ã)).
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á) Zpk (p � ïðîñòîå ÷èñëî); çàìåòèòü, ÷òî ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
ñâîèõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, è åñëè îíè îáðàçóþò öåïü, òî ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ,
äàëåå èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 56.14, ã).

â) Zpn , Up∞ ; ïóñòü p � íàèìåíüøèé èç ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû; p �
ïðîñòîå ÷èñëî, òàê êàê èç p = kl ñëåäóåò, ÷òî â ïîäãðóïïå 〈x〉 èìååòñÿ ýëåìåíò
ïîðÿäêà k; 〈x〉p � íàèìåíüøàÿ íååäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿñÿ âî âñåõ
äðóãèõ ïîäãðóïïàõ, òàê ÷òî ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ äåëÿòñÿ íà p è íà ñàìîì
äåëå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè p.

56.25.
⋃
n∈N

〈
1

n!

〉
.

56.26. cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
→ [k].

56.27. a) ∼= á). â) ∼= å). ã) ∼= ä) ∼= æ).
56.28. Åñëè â ãðóïïå G íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2, òî

G= {(x, x−1), x 6= e} ∪ {e}

è |G| íå÷åòåí.
56.29. Ýòà ãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, òàê êàê îíà èìååò ïîðÿäîê 8, íî

ïîðÿäîê êàæäîãî ýëåìåíòà íå ïðåâîñõîäèò 4.
56.30. Ñì. çàäà÷ó 56.24, â).
56.31. á) Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñîäåðæèò íå áîëåå

îäíîé ïîäãðóïïû ëþáîãî çàäàííîãî ïîðÿäêà, òî îíà öèêëè÷åñêàÿ, è âîñïîëüçî-
âàòüñÿ à).

56.32. a) E, S3, 〈(ij)〉, 〈(123)〉.
á) E,D4, 〈(13)〉, 〈(24)〉, 〈(12)(34)〉, 〈(13)(24)〉, 〈(14)(23)〉, 〈(1234)〉, V4.
â) E,Q8, 〈i〉, 〈j〉, 〈k〉.
ã) E,A4, 〈(12)(34)〉, 〈(13)(24)〉, 〈(14)(23)〉, V4, 〈(123)〉, 〈(124)〉, 〈(134)〉, 〈(234)〉.
56.34. a) (ij) = (1i)(1j)(1i).
56.35. a) D4. á) D2(R) ïðè a 6= b; SL2(R) ïðè a= b. â) 〈g〉.
56.36. a) D4.
á) S3 êàê ïîäãðóïïà S4, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðåñòàíîâîê ñ íåïîäâèæíûì ýëåìåí-

òîì 4.
â) {e, (12), (34), (12)(34)}.
ã) S4. ä) A4.
56.41. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 56.40.
57.1. à) Äâå îðáèòû, îäíà ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî íóëåâîãî âåêòîðà, äðó-

ãàÿ � èç âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ.
á) Êàæäàÿ îðáèòà ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ îäèíàêîâîé äëèíû.
â) Êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó I ⊆ {1, 2, ..., n} îòâå÷àåò îðáèòà OI , ñîñòîÿùàÿ

èç òåõ âåêòîðîâ x, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòà xi ðàâíà 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
i ∈ I. Âñåãî 2n ðàçëè÷íûõ îðáèò.

ã) Âñåãî n + 1 ðàçëè÷íûõ îðáèò O, O1, ..., On, ãäå O ñîñòîèò òîëüêî èç

íóëåâîãî âåêòîðà, à Oi, i > 1, � èç âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ x=
n∑
t=1

xtet, äëÿ êîòîðûõ

xi 6= 0 è xj = 0 äëÿ âñåõ j > i.
57.2. a) Ga ñîäåðæèò òîëüêî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

á) Ga ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ ñ ìàòðèöàìè A = (aij) òàêèìè, ÷òî
n∑
j=1

aij = 1

äëÿ ëþáîãî i= 1, 2, ..., n.
57.3. à) Ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïëîñêîñòè 〈x〉⊥.
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á) Ãðóïïà ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè 〈x〉⊥.
57.4. à) Îðáèòà G ðàâíà X.
á) GU ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö âèäà(

A B
0 C

)
,

ãäå A � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà k, C � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n − k
è B �ìàòðèöà ðàçìåðà k × (n− k).

57.5. â) Gf ñîñòîèò èç âñåõ íåâûðîæäåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â áà-
çèñå e1, ..., en.

57.9. Îðáèòû: à) {1, 5, 4, 9}, {2, 8}, {3}, {6, 10, 7};
á) {1, 7, 2, 4}, {3, 6}, {5, 8, 9}, {10}.

57.10. à)
(
±1 0
0 ±1

)
.

á) Ðàññìîòðåòü, íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå(
1 0
0 1

)
7→ e,

(
1 0
0 −1

)
7→ (12)(34),(

−1 0
0 1

)
7→ (13)(24),

(
−1 0

0 −1

)
7→ (14)(23),

èëè óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì, çàíóìåðîâàâ ñòîðîíû ðîìáà.
â) Äâå îðáèòû: {A, C} è {B, D},

GA =GC =

{(
1 0
0 1

)
,

(
−1 0

0 1

)}
;

GB =GD =

{(
1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)}
.

57.11. Â ãðóïïó âõîäÿò n ðàçëè÷íûõ ïîâîðîòîâ n-óãîëüíèêà âîêðóã öåíòðà
è n îñåâûõ ñèììåòðèè; |Dn|= 2n.

57.12. à) 24. á) 12.
â) 60. Âñå âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà îáðàçóþò îäíó îðáèòó îòíî-

ñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû âðàùåíèÿ ìíîãîãðàííèêà. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ñòàöèî-
íàðíîé ïîäãðóïïû ðàâåí ÷èñëó ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû.

57.13. à) Êàæäîìó äâèæåíèþ òåòðàýäðà ñîïîñòàâèòü ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæå-
ñòâå åãî âåðøèí; ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå â S4 èíúåêòèâíî, èáî êàæäîå àôôèí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî îáðàçàìè ÷åòûðåõ òî÷åê îáùåãî
ïîëîæåíèÿ; ñþðúåêòèâíîñòü âûâåñòè èç òîãî ôàêòà, ÷òî â îáðàçå, êðîìå ïîä-
ãðóïïû A4, åñòü íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà.

á) Êàæäîìó âðàùåíèþ êóáà ñîïîñòàâèòü ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå äèàãî-
íàëåé êóáà.

57.14. à) 4. á) 5.
57.15. à) Îðáèòà G ðàâíà Y . á) Ga = 1.
57.17. a) {az | |a|= 1}. á) Îðáèòà íóëÿ � âåñü êðóã. â) 1.
57.19. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è m= hm0 äëÿ íåêîòîðîãî h ∈G. Îòñþäà

gm= g(hm0) = (gh)m0 = (hg)m0 = h(gm0) = hm0 =m.

57.20. à) Çàìåòèòü, ÷òî ag1H = ag2H → g1H = g2H; è äëÿ êàæäîãî x ∈ G
xH = a(a−1xH).

á) Ïðîâåðèòü, ÷òî σab = σaσb.
â) Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ gH = agH è a ∈ gHg−1 ðàâíîñèëüíû.
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57.21. à) Êàæäûé ñìåæíûé êëàññ {e}, {x}, {x2}, {x3} ñîñòîèò èç îäíî-
ãî ýëåìåíòà, ïðèñâîèì èì ñîîòâåòñòâåííî íîìåðà 1, 2, 3, 4, òîãäà σx = (1234),
σx2 = (13)(24), σx3 = (1432), σe � òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà.

á) Ïóñòü x � äàííàÿ ñèììåòðèÿ, à y � ïîâîðîò êâàäðàòà íà 90◦. Òîãäà
G = H ∪ yH ∪ y2H ∪ y3H, è, çàíóìåðîâàâ ñìåæíûå êëàññû â óêàçàííîì ïî-
ðÿäêå, èìååì: σe � òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà, σy = (1234), σy2 = (13)(24),
σy3 = (14)(23), σx = (24), σxy = (12)(34), σy2x = (13), σy3x = (14)(23). (Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì xy = y−1x.)
57.23. à) Ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ãðóïïîé Êëåéíà è öèêëîì (12).
á) Ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé äàííîé ïåðåñòàíîâêè.
57.24. à) Ïîäãðóïïà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. á) Âñÿ ãðóïïà.

â) Ìíîæåñòâà ìàòðèö âèäà
(
a+ b 2a

3a 4a+ b

)
, ãäå a, b ∈ R è b2 + 5ab− 2a2 6= 0.

ã) Ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà
(
a b
0 a

)
, ãäå a, b ∈ R, a 6= 0.

57.25. à) Ïîäãðóïïà âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

á) Ïîäãðóïïà âñåõ ìàòðèö âèäà
(
A 0
0 B

)
, ãäå A è B � íåâûðîæäåííûå ìàò-

ðèöû ïîðÿäêà k è n− k ñîîòâåòñòâåííî.
57.26. A1 è A3 ñîïðÿæåíû, òàê êàê èìåþò îäèíàêîâóþ æîðäàíîâó ôîðìó,

à A1 è A2 íå ñîïðÿæåíû, òàê êàê èìåþò ðàçíûå æîðäàíîâû íîðìàëüíûå ôîðìû.
57.27. a) Cij êàê ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ìàòðèöàìè E + λEpq , ãäå j 6= p 6= q 6= i.
á) λE, λn = 1.
â) E + tab, ãäå a, b�ñòðîêè, ïðè÷åì bta= 0. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò

èç â).
57.28. a) SO2(R). á) ±E, ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî OX è OY .
57.30. a) S3 = {e} ∪ {(12), (13), (23)} ∪ {(123), (132)}.
á) A4 ={e}∪{(12)(34), (13)(24), (14)(23)}∪{(123), (134), (142), (243)}∪{(132),

(143), (124), (234)}.
â) Ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñðåäíèõ ëèíèé êâàäðàòà, ïîâîðîòû êâàäðàòà íà

óãëû ±π/2, öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ êâàäðàòà, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
57.31. à) Åäèíè÷íàÿ ãðóïïà.
á) Ãðóïïà ïîðÿäêà 2; ïîñêîëüêó âñå íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû ñîïðÿæå-

íû, ïîðÿäîê ãðóïïû n äîëæåí äåëèòüñÿ íà n− 1.
â) Ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå ïîäñòàíîâîê S3 èëè èìååò ïîðÿäîê 3. Â ëþáîé

ãðóïïå åñòü êëàññ, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç åäèíèöû. Ïóñòü n�ïîðÿäîê ãðóïïû G, a
k, l�÷èñëà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîì èç êëàññîâ, k 6 l. Òîãäà n äåëèòñÿ
íà k è l è 1 + k + l = n. Âîçìîæíûå ðåøåíèÿ: 1) n = 3, k = l = 1; 2) n = 4,
k = 1, l = 2, ýòî ðåøåíèå íóæíî îòáðîñèòü, ïîñêîëüêó ãðóïïû ïîðÿäêà 4 àáåëåâû
(ò. å. èìåþò 4 êëàññà); 3) n= 6, k = 2, l = 3; ÷òîáû óñòàíîâèòü èçîìîðôèçìG∼= S3,
èñïîëüçîâàòü äåéñòâèå ãðóïïû G ñîïðÿæåíèÿìè (ñì. çàäà÷ó 57.22) íà êëàññå,
ñîñòîÿùåì èç òðåõ ýëåìåíòîâ.

57.32. à) {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
á) {(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)}.
57.34. Ïóñòü a= (i1 ... ik)(ik+1 ... il) ... � ðàçëîæåíèå ïåðåñòàíîâêè a íà íåçà-

âèñèìûå öèêëû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåñòàíîâêè c= bab−1 çàïèñàòü b â âèäå(
i1 ... ik ik+1 ... il ...
j1 ... jk jk+1 ... jl ...

)
.

Òîãäà c= (j1 ... jk)(jk+1 ... jl) ...
57.35. à) 5. á) 7. â) 11.
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ã)
n+ 6

2
, åñëè n ÷åòíî, è

n+ 3

2
, åñëè n íå÷åòíî; äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà

ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ äàííûì, äîñòàòî÷íî íàéòè ïîðÿäîê åãî öåíòðàëèçà-
òîðà; îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîâîðîò âîêðóã öåíòðà íà óãîë π ñîâìåùàåò
n-óãîëüíèê ñ ñîáîé, åñëè n ÷åòíî.

57.36. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà ñëåäîâ ñîïðÿæåííûõ ìàòðèö. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ðàâåíñòâà ϕ1 + ϕ2 = 2πk â êà÷åñòâå ñîïðÿãàþùåé
ìàòðèöû äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì ðàññìîòðåòü ìàòðèöó diag(−1, −1, 1).

57.37. à) Ñîïðÿæåííûå ïîäãðóïïû èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê.
á) K = gHg−1, ãäå g = diag(2, 1).

57.38. a) N(H) =
〈
H,

(
0 1
1 0

)〉
.

á) N(H) ñîñòîèò èç âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòîðûõ
a21 = 0.

â) N(H) ñîñòîèò èç 8 ïåðåñòàíîâîê, âûïèñàííûõ â îòâåòå ê çàäà÷å 57.21, á).

57.39. a) Aut G� öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4, ñîñòîÿùàÿ èç àâòîìîðôèç-
ìîâ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü k = 1, 2, 3, 4.

á) Aut G� ãðóïïà âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòîðóþ êðîìå òîæäåñòâåííîãî àâòî-
ìîðôèçìà âõîäèò àâòîìîðôèçì âîçâåäåíèÿ â ïÿòóþ ñòåïåíü.

57.40. à) Êàæäûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû S3 îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà
òðåõ ýëåìåíòàõ âòîðîãî ïîðÿäêà.

á) Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû V4 îïðåäåëÿåò åå
àâòîìîðôèçì.

57.41. à) Äà, Aut Z9 �öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 6, ïîðîæäàåìàÿ àâòîìîð-
ôèçìîì âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò.

á) Íåò, | Aut Z8| = 4, íî êâàäðàò êàæäîãî àâòîìîðôèçìà � òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå.

57.42. | Aut Aut Aut Z9|= 1. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 57.41 è 57.39.

57.43, 57.44. Êàðãàïîëîâ Ì.È., Ìåðçëÿêîâ Þ.È. Îñíîâû òåîðèè ãðóïï.�Ì.:
Íàóêà, 1982. � Ãë. 2, � 5.3.

57.45. Ïóñòü D4 = 〈a, b | a4 = b2 = (ab)2 = 1〉. Òîãäà Aut D4 = 〈ϕ, ψ〉, ãäå
ϕ(a)=a, ϕ(b)=ba, ψ(a)=a−1, ψ(b) = b. Ïðè ýòîì ϕ4 =ψ2 =(ϕψ)=1, ò. å. Aut D4'
'D4, Int D4 = 〈ϕ2, ψ〉.

57.46. ÏóñòüDn= 〈a, b |an= b2 = (ab)2 = 1〉. Òîãäà Aut Dn= 〈ϕ, ψk, (k, n) = 1〉,
ãäå ϕ(a) = a, ϕ(b) = ba, ψ(a) = ak, ψ(b) = b, ãäå (k, n) = 1, 1 6 k 6 n− 1.

58.1. á) Èñïîëüçîâàòü òåîðåìó îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.
â) Èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î ÷åòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê.

58.4. à) A3. á) V4.
â) V4 è A4. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïîðÿäîê ïîäãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê

ãðóïïû, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà âìåñòå ñ ëþáûì ýëåìåíòîì ñîäåðæèò âñå
ñîïðÿæåííûå, à òàêæå çàäà÷åé 57.30.

58.5. Íàïðèìåð, K = 〈(12)(34)〉, H = V4.

58.6. aba−1b−1 = a(ba−1b−1) = (aba−1)b−1 ∈A ∩B.
58.7. Ïóñòü c ∈ C è G = H ∪ Hx ðàçëîæåíèå ãðóïïû G íà äâà ñìåæíûõ

êëàññà. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò èç C ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå hch−1 èëè â âèäå
hxcx−1h−1, ãäå h ∈H.

58.9. Ïÿòü êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè, ñîñòîÿùèõ èç 1, 15, 20, 12 è 12 ýëåìåíòîâ.
Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 57.34 è 58.7. Ãðóïïà A5 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êëàññîâ
ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ â S5, ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ e, (12)(34),
(124) è (12345). Ïåðâûé è âòîðîé ñîñòîÿò èç íå÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ (1 è 15),
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ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè è â A5. Òðåòèé òàêæå íå ðàñïàäà-
åòñÿ â A5 íà äâà êëàññà, èáî â êà÷åñòâå x (ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 58.7) ìîæíî
âûáðàòü ïåðåñòàíîâêó (45), íî òîãäà (45)(123)(45)−1 = (123). Íàêîíåö, ÷åòâåðòûé
ðàñïàäàåòñÿ â A5 íà äâà êëàññà, èáî ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ 24 íå äåëèò ïîðÿäîê
ãðóïïû A5.

58.10. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäà÷åé 58.9 ïîðÿäîê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû, äåëÿ-
ùåé ÷èñëî 60, ìîæíî ñîñòàâèòü èç ñëàãàåìûõ 1, 15, 20, 12, 12, ïðè÷åì â êà÷åñòâå
îäíîãî èç ñëàãàåìûõ íåïðåìåííî íóæíî âçÿòü 1, èáî e âõîäèò â ëþáóþ ïîäãðóïïó.

58.11. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 55.26, á). Öåíòð ñîñòîèò èç ±E. Äðóãèõ
ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2 íåò, ïîýòîìó âñå îíè íîðìàëüíû (ñì. çàäà÷ó 58.3). Êëàññû
ñîïðÿæåííîñòè {E}, {−E}, {±I}, {±J}, {±K}.

58.12. Ïóñòü Dn = 〈a, b | an = b2 = e, ab = ba−1〉. Òîãäà íîðìàëüíûìè ïîä-
ãðóïïàìè â Dn áóäóò âñå ïîäãðóïïû 〈ad〉, ãäå d | n, ñàìà ãðóïïà Dn, à òàêæå, â
ñëó÷àå ÷åòíîãî n, åùå äâå ïîäãðóïïû 〈a2, b〉 è 〈a2, ab〉 (îáå îíè èçîìîðôíûDn/2).

58.15. {λE}.
58.17. â) Âûòåêàåò èç çàäà÷è 56.4.
ã) Ïî â) ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå SLn(Z) â SLn(Z3) ãðóïïà G îòîá-

ðàæàåòñÿ èíúåêòèâíî.
58.18. Åñëè αg � àâòîìîðôèçì x→ gxg−1, òî αe � òîæäåñòâåííûé àâòîìîð-

ôèçì, (αg)−1 = αg−1 , αgαh = αgh è

(ϕαgϕ
−1)(x) = ϕ(gϕ−1(x)g−1) = ϕ(g)xϕ(g−1) = αϕ(g)(x)

äëÿ ëþáîãî ϕ ∈Aut G.
58.20. a) S2 ïðè n= 2 è {e} ïðè n 6= 2.
á) A3 ïðè n= 3 è {e} ïðè n 6= 3.
â) Öåíòð ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ïðè íå÷åòíûõ n, à ïðè ÷åòíûõ âêëþ÷àåò åùå

ïîâîðîò íà óãîë π.
58.22. Ýëåìåíò ëåæèò â öåíòðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîâïàäàåò

ñî âñåìè ñîïðÿæåííûìè åìó ýëåìåíòàìè. Ïîýòîìó åñëè â öåíòðå ëåæèò ëèøü
îäíà åäèíèöà, òî pn = 1 + pk1 + ...+ pki (ki > 1) (÷èñëî ýëåìåíòîâ ëþáîãî êëàññà
ñîïðÿæåííîñòè äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû). Íî òîãäà 1 äåëèòñÿ íà p.

58.23. á) Öåíòð ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà E + bE13.
â) Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè íåöåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà E + aE12 + bE13 + cE23

ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà E + aE12 + xE13 + cE23 (x ∈ Zp).
58.24. à) {λE}. á) {±E}. â) Âñÿ ãðóïïà. ã) {E}. ä) {±E}.
å) {αE | αn = 1}. æ) {λE + µE1n; λ 6= 0}.
58.27. Ãðóïïà H èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå ãðóïïû G.
58.28. Ãîìîìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçîì ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà a. Íèæå

óêàçàíû âîçìîæíûå îáðàçû ýòîãî ýëåìåíòà.
à) Ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû; ÷èñëî ãîìîìîðôèçìîâ ðàâíî n.
á) e, b3, b6, b9, b12, b15.
â) e, b, b2, b3, b4, b5.
ã) e, b5, b10.
ä) e.
58.29. Íàéòè îáðàç a/2, åñëè a 7→ 1.
58.30. a) Zn. á) Z4. â) Z3. ã) Z2.
58.31. Ïîñòðîèòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Fn íà Fn−k ñ ÿäðîì H.

58.32. Ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèÿ: à) x→ cos 2πx + i sin 2πx; á) z → z

|z|
;

â) z→ |z|; ã) z→ zn; ä) z→ zn; å) z→
(
z

|z|

)n
; æ) z→ z

|z|
; ç) z→ |z|.
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58.33. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èçîìîðôèçìà âèäà X/Y ∼= Z íàéòè ãîìîìîðôèçì
X íà Z ñ ÿäðîì Y .

58.34. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò g ∈G îäíîçíà÷íî ïðåäñòà-
âèì â âèäå kh, ãäå k ∈K, h ∈H. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå g→ k ÿâëÿåòñÿ ïðè
ýòîì ãîìîìîðôèçìîì G→K.

58.35. Â ñèëó çàäà÷è 57.13 ãðóïïà S4 äåéñòâóåò íà êóáå. Îòñþäà, åñëè çàíó-
ìåðîâàòü òðè ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé êóáà ÷èñëàìè 1, 2, 3, ìû ïîëó÷èì
äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå {1, 2, 3}. Ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðîì ýòîãî äåéñòâèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà V4.

58.36. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå N âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîïðÿæåííûõ
â G ñ H, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé â G ïîäãðóïïîé. Ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 57.20 óñòàíî-
âèòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà G/N èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ãðóïïû Sk.

58.37. Ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ â G ïîäãðóïïà, ïîñòðîåííàÿ â ðåøåíèè çàäà-
÷è 58.36. Òîãäà p! äåëèòñÿ íà |G/N | è |G/N | > p, èáî N ⊆H. Íî ïî óñëîâèþ p�
ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà |G|, à çíà÷èò, è ó ÷èñëà |G/N | íå ìîæåò
áûòü ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ìåíüøèõ, ÷åì p, òàê êàê |G| äåëèòñÿ íà |G/N |. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â ðàçëîæåíèè ÷èñëà p! ïðîñòûå äåëèòåëè, êðîìå îäíîãî, ìåíüøå p.
Ïîýòîìó |G/N | = p, ò. å. èíäåêñû, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïîðÿäêè ïîäãðóïï N è H
ñîâïàäàþò. Èç âêëþ÷åíèÿ N ⊆ H ñëåäóåò ðàâåíñòâî N = H (è íîðìàëüíîñòü
ïîäãðóïïû H).

58.38. Ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð äåéñòâóåò íà îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàõ, ïåðåñòàâëÿÿ èõ. Ïðîâåðèòü, ÷òî â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä Z3 èìååòñÿ
÷åòûðå îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
ïåðåñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïðîâåðèòü, íàêîíåö,
÷òî ÿäðîì äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòð ãðóïïû GL2(Z3).

58.39. Â ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà n ïîïàäàþò âñå ñìåæíûå êëàññû
âèäà k/n+ Z, ãäå k� ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

58.40. Ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó g ∈ G àâòîìîð-
ôèçì x→ gxg−1.

58.41. Åñëè G/Z = 〈aZ〉, òî ëþáûå ýëåìåíòû x, y ∈ G èìåþò âèä x = akz1,
y = alz2, a òîãäà xy = yx.

58.42. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 58.22 è 58.41.
58.43. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 58.40 è 58.41.
58.44. p2 + p− 1, ïðè÷åì p êëàññîâ ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà, à îñòàëüíûå�

èç p ýëåìåíòîâ. Âûâåñòè èç çàäà÷ 58.22 è 58.41, ÷òî öåíòð Z èìååò ïîðÿäîê p.
Öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî ýëåìåíòà a /∈ Z èìååò ïîðÿäîê p2, òàê êàê îí ñîäåðæèò
Z ∪ {a} è íå ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé. ×èñëî ñîïðÿæåííûõ ñ a ýëåìåíòîâ ðàâíî
p3 : p2 = p.

58.45. à) Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ a0b1 ...an−1bn−1an ýëåìåíòîâ ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîäãðóïï A è B ñîñòàâëÿþò ïîäãðóïïó C, ñòðîãî ñîäåðæàùóþ A è B
(à çíà÷èò, ñîâïàäàþùóþ ñ G). Ýëåìåíòû èç A ∩B ïåðåñòàíîâî÷íû ñ ýëåìåíòàìè
èç C, òàê êàê A è B êîììóòàòèâíû.

á) Ïóñòü H �íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G: H 6= {e}, òàê êàê G íå
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Îáîçíà÷èì |H| = m è |G| = n = lm. Èç ìàêñè-
ìàëüíîñòè ïîäãðóïïû H è ïðîñòîòû ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëèçàòîð N
ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G ñîâïàäàåò ñ H, ò. å. ñóùåñòâóåò l ðàçëè÷íûõ ñîïðÿæåí-
íûõ ñ H ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî èõ ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ
ñîäåðæàò òîëüêî e, òî â èõ îáúåäèíåíèå âõîäèò 1 + l(m − 1) ýëåìåíòîâ èç G.
Ïîñêîëüêó lm − l + 1 < n, òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò, íå ëåæàùèé íè â îäíîé èç íèõ,
à çíà÷èò, íàéäåòñÿ ñîäåðæàùàÿ ýòîò ýëåìåíò ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà K, íå
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ñîïðÿæåííàÿ ñH. Ïóñòü îïÿòü |K|=m1 è n= l1m1. Òîãäà, äîïóñòèâ, êàê è âûøå,
÷òî l + l1 ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî {e}, ïîëó÷èì

1 + l(m− 1) + l1(m2 − 1) > 1 +
n

2
+
n

2
> n

ýëåìåíòîâ â G.
â) Îäíà èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï íåêîììóòàòèâíà, èíà÷å, êàê âèäíî èç

ïï. à), á), â ãðóïïå G áûë áû íåòðèâèàëüíûé öåíòð âîïðåêè åå ïðîñòîòå.
58.46. Ñì.: Gorenstein D. Finite groups. � Harper and Row, 1968. � Ãë. 2, � 8.
58.47, 58.51. Ñì.: Ñóïðóíåíêî Ä.À. Ãðóïïû ìàòðèö. � Ì.: Íàóêà, 1972. �

Ãë. III.
58.52. Ñì.: Èçîìîðôèçìû êëàññè÷åñêèõ ãðóïï íàä öåëîñòíûìè êîëüöàìè. �

Ì.: Ìèð, 1980. � Ñ. 252�258.
59.1. a) (qn − 1)(qn − q) ...(qn − qn−1). Ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà íåâûðîæäåííûõ

ìàòðèö çàìåòèòü, ÷òî åñëè óæå âûáðàíû i ïåðâûõ ñòðîê, òî äëÿ âûáîðà (i+ 1)-é
ñòðîêè èìååòñÿ qn − qi âîçìîæíîñòåé: äåéñòâèòåëüíî, âñåãî ñóùåñòâóåò qn ðàç-
ëè÷íûõ ñòðîê äëèíû n íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ, íî â êà÷åñòâå (i+ 1)-é ïîäõîäÿò
ëèøü òå èç íèõ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè i ñòðîê, âûáðàí-
íûõ ðàíüøå. ×èñëî òàêèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé � ýòî ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ
íàáîðîâ, ñîñòàâëåííûõ èç i êîýôôèöèåíòîâ, ò. å. qi.

á)
1

1− q
(qn − 1)(qn − q) ...(qn − qn−1); ïîäãðóïïà SLn(Fq) åñòü ÿäðî ãî-

ìîìîðôèçìà A → det A ãðóïïû GLn(Fq) íà ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïî-
ëÿ Zq (ñîñòîÿùóþ èç q − 1 ýëåìåíòîâ). Îòñþäà ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå
|GLn(Fq)/SLn(Fq)|= q − 1; îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü à) è òåîðåìó Ëàãðàíæà.

59.2. à) Íåò; íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà â ýòèõ ãðóïïàõ.
á) Íåò; çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà 2E ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû SL2(Z3) è âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 58.20, à).
59.3. à) 2-ïîäãðóïïû 〈(12)〉, 〈(13)〉, 〈(23)〉; 3-ïîäãðóïïà 〈(123)〉.
á) 2-ïîäãðóïïà V4; 3-ïîäãðóïïû 〈(123)〉, 〈(124)〉, 〈(134)〉, 〈(234)〉.
59.4. à) Ïåðâàÿ è âòîðàÿ (ñì. îòâåò ê çàäà÷å 59.3, à)) èç ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï

ñîïðÿæåíû ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè (23), ïåðâàÿ è òðåòüÿ � ñ ïîìîùüþ (13).
á) Ïåðâàÿ è âòîðàÿ èç ñèëîâñêèõ 3-ïîäãðóïï ñîïðÿæåíû ñ ïîìîùüþ ïåðå-

ñòàíîâêè (12)(34), ïåðâàÿ è òðåòüÿ � ñ ïîìîùüþ (13)(24), ïåðâàÿ è ÷åòâåðòàÿ �
ñ ïîìîùüþ (23)(14).

59.5. Çàíóìåðîâàâ âåðøèíû êâàäðàòà, ïîëó÷èòü èçîìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû D4 ïåðåñòàíîâêàìè: D4 ' P ⊂ S4. Ïîñêîëüêó |D4|= 8 è |S4|= 24 = 8 · 3,
P � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â S4. Äðóãèå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû S4

èçîìîðôíû P â ñèëó ñîïðÿæåííîñòè.
59.6. à) Â ïîäãðóïïå {e, (1324), (1423), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (12), (34)}.
á) Â ïîäãðóïïå {e, (1234), (1432), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (13), (24)}.
â) Â êàæäîé èç òðåõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï.
59.7. Ýòè ãðóïïû íåèçîìîðôíû ïî çàäà÷å 59.2. Åñëè â íåêîòîðîé íåàáåëåâîé

ãðóïïå G ïîðÿäêà 8 åñòü ïîäãðóïïà âòîðîãî ïîðÿäêà, íå ëåæàùàÿ â öåíòðå,
òî G ∼= D4; ýòî ñëåäóåò èç çàäà÷ 57.20 è 59.5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåì
e è −e� ýëåìåíòû öåíòðà ãðóïïû G (ïî çàäà÷àì 58.22 è 58.41 öåíòð ãðóïïû G
ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ). Ïóñòü i, j ∈G è ij 6= ji. Îáîçíà÷èì k = ij, i−1 =−i,
j−1 = −j, k−1 = −k. Ïðîâåðèòü, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ãðóïïû G íà
ãðóïïó êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

59.8. Ðåøàÿ â ãðóïïå SL2(Z3) óðàâíåíèå X2 = E, ïîëó÷àåì ëèøü äâà ðåøå-
íèÿ: X =±E. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì øåñòü ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4, ðåøàÿ óðàâíåíèå
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X2 = −E. Èç íèõ óæå íå èçâëåêàþòñÿ êâàäðàòíûå êîðíè, ò. å. â SL2(Z3) íåò
ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 8. Ïîñêîëüêó ïîëó÷èëîñü âîñåìü ýëåìåíòîâ, ïîðÿäêè êîòî-
ðûõ � ñòåïåíè äâîéêè, â SL2(Z3) åñòü ëèøü îäíà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà, òàê
êàê |SL2(Z3)|= 24 = 8 · 3 ïî çàäà÷å 59.2. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïîäãðóïïà íîðìàëü-
íà. Îíà íåàáåëåâà, òàê êàê, íàïðèìåð, ýëåìåíòû

(
0 1
−1 0

)
è
(
−1 −1
−1 1

)
èìåþò

ïîðÿäîê 4 è íå êîììóòèðóþò. Äàëåå èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 59.7.

59.9. à) 5. á) 10. â) 6.

59.10. pm, ãäå m=
[
n

p

]
+
[
n

p2

]
+
[
n

p3

]
+ ...

59.11. (p − 2)!. ×èñëî p! äåëèòñÿ íà p, íî íå äåëèòñÿ íà p2. Çíà÷èò, êàæ-
äàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ñîñòîèò èç ñòåïåíåé îäíîãî öèêëà (i1i2 ... ip). ×èñëî
òàêèõ öèêëîâ ðàâíî (p − 1)!, à ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîðîæäàþùèõ â öèêëè÷åñêîé
ïîäãðóïïå ïîðÿäêà p ðàâíî p− 1.

59.12. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ñîïðÿæåííîñòè ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï.

59.13. à) |SL2(Zp)| = p(p − 1)(p + 1) (ñì. çàäà÷ó 59.1). Çíà÷èò, ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà èìååò ïîðÿäîê p.

á) Íîðìàëèçàòîð ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö âèäà
(
x y

0 x−1

)
, ãäå x 6= 0.

â) Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê íîðìàëèçàòîðà ðàâåí p(p − 1), åãî èíäåêñ, à çíà÷èò,
è ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï, ðàâíî p+ 1.

ã) Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 59.1.

ä) Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà
(
x y
0 z

)
, ãäå x, z 6= 0.

å) p+ 1.

59.14. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê ïîäãðóïïû è ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà p,
äåëÿùàÿ |GLn(Zp)|, ðàâíû pn(n−1)/2 (ñì. çàäà÷ó 59.1).

59.15. à) Åñëè p íå÷åòíî, òî ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà åäèíñòâåííà è ñîñòîèò
èç ïîâîðîòîâ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà íà óãëû 2πk/pl, 0 6 k < pl, ãäå pl �
íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ÷èñëà d, äåëÿùàÿ n. Ïóñòü n= 2l ·m, ãäå m íå÷åòíî. Òîãäà
â Dn ñîäåðæèòñÿ m ðàçëè÷íûõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï. Êàæäóþ òàêóþ ïîäãðóï-
ïó ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âûáðàòü ïðàâèëüíûé 2l-óãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî
ñîäåðæàòñÿ ñðåäè âåðøèí äàííîãî n-óãîëüíèêà (à öåíòð òîò æå), è ðàññìîòðåòü
âñå äâèæåíèÿ, ñîâìåùàþùèå åãî ñ ñîáîé.

á) Ïðè p = 2 â êà÷åñòâå ñîïðÿãàþùèõ ýëåìåíòîâ ìîæíî âçÿòü ïîâîðîòû íà
óãëû 2πk/m, 0 6 k <m− 1.

59.16. Ïóñòü |G| = pl ·m, ãäå m íå äåëèòñÿ íà p, è | Ker ϕ| = ps · t, ãäå t íå
äåëèòñÿ íà p. Òîãäà H ' G/ Ker ϕ, è ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîðÿäîê ñèëîâñêîé
p-ïîäãðóïïû P â H ðàâåí pl−s. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |P ∩Ker ϕ| 6 ps, èáî | Ker ϕ|
äåëèòñÿ íà |P ∩Ker ϕ|. Çíà÷èò, |ϕ(P )|= |P/P ∩Ker ϕ| > pl−s, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

59.17. Î÷åâèäíî, ÷òî P ⊆ ϕA(P ) × ϕB(P ), ãäå ϕA è ϕB � ãîìîìîðôèçìû
ïðîåöèðîâàíèÿ íà A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî âêëþ÷åíèå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì, êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ ïîðÿäêîâ |P |, |ϕA(P )| è |ϕB(P )|.

59.18. à) Ïóñòü |G| = pl · m è |H| = ps · t, ãäå m, t íå äåëÿòñÿ íà p. Òîãäà
ïîðÿäîê p-ïîäãðóïïû PH/H â G/H íå áîëüøå pt−s. Çíà÷èò, ïîðÿäîê ÿäðà P ∩H
åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà P → PH/H íå ìåíüøå ps, ÷òî è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

á) Â êà÷åñòâå P è H âçÿòü, íàïðèìåð, ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â S3

(ñì. çàäà÷ó 59.3).

59.19. Ñì. çàäà÷ó 58.42.
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59.20. Èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î òîì, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñèëîâñêèõ p-ïîä-
ãðóïï äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû è ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ p, à òàêæå 59.12 è 58.6.

59.21. Ïÿòü ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï è îäíà ñèëîâñêàÿ 5-ïîäãðóïïà (ñì. óêàçà-
íèå ê çàäà÷å 59.20).

59.22. à) Ê ñèëîâñêîé 3-ïîäãðóïïå H ïðèìåíèòü çàäà÷ó 58.36.
á) Åñëè ñèëîâñêàÿ 5-ïîäãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, òî, êàê ñëåäóåò

èç òåîðåìû î ÷èñëå ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, â ãðóïïå äîëæíî áûòü 16 ðàçëè÷íûõ
5-ïîäãðóïï. Ïîñêîëüêó èõ ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ òðèâèàëüíû, â ãðóïïå íå áîëü-
øå, ÷åì 80 − 16 · 4 = 16 ýëåìåíòîâ, ïîðÿäêè êîòîðûõ ñóòü ñòåïåíè äâîéêè, îíè
ìîãóò îáðàçîâûâàòü ëèøü îäíó ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó, êîòîðàÿ, ñëåäîâàòåëüíî,
íîðìàëüíà.

â) Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî á).
59.23. à) Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 59.20.

á) Ðàññìîòðåòü âñå ìàòðèöû âèäà
(
a b
0 1

)
, ãäå b ∈ Zq è a ïðèíàäëåæàò

ïîäãðóïïå ïîðÿäêà p â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ Zq (ýòà ïîäãðóïïà ñóùå-
ñòâóåò, òàê êàê q − 1 äåëèòñÿ íà p).

59.24. 48.
59.25. Èíäóêöèÿ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû.
59.26. Èíäóêöèÿ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû. Âûáðàòü â G íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó

èíäåêñà p.
60.1. Åñëè Z =A⊕B, ãäå A 6= 0, B 6= 0, è m ∈A, n ∈B, òî mn ∈A ∩B = {0}.

Àíàëîãè÷íîå ñîîáðàæåíèå ïðèìåíèìî è ê ãðóïïå Q.
60.2. Â ãðóïïàõ S3, A4, S4 íåò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî

åäèíèöå, à â Q8 ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà ñîäåðæèò −1; ïîýòîìó ïåðå-
÷èñëåííûå ãðóïïû íåðàçëîæèìû â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

60.3. Åñëè 〈a〉 � àääèòèâíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n = n1 · n2, ãäå
(n1, n2) = 1, òî 〈a〉= 〈an1 〉+ 〈an2 〉 (óêàçàííûå ñëàãàåìûå èìåþò ñîîòâåòñòâåííî
ïîðÿäêè n2 è n1, è ïîýòîìó èõ ïåðåñå÷åíèå òðèâèàëüíî).

60.5. à) 〈a〉6 = 〈a3〉 × 〈a2〉.
á) Z12 ' Z3 ⊕ Z4.
â) Z60 ' Z3 ⊕ Z4 ⊕ Z5 (óêàæèòå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ñëàãàåìûõ).
60.6. Ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ôîðìå.
60.7. Ýëåìåíò èç Z2n îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êëàññ ñîäåðæèò

íå÷åòíîå ÷èñëî, ïîýòîìó ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîëüöà Z2n ðàâåí
2n−1. Ýëåìåíò 3 = 1 + 2 (mod 2n) èìååò ïîðÿäîê 2n−2 è åãî öèêëè÷åñêàÿ ïîä-
ãðóïïà òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîäãðóïïîé {±1}; ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå
èìååò ïîðÿäîê 2n−1, ò. å. ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Z∗2n .

60.8. à) Ïðîèçâåäåíèþ ïîðÿäêîâ ñîìíîæèòåëåé.
á) Íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ïîðÿäêîâ êîìïîíåíò.
60.9. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, ïîêàçàòü, ÷òî (A1 + A2 + ...+ Ai−1) ∩

∩Ai = {0} ïðè ëþáîì i.
60.11. Â ãðóïïå S3 åñòü ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 è 3, íî íåò ýëåìåíòà ïîðÿäêà 6.
60.12. {±1} × 〈2〉= {±1} × 〈−2〉.
60.13. Îäíî èç ñëàãàåìûõ ñîâïàäàåò ñ A, äðóãîå ïîðîæäàåòñÿ ñóììîé ïî-

ðîæäàþùåãî ýëåìåíòà ãðóïïû Z ñ ëþáûì ýëåìåíòîì ãðóïïû A. Òàêèì îáðàçîì,
áóäåò |A| ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé.

60.14. Êàæäûé êëàññ ãðóïïû A×B ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êëàññà èç A íà
êëàññ èç B.
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60.16. Â êà÷åñòâå C âçÿòü ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ïðîîáðàçàìè áàçèñíûõ
ýëåìåíòîâ A/B.

60.17. G=A⊕Ker π.

60.18. Àáåëåâîñòü ãðóïïû B ñóùåñòâåííà, òàê êàê îáðàçû ãðóïï A1 è A2

êîììóòèðóþò ïðè ëþáîì ãîìîìîðôèçìå ϕ : A1 ×A2→B.

60.20. à), á), â) Z6.
ã) Hom(A1, B)⊕Hom(A2, B).
ä) Hom(A, B1)⊕Hom(A, B2).
å) Zd, ãäå d= (m, n).
æ) Zn. ç) {0}. è) Z.
60.21. Ãîìîìîðôèçìó ϕ : Z→A ñîïîñòàâèòü ϕ(1).

60.24. a) Z. á) Zn.
â) Q; ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ϕ : Q→ Q ýíäîìîðôèçì, òî ϕ(r) = rϕ(1).

60.25. à) Îòîáðàæåíèå x→ nx èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â ãðóïïå íåò ýëåìåíòîâ, ïîðÿäîê êîòîðûõ äåëèò n, è åñëè n= pk11 ...pkrr �
êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèìàðíûå
êîìïîíåíòû ãðóïï îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ÷èñåë p1, ..., pr ðàâíû 0.

á) Ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî â ãðóïïå óðàâíåíèå nx = g
ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî g.

60.26. Ýíäîìîðôèçìó ϕ ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó òàê æå, êàê ýòî
äåëàåòñÿ äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

60.27. a) Z2. á) Q∗.
â) Åäèíè÷íàÿ ïðè n = 1, öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà 2 ïðè n = 2, Z2 × Z2n−2 ïðè

n > 2.
ã) Ãðóïïà öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì ±1. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ

èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 60.23 è 60.24.

60.28. à) 〈a〉30 = 〈a1〉2 ⊕ 〈a2〉15, ãäå a1 = 15a, a2 = 2a. Ïðè ëþáîì àâòîìîðôèç-
ìå ϕ(〈a1〉) = 〈a1〉, ϕ(〈a2〉) = 〈a2〉, òàê êàê a1 è a2 èìåþò âçàèìíî ïðîñòûå ïîðÿäêè.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ó 〈a1〉 èìååòñÿ ëèøü òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì.

á) Ïóñòü Z = 〈a〉, Z2 = 〈b〉; ïðè ëþáîì àâòîìîðôèçìå ϕ(Z2) = Z2 è ϕ(b) = b.
Êðîìå òîãî, ϕ(a) ìîæåò áûòü ðàâåí a, −a, a+ b, −a+ b. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
êàæäûé èç ýòèõ àâòîìîðôèçìîâ â êâàäðàòå äàåò òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì.

60.29. Â îáîçíà÷åíèÿõ îòâåòà ê ïðåäûäóùåé çàäà÷å ϕ(a) = na+ εb, ϕ(b) = δb,
ãäå n ∈ Z, ε, δ = 0, 1. Íå êîììóòèðóþò ýíäîìîðôèçìû ϕ1, ϕ2, ãäå ϕ1(a) = a,
ϕ1(b) = 0, ϕ2(b) = 0, ϕ2(a) = b.

60.30. Âñÿêàÿ ïðèìàðíàÿ êîìïîíåíòà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ýí-
äîìîðôèçìà äàííîé ãðóïïû.

60.31. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Åñëè ãðóïïà
öèêëè÷åñêàÿ è ðàâíà 〈a〉 (îïåðàöèÿ � ñëîæåíèå), U � åå íåíóëåâàÿ ïîäãðóïïà,
k� íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ka ∈ U , òî U ïîðîæäàåòñÿ ýëå-
ìåíòîì ka. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèma ∈ U , ðàçäåëèìm ñ îñòàòêîì íà k:m= qk + r.
Òîãäà ra = ma − q(ka) ∈ U , ñëåäîâàòåëüíî, r = 0 è ma = q(ka). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ãðóïïû ñ n − 1 ïîðîæäàþùèì, G = 〈a1, ..., an〉
è U ⊆ G � ïîäãðóïïà. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû u = m1a1 + ... + mnan ∈ U .
Åñëè mn = 0 äëÿ âñåõ u ∈ U , òî U ⊆ 〈a1, ..., an−1〉, è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü m0

n � íàèìåíü-
øåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ u ∈ U , ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé
u0 ∈ U , ÷òî u0 = m0

1a1 + ... + m0
nan. Î÷åâèäíî, ëþáîå ÷èñëî mn, âõîäÿùåå

â ðàçëîæåíèå ëþáîãî u ∈ U , äåëèòñÿ íà m0
n íàöåëî, ñêàæåì, mn = qm0

n. Òîãäà
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u − qu0 ∈ U ∩ 〈a1, ..., an−1〉. Ýòà ïîäãðóïïà êîíå÷íî ïîðîæäåíà ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè. Òîãäà U ïîðîæäàåòñÿ òåìè æå ýëåìåíòàìè è u0.

60.32. à) Åñëè ϕ� ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G íà ñåáÿ, íå ÿâëÿþùèéñÿ àâòîìîð-
ôèçìîì, òî Ker ϕ⊂Ker ϕ2 ⊂ ... � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï, è åå
îáúåäèíåíèå íå ìîæåò ïîðîæäàòüñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ: êàæäûé
èç íèõ ëåæàë áû â ÷ëåíå öåïî÷êè ñ êîíå÷íûì íîìåðîì. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

á) Ðàññìîòðåòü äèôôåðåíöèðîâàíèå.
60.33. Åñëè áû ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû ðàíãîâ m è n (m 6= n) áûëè èçî-

ìîðôíû, òî ðàíã íå áûë áû èíâàðèàíòîì ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû, îäíàêî åãî
èíâàðèàíòíîñòü ìîæåò áûòü äîêàçàíà òàê æå, êàê îñíîâíàÿ ëåììà î ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è òàêîå ñîîáðàæåíèå: åñëè G � ñâîáîäíàÿ
àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n, òî |G/2G|= 2n.

60.34. Âîñïîëüçîâàòüñÿ åäèíñòâåííîñòüþ ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ
àáåëåâûõ ãðóïï.

60.35. Èíäóêöèÿ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû è ÷èñëó m.
60.36. Èñïîëüçîâàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ êîíå÷íûõ

àáåëåâûõ ãðóïï.
60.37. Èñïîëüçîâàòü òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðàçëîæåíèé.
60.40. à) Åñòü. á) Íåò. â) Íåò.
60.41. (3, 27); ïîêàçàòü, ÷òî 〈a〉9 ⊕ 〈b〉27 = 〈a⊕ 3b〉 ⊕ 〈b〉.
60.42. à) Íåò: âòîðàÿ ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ, à ïåðâàÿ íåò.
á) Èçîìîðôíû. â) Íå èçîìîðôíû.
60.43. à) 3. á) 4.
60.46. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé,

òî â íåé íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà òèïà (p, p) (ñì. çàäà÷ó 60.40). Ó÷åñòü, ÷òî óðàâíåíèå
xp = 1 èìååò â ïîëå íå áîëåå p ðåøåíèé.

60.47. Ïóñòü a1, ..., an �ìàêñèìàëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ. Ðàñ-
ñìîòðåòü ýëåìåíò 1 + a1 ...an è âûâåñòè îòñþäà, ÷òî ãðóïïà F ∗ êîíå÷íà.

60.48. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 60.46.
60.50. Åñëè yi (i = 1, ..., n) ñîñòàâëÿþò áàçèñ, òî ÷åðåç íèõ ìîæíî âûðà-

çèòü xi (i= 1, ..., n) ñ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé B êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà AB = E
è det A=±1, ãäå A= (aij).

60.51. Èñïîëüçîâàòü äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû î êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ, îñíîâàííîå íà ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ.

60.52. à) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3. á) Z31. â) Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z3. ã) Z2 ⊕ Z4.
ä) Z4 ⊕ Z. e) Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2. æ) Z3. ç) Z ⊕ Z. è) Z. ê) {0}. ë)

Z3 ⊕ Z4. ì) Z3 ⊕ Z6 ⊕ Z.
60.53. 3.
60.55. Ó÷èòûâàÿ çàäà÷è 60.30 è 60.24, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ýí-

äîìîðôèçìîâ êîíå÷íîé ïðèìàðíîé íåöèêëè÷åñêîé ãðóïïû íåêîììóòàòèâíî. Íå
óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðóïïó 〈a〉pk ⊕ 〈b〉pl , k > l. Â ñèëó
çàäà÷è 60.20 ëþáîé ýíäîìîðôèçì òàêîé ãðóïïû èìååò âèä

ϕ(a) = s1a+ t1b, ϕ(b) = s2a+ t2b,
ãäå s2 äåëèòñÿ íà pk−l. Íå êîììóòèðóþò, íàïðèìåð, àâòîìîðôèçìû ϕ, ψ òàêèå,
÷òî ϕ(a) = a, ϕ(b) = 0, ψ(a) = b, ψ(b) = 0.

60.56. Äîêàçàòü êîíå÷íóþ ïîðîæäåííîñòü H. Äëÿ ýòîãî âûáðàòü ìàêñèìàëü-
íóþ íåçàâèñèìóþ íàä R ñèñòåìó ýëåìåíòîâ e1, ..., ek â H. Äîêàçàòü, ÷òî H ïî-

ðîæäàåòñÿ e1, ..., ek è êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì H ∩D, ãäå D=
{∑

xiei |06xi61}.
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60.59. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 60.56.
60.60. Îòîáðàæåíèå x→ nx åñòü àâòîìîðôèçì öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 〈a〉 (èìå-

åò òðèâèàëüíîå ÿäðî), ïîýòîìó ïðè ïîäõîäÿùåì x áóäåò nx= a.

60.63. Äåëèìîñòü ãðóïïû Q î÷åâèäíà. Åñëè εp
k

= 1, òî ñóùåñòâóåò δ òàêîå,
÷òî δp = ε. Åñëè q 6= p� ïðîñòîå ÷èñëî, òî (q, pk) = 1, è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
çàäà÷àìè 60.60 è 60.61.

60.65. Òî, ÷òî ñóììà ïîäãðóïï A è B ïðÿìàÿ, ñëåäóåò èç óñëîâèÿ; íàäî
ïîêàçàòü, ÷òî îíà ðàâíà G. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g /∈ A ⊕ B. Ïîäãðóïïà
〈g〉 èìååò íåíóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ñ A ⊕ B � èíà÷å ñóììà A ⊕ B ⊕ 〈g〉 ïðÿìàÿ
è âìåñòî B ìîæíî áûëî áû âçÿòü B ⊕ 〈g〉, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ìàêñèìàëü-
íîñòè B. Ïóñòü ng ∈ A ⊕ B. Ìîæíî ñ÷èòàòü n ïðîñòûì ÷èñëîì (åñëè áû áûëî

íå òàê, âìåñòî g ìû âçÿëè áû
n

p
g ïðè íåêîòîðîì p | n). Èòàê, ng = a + b, a ∈ A,

b ∈ B. Ââèäó äåëèìîñòè A â íåé åñòü ýëåìåíò a1 òàêîé, ÷òî na1 = a. Ïîëó÷àåì,
÷òî ng1 = b, ãäå g1 = g − a òàêæå íå ëåæèò â A ⊕ B. Ïî âûáîðó ïîäãðóïïû B
áóäåò A ∩ 〈g1, B〉 6= 0. Çíà÷èò, íåêîòîðûé ýëåìåíò a′ ∈A ìîæíî âûðàçèòü â âèäå
a′ = kg1 + b′, b′ ∈ B, 0 < k < n. Òàê êàê (k, n) = 1, ñóùåñòâóþò u, v òàêèå, ÷òî
ku+ nv = 1, çíà÷èò, g1 = kug1 + nvg1. Òàê êàê ng1 ∈A⊕B, kg1 = a′ − b′ ∈A⊕B,
òî g1 ∈A⊕B. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

60.66. Ïóñòü D � ñóììà âñåõ äåëèìûõ ïîäãðóïï. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî D äåëèìà. Ïóñòü a ∈ D, òîãäà a = a1 + ... + ak, ãäå ai ïðèíàäëåæèò Ai
(i = 1, ..., k) � äåëèìîìó ñëàãàåìîìó ãðóïïû D. Åñëè na′i = ai, i = 1, ..., k, òî

n
( k∑
i=1

a′i

)
= a. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé çàäà÷å âñÿ ãðóïïà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ

ñóììó D ⊕ B. Åñëè áû â B íàøëàñü äåëèìàÿ ïîäãðóïïà, òî îíà ñîäåðæàëàñü
áû â D, ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, â B íåò äåëèìûõ ïîäãðóïï. Ôàêòîðãðóïïà âñåé
ãðóïïû ïî D èçîìîðôíà B.

60.67. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 60.16.
60.68. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 60.67.
60.69. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 60.67.
61.1. à) Ðàññìîòðåòü ýëåìåíòû, ñîïðÿæåííûå ñ òðàíñïîçèöèåé (12) ïðè ïîìî-

ùè ñòåïåíåé äàííîãî öèêëà.
á) Ýëåìåíòû èç An�ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé, è (ij)(jk) =

= (ijk), (ij)(kl) = (ikj)(ikl).
61.2. Èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåíèå ìàòðèö ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

ñòðîê ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.
61.3. Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ýëåìåíòàð-

íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòðîêàìè, ò. å. óìíîæåíèåì ñëåâà íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó.

61.5. Ñì.: Gorenstein D. Finite groups. � Harper and Row, 1968. � P. 44.
61.7. a) {1, a}, {5, a}, {2, 3}, {4, 3}, ãäå a� ëþáîé ýëåìåíò èç Z6.
á) Äâå ðàçëè÷íûå òðàíñïîçèöèè èëè òðàíñïîçèöèÿ è òðîéíîé öèêë.
â) Ëþáûå äâà íå âçàèìíî îáðàòíûõ ýëåìåíòà ïîðÿäêà 4.
ã) Ïîâîðîò σ êâàäðàòà íà óãîë ±π/2 è ëþáàÿ îñåâàÿ ñèììåòðèÿ τ , à òàêæå

τ è τσ.
ä) {a, b}, {a, a+ b}, {b, a+ b}.
61.10. Åñëè g1, ..., gn � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ, f1, f2, ..., fk, ... �

äðóãàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ, òî ýëåìåíòû g1, ..., gn âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âòîðóþ
ñèñòåìó. Â êàæäîì òàêîì âûðàæåíèè ó÷àñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
âòîðîé ñèñòåìû, ñêàæåì, f1, ..., fm. Òîãäà f1, ..., fm ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó.



Îòâåòû è óêàçàíèÿ 365

61.11. Íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ýëåìåíòà A ïîðîæäàåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ýëå-

ìåíòàìè BiAB−i =

(
1 2i

0 1

)
(i ∈ Z), è ïîýòîìó èçîìîðôíî ãðóïïå ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë âèäà m/2k îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Ýòà ïîäãðóïïà íå êîíå÷íî ïîðîæäåíà.
61.12. à) Èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî ÷èñëó âîçìîæíûõ ñîêðàùåíèé.
á) Îïåðàöèÿ îïðåäåëåíà êîððåêòíî â ñèëó à). Àññîöèàòèâíîñòü î÷åâèäíà.

Åäèíèöåé ñëóæèò ïóñòîå ñëîâî. Ñëîâîì, îáðàòíûì ê u = xε1i1 ...x
εn
in
, ñëóæèò

x−εnin
...x−ε1i1

.

61.13. Ãîìîìîðôèçì ϕ îïðåäåëÿåòñÿ òàê: åñëè u = xε1i1 ...x
εn
in
, òî ϕ(u) =

= gε1i1 ...g
εn
in
. Ýòî åäèíñòâåííî âîçìîæíîå îïðåäåëåíèå.

61.14. Âñÿêîå íåñîêðàòèìîå ñëîâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå u = vwv−1, ãäå
w èìååò â íà÷àëå è â êîíöå íå âçàèìíî îáðàòíûå áóêâû. Òîãäà un = vwnv−1,
ãäå äëèíà wn â n ðàç áîëüøå äëèíû w è âîîáùå d(un) = d(u) + ...+ (n− 1)d(w),
ïîýòîìó un 6= 1 (ïóñòîìó ñëîâó).

61.15. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîììóòèðóþùèå ýëåìåíòû u, v íåñîêðàòèìû.
Ïóñòü d(u) 6 d(v).

1) Åñëè â uv ñîêðàùàåòñÿ áîëüøå ïîëîâèíû ñëîâà u, òî ïåðåõîäèì ê ñëîâàì
u, uv (âòîðîå áîëåå êîðîòêîå, ÷åì v, è ýòè ñëîâà êîììóòèðóþò, êàê è u ñ v).

2) Åñëè â vu ñîêðàùàåòñÿ áîëüøå ïîëîâèíû ñëîâà u, òî, àíàëîãè÷íî, ïåðåõî-
äèì ê ðàññìîòðåíèþ u−1, vu.

3) Åñëè â ñëîâå vu−1 ñîêðàùàåòñÿ áîëüøå ïîëîâèíû âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ,
ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ u−1, u−1v.

4) Åñëè â vu−1 ñîêðàùàåòñÿ áîëüøå ïîëîâèíû ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ, ïåðå-
õîäèì ê uvu−1.

5) Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå áóäåò u = u1u2, ãäå d(u1) = d(u2), v = u−1
2 v′,

ãäå ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè íåò ñîêðàùåíèé. Èç ðàâåíñòâà uv = vu ïîëó÷àåì
u, v′ = u−1

2 v′u1u2. Òàê êàê â v′u1u2 ñîêðàùàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì u1, ïîëó÷àåì

u1 = u−1
2 è u= 1.

6) Äåëàÿ êàæäûé ðàç çàìåíû òèïà (1)�(4), ìû â êîíöå êîíöîâ ïðèäåì
ê ñëó÷àþ 5). Ðàññìàòðèâàÿ ïðåäûäóùèé øàã, íàéäåì ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò,
÷åðåç êîòîðûé âûðàæàþòñÿ u è v.

61.16. Â ëþáîì êîììóòàòîðå è â ïðîèçâåäåíèè êîììóòàòîðîâ ñóììà ïîêàçàòå-
ëåé ïî êàæäîìó âõîæäåíèþ xi ðàâíà 0 ïðè ëþáîì i. Îáðàòíî, ñëîâà ñ íóëåâûìè
ñóììàìè ïîêàçàòåëåé íàäî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîììóòàòîðîâ.

61.17. Ñëîâà, èìåþùèå íåñîêðàòèìóþ çàïèñü uw1u−1, ãäå w1 �öèêëè÷åñêàÿ
ïåðåñòàíîâêà w.

61.18. Ïóñòü F �ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè x1, ..., xn,
A � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì a1, ..., an. Åñëè ãîìîìîðôèçì F → A
ïðîäîëæàåò îòîáðàæåíèå x1 → a1, ..., xn → an (ñì. çàäà÷ó 61.13), òî åãî ÿäðîì
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàíò.

61.19. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 61.18.
61.20. Ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 íîðìàëüíà â ëþáîé ãðóïïå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ

ê îïèñàíèþ ðàçëè÷íûõ ñþðúåêòèâíûõ ãîìîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû íà
ãðóïïó 〈a〉2. Åñëè x1, x2 � ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå ñâîáîäíîé ãðóïïû, òî ñî-
ãëàñíî çàäà÷å 61.13 íóæíî ïî-ðàçíîìó âûáðàòü îáðàçû x1, x2. Îòâåò: ϕ1(x1) = a,
ϕ1(x2) = 1, ϕ2(x1) = a, ϕ2(x2) = a, ϕ3(x1) = 1, ϕ3(x2) = a, ò. å. èìåþòñÿ òðè
ïîäãðóïïû èíäåêñà 2.

61.22. Î÷åâèäíî, ïðè ëþáîì ãîìîìîðôèçìå ãðóïïû F = 〈x1, x2〉 â Zn × Zn
êîììóòàíò, à òàêæå ýëåìåíòû xn1 è xn2 ïåðåõîäÿò â åäèíèöó. Ôàêòîðãðóïïà
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ïî ïîäãðóïïå N , ïîðîæäåííîé êîììóòàíòîì è ýëåìåíòàìè xn1 , x
n
2 , èçîìîðô-

íà Zn × Zn. Ïîýòîìó N áóäåò ÿäðîì ëþáîãî ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîðôèçìà
F → Zn × Zn.

61.23. à) 16. á) 36; âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 61.13.
61.25. Ñîãëàñíî çàäà÷å 61.13 ïîñòðîèì òàêîé ãîìîìîðôèçì ϕ ñâîáîäíîé ãðóï-

ïû F ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè x1, ..., xn â H, ÷òî ϕ(xi) = hi, i= 1, 2, ..., n.
Ïðè ýòîì ãîìîìîðôèçìå íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R, ñîäåðæàùàÿ
ñëîâà Ri(x1, ..., xn), i ∈ I, ïåðåéäåò â åäèíèöó. Åñëè N = Ker ϕ, òî Im ϕ' F/N '
' (F/R)/(N/R).

61.27. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò âûðàæàåòñÿ â âèäå aibj , 0 6 i < 2,
0 6 j < 7.

61.28. Âûâåñòè èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû ðàâåí 8,
à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 61.25.

61.29. Âûâåñòè èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû 6 2n,
à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 61.25.

61.30. Âûâåñòè èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû 6 8,
à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 61.25.

61.31. Ñîãëàñíî çàäà÷å 61.25 ðàññìîòðåòü ãîìîìîðôèçì ýòîé ãðóïïû íà ãðóï-
ïó óêàçàííûõ ìàòðèö, ïðè êîòîðîì

x1→
(
−1 0

0 1

)
, x2→

(
−1 1

0 1

)
(êâàäðàò âòîðîé ìàòðèöû ðàâåí E); âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïîäãðóïïà, ïîðîæ-
äåííàÿ x1x2, íîðìàëüíà.

61.32. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 61.31.
61.34. Ñì.: Ìèëíîð Äæ. Ââåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ K-òåîðèþ. � Ì.: Ìèð,

1974. � � 5.
61.35. Êàæäûé ñìåæíûé êëàññ ïî H èìååò âèä giH, i ∈ Z, ïîýòîìó ëþáîé

ýëåìåíò ãðóïïû èìååò âèä gih, h ∈H.
61.36. Ïóñòü 〈h〉�áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ h; ôàê-

òîðãðóïïà G/H áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ, ïîðîæäåííàÿ gH. Ïî ïðåäûäóùåé
çàäà÷å G = 〈g〉〈h〉. Òàê êàê H íîðìàëüíà, ghg−1 ∈H è îòîáðàæåíèå x→ gxg−1

(x ∈ H) � àâòîìîðôèçì ãðóïïû H. Ïîýòîìó ghg−1, êàê è h, � ïîðîæäàþùèé
ýëåìåíò ãðóïïû H. Çíà÷èò, ghg−1 ðàâåí h èëè h−1. Ïîýòîìó â ãðóïïå âûïîëíåíî
îäíî èç äâóõ ñîîòíîøåíèé: ghg−1 = h, ghg−1 = h−1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãðóïïà
ñâîáîäíàÿ àáåëåâà, òàê êàê îíà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x1, x2 è çàäàåòñÿ îïðå-
äåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì x1x2x

−1
1 = x2. Ðàññìîòðèì ãðóïïó ñ ïîðîæäàþùèìè

x1, x2 è îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì x1x2x1 = x−1
2 . Â ýòîé ãðóïïå öèêëè÷åñêàÿ

ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ x2, íîðìàëüíà (âèäíî èç îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ),
ôàêòîðãðóïïà ïî íåé áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ (ðàññìîòðåòü ãîìîìîðôèçì â Z
òàêîé, ÷òî x1→ 1, x2→ 0). Ýëåìåíò x2 òàêæå èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê, äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì íàøåé ãðóïïû â ãðóïïó ìàòðèö âèäà
(
±1 n

0 1

)
,

x2→
(

1 1
0 1

)
(ñì. çàäà÷ó 61.25).

61.37. Íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ x2, èçîìîðôíà àä-
äèòèâíîé ãðóïïå ÷èñåë âèäà m/2k, m, k ∈ Z. Ðàññìîòðåòü ãîìîìîðôèçì â ãðóïïó

ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè êîòîðîì x1 →
(

2 0
0 1

)
, x2 →

(
1 1
0 1

)
(ñðàâíèòü

ñ çàäà÷åé 61.11).
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62.1. à)

 1

a
0

0 a

. á)

1
b

c
+
ay − bx
cz

−
y

z

0 1

. â)
(

1 λ(β2 − 1)
0 1

)
.

62.2. à) g[a, b]g−1 = [gag−1, gbg−1]. á) [aG′, bG′] = [a, b]G′ =G′.
â) Åñëè [aN, bN ] =N , òî [a, b]N =N è [a, b] ∈N .
62.3. ϕ([a, b]) = [ϕ(a), ϕ(b)].
62.4. Åñëè ε : G→G/G′�åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì è ϕ : G/G′→A�ãîìî-

ìîðôèçì â àáåëåâó ãðóïïó A, òî ϕε : G→A�òàêæå ãîìîìîðôèçì. Áèåêòèâíîñòü
ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñëåäóåò èç çàäà÷è 62.2, â).

62.5. Ïî òåîðåìå îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ |ABA−1B−1|= 1.
62.6. Âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî [(a1, b1), (a2, b2)] = ([a1, a2], [b1, b2]).
62.7. à) A3, 2. á) {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, 3.
â) A4, 2. ã) {±1}, 4.
62.8. à) An; êîììóòàòîð � ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà è ñîãëàñíî çàäà÷å 62.1, ã),

êîììóòàíò ñîäåðæèò âñå òðîéíûå öèêëû; An ïîðîæäàåòñÿ òðîéíûìè öèêëàìè
(ñì. çàäà÷ó 61.1).

á) Åñëè ýëåìåíò a ∈Dn åñòü ïîâîðîò íà óãîë 2π/n, òîD′n = 〈a〉, åñëè n íå÷åò-
íî, è D′n = 〈a2〉, åñëè n ÷åòíî.

62.10. à) Èíäóêöèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è.
á) Èíäóêöèÿ ñ ïðèìåíåíèåì çàäà÷è 62.2.
62.11. à) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîììóòàíò ïîäãðóïïû ñîäåðæèòñÿ â êîììó-

òàíòå ãðóïïû.
á) Ñëåäóåò èç çàäà÷è 62.3.
â) Èíäóêöèÿ ñ ïðèìåíåíèåì çàäà÷è 62.6.
ã) Òàê êàê B(k) = 〈e〉, òî G(k) ⊆A è G(k+l) = 〈e〉, ãäå A(l) = 〈e〉.
62.12. Ñì. çàäà÷è 62.7 è 62.8.
62.14. Ñëåäóåò èç çàäà÷è 62.13, â), òàê êàê êîììóòàíò ýòîé ãðóïïû ñîäåðæèò-

ñÿ â UTn(F ).
62.15. Åñëè ðÿä, óêàçàííûé â çàäà÷å, èìååòñÿ, òî G(l) = 〈e〉 â ñèëó çàäà-

÷è 62.2, â). Åñëè ãðóïïà ðàçðåøèìà, òî ôàêòîðû åå ðÿäà êîììóòàíòîâG(i)/G(i+1)

àáåëåâû, ïîýòîìó ìåæäó G(i) è G(i+1) ìîæíî âñòàâèòü íåñêîëüêî ïîäãðóïï òàê,
÷òî ïîëó÷àåòñÿ ðÿä ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

62.16. Ñîãëàñíî çàäà÷å 58.22 öåíòð êîíå÷íîé p-ãðóïïû G íåòðèâèàëåí. Ïóñòü
A�ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p, ëåæàùàÿ â öåíòðå. Òîãäà A íîðìàëüíà â G. Çàâåðøà-
åòñÿ äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ñ ïåðåõîäîì ê G/A (òîæå p-ãðóïïà) è èñïîëüçî-
âàíèåì çàäà÷è 62.11, ã).

62.17. Åñëè q > p, òî ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà íîðìàëüíà â ãðóïïå (ñì. óêàçàíèå
ê çàäà÷å 59.20).

62.18. à) Ñèëîâñêàÿ 5-ïîäãðóïïà íîðìàëüíà, òàê êàê èíäåêñ åå íîðìàëèçàòî-
ðà � äåëèòåëü ÷èñëà 4 è ñðàâíèì ñ 1 ïî ìîäóëþ 5.

á) Åñëè â ãðóïïå ïîðÿäêà 12 ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà íå íîðìàëüíà, òî òà-
êèõ ïîäãðóïï ïî êðàéíåé ìåðå 8. Íî ïî òåîðåìå Ñèëîâà ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà
ïîðÿäêà 4, è òîãäà îíà â ñèëó ñêàçàííîãî åäèíñòâåííà.

â) Åñëè p > q, òî ÷èñëî m ïîäãðóïï ïîðÿäêà p2 ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ p
òîëüêî ïðè m = 1. Åñëè p < q, òî ÷èñëî q-ïîäãðóïï ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ q
è äåëèò p èëè p2. Òàê êàê p îíî äåëèòü íå ìîæåò, îíî ðàâíî p2. Çíà÷èò, ýëå-
ìåíòîâ ïîðÿäêà q áóäåò p2(q − 1). Îäíàêî ïîäãðóïïà p2 ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó îíà
åäèíñòâåííà (p2q = p2(q − 1) + p2).

ã) Ñèëîâñêàÿ 7-ïîäãðóïïà íîðìàëüíà.
ä) Ñèëîâñêàÿ 5-ïîäãðóïïà íîðìàëüíà.
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å) Êîìáèíèðóþòñÿ ñîîáðàæåíèÿ çàäà÷ 62.16, 62.18, â), à òàêæå òî, ÷òî åñëè
íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà èìååò èíäåêñ íîðìàëèçàòîðà k, òî ãðóïïà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè íà ìíîæåñòâå ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, ò. å. íà k ñèìâîëàõ.

62.20. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 62.19.
62.21. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 62.1, â).
62.26. Ñì.: Õàìôðè Äæ. Ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû. � Ì.: Ìèð,

1980. � Ñ. 184�186.
62.27. à) Òàê êàê ïîðÿäîê q − 1 ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Zq äåëèòñÿ íà p,

òî òàêèõ ÷èñåë r ñóùåñòâóåò p− 1 (ñì. çàäà÷ó 60.46).

á) Ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö
(
ri x
0 1

)
, ãäå r � ÷èñëî èç à), ðàññìàòðè-

âàåìîå ïî ïîäìîäóëþ q, x ∈ Zq (0 6 i < p), íåêîììóòàòèâíà � äîñòàòî÷íî ðàñ-

ñìîòðåòü ìàòðèöû
(
r 0
0 1

)
è
(

1 1
0 1

)
. Ýòà ãðóïïà èìååò ïîðÿäîê pq. Ïóñòü

G� íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pq, A = 〈a〉� åå ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà q,
B = 〈b〉�ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p. Òîãäà ïî òåîðåìå Ñèëîâà (ñì. òàêæå çà-

äà÷ó 62.17) A íîðìàëüíà âG. Ïîýòîìó bab−1 = as
i
, â ÷àñòíîñòè, bpab−p = a= as

p
;

ïîýòîìó sp ≡ 1 (mod q), òàê êàê G íåàáåëåâà. Ìåíÿÿ, åñëè íóæíî, ýëåìåíò b íà
åãî k-þ ñòåïåíü (1 < k < p), ìû ìîæåì s çàìåíèòü íà ëþáîå ÷èñëî, îáëàäàþ-
ùåå àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó åñëè G1 è G2 � äâå íåàáåëåâû ãðóïïû
ïîðÿäêà pq, â íèõ ìîæíî âûáðàòü ýëåìåíòû ai, bi (i = 1, 2), àíàëîãè÷íûå a è b,
îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè: aqi = e, bqi = e, biaib

−1
i = ari , ãäå r

p ≡ 1 (mod q). Èçîìîð-
ôèçì ìåæäó òàêèìè ãðóïïàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì ϕ(as1b

t
1) = as2b

t
2,

ãäå 0 6 s < q, 0 6 t < p.
62.28. á) Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïåðåñòàíîâîê â óêàçàííîì ïîðÿäêå åñòü öèêë

äëèíû 7. Ñîãëàñíî à) ôàêòîðãðóïïà ýòîé ãðóïïû ïî êîììóòàíòó òðèâèàëüíà,
ïîýòîìó ãðóïïà ñîâïàäàåò ñî ñâîèì êîììóòàíòîì.

â) Äàííàÿ ãðóïïà ãîìîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà ãðóïïó èç á) ñîãëàñíî çàäà-
÷å 61.25 è ïîýòîìó íåðàçðåøèìà.

62.29. Íåðàçðåøèìà, åñëè ñèñòåìà ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ñîñòîèò áîëåå
÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íåò íåòðèâèàëüíûõ àáåëåâûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Ñì. òàêæå çàäà÷ó 62.11, á).

63.1. à), á), ã), å), æ), ç), ê), ë), ì), í), î) ïðè a≡ 1 (mod 4).
63.2. â), ã), ä), å), æ) ïðè a≡ 1 (mod 4), ç), è).
63.3. Âñå, êðîìå ç).
63.4. Íåò.
63.5. Ñì. çàäà÷ó 1.2.
63.7. 63.2, â); 63.4, ã) ïðè n > 2; 63.2, ä) ïðè a= c2 (c ∈ Z); 63.2, å) ïðè r = c2

(c ∈R); 63.3, à); 63.3, á); 63.3, ä) ïðè |R \D|> 1; 63.3, è); 63.5.
63.10. Çàìåòèòü, ÷òî (xy)−1 = y−1x−1.
63.11. à) Z∗pn ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ êëàññîâ [k], ÷òî k íå äåëèòñÿ íà p; äåëèòå-

ëÿìè íóëÿ ÿâëÿþòñÿ âñå êëàññû âèäà [pm]; êàæäûé äåëèòåëü íóëÿ íèëüïîòåíòåí.
á) Z∗n ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ êëàññîâ [k], ÷òî ÷èñëà k è n âçàèìíî ïðîñòû;

äåëèòåëÿìè íóëÿ ÿâëÿþòñÿ âñå òàêèå êëàññû [k], ÷òî k è n èìåþò íåòðèâèàëüíûé
îáùèé äåëèòåëü; íèëüïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ âñå òàêèå êëàññû [k], ÷òî
k äåëèòñÿ íà âñå ïðîñòûå äåëèòåëè n.

â) Àíàëîãè÷íî á), ãäå âìåñòî n áåðåòñÿ ìíîãî÷ëåí f .
ã) Ìíîæåñòâà ìàòðèö (αij), ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî αii 6= 0 (i = 1, ..., n);

αii = 0 õîòÿ áû ïðè îäíîì i; âñå αii = 0.
ä) Ìíîæåñòâà ìàòðèö A ñîîòâåòñòâåííî ñ det A 6=0, det A=0 è det A=tr A=0.
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å) Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, íå ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 0; ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 0; íóëåâàÿ ôóíêöèÿ.

æ) Îáðàòèìûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ðÿäû ñ íåíóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì;
äåëèòåëåé íóëÿ è íåòðèâèàëüíûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ íåò.

63.13. à) Îòîáðàæåíèå x→ ax (a ∈ R, a 6= 0) � áèåêöèÿ, ïîýòîìó ac = a ïðè
íåêîòîðîì c ∈ R; ëþáîé b ∈ R ïðåäñòàâèì â âèäå b = ya, è òîãäà bc = b, ò. å. c�
ëåâàÿ åäèíèöà.

á) Ýëåìåíò, îáðàòèìûé ñïðàâà, íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì äåëèòåëåì íóëÿ, è ïî-
ýòîìó x→ xa� áèåêöèÿ.

â) Åñëè ab= 0 è a íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì äåëèòåëåì 0, òî ýëåìåíòû x1a, ..., xna
ïîïàðíî ðàçëè÷íû è îäèí èç íèõ ðàâåí 1.

63.14. Åñëè ab= 1, òî (ba− 1)b= 0.

63.15. á) Ñì. îòâåò ê çàäà÷å 63.14.

63.16. à) R êîììóòàòèâíî (èìååò åäèíèöó) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå
ïðÿìîå ñëàãàåìîå Ri êîììóòàòèâíî (èìååò åäèíèöó); â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k = 1.

á) Ýëåìåíò a ∈ R, a = (a1, ..., ak), ai ∈ Ri, îáðàòèì (íèëüïîòåíòåí) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå ai îáðàòèìî (íèëüïîòåíòíî) â Ri, i= 1, ..., k.

63.17. à) Îòîáðàæåíèå [x]kl→ ([x]k, [x]l)� èçîìîðôèçì.
â) Ïàðà ([x], [y]) îáðàòèìà â Zk × Zl òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [x] îáðàòèì

â Zk, [y] îáðàòèì â Zl; ϕ(n)� ÷èñëî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Zn.

63.19. á), â) Ðàññìîòðåòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕa : A→A, çàäàâàåìîå ôîð-
ìóëîé ϕa(x) = ax.

63.20. Èñïîëüçîâàòü ñóùåñòâîâàíèå àííóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà ó êàæäîãî
ýëåìåíòà àëãåáðû.

63.21. à) C⊕ C, C[x]/〈x2〉.
á) Êðîìå àëãåáð â à), åùå òðè àëãåáðû: Ce ⊕ Ce, ãäå e2 = 0; Ce ⊕ Cf , ãäå

e2 = ef = 0, f2 = e; Ce⊕ Cf , ãäå e2 = ef = 0, f2 = f .

63.22. à) R⊕ R, C, R[x]/〈x2〉.
á) Êðîìå àëãåáð â à), åùå òðè àëãåáðû: Re ⊕ Re, ãäå e2 = 0; Re ⊕ Rf , ãäå

e2 = ef = 0, f2 = e; Re⊕ Rf , ãäå e2 = ef = 0, f2 = f .

63.23. à) Íåò.
ã) Âñå êâàòåðíèîíû x1i+ x2j + x3k ñ óñëîâèåì x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1.

63.24. Èñïîëüçîâàòü áàçèñ T (V ), ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ áàçèñà V .

63.25. á) Èñïîëüçîâàòü áàçèñ Λk(V ), ïîñòðîåííûé ïî áàçèñó V .
â) Åñëè x� íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò êîëüöà, òî α+ x îáðàòèì ïðè α 6= 0.

63.28. Ïðèìåíèòü îïåðàòîðû pl11 ...plnn q
t1
1 ... qtnn ê îäíî÷ëåíàì xm1

1 ...xmnn .

63.31. á) Íóëè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îáðàçóþò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.
Åñëè fg = 0, òî íóëè f è g â îáúåäèíåíèè äàþò [0, 1].

64.1. Èñïîëüçîâàòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì. a) 〈n〉. á) 〈f(x)〉.
64.2. à) Ðàññìîòðåòü èäåàë 〈2, x〉. á) Ðàññìîòðåòü èäåàë 〈x, y〉.
64.3. Åñëè íåíóëåâàÿ ìàòðèöàX ïðèíàäëåæèò èäåàëó I, òî ìàòðèöà AXB âè-

äà E11 + ...+Err ∈ I, îòêóäà AXBE11 =E11 ∈ I; ïîýòîìó E =E11 + ...+Enn ∈ I.

64.5. Êàæäûé èäåàë ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö âèäà
(
a1 a2
0 a3

)
, ãäå ýëåìåíòû ak

ñîñòàâëÿþò â Z èäåàë Ik (k = 1, 2, 3), ïðè÷åì I1 ⊆ I2 è I3 ⊆ I2.
64.7. 0; âñÿ àëãåáðà; âñå ìàòðèöû ñ íóëåâûì ïåðâûì (âòîðûì) ñòîëáöîì; âñå

ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûìè ñòîëáöàìè.

64.8. à) 0, L è ïîäàëãåáðà 〈e〉.
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á) 0, L, 〈1 + e〉 è 〈1 − e〉. Âñÿêèé èäåàë, îòëè÷íûé îò 0 è L, ÿâëÿåòñÿ îäíî-
ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â L.

64.12. à) 〈p〉, ãäå p� ïðîñòîå ÷èñëî.
á) 〈p(x)〉, ãäå p(x)�ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè.
â) 〈p(x)〉, ãäå p(x)�ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè èëè ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè,

íå èìåþùèé äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.
64.13. Íåâåðíî.
64.14. á) Åñëè íåò òî÷êè, ãäå âñå ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â 0, òî äëÿ êàæäîé

òî÷êè a ∈ [0, 1] íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ fa, ÷òî fa(a) 6= 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèÿ f2

a (x) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (a − εa, a + εa)
òî÷êè a (è íåîòðèöàòåëüíà â îñòàëüíûõ òî÷êàõ). Ïîñêîëüêó èç êàæäîãî ïîêðû-
òèÿ îòðåçêà èíòåðâàëàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå, íàéäåòñÿ êîíå÷íîå
÷èñëî ôóíêöèé f1, ..., fk èç èäåàëà òàêèõ, ÷òî f

2
1 (x) + ... + f2

k (x) > 0 äëÿ ëþáî-
ãî x.

64.15. Ðàññìîòðåòü èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì a 6= 0. Êîëüöî ñ íóëåâûì
óìíîæåíèåì, àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî öèêëè÷åñêàÿ ïðîñòîãî ïîðÿäêà, íå
èìååò íåòðèâèàëüíûõ èäåàëîâ, íî ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ.

64.16. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëíûå ïðàâûå äåëèòåëè íóëÿ (ò. å. ýëåìåíòû a ∈R, äëÿ
êîòîðûõ Ra= 0) îáðàçóþò ëåâûé èäåàë è ïîýòîìó íå ìîãóò áûòü îòëè÷íûìè îò
íóëÿ. Åñëè æå ba 6= 0, òî Ra=R. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî â R âîîáùå íåò äåëèòåëåé
íóëÿ è ÷òî îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû êîëüöà îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ.

64.17. Ïóñòü R 3 a 6= 0. Èìååì Ra ⊇ Ra2 ⊇ ... , îòêóäà Rak = Rak+1 ïðè
íåêîòîðîì k. Îòñþäà ak = bak+1, 1 = ba.

64.18. Ïîëîæèòü δ1(a) = min
x∈K\{0}

δ1(ax).

64.19. à) Ðàññìîòðåòü íîðìó δ(x+ iy) = x2 + y2.
á) Â ýòîì êîëüöå ýëåìåíòû 2 è 1±

√
3 ïðîñòûå, è 4=2 ·2=(1+i

√
3)(1−i

√
3)�

äâà íåàññîöèèðîâàííûõ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
â) Ðàññìîòðåòü íîðìó δ(x+ iy) = x2 + y2.
64.24. Ïóñòü R ⊆ A ⊆ Q è I � èäåàë â A. Äîêàçàòü, ÷òî I = 〈r0〉, ãäå r0 ïî-

ðîæäàåò èäåàë êîëüöà, ñîñòîÿùèé èç ÷èñëèòåëåé âñåõ ýëåìåíòîâ èç I.
64.25. Ïóñòü R[x] � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Äëÿ 0 6= a ∈ R ðàññìàòðèâàåì

èäåàë I = 〈x, a〉 êîëüöà R[x]. Òàê êàê a ∈ R, òî I = 〈f0〉, ãäå f0 � êîíñòàíòà,
ò. å. I =R[x]. Îòñþäà 1 = u(x)x+ v(x)a, a v(0) = a−1, òàê ÷òî R� ïîëå.

64.26. (xn), n > 0.
64.28. à) Ïðåäñòàâèòü åäèíèöó â âèäå 1 = a1 + a2, ãäå a1 ∈ I1, a2 ∈ I2.
á) Ïî èíäóêöèè ñâåñòè ê ñëó÷àþ n = 2. Äëÿ êàæäîãî i > 2 ìîæíî íàéòè

ýëåìåíòû ai ∈ Ii è bi ∈ Ii òàêèå, ÷òî 1 = ai + bi. Òîãäà

1 =

n∏
i=1

(ai + bi) ∈ I1 +

n∏
i=2

Ii.

Ñëåäîâàòåëüíî, I1 +
n∏
i=2

Ii =A è ñîãëàñíî çàäà÷å à) ìîæíî íàéòè y1 ≡ 1 (mod I1)

è y1≡0
(

mod
n∏
i=2

Ii

)
. Àíàëîãè÷íî íàéäóòñÿ y2, ..., yn∈A òàêèå, ÷òî yj≡1 (mod Ij)

è yj ≡ 0 (mod Ii) ïðè i 6= j. Òîãäà ýëåìåíò x = x1y1 + ... + xnyn óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèÿì çàäà÷è.

64.29. à) Íåò. á) Äà.
64.37. à) n→ 0. á) n→ n; n→ 0. â) n→ 0.
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ã) Ëþáîé ãîìîìîðôèçì èìååò âèä n→ nei, ãäå ei � èäåìïîòåíò êîëüöà ìàò-
ðèö; âñåãî âîñåìü ãîìîìîðôèçìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èäåìïîòåíòàì 0, E, E11,
E22, E11 + E12, E21 + E22, E11 + E21, E12 + E22.

64.38. à) n→ na, ãäå a� ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç Q.
á) n→ 0, n→ n.
64.39. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà èëè ðàâíî íóëþ èëè ñîâïàäàåò

ñ ïîëåì.
64.41. Ðàññìîòðåòü ãîìîìîðôèçìû:

a) f(x)→ f(α); á) f(x)→ f(i); â) f(x)→ f
(−1 + i

√
3

2

)
.

64.42. Ïîëå ïîëó÷àåòñÿ ïðè f1(x) = x2 + x+ 1, èçîìîðôíûå ôàêòîðêîëüöà�
ïðè f1(x) = x2 è f2(x) = x2 + 1. Ðàññìîòðåòü òàáëèöû óìíîæåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ
ôàêòîðêîëåö.

64.43. Íåò: â ïåðâîì ôàêòîðêîëüöå åñòü íåíóëåâîé ýëåìåíò, êóá êîòîðîãî
ðàâåí íóëþ, à âî âòîðîì ôàêòîðêîëüöå ýëåìåíòà ñ òàêèì ñâîéñòâîì íåò.

64.44. Íåò.
64.45. Ïðè óìíîæåíèè íà ýëåìåíò x− a ∈ F [x] ëþáîé ýëåìåíò ïåðâîãî ìîäóëÿ

îáðàùàåòñÿ â 0, à âî âòîðîì ìîäóëå ýòî íå òàê; îáà ôàêòîðêîëüöà èçîìîðôíû F .
64.46. Ïóñòü 〈(x − a)(x − b)〉 = I1, 〈(x − c)(x − d)〉 = I2. Çàïèñàòü ïðîèç-

âîëüíûé ýëåìåíò èç F [x]/I1 â âèäå α(x − a) + β(x − b) + I1 è ïîñòàâèòü åìó

â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò kα(x− c) + kβ(x− d) + I2 ∈ F [x]/I2, ãäå k =
a− b
c− d

.

64.47. A1 è A3, A2 è A5.
64.48. à) Äà. á) Íåò.
64.49. à) Äà. á) Íåò.
64.50. Èñêàòü îáðàòíûé ýëåìåíò ê f ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåí-

òîâ.
64.52. Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 63.17.
64.53. Ñì. çàäà÷ó 64.15.
64.54. Èñïîëüçîâàòü âëîæåíèå êîëüöà áåç äåëèòåëåé íóëÿ â ïîëå.
64.55. à) Íàéòè äåëèòåëè íóëÿ.
á) Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé.
â) Äîêàçàòü, ÷òî äàííîå êîëüöî íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ, åñëè n�ïðîñòîå

÷èñëî, íå ðàâíîå ñóììå äâóõ êâàäðàòîâ, è ÷òî êîíå÷íîå íåíóëåâîå êîììóòàòèâíîå
êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì (èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 63.13).

64.57. Ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå a0xk + ... + ak → ā0xk + ... + āk, ãäå
āi = ai + 〈n〉 (i= 0, ..., k).

64.58. pn.
64.59. à) Ââåñòè ñòðóêòóðó êîëüöà íà ïðÿìîé ñóììå S =R⊕ Z.
á) Åñëè R � àëãåáðà íàä ïîëåì F , òî ïðåâðàòèòü â àëãåáðó íàä F ïðÿìóþ

ñóììó S =R⊕ F .
â) Ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ýëåìåíòó a â äàííîé àëãåáðå A ëèíåéíûé îïåðà-

òîð ϕa íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå A íàä F , ïðè êîòîðîì ϕa(x) = ax.
ã) Èñïîëüçîâàòü á).
64.60. Äîêàçàòü, ÷òî Ik +

⋂
i 6=k

Ii =A äëÿ âñÿêîãî k = 1, ..., s; âûâåñòè îòñþäà

ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f .
64.61. Èñïîëüçîâàòü ãîìîìîðôèçì f(x)→ (f(1), f(−1)).
64.63. Ïîêàçàòü, ÷òî I ∩ Z 6= 0 è I ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé ïî ìîäóëþ I ∩ Z

ìíîãî÷ëåí.
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64.64�64.66. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ãîìîìîðôèçìàõ.

64.67. â) Óñëîâèå det(aij) 6= 0 âûòåêàåò èç ñþðúåêòèâíîñòè êîìïîçèöèè

Λ(V )
ϕ−→ Λ(V ) → Λ(V )/I2, ãäå I2 � èäåàë, ïîðîæäåííûé Λ2(V ). Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà òîãî, ÷òî ϕ � àâòîìîðôèçì, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ϕ(ei) ∧ ϕ(ej) +
+ ϕ(ej) ∩ ϕ(ei) = 0 äëÿ âñåõ i, j, à òàêæå ñþðúåêòèâíîñòü ϕ. Ïîñëåäíåå äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü äëÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé (aij). Äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâîäèòñÿ óáûâàþùåé èíäóêöèåé ïî k, íà÷èíàÿ ñ âêëþ÷åíèÿ Λn(V )⊂ Im ϕ.

64.68. á) Àííóëÿòîð ïîðîæäàåòñÿ èäåìïîòåíòîì 1− e, ãäå e�ïîðîæäàþùèé
ýëåìåíò äàííîãî èäåàëà.

64.69. Åñëè èäåàëû I1, ..., In ïîðîæäàþòñÿ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè èäåì-
ïîòåíòàìè e1, ..., en, òî I1 + ...+ In ïîðîæäàåòñÿ èäåìïîòåíòîì e1 + ...+ en.

64.70. ã) Íàïðèìåð, L2 =

{(
a a
b b

)}
⊕
{(

a 2a
b 2b

)}
, ãäå a, b�ëþáûå ýëåìåí-

òû ïîëÿ.

ä) ϕ

((
a 0
c 0

))
=

(
a a
c c

)
, ϕ

((
0 b
0 d

))
=

(
b 2b
d 2d

)
.

64.73. M2(F ) = I ⊕ J .
64.75. Ðàññìîòðåòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà Zmn → Zm ⊕ Zn, ïðè êîòîðîì

l +mnZ→ (l +mZ, l + nZ).

64.76. Ïðè n, íå äåëÿùèõñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà; èñïîëüçîâàòü çàäà-
÷ó 64.75.

64.77. Äîêàçàòü, ÷òî èäåàë, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ìàòðèö âèäà aE1n, ëåæèò
â íåíóëåâîì èäåàëå ýòîé àëãåáðû.

64.78. Åñëè R= I1 ⊕ ...⊕ In�ðàçëîæåíèå êîëüöà R â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòûõ
êîëåö è e � èäåìïîòåíò â R, òî e = e1 + ... + en, ãäå ei ∈ Ii � èäåìïîòåíòû.
Äîêàçàòü, ÷òî â Ii ÷èñëî èäåìïîòåíòîâ êîíå÷íî (èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 64.16).
Çàòåì èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 64.15.

64.79. Åñëè A = I1 ⊕ ... ⊕ In � âïîëíå ïðèâîäèìàÿ àëãåáðà (Ik � ïðî-
ñòûå àëãåáðû), òî I1 ⊕ ... ⊕ Ik−1 ⊕ Ik+1 ⊕ ... ⊕ In � åå ìàêñèìàëüíûé èäåàë
(k = 1, 2, ..., n).

64.80. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 64.15.

64.81. Êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû, ïîðÿäêè êîòîðûõ íå äåëÿòñÿ íà êâàä-
ðàò. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå ïîðÿäîê� ïðîñòîå ÷èñëî; èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

64.82. Ïóñòü R= I1 ⊕ ...⊕ In �ðàçëîæåíèå êîëüöà R â ïðÿìóþ ñóììó ìèíè-
ìàëüíûõ ëåâûõ èäåàëîâ. Åñëè I ⊂ R, òî ñóùåñòâóåò Ik1 * I, è òîãäà Ik1 ∩ I = 0.
Åñëè Ik1 ⊕ I 6= R, òî ñóùåñòâóåò Ik2 * Ik1 ⊕ I, è Ik2 ∩ (Ik1 ⊕ I) = 0. Â êîíöå
êîíöîâ ïîëó÷àåì Ik1 ⊕ ...⊕ Iks ⊕ I =R (ïðè íåêîòîðîì s < n).

64.83. à) Åñëè R = I1 ⊕ ... ⊕ In � ðàçëîæåíèå êîëüöà â ïðÿìóþ ñóììó
ìèíèìàëüíûõ ëåâûõ èäåàëîâ è I � ëåâûé èäåàë â R, òî R = I1 ⊕ ... ⊕ Ik ⊕ I
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè ñëàãàåìûõ (ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 64.82)
è I 'R/(I1 ⊕ ...⊕ Ik)' Ik+1 ⊕ ...⊕ In.

á) R = I ⊕ J (ñì. çàäà÷ó 64.82), 1 = e1 + e2, ãäå e1 ∈ I, e2 ∈ J ; äîêàçàòü, ÷òî
e1, e2 � èäåìïîòåíòû è ÷òî I =Re1.

64.84. Ðàññìîòðåòü öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïðîñòîãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûì óìíî-
æåíèåì. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷àì 64.83, á) è 64.16.

64.85. Ñì. çàäà÷ó 64.82.

64.88. Ñì. çàäà÷ó 64.75.
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64.89. Ëèíåéíûå îáîëî÷êè íàáîðîâ âåêòîðîâ ei1 , ..., eis , ãäå 16 i1<...<is6n.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäìîäóëüA ñîäåðæèò âåêòîð αi1ei1 + ...+ αiseis , ãäå αi1 , ...
... , αis 6= 0, òî ei1 , ..., eis ∈A.

64.90. k→ kk0, ãäå k0 � ôèêñèðîâàííûé, k � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç R,
äàåò èçîìîðôèçì R-ìîäóëÿ R ñ ëåâûì èäåàëîì I = Rk0. Îáðàòíî: íàëè÷èå
èçîìîðôèçìà R-ìîäóëÿ R ñ ëåâûì èäåàëîì I ⊆ R îçíà÷àåò, ÷òî I = Rk0, ãäå
k0 � îáðàç 1 ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå.

64.91. F [x] = F [x] ◦ 1 ⊕ F [x] ◦ x ⊕ ... ⊕ F [x] ◦ xk1 , ïðè÷åì F [x] ◦ xi ' F [x]
(èçîìîðôèçì F [x]-ìîäóëåé).

65.1. Ïóñòü I �èäåàë â A[x]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ai
ìíîãî÷ëåíîâ a0 + a1x + ... + aix

i èç J ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì Ii â A. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èäåàëîâ I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ ... ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ñêàæåì, íà Ir; ïóñòü aij
(i= 0, ..., r, j = 1, ..., n)� îáðàçóþùèå äëÿ Ii, è ïóñòü äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ
i, j âûáðàí ìíîãî÷ëåí fij èç J ñòåïåíè i ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì aij . Äëÿ
êàæäîãî f ∈ J èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî f ëåæèò â èäåàëå,
ïîðîæäåííîì fij .

65.2. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.
65.3. ã) Íàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.
ä) Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Ñðåäè ýëåìåíòîâ−α, −β, −αβ åñòü ýëåìåíò, ðàâíûé γ2 äëÿ íåêîòî-

ðîãî γ ∈ F . Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè −α= γ2, γ ∈ F . Òîãäà â A åñòü, î÷åâèäíî,
äåëèòåëè íóëÿ, è èçîìîðôèçì A ∼= M2(F ) ìîæíî çàäàòü ÿâíûìè ôîðìóëàìè,
íàïðèìåð,

1→
(

1 0
0 1

)
, i→

(
γ 0
0 −γ

)
, j→

(
0 β
−1 0

)
, k→

(
0 γβ
γ 0

)
.

Ñëó÷àé 2. Â A åñòü äåëèòåëü íóëÿ âèäà u + p, ãäå u = γ · 1, γ ∈ F , γ 6= 0,
p = x1i + x2j + x3k � ÷èñòûé êâàòåðíèîí. Òîãäà (ñì. ã)) N(u + p) = γ2 − p2 = 0.
Ïîëîæèì i′ = p è äîïîëíèì i′ äî áàçèñà i′, j′, k′ ïðîñòðàíñòâà ÷èñòûõ êâàòåðíè-
îíîâ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ i′2 = γ2, j′2 = −β, i′j′ = −j′i′ = k′.
Ýòî ñâîäèò ñëó÷àé 2 ê ñëó÷àþ 1.

Ñëó÷àé 3. Â A åñòü ÷èñòî ìíèìûé äåëèòåëü íóëÿ p = x1i + x2j + x3k. Åñëè
x1 6= 0, òî, ðàññìàòðèâàÿ êâàòåðíèîí

u+ x1

(
1 +

u2

4αx2
1

)
i+ x2

(
1− u2

4αx2
1

)
j + x3

(
1 +

u2

4αx2
1

)
k,

ìû ñâîäèì ñëó÷àé 3 ê ñëó÷àþ 2. Åñëè x1 = 0, òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1.
å) Â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ä) ÷èñòûå êâàòåðíèîíû âûäåëÿþòñÿ óñëîâèåì

tr P = 0. Òàêèì îáðàçîì, âñå íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû (è òîëüêî îíè) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ÷èñòî ìíèìûå äåëèòåëè íóëÿ â A.

æ) Âîñïîëüçîâàòüñÿ ã), å).
ç) Óìíîæåíèåì íà íåíóëåâîé ýëåìåíò λ ∈ F ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî îïðå-

äåëèòåëü ìàòðèöû Q ñòàíåò êâàäðàòîì ïîëÿ F ; òîãäà Q â íåêîòîðîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò èìååò âèä αx2

1 + βx2
2 + αβx2

3. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè. Ïðîâåðèòü, ÷òî çàìå-
íà îðèåíòàöèè W ïðèâîäèò ê çàìåíå àëãåáðû A íà äâîéñòâåííóþ àëãåáðó A◦,
óìíîæåíèå ∗ â êîòîðîé ñâÿçàíî ñ óìíîæåíèåì · â A ïî ïðàâèëó a · b= b ∗ a (êàê
âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà A è A◦ ñîâïàäàþò). Äàëåå, åñëè A� àëãåáðà êâàòåðíè-
îíîâ, òî A'A◦.

65.4. â) Ðàññìîòðåòü F -ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå x→ ax.
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ä) Ñâåñòè óòâåðæäåíèå ê ñëó÷àþ ïðîñòîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé. Ìèíèìàëüíûå
èäåàëû èìåþò âèä Ae, ãäå e2 = e.

65.5. â) Ïîäïðîñòðàíñòâî A0 ÷èñòûõ êâàòåðíèîíîâ àëãåáðû A = C+
Q(F )

âûäåëÿåòñÿ óñëîâèåì x = −x̄, ãäå ÷åðòà îáîçíà÷àåò åñòåñòâåííóþ èíâîëþöèþ
àëãåáðû Êëèôôîðäà: 1̄ = 1, ēi = ei, eiej = ejei. Â êà÷åñòâå áàçèñà A0 ìîæíî

âûáðàòü ýëåìåíòû e1e2 −
1

2
Q(e1, e2), e2e3 −

1

2
Q(e2, e3), e1e3 −

1

2
Q(e1, e3).

65.7. à) Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f íàä Q.
Òîãäà K = Q[X]/〈f(X)〉�êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ñòåïåíè n íàä Q; ïóñòü x�êëàññ
X (mod f(X)). Òîãäà îòîáðàæåíèå K → K, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé a → xa,
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà K íàä Q
â ñåáÿ, ïðè÷åì åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî-
÷ëåíîì ýëåìåíòà x.

65.8. Íåò.

65.9. Ïóñòü I = 〈f1, ..., fn〉. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ C îïðåäåëèì íåîòðèöàòåëü-
íîå öåëîå ÷èñëî n(z) = min

i
γz(fi), ãäå γz(fi) îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè fi

â òî÷êå z (åñëè fi(z) 6= 0, òî γz(fi) = 0). Ïóñòü (zk) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ
òî÷åê â C, äëÿ êîòîðûõ n(zk) 6= 0. Ïîñòðîèòü öåëóþ ôóíêöèþ f , èìåþùóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (zk) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé ñ êðàòíîñòÿìè n(zk) è ïîêàçàòü,
÷òî I = 〈f〉.

65.10. a) D = 0; ðàññìîòðåòü x= y = 1.

á) f(x)
∂

∂x
, ãäå f(x) ∈ Z[x].

â)
∑
fi

∂

∂xi
, ãäå fi ∈ Z[x1, ..., xn].

65.12. Ñì.: Õåðñòåéí È. Íåêîììóòàòèâíûå êîëüöà. �Ì.: Ìèð, 1972. �Ñ. 99.

65.13. Ñì.: Äèêñìüå Æ. Óíèâåðñàëüíûå îáåðòûâàþùèå àëãåáðû. �Ì.: Ìèð,
1978. � Ñ. 170�171.

65.15, 65.16. Ñì.: Áîðåâè÷ Ç.È.,Øàôàðåâè÷ È.Ð. Òåîðèÿ ÷èñåë.�Ì.: Íàóêà,
1985.

66.2. à) Åñëè
√
n /∈ Q. á) Åñëè n < 0.

â) n= 2 ïðè p= 3; n= 2, 3 ïðè p= 5; n= 3, 5, 6 ïðè p= 7.

66.5. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ èìååò ïîðÿ-
äîê 3, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïîëÿ äîñòàòî÷íî èìåòü ìàòðèöó ïîðÿäêà 2
íàä ïîëåì Z2, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ

A2 + A + E = 0, ò. å. tr A = det A = 1. Ïîõîäèò ìàòðèöà
(

0 1
1 1

)
, è ïîëå

ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ 0, E, A, A + E; ïðè n = 6 ðàññìîòðåòü ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ
â àääèòèâíîé ãðóïïå.

66.6. {ke | k ∈ Z}; àääèòèâíàÿ ãðóïïà ñîáñòâåííîãî ïîäïîëÿ èìååò ïîðÿäîê p
è ñîäåðæèò óêàçàííîå ïîäïîëå.

66.7. Äëÿ ïîëÿ Q äîêàçàòü ñíà÷àëà íåïîäâèæíîñòü öåëûõ ÷èñåë ïðè ëþ-
áîì àâòîìîðôèçìå; äëÿ ïîëÿ R çàìåòèòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþò-
ñÿ êâàäðàòàìè, è ïîýòîìó èõ îáðàçû íåîòðèöàòåëüíû; èç x > y ñëåäóåò, ÷òî
ϕ(x) = ϕ(x − y) + ϕ(y) > ϕ(y); äàëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàöèîíàëüíûìè ïðèáëè-
æåíèÿìè.

66.8. z→ z è z→ z̄; ðàññìîòðåòü îáðàç i.

66.9. x + y
√

2→ x − y
√

2 � åäèíñòâåííûé òàêîé àâòîìîðôèçì; ðàññìîòðåòü
îáðàç

√
2.
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66.10. Ïðè m = 1 çàìåòèòü, ÷òî áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
(
p

n

)
äåëÿòñÿ

íà p; äàëåå ïðèìåíèòü èíäóêöèþ.
á) Íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì êîíå÷íîãî ïîëÿ â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.
66.12. Ïðè m/n= r2 (r ∈ Q \ {0}).
66.14. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ íå ìîæåò áûòü

öèêëè÷åñêîé, è ïîýòîìó âñå åå îòëè÷íûå îò 0 ýëåìåíòû èìåþò ïîðÿäîê 2,
F = {0, 1, a, a + 1}; ïðè ýòîì óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, â ÷àñòíîñòè,
a(a+ 1) = 1.

66.15. Äà, ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
66.17. Ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð Zp(x).

66.18. à) {−1, −3 + 2
√

2}. á) ∅; 13 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â Q(
√

2).

â) ∅. ã) ∅.
66.19. à) ∅. á) (2, 3, 2).
66.21. 3 + t+ 3t2 + t3.
66.23. Âñå.
66.25. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ Fn èìååò ïîðÿäîê n− 1.
66.26. x= a.
66.27. â) 1 + k(|F | − 1), ãäå k ∈ N.
66.28. à) 3 è 5. á) 2, 3, 8 è 9.
66.29. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè a 6= 0, òî (ba−1)3 = 1 è 3 äåëèò 2n − 1, ÷òî íåâåðíî.
66.30. Ïóñòü F ∗ = 〈x〉. Äîêàçàòü, ÷òî x àëãåáðàè÷íî íàä ïðîñòûì ïîäïîëåì.

Ïðîñòîå ïîäïîëå îòëè÷íî îò Q, òàê êàê Q∗ íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.
66.31. à) {±1}. á) ∅.
66.32. à) Òàê êàê ïðè p > 2 â Zp íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2, òî k → k−1 �

áèåêöèÿ è
p−1∑
k=1

k−1 =
p−1∑
k=1

k.

á) Àíàëîãè÷íî à); 8 | (p2 − 1).
66.35, 66.36. Ñì.: Ïëàòîíîâ Â.Ï., Ðàïèí÷óê À.Ñ. Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

è òåîðèÿ ÷èñåë. �Ì: Íàóêà, 1991. � Ãë. I, � 1.1.
66.37, 66.38. Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ðåøåíèÿì çàäà÷ 66.35 è 66.36.
66.42�66.45. Ñì.: Áîðåâè÷ Ç.È., Øàôàðåâè÷ È.Ð. Òåîðèÿ ÷èñåë. �Ì.: Ìèð,

1985.
66.46. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 66.45.
66.47. Èñïîëüçîâàòü íîðìèðîâàíèå ïîëåé p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
67.1. Èíäóêöèåé ïî s ñâåñòè ê ñëó÷àþ s= 1; â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîèòü áàçèñ A

íàä F , èñõîäÿ èç áàçèñîâ A íàä F1 è F1 íàä F .
67.6. Ïðèìåíèòü çàäà÷ó 67.4.
67.7. Èíäóêöèåé ïî s ñâåñòè ê ñëó÷àþ s= 2; â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèòü çàäà÷è

67.1, 67.4, 67.5.
67.8. Åñëè ìíîãî÷ëåí p(x) íåïðèâîäèì, òî îí èìååò êîðåíü â F [x]/〈p(x)〉.
67.9. à) Ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî ñòåïåíè f(x), èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 67.8.
á) Ïðèìåíèòü à) ê ìíîãî÷ëåíó f1(x) · ... · fl(x).
67.10. Ðàññìîòðåòü ñòåïåíè ðàñøèðåíèé â áàøíå ïîëåé F ⊂ F (α) ⊂ F (θ, η),

ãäå η�êîðåíü ìíîãî÷ëåíà h(x)− α â íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè ïîëÿ L, è âîñïîëü-
çîâàòüñÿ çàäà÷àìè 67.1, 67.2.

67.11. à), á) Ñðàâíèòü ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà xn − a íà ëèíåéíûå ìíîæè-
òåëè â åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ ñ âîçìîæíûì ðàçëîæåíèåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íàä
ïîëåì f .
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â) Ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåí x4 + 1 íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

67.12. f(x) =
∏
i∈Fp

(x − x0 − i), ãäå Fp � ïîëå èç p ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùååñÿ

â F . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè L ïîëÿ F ìíîãî÷ëåí f(x)
èìååò êîðåíü, òî f(x) ðàçëàãàåòñÿ íàä L â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé,
è âûâåñòè îòñþäà, ÷òî íàä F âñå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà f(x)
èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü.

67.13. à) 1. á) 2. â) 2. ã) 6. ä) 8. å) p− 1.
æ) ϕ(n). Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1

è µζ(x) � åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä Q, òî äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî p | n,
ζp òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì µζ(x); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè xn − 1 = µζ(x)h(x),
ζ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà h(xp); ïðèâåñòè ïîñëåäíåå â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî xn − 1 íå èìååò êðàòíûõ ìíîæèòåëåé íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.

ç) p(p− 1). Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 67.11.
è) 2r, ãäå r� ðàíã ìàòðèöû (kij), i= 1, ..., s, j = 0, ..., t, íàä ïîëåì âû÷åòîâ

ïî ìîäóëþ 2 è k̄ij � êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2 ïîêàçàòåëÿ kij â ðàçëîæåíèè

ai = (−1)ki0 ·
t∏

j=1
p
kij
j ÷èñëà ai â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

÷èñåë p1, ..., pt (äîïóñêàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå kij = 0). Åñëè F � èñêîìîå ïîëå,
ðàññìîòðåòü (F ∗)2 ∩ Q∗ è ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî n.

67.14. K(X, Y )/K(Xp, Y p), ãäå K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p. Åñëè ïîëå F
êîíå÷íî, âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 56.36. Ïóñòü F áåñêîíå÷íî è L= F (a1, ..., as).
Èíäóêöèåé ïî s âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ñâîäèòñÿ ê ñëó-
÷àþ s = 2; â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì λ ∈ F ýëåìåíò a1 + λa2

íå ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîì ïðîìåæóòî÷íîì ïîëå. Îáðàòíî: åñëè L = F (a), òî
ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå ïîðîæäàåòñÿ íàä F êîýôôèöèåíòàìè
íåêîòîðîãî äåëèòåëÿ èç L[x] ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà µa(x) ýëåìåíòà a íàä F .

67.15. Âûáðàòü áàçèñ L(x) íàä F (x), ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ L.

67.17. Èíäóêöèåé ïî i (0 6 i 6 m) äîêàçàòü, ÷òî ïðè íàäëåæàùåé íóìåðà-
öèè ýëåìåíòîâ b1, ..., bn ñèñòåìà a1, ..., ai, bi+1, ..., bn ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé
ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä F ýëåìåíòîâ â L.

67.18. à) Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ íå ïðåâîñõîäèò (A : F ).
Äàëåå ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ýëåìåíò a ∈ A íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, òî èäåàë,
ìàêñèìàëüíûé âî ìíîæåñòâå èäåàëîâ, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ {a, a2, ...}, ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì â A.

á) Èñïîëüçîâàòü à). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè â ä) ïîêàçàòü, ÷òî âî

âñÿêîì ïðåäñòàâëåíèè A =
t∏
j=1

Lj ïîëÿ Lj èçîìîðôíû ôàêòîðàëãåáðàì ïî âñå-

âîçìîæíûì ìàêñèìàëüíûì èäåàëàì â A.

67.20. Ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî n. Çàïèñàâ ñîîòíîøåíèå ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè äëÿ fi, ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî fi � ãîìîìîðôèçì
àëãåáðû.

67.23. à) Âñÿêèé F -ãîìîìîðôèçì A→ B åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæà-
åòñÿ äî L-ãîìîìîðôèçìà AL→B.

á) Èñïîëüçîâàòü à).

67.24. Âçÿòü â êà÷åñòâå E ëþáóþ êîìïîíåíòó àëãåáðû FL.

67.25. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè á)⇒ à) çàìåòèòü, ÷òî åñëè Li�ëþáàÿ
êîìïîíåíòà AL è ā1, ..., ās � îáðàçû a1, ..., as â Li, òî Li = L(ā1, ..., ās); äëÿ
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ïîëó÷åíèÿ èìïëèêàöèè à) ⇒ á) ïðèìåíèòü ê ïîäàëãåáðå F [a] çàäà÷è 67.22, à),
67.19 è 67.18, å).

67.26. Ïðèìåíèòü çàäà÷ó 67.25.
67.27. á) Çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå èç ïîëåé L1, L2 ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿþùèì äëÿ

äðóãîãî; ïîëó÷èòü îòñþäà F -âëîæåíèÿ L1→ L2 è L2→ L1.
67.28. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 67.27, â) è 67.22.
67.29. à) Âûáðàòü ðàñùåïëÿþùåå ïîëå äëÿ A, ñîäåðæàùåå ïîëå L, è ïðèìå-

íèòü çàäà÷ó 67.22.
á) Ïðèìåíèòü à) è çàäà÷ó 67.23, á).
67.30. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 67.25 è 67.29, á).

67.31. á) Ðàññìîòðåòü Q⊂ Q(
√

2)⊂ Q( 4√2).
67.32. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé îáùèé ñëó÷àé ñâåñòè

ê äâóì ÷àñòíûì, êîãäà a ∈ F è L = F (a). Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàòü ëþ-
áîé áàçèñ â L/F , ñâÿçàííûé ñ áàøíåé ïîëåé, à âî âòîðîì â L/F èñïîëüçî-
âàòü áàçèñ èç ñòåïåíåé a. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ çàìåòèòü, ÷òî
χL/F (a, x) =NL(x)/F (x)(a− x).

67.33. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 67.32.
67.34. Åñëè TrL/F (a) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ L, òî

(x, ax−1)→ TrL/F (a) 6= 0

äëÿ âñÿêîãî x 6= 0 èç L.
67.35. Êàæäîå èç óñëîâèé à)�â) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî AL '

∏
L äëÿ ðàñ-

ùåïëÿþùåãî ïîëÿ L. Íåâûðîæäåííîñòü ôîðìû ñëåäà íà A è AL îçíà÷àåò îäíî
è òî æå. Íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû âñåãäà ñîäåðæàòñÿ â ÿäðå ôîðìû ñëåäà.

67.37. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 67.22 è 67.12.
67.38. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî TrA/F (a) = TrAL/L(a), è àíàëîãè÷íî â äðó-

ãèõ ñëó÷àÿõ.
67.39. à) Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 67.14, 67.22.
á) b� ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò, a ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì íå ÿâëÿåòñÿ.
67.40. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 67.22, â).
67.41. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 67.34 è 67.35, ã).
67.42. Ìíîãî÷ëåí xp − t íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé F (t), ãäå F �

ïðîèçâîëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p 6= 0.
67.43. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 67.19.
67.44. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà-

÷åé 67.41.
67.45. Ïóñòü L � ðàñùåïëÿþùåå ïîëå äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x). Ïîêàçàòü, ÷òî

BL '
n∏
i=1

Ai, ãäå Ai 'AL, n= deg f .

67.46. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè â) ⇒ à) ïðåäñòàâèòü A êàê ôàê-
òîðàëãåáðó àëãåáðû F [x1, ..., xs]/(µa1 (x1), ..., µas (xs)) è âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà-
÷åé 67.45.

67.47. à) Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 67.46, 67.45, 67.42, 67.11.
67.48. Ðàññìîòðåòü µa(x) äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a ∈ L.
67.50. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 67.48 è 67.49.
67.51. á) Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 67.26, äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðàñùåïëÿþùåãî

ïîëÿ E ðàñøèðåíèÿ L/F ÷èñëî ðàçëè÷íûõ F -âëîæåíèé L→ L ðàâíî (Fs : F ).
67.52. à) Ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ F -âëîæåíèé ïîëÿ K â êàêîå-ëèáî

ðàñùåïëÿþùåå ïîëå ðàñøèðåíèÿ K/F .
67.53. Ðàññìîòðåòü áàøíþ ïîëåé F ⊂ Fs ⊂ L è ïðèìåíèòü çàäà÷è 67.31, 67.38.
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67.54. à) Ïðèìåíèòü çàäà÷è 67.30 è 67.35.
á) Ïðèìåíèòü çàäà÷ó 67.27.
67.55. à) Ãðóïïà G(C/R) ñîñòîèò èç òîæäåñòâåííîãî àâòîìîðôèçìà è êîì-

ïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.
á), â) Z2. ã) Z2 ⊕ Z2.
67.56. à) {e}. á) S2. â) S2. ã) S3.
ä) D4. e) Zp−1. æ) Z∗n.
ç) Ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû Zp è åå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ.
è) Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå r êîïèé ãðóïïû Z2 (ñì. îòâåò ê çàäà÷å 67.13).
67.57. Âñÿêèé ýëåìåíò a ∈ L ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà

íàä F ñòåïåíè 6 |G|, à èìåííî f(x) =
∏
σ∈G

(x − σ(a)). Èñïîëüçóÿ ñóùåñòâîâàíèå

ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ó âñÿêîãî (êîíå÷íîãî) ñåïàðàáåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ, äî-
êàçàòü, ÷òî (L : F ) = |G|.

67.58. Ðàññìîòðåòü äåéñòâèå Sn íà ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé F (a1, ..., an)
è ïðèìåíèòü çàäà÷ó 67.57.

67.59. Âëîæèòü ãðóïïó G â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó è ïðèìåíèòü çàäà-
÷ó 67.57.

67.60. Ïðèìåíèòü çàäà÷ó 67.57.
67.61. Ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå îòëè÷íîå îò R ðàñøèðåíèå Ãàëóà L/R

èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ ñòåïåíè ÷èñëà 2. Çàòåì, èñïîëüçóÿ ðàçðåøèìîñòü êîíå÷-
íîé 2-ãðóïïû è íåñóùåñòâîâàíèå ðàñøèðåíèé L′/R ñòåïåíè > 2, ïîêàçàòü, ÷òî
L= C.

67.63. Ðàññìîòðåòü äåéñòâèå ýëåìåíòîâ ãðóïïû Ãàëóà íà
√
D.

67.64. Èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü àâòîìîðôèçìîâ (çàäà÷à 67.21),
äîêàçàòü, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ìîäóëåì íàä F [ϕ].

67.66. Ãðóïïà Sn, äåéñòâóþùàÿ ïîñðåäñòâîì ïåðåñòàíîâîê íà êîìïîíåíòàõ
àëãåáðû A =

∏
Fi (Fi ' F ). Èñïîëüçîâàòü, ÷òî Fi ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè

ìèíèìàëüíûìè èäåàëàìè â A.
67.67. Ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî τ(x) =

∑
σ
σ(τx)eσ =

∑
σ
σ(x)τ(eσ) äëÿ x ∈ L.

67.68. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 67.20 èëè èíòåðïðåòèðîâàòü (ϕi(yj)) êàê ìàòðèöó
ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó, âëîæèâ A â AL.

67.69. Åñëè ïîëå F êîíå÷íî, ñì. çàäà÷ó 67.64. Ïóñòü F áåñêîíå÷íî, ω1, ..., ωn�
íåêîòîðûé áàçèñ L íàä F è ω = a1ω1 + ...+ anωn � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç L
(åñëè ai ∈ F ) èëè èç LL (åñëè ai ∈ L). Óñëîâèå èç çàäà÷è 67.68, îáåñïå÷èâàþùåå,
÷òî ýëåìåíòû {σ(ω), σ ∈ G} îáðàçóþò áàçèñ â L (ñîîòâåòñòâåííî â LL), îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(x1, ..., xn) ∈ L[x1, ..., xn] åãî çíà÷åíèå
f(a1, ..., an) 6= 0. Äàëåå èñïîëüçîâàòü ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëüíîãî áàçèñà â LL
(çàäà÷à 67.67).

67.70. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F 6= 2, òî

F (x1, ..., xn)An = F (σ1, ..., σn, ∆),

ãäå σ1, ..., σn � ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò x1, ..., xn è ∆ =
=
∏
j>i

(xj − xi). Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

F (x1, ..., xn)An = F (σ1, ..., σn, y),

ãäå y =
∑

σ∈An
σ
( n∏
i=1

xi−1
i

)
.

67.71. C(xn1 , x
n−2
1 x2, ..., x1xn−1, xn). Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 67.60.
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67.72. C(yn1 , y
n−2
1 y2, ..., y1yn−1, yn), ãäå yi =

n∑
k=1

ε−ikxk, ε � ïåðâîîáðàçíûé

êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû. Â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôîðì îò x1, ..., xn
âûáðàòü áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà σ; çàòåì èñïîëü-
çîâàòü çàäà÷ó 67.71.

67.73. Ãðóïïà Zn. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ L ìíîãî÷ëåíà xn − a íàä F èìååò âèä
L = F (θ), ãäå θ � íåêîòîðûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà xn − a â L. Ãðóïïà G(L/F )
ïîðîæäàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì σ, ïðè êîòîðîì σ(θ) = εθ, ãäå ε � íåêîòîðûé ïî-
ðîæäàþùèé ýëåìåíò (öèêëè÷åñêîé) ãðóïïû êîðíåé ñòåïåíè n èç 1. Èñïîëüçîâàòü
çàäà÷ó 67.11.

67.74. Ïóñòü ε� ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ãðóïïû êîðíåé ñòåïåíè n èç 1 â F ;

y ∈ L� òàêîé ýëåìåíò èç L, ÷òî
n∑
i=1

ε−iσiy 6= 0 (ïî÷åìó òàêîé ýëåìåíò ñóùåñòâó-

åò?); òîãäà a =
( n∑
i=1

ε−iσiy
)n
. Ðàññìîòðåòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà σ

íà L.
67.75. Åñëè L = F (θ1, ..., θs), òî äëÿ âñÿêîãî σ ∈ G(L/F ) σ(θi) = εi(σ)θi, ãäå

εi(σ)n = 1. Îáðàòíî, åñëè ãðóïïà G(L/F ) àáåëåâà ïåðèîäà n, òî èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè äàíî ìíîæåñòâî ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ äèàãîíàëèçèðóåì, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ èç âåêòîðîâ,
ñîáñòâåííûõ äëÿ âñåõ ýòèõ îïåðàòîðîâ. (Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç çàäà÷è 40.7.)

67.76. Ðàññìîòðåòü áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå G(L/F ) × A → Un äëÿ σ ∈
∈G(L/F ), ā ∈A (a ∈ 〈F ∗n, a1, ..., as〉), (σ, ā)→ (σθ) · θ−1, ãäå θ ∈ L è θn = a.

67.77. L→ (L∗n ∩ F ∗)/F ∗n; åñëè A=B/F ∗n, B = 〈F ∗n, a1, ..., as〉�ïîäãðóï-
ïà â F ∗, òî A→ L= F (θ1, ..., θs), ãäå θni = ai. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 67.76.

67.78. Åñëè G(L/F ) = 〈σ〉, òî äëÿ îòûñêàíèÿ θ èñïîëüçîâàòü êîðíåâîé âåêòîð
âûñîòû 2 ëèíåéíîãî îïåðàòîðà σ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 67.12.

67.79. Åñëè L = F (θ1, ..., θs), òî äëÿ âñÿêîãî σ ∈ G(L/F ) σ(θi) = θi + γi,
γi ∈ Fp (ñì. çàäà÷ó 67.12). Îáðàòíî: åñëè G=G(L/F ) åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
s öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà p, òî âûáåðåì â G ïîäãðóïïû Hi (i = 1, ..., s)

èíäåêñà p, äëÿ êîòîðûõ
s⋂
i=1

Hi = {e}; òîãäà LHi = F (θi) (ñì. çàäà÷ó 67.78)

è L= F (θ1, ..., θs).
67.80. Ðàññìîòðåòü áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå G(L/F ) × A → Fp, ãäå äëÿ

σ ∈G(L/F ), ū ∈A (a ∈ 〈ρ(F ), a1, ..., as〉), (σ, a)→ σ(θ)− θ, ãäå θ ∈ L è ρ(θ) = a.
67.81. L → (ρ(L) ∩ F )/ρ(F ); åñëè A = B/ρ(F ), B = 〈ρ(F ), a1, ..., as〉, òî

A→ F (θ1, ..., θs), ãäå ρ(θi) = ai. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 67.79 è 67.80.
68.1. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 67.14.
68.2. à) Åñëè |L|= q, òî L ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xq − x.
á) Èñïîëüçîâàòü óêàçàíèå ê à) è çàäà÷ó 67.27, á).
68.3. Â ïóíêòå à) èñïîëüçîâàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí xq − x íå èìååò êðàòíûõ

êîðíåé.
68.5. ã) (x2 + x+ 1)(x2 + 2x+ 4).
68.6. á) Ðàçëîæèòü σa â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

68.7. Åñëè b =
k∏
j=1

p
nj
j , ãäå pj � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî ðàçëîæèòü

êîëüöî Zb â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p
nj
j . Åñëè b = pn,

p ïðîñòîå, òî ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîä-
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ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû, èìåþùèå îäèíàêîâûé
ïîðÿäîê â àääèòèâíîé ãðóïïå êîëüöà âû÷åòîâ. Äàëåå èñïîëüçîâàòü ñòðîåíèå
ãðóïïû îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ pn.

68.8. Ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî èíâåðñèé ïåðåñòàíîâêè σ, óïîðÿäî÷èâ ýëåìåíòû èç G
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0, x1, ..., xn, −xn, ..., −x1, ãäå {x1, ..., xn}= S.

68.9. à) Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 68.8, âçÿâ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïîäìíîæåñòâà
S1 è S2 â G1 è G2 è ïîëîæèâ S = S1 ∪ ϕ−1(S2), ãäå ϕ : G→ G2 � êàíîíè÷åñêèé
ãîìîìîðôèçì.

68.10. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 68.8.
68.11. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 68.10.
68.12. Ìíîæåñòâî R ïàð ÷èñåë (x, y), ãäå 1 6 x 6 (a − 1)/2, 1 6 y 6 (b − 1)/2,

ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ ïîäìíîæåñòâ:

R1 = {(x, y) ∈R | ay − bx <−b/2},
R2 = {(x, y) ∈R | −b/2< ay − bx < 0},
R3 = {(x, y) ∈R | 0< ay − bx < a/2},
R4 = {(x, y) ∈R | a/2< ay − bx}.

Èñïîëüçóÿ áèåêöèþ

(x, y)→
(
a+ 1

2
− x, b+ 1

2
− y
)
,

ïîêàçàòü, ÷òî |R1|= |R4|. Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 68.10, ïîêàçàòü, ÷òî(
a

b

)
= (−1)|R2|,

(
b

a

)
= (−1)|R3|.

68.13. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó îïåðàòîðà A â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ.
68.14�68.16. Ñì.: Ëèäë Ç., Íèäåððàéòåð Ã. Êîíå÷íûå ïîëÿ. Ò. 1. �Ì.: Ìèð,

1988. � Ãë. 2, � 3.
69.4. à) Äà. á) Íåò. â) Äà. ã) Äà. ä) Íåò. å) Äà.
69.5. Âñå óêàçàííûå ïîäïðîñòðàíñòâà, çà èñêëþ÷åíèåì ã), ä) è ç).

69.7.

1 −t t2

0 1 −2t
0 0 1

 (â áàçèñå 1, x, x2).

69.8.

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
(â áàçèñå sin x, cos x).

69.10. Ïðåäñòàâèòü ïðîñòðàíñòâî Mn(F ) â âèäå ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ, ñî-
ñòîÿùèõ èç ìàòðèö, âñå ñòîëáöû êîòîðûõ, êðîìå îäíîãî, íóëåâûå.

69.11. Äîêàçàòü ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî â Mn(F ), èíâàðèàíò-
íîå îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ Ad(A), ãäå ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà, ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ìàòðè÷íûõ åäèíèö Eij (i 6= j) è íåêî-
òîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

69.12. Äîêàçàòü ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî âMn(F ), èíâà-
ðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ âèäà Φ(A), ãäå ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà,
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ìàòðèö âèäà aEij + bEji
(i 6= j) è íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

69.13. Íàéòè îáùèé âèä ìàòðèö X òàêèõ, ÷òî

X

(
0 1
1 0

)
=

(
0 1
1 0

)
X,

X

(
0 −1
1 −1

)
=

(
0 1
−1 −1

)
X,
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è ïîêàçàòü, ÷òî âñåãäà det X = 0.
69.16. â) Ïóñòü H ⊆W � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è x ∈ H. Ðàññìîò-

ðåòü âåêòîð πx− x äëÿ π = {ij}.
69.17. Îïðåäåëèòü ñíà÷àëà ïîäïðîñòðàíñòâà, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî

îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Θ íà ïîäãðóïïó äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.
69.25. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 69.24, â) è ðàçëîæåíèå ãðóïïû G íà ëåâûå ñìåæ-

íûå êëàññû ïî H.
69.26. à) m. á) 2. â) 1. ã) m+ 1.
69.27. Åñëè A è B � êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû, òî êàæäîå ñîáñòâåííîå

ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî B.
70.2. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 69.28.
70.5. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ êàæäîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû H âñòðå-

÷àåòñÿ ñ êðàòíîñòüþ 2.
70.6. Òîëüêî òðèâèàëüíîå äëÿ ãðóïïû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà; äëÿ ãðóïïû ÷åòíîãî

ïîðÿäêà � åùå ãîìîìîðôèçì íà ïîäãðóïïó {−1, 1} â GL1(R)' R∗.
70.7. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ñóùåñòâîâàíèè ó âåùåñòâåííîãî îïåðàòîðà

äâóìåðíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
70.9. à) [n/2] + 1. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 70.8.
70.15. Äëÿ S3: òðèâèàëüíîå è ñîïîñòàâëÿþùåå ïîäñòàíîâêå åå çíàê; èñïîëü-

çîâàòü òåîðåìó î êîììóòàíòå è çàäà÷ó 62.7, à). Äëÿ A4: èñïîëüçîâàòü òåîðåìó
î êîììóòàíòå è çàäà÷ó 62.7, á).

70.16. Èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î êîììóòàíòå è çàäà÷ó 62.8.
70.17. Ìîæíî âçÿòü ïðåäñòàâëåíèå èç çàäà÷è 69.13.
70.31. Ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ñóììó íåïðè-

âîäèìûõ ïîäïðåäñòàâëåíèé.
70.32. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ A è B âGL(V ), èçîìîðôíà S3.
70.34. à) 1, 1, 2. á) 1, 1, 1, 3. â) 1, 1, 2, 3, 3. ã) 1, 1, 1, 1, 2.
ä) åñëè n = 2k, òî ÷åòûðå îäíîìåðíûõ è k − 1 äâóìåðíûõ, åñëè n = 2k + 1,

òî äâà îäíîìåðíûõ è k äâóìåðíûõ.
å) 1, 3, 3, 4, 5. Èñïîëüçîâàòü îñíîâíûå òåîðåìû è çàäà÷ó 69.16.
70.37. à), á), â) Íåò.
70.38. Ñóùåñòâîâàíèå ïîäãðóïïû âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîãî äâóìåðíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû S4.
70.42. Òîëüêî äëÿ àáåëåâûõ.
70.43. Ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû.
70.45. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 69.25.
70.46. Âîñïîëüçîâàòüñÿ êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà íåèçîìîðôíûõ ãðóïï ôèêñèðî-

âàííîãî ïîðÿäêà è êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà íåèçîìîðôíûõ ïðåäñòàâëåíèé äàííîé
ðàçìåðíîñòè ôèêñèðîâàííîé êîíå÷íîé ãðóïïû.

70.48. Çàìåòèòü, ÷òî ãðóïïû ïîðÿäêîâ p è p2 àáåëåâû.
70.49. p2 îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé è p− 1 p-ìåðíûõ. Çàìåòèòü, ÷òî öåíòð

äàííîé ãðóïïû èìååò ïîðÿäîê p è ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî
p2 + p− 1. Òàê êàê ôàêòîðãðóïïà ïî öåíòðó êîììóòàòèâíà, òî êîììóòàíò äàííîé
ãðóïïû èìååò ïîðÿäîê p. Ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.
Çàìåòèòü åùå, ÷òî â äàííîé ãðóïïå åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà p, è äî-
êàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå ìîæåò áûòü áîëüøå p.

70.54. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â SL2(Q). Ââåñòè â ïðîñòðàíñòâå R2

íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(x, y)G =
∑
g∈G

(gx, gy),
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ãäå (x, y) = x1y1 + x2y2 äëÿ ñòðîê x = (x1, x2) è y = (y1, y2). Ïîêàçàòü, ÷òî
îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàæäûé îïåðàòîð g îðòîãîíàëåí.
Ïîýòîìó G ñîñòîèò èç ïîâîðîòîâ è îòðàæåíèé. Âûâåñòè, ÷òî G ⊆Dn äëÿ íåêî-
òîðîãî n. Òàê êàê tr g ∈ Q, òî, èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 4.13, ïîêàçàòü, ÷òî n ðàâíî 3, 4
èëè 6.

70.55. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 70.53, 56.33.
70.56. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 56.33, 58.13.
70.57. Ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà G ñîâïàäàåò ñî ñâîèì êîììóòàíòîì G′.

Ïîýòîìó ïðè ëþáîì íåïðèâîäèìîì êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ϕ : G→GL2(C)
îïðåäåëèòåëü êàæäîé ìàòðèöû ϕ(g), g ∈G, ðàâåí åäèíèöå. Áîëåå òîãî, ýòî ïðåä-
ñòàâëåíèå òî÷íî, ò. å. ÿäðî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç åäèíè÷íîãî ýëå-
ìåíòà. Ðàçìåðíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ϕ � äâóìåðíîå íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû G, òî â ñèëó ïåðâîé òåîðåìû Ñèëîâà â G èìååòñÿ ýëåìåíò g ïîðÿä-
êà 2. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ϕ(g) ðàâíû ±1. Åñëè ó ýòîé
ìàòðèöû îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ðàâíû, òî ìàòðèöà ϕ(g) ëåæèò â öåíòðå
ãðóïïû GL2(C), è ïîýòîìó ñàì ýëåìåíò g ëåæèò â öåíòðå G, ÷òî íåâîçìîæíî
â ñèëó ïðîñòîòû íåàáåëåâîé ãðóïïû G. Ïîýòîìó ìàòðèöà ϕ(g) èìååò äâà ðàçíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ: 1, −1. Â ÷àñòíîñòè, det(ϕ(g)) =−1, ÷òî íåâîçìîæíî.

71.2. Áàçèñ ÿäðà ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà∑
g∈S3

(sgn σ)σ.

Ðàçìåðíîñòü îáðàçà ðàâíà 5.
71.3. {ε− a, ε2 − a2, ..., εn−1 − an−1}.
71.9. à) Ïóñòü

e1 =
1

6

∑
g∈S3

σ, e2 =
1

6

∑
g∈S3

(sgn σ)σ.

Êîììóòàòèâíûå èäåàëû: 0, Ce1, Ce2, Ce1 ⊕ Ce2.
á) Ïóñòü Q8 = {E, ¯̄E, I, Ī, J, J̄ , K, ¯̄K},

e1 = (E + ¯̄E)(E + I + J +K), e2 = (E + ¯̄E)(E + I − J −K),

e3 = (E + ¯̄E)(E − I − J −K), e4 = (E + ¯̄E)(E + I − J +K).

Êîììóòàòèâíûå èäåàëû � ëèíåéíûå îáîëî÷êè ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ
ìíîæåñòâà {e1, e2, e3, e4}.

â) Ïóñòü

e1 =
1

10

∑
A∈D5

A, e2 =
1

10

∑
A∈D5

(det A)A.

Êîììóòàòèâíûå èäåàëû: 0, Ce1, Ce2, Ce1 ⊕ Ce2.
71.10. Åñëè G áåñêîíå÷íà, òî x= 0, åñëè êîíå÷íà, òî

x= α
∑
g∈G

g, α ∈ F.

71.11. Áàçèñ öåíòðà F [G] îáðàçóþò ýëåìåíòû âèäà
∑
g∈C

g, åñëè â êà÷åñòâå C

âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî âñå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â G.
71.16. Èñïîëüçîâàòü ëåììó Øóðà.
71.19. Òîëüêî äëÿ G= {e}.
71.22. à) 2. á) 1. â) 2. ã) 4.
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71.24. Ïóñòü ε� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 3 èç åäèíèöû â C,

r0 =
1

3
(e+ a+ a2) ∈ R[〈a〉3]⊂ C[〈a〉3],

r1 =
1

3
(e+ εa+ ε2a2) ∈ C[〈a〉3]

r2 =
1

3
(e+ ε2a+ εa2) ∈ C[〈a〉3].

R[〈a〉3] = F0 ⊕ F1, ãäå ïîëå F0 = Rr0 ' R è

F1 =

{
α0e+ α1a+ α2a

2 |
2∑
i=0

αi = 0, αi ∈ R
}
' C.

Ïðè èçîìîðôèçìå C→ F1 èìååì 1→ e− r0, ε→ a(e− r0). C[〈a〉3] = F ′0 ⊕ F ′1 ⊕ F ′2.
Ïîëÿ F ′i = Cri èçîìîðôíû C.

71.25. Èñïîëüçîâàòü íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà xp−1 + xp−2 + ... + x + 1
íàä ïîëåì Q.

71.27. à) Èäåìïîòåíòû e1 = 2 + 2a, e2 = 2 + a; èäåàëû F3e1, F3e2.
á) Èäåìïîòåíò � åäèíèöà ãðóïïîâîé àëãåáðû; èäåàë F2(1 + a).

â) Èäåìïîòåíòû
1

2
(1 + a),

1

2
(1− a); èäåàë Ce1, Ce2.

ã) Èäåìïîòåíòû
1

3
(1 + a+ a2),

1

3
(2− a− a2); èäåàëû Re1, R[〈a〉3]e2.

71.28. Ïðîâåðèòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ àëãåáðû Mn(C) è èñïîëüçî-
âàòü òåîðåìó î ñòðóêòóðå ãðóïïîâîé àëãåáðû êîíå÷íîé ãðóïïû.

71.29. à) 8. á) 32.
71.30. à) {e}. á) G' Z2.
â) G ' Z3 èëè S3. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî n ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ ñîïðÿ-

æåííûõ ýëåìåíòîâ â G.
71.34. Ïðè p= 2

U = F [G](a− e)2.

71.36. à) Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé G = H. Ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóï-
ïû H.

á) Èíäåêñ ðàâåí 2.
71.39. à) P/H ' a/(g − ge)A ⊕ A/(g − ε2e)A, ãäå ε � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü

ñòåïåíè òðè èç åäèíèöû â C.
á) P/H = 0. â) P/H 'A.
71.40. Ker ϕ= 0.
71.41. Ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ A= F [t]� êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ.
71.44. à) Ýëåìåíò ïðîñò. á) (g1 − g2)2(−g−1

1 g−1
2 − g−2

1 ).
71.45. à) 0. á) F [〈g1〉]. â) F .
72.1. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 69.21.
72.2. Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 69.21, íàéòè âîçìîæíûé äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèöû

îïåðàòîðà Φ(g).
72.3, 72.4. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 72.1.
72.5. Çàìåòèòü, ÷òî ñóììà n êîðíåé èç 1 ðàâíà n, òîëüêî êîãäà âñå ñëàãàåìûå

ðàâíû 1.
72.6. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 69.28 è äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà p

â A åñòü ïîäãðóïïà ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî (n− 1)-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
72.7. Ïóñòü χ�õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ Φ. Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 72.5, äîêàçàòü,

÷òî Φ(g) = E äëÿ g ∈H. Àíàëîãè÷íî, ïîêàçàòü, ÷òî g ∈K òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìàòðèöà Φ(g) ñêàëÿðíà.
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72.8. Èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ìàøêå è ñâîéñòâà êîììóòàíòà.

72.9. Èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ìàøêå è ñâîéñòâà êîììóòàíòà.

72.20.
1 −1 i j k

χ 2 −2 0 0 0
.

72.21. χΦ(σ) åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, 2, 3, ..., n}, íåïîäâèæíûõ
îòíîñèòåëüíî σ.

72.22. Ïóñòü Dn = 〈a, b | a2 = bn = e, aba = b−1〉. Òîãäà χ(bk) = 2 cos
2πk

n
,

χ(abk) = 0.

72.23.
e (12) (123) (12)(34) (1234)

χ 3 1 1 −1 −1
.

72.24.
e (12) (123) (12)(34) (1234)

χ 3 −1 0 −1 1
.

72.26. à) Äâà õàðàêòåðà: òðèâèàëüíûé è σ→ sgn σ.

á)

e (123) (132) (12)(34)

ϕ0 1 1 1 1

ϕ1 1 ε ε2 1

ϕ2 1 ε2 ε 1

, ãäå ε� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòå-

ïåíè 3 èç 1 â C.

â)

e −1 i j k

ϕ0 1 1 1 1 1

ϕ1 1 1 −1 −1 1

ϕ2 1 1 −1 1 −1

ϕ3 1 1 1 −1 −1

ã) Ñì. à).
ä) Ïóñòü Dn = 〈a, b | a2 = bn = e, aba= b−1〉. Åñëè n íå÷åòíî, òî îäíîìåðíûõ

õàðàêòåðîâ äâà: òðèâèàëüíûé è aibj → (−1)i. Åñëè n ÷åòíî, òî ÷åòûðå: òðèâè-
àëüíûé è aibj → (−1)i, aibj → (−1)j , aibj → (−1)i+j .

72.27. nn/2. Èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ õàðàêòåðîâ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû íà åå ñîïðÿæåííóþ.

72.28. à)

e (12) (123)

ϕ0 1 1 1

ϕ1 1 −1 1

ϕ2 2 0 −1

. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 72.26 è 70.19.
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á)

e (12) (123) (12)(34) (1234)

ϕ0 1 1 1 1 1

ϕ1 −1 1 1 1 −1

ϕ2 3 1 0 −1 −1

ϕ3 3 −1 0 −1 1

ϕ4 2 0 −1 2 0

. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è

72.26, 72.23, 72.24, 72.20.

â)

1 −1 i j k

ϕ0 1 1 1 1 1

ϕ1 1 1 1 −1 −1

ϕ2 1 1 −1 1 −1

ϕ3 1 1 −1 −1 1

ϕ4 2 −2 0 0 0

. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 72.26 è 72.20.

ã)

e b b2 a ab

ϕ0 1 1 1 1 1

ϕ1 1 −1 1 −1 1

ϕ2 1 −1 1 1 −1

ϕ3 1 1 1 −1 −1

ϕ4 2 0 −2 0 0

. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 72.26 è 72.22.

ä)

e b b2 a

ϕ0 1 1 1 1

ϕ1 2 2 cos
2π

5
2 cos

4π

5
0

ϕ2 2 2 cos
4π

5
2 cos

2π

5
0

. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 72.26 è 72.22.

å)

e (12)(34) (123) (132)

ϕ0 1 1 1 1

ϕ1 1 1 ε ε2

ϕ2 1 1 ε2 ε

ϕ3 3 −1 0 0

, ãäå ε�êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè èç 1

â C. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 72.26.
72.29. Íåò, òàê êàê ñêàëÿðíûé êâàäðàò óêàçàííîé ôóíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ

öåëûì ÷èñëîì.

72.30. Â îáîçíà÷åíèÿõ ê çàäà÷å 72.28, â) F = 2ϕ4 + 0,5ϕ1 + 0,5ϕ3.

72.31. Â îáîçíà÷åíèÿõ îòâåòà ê çàäà÷å 72.28, à) çàïèøåì f1 =−ϕ0 +3ϕ1 +2ϕ2,
f2 = 4ϕ1 + ϕ2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f1 íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ.
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f2 � õàðàêòåð ïðÿìîé ñóììû íåïðèâîäèìîãî äâóìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû S3 è ÷åòûðåõ ýêçåìïëÿðîâ íåòðèâèàëüíîãî îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé
ãðóïïû.

72.32. à) Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå A â C, ïåðåâîäÿùåå χ â χ(a), ïðè
íåêîòîðîì a ∈ A åñòü õàðàêòåð ãðóïïû A, è äîêàçàòü, ÷òî âîçíèêàþùåå òàêèì
îáðàçîì îòîáðàæåíèå A→ Â åñòü èçîìîðôèçì.

72.33. â) Âûâåñòè ñ ïîìîùüþ à) ðàâåíñòâî

f(a) =
∑
χ∈Â

f(χ) · χ(a)

è äîêàçàòü, ÷òî
ˆ̂
f ïåðåõîäèò â (|A|)−1f ïðè èçîìîðôèçìå çàäà÷è 72.32, â).

72.34. Èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî (f, f)A =
∑
χ∈Â

(f, χ)2
A.

72.37. Ïðèâåäåì ðàçëîæåíèå õàðàêòåðà ïðåäñòàâëåíèÿ Ψ íà íåïðèâîäèìûå
õàðàêòåðû.

à) χΨ = Ψ0 + Ψ1 + Ψ2.
á) χΨ = Ψ0 + Ψ1 + Ψ2 + Ψ4.
â) χΦ = Ψ0 + Ψ1 + Ψ2 + Ψ3.
72.38. χΨ = n · χΦ.
72.39. nm−1. Äîêàçàòü, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G âõî-

äÿò â ρ⊗m ñ îäèíàêîâîé êðàòíîñòüþ.
72.40. à) χρ2 = Ψ0 + Ψ1 + Ψ2.
á) χρ3 = Ψ0 + Ψ1 + 3Ψ2.
72.41. Åñëè

n̄=
[
n+ 1

2

]
è ¯̄m=

[
m

2

]
,

òî êðàòíîñòü ðàâíà
(
n̄− 1

¯̄m

)
.

72.42. Ðàññìîòðåòü ïðåäñòàâëåíèå íà ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ äâà-
æäû êîíòðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ.

72.43. Â îáîçíà÷åíèÿõ îòâåòà ê çàäà÷å 72.28, à):
a) ϕ1; á) ϕ0 + ϕ2; â) ϕ0 + ϕ1; ã) ϕ1 + ϕ2.

73.2. à)
(

0 −1
1 0

)
. á)

(
0 1
1 0

)
.

â)
(

1 0
0 0

)
. ã)

(
1 0
0 −1

)
.

ä)
(

0 1
0 0

)
. å)

(
0 1
0 1

)
.

73.3. á) è ã). â) è å).
73.4. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáûõ k è λ â æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû A

÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê ïîðÿäêà k ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ðàâíî ÷èñëó
æîðäàíîâûõ êëåòîê ïîðÿäêà k ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì −λ.

73.5. à) Âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä RA(t) = e(ln t)A, A ∈Mn(C).
á) Âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ âèäà

RA,B(t) =

(
eln |t|·|A| 0

0 (sgn t)eln |t|·B

)
, A ∈Mp(C), B ∈Mq(C).

Ðàññìîòðåòü îáðàç ýëåìåíòà −1 ∈ R∗ ïðè äàííîì ïðåäñòàâëåíèè, äîêàçàòü, ÷òî
åãî ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíû, è âîñïîëüçîâàòüñÿ à).
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â) Âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ âèäà

z→


zk1 0

zk2

. . .

0 zkn

, k1, ..., kn ∈ Z.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå àääèòèâíîé ãðóïïû C, ïîëó÷àåìîå êàê êîìïîçèöèÿ
ãîìîìîðôèçìà C→ C∗ (t→ et) è ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû C∗, èìååò âèä PA (ñì. çà-
äà÷ó 73.1) è e2πiA = E. Çàòåì äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A ïîäîáíà öåëî÷èñëåííîé
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå.

ã) Âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ âèäà

z→


zk1 0

zk2

. . .

0 zkn

, k1, ..., kn ∈ Z.

Ðàññìîòðåòü ïðåäñòàâëåíèå àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ R, ïîëó÷àåìîå êàê êîì-
ïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìà R → U ((t → eit), è ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû U, çàòåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 73.1.

73.6. Äà; äîêàçàòü, ÷òî âñÿêóþ íåâûðîæäåííóþ êîìïëåêñíóþ êâàäðàòíóþ
ìàòðèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå eA, è âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 73.1.

73.7. Ëèíåéíûå îáîëî÷êè íàáîðîâ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ A.
73.9. Ðàññìîòðåòü îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Φn íà ïîäãðóïïó äèàãîíàëü-

íûõ ìàòðèö.
73.10. ä) Äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî íà ïîäìíîæåñòâå äèàãîíàëè-

çèðóåìûõ ìàòðèö.
73.11. Çàìåòèòü, ÷òî

SU2(C) = {A ∈ H | (A, A) = 1}.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A ∈ SU2(C) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ e±iϕ, òî îïåðàòîð
P (A) åñòü ïîâîðîò ïðîñòðàíñòâà H0 íà óãîë 2ϕ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

A− 1

2
(tr A)E ∈ H0.

á) Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà R(SU2(C) × SU2(C)) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà
åäèíè÷íîé ñôåðå â H, è âîñïîëüçîâàòüñÿ à).

â) Êîìïëåêñèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà H0 åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèö âèäà(
a b
c −a

)
â M2(C). Èñêîìûé èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ñîïî-

ñòàâëÿþùèì òàêîé ìàòðèöå ìíîãî÷ëåí f(x, y) =−bx2 + 2axy + cy2.
73.12, 73.13. Ñì.: Ñóïðóíåíêî Ä.À. Ãðóïïû ìàòðèö. � Ì.: Íàóêà, 1972. �

Ãë. V.
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Àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåìK íàçûâàåòñÿ ïàðà (A, V ),
ñîñòîÿùàÿ èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì K è ìíîæå-
ñòâà A, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïàðà (A, V ) ñíàáæåíà îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ òî÷åê è âåêòîðîâ

(a, v)→ a+ v ∈A,

óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) (a+ v1) + v2 = a+ (v1 + v2) äëÿ ëþáûõ a ∈A, v1, v2 ∈ V ;
2) a+ 0 = a äëÿ ëþáîãî a ∈A;
3) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈ A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåê-

òîð v ∈ V òàêîé, ÷òî a+ v = b (ýòîò âåêòîð îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ab).
Òåðìèí ¾àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî¿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðèìåíè-

òåëüíî òîëüêî ê ïåðâîìó ÷ëåíó ïàðû (A, V ); â ýòîì ñëó÷àå V íàçû-
âàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, àññîöèèðîâàííûì ñ äàííûì àô-
ôèííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (A, V ) íàçûâàåòñÿ ðàç-
ìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V .

Âñÿêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àô-
ôèííîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè ïîëîæèòü A= V è îïðåäåëèòü ñëîæåíèå
òî÷åê è âåêòîðîâ êàê ñëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå V .

Àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, èëè ïëîñêîñòüþ, â àôôèííîì
ïðîñòðàíñòâå (A, V ) íàçûâàåòñÿ ïàðà (P, U), ãäå U � ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â V , à P �òàêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A, ÷òî:

1) p+ u ∈ P äëÿ ëþáûõ p ∈ P , u ∈ U ;
2) pq ∈ U äëÿ ëþáûõ p, q ∈ P .
Ïàðà (P, U) â ýòîì ñëó÷àå ñàìà ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðîñòðàí-

ñòâîì.
Òåðìèí ¾àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî¿, èëè ¾ïëîñêîñòü¿, ÷àñòî

ïðèìåíÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ òîëüêî ê ïåðâîìó ÷ëåíó ïàðû (P, U).
Â ýòîì ñëó÷àå ïîäïðîñòðàíñòâî U , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîå ìíî-
æåñòâîì P , íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì äàííîãî
àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
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Îäíîìåðíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé. Àô-
ôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íà åäèíèöó ìåíüøå
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Åñëè S�íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A, òî
íàèìåíüøàÿ ïëîñêîñòü â A, ñîäåðæàùàÿ S, íàçûâàåòñÿ àôôèííîé
îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 〈S〉. Ìíîæåñòâî èç k + 1
òî÷åê a0, a1, ..., ak â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A íàçûâàåòñÿ àôôèííî
íåçàâèñèìûì, dim〈a0, a1, ..., ak〉 = k; â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå,
÷òî òî÷êè a0, a1, ..., ak íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

Äâå ïëîñêîñòè (P1, L1), (P2, L2) â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, íå
èìåþùèå îáùèõ òî÷åê, íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè, åñëè L1 ⊂ L2

èëè L2 ⊂ L1, è ñêðåùèâàþùèìèñÿ, åñëè L1 ∩ L2 = {0}. Â îáùåì
ñëó÷àå ÷èñëî dim(L1 ∩ L2) íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïàðàëëåëüíîñòè
äàííûõ ïëîñêîñòåé.

Ñèñòåìîé àôôèííûõ êîîðäèíàò â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå (A, V )
íàçûâàåòñÿ íàáîð (a0; e1, ..., en), ñîñòîÿùèé èç òî÷êè a0 (íà÷àëà êî-
îðäèíàò) è áàçèñà (e1, ..., en) âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Êîîðäèíà-
òàìè òî÷êè a ∈ A îòíîñèòåëüíî òàêîé ñèñòåìû ñëóæàò êîîðäèíàòû
âåêòîðà a0a1 â áàçèñå (e1, ..., en).

Àôôèííûì îòîáðàæåíèåì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (A, V ) â àô-
ôèííîå ïðîñòðàíñòâî (B, W ) íàçûâàåòñÿ ïàðà (f, Df), ñîñòîÿùàÿ
èç îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ f : A → B è ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
Df : V → W , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ f(a + v) = f(a) + Df(v)
äëÿ ëþáûõ a ∈A, v ∈ V . Áèåêòèâíîå àôôèííîå îòîáðàæåíèå àôôèí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì.
×àñòî òåðìèí ¾àôôèííîå îòîáðàæåíèå¿ (èëè ¾ïðåîáðàçîâàíèå¿)
ïðèìåíÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê îäíîìó òîëüêî ïåðâîìó ÷ëåíó ïàðû
(f, Df)�îòîáðàæåíèþ f ; ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Df â ýòîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ èëè äèôôåðåíöèàëîì àôôèííîãî
îòîáðàæåíèÿ f .

Âñå àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà îáðà-
çóþò ãðóïïó, íàçûâàåìóþ àôôèííîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç
Aff A.

Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, äèôôåðåíöèàë êîòîðîãî � òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Ïàðàë-
ëåëüíûå ïåðåíîñû îáðàçóþò ïîäãðóïïó â Aff A, êîòîðàÿ îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ àääèòèâíîé ãðóïïîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V : êàæäîìó
âåêòîðó v ∈ V ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ t0 : a→ a+ v.

Êîíôèãóðàöèåé â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A íàçûâàåòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííûé íàáîð àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {P1, ..., Ps}. Äâå êîíôè-
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ãóðàöèè {P1, ..., Ps} è {Q1, ..., Qs} â A íàçûâàþòñÿ àôôèííî êîíãðó-
ýíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå f , äëÿ êîòî-
ðîãî f(Pi) =Qi ïðè i= 1, ..., σ.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (A, V ) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Äëÿ ëþáûõ òî÷åê a, b ∈ A, a 6= b, ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âèäà
λa + (1 − λ)b, ãäå 0 6 λ 6 1, íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì
òî÷êè a è b. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊆ A íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì,
åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè îíî ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùèé
èõ îòðåçîê. Ðàçìåðíîñòüþ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ðàç-
ìåðíîñòü åãî àôôèííîé îáîëî÷êè. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî, àôôèííàÿ
îáîëî÷êà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì, íàçûâàåòñÿ
òåëåñíûì.

Òî÷êà âûïóêëîãî ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, åñëè
îíà ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ÿäðó ìíîæåñòâà M â åãî àôôèííîé
îáîëî÷êå, è ãðàíè÷íîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òî÷êà âûïóêëîãî ìíî-
æåñòâà M íàçûâàåòñÿ êðàéíåé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé
òî÷êîé íèêàêîãî îòðåçêà, öåëèêîì ëåæàùåãî â M .

Îòêðûòîå ÿäðî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà M â ïðîñòðàíñòâå A îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç M◦. (Åñëè M íå òåëåñíî, òî M◦ = ∅.)

Íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå äàííîå íåïóñòîå
ìíîæåñòâî S ⊆ A, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç conv S. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà n+ 1 òî÷åê, íàõî-
äÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì.

Äëÿ ëþáîé íåïîñòîÿííîé àôôèííîé ëèíåéíîé ôóíêöèè f íà ïðî-
ñòðàíñòâå A ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâîì f(x) > 0, âûïóê-
ëî è íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâîì, îãðàíè÷èâàåìûì ãèïåðïëîñ-
êîñòüþ {x | f(x) = 0}. Êàæäàÿ ãèïåðïëîñêîñòü îãðàíè÷èâàåò äâà ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî S ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó
îò ãèïåðïëîñêîñòè H, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç îãðàíè÷èâà-
åìûõ åþ ïîëóïðîñòðàíñòâ; åñëè ïðè ýòîì S ∩H = ∅, òî ãîâîðÿò, ÷òî
S ëåæèò ñòðîãî ïî îäíó ñòîðîíó îò H.

Ãèïåðïëîñêîñòü H, èìåþùàÿ îáùóþ òî÷êó ñ çàìêíóòûì âûïóê-
ëûì ìíîæåñòâîì M , íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ýòîãî
ìíîæåñòâà, åñëèM ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò H. Íåïóñòîå ïåðåñå÷å-
íèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ìíîãî-
ãðàííèêîì. Èíà÷å ãîâîðÿ, âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê� ýòî ìíîæåñòâî
òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîé ñîâìåñòíîé
ñèñòåìå íåñòðîãèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ïîäìíîæåñòâî n-ìåðíîãî
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, çàäàâàåìîãî â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå àô-
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ôèííûõ êîîðäèíàò íåðàâåíñòâàìè 0 6 xi 6 1 (i = 1, ..., n), íàçûâà-
åòñÿ n-ìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì.

Ïîäìíîæåñòâî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà M , ÿâëÿþùååñÿ åãî ïå-
ðåñå÷åíèåì ñ îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ, íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ ìíîãî-
ãðàííèêà M . Íóëüìåðíûå ãðàíè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, îäíîìåð-
íûå� ðåáðàìè. Âñÿêàÿ ãðàíü âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.

Ïîäìíîæåñòâî K íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ âûïóê-
ëûì êîíóñîì, åñëè x + y ∈ K, λx ∈ K äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K è ëþáî-
ãî λ > 0. Âñÿêèé âûïóêëûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì
â ïðîñòðàíñòâå V , ðàññìàòðèâàåìîì êàê àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.

Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî (E, V ) íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî V íàäåëåíî ñòðóêòóðîé åâêëèäîâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E ââîäèòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè: åñëè a, b ∈ E, òî ρ(a, b) = |ab|, ãäå |v|=

√
(v, v)�äëèíà âåê-

òîðà v ∈ V ; à òàêæå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè P, Q⊆ E:

ρ(P, Q) = inf{ρ(a, b) | a ∈ P, b ∈Q}.

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäó èõ
íàïðàâëÿþùèìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Ïëîñêîñòè, óãîë ìåæäó êîòî-
ðûìè ðàâåí π/2, íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè.

Äâèæåíèåì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ àôôèííîå
ïðåîáðàçîâàíèå, äèôôåðåíöèàë êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì
îïåðàòîðîì. Äâèæåíèå f íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè det Df = 1.
Äâèæåíèÿ ñîõðàíÿþò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Âñå äâèæåíèÿ
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E îáðàçóþò ãðóïïó, îáîçíà÷àåìóþ ÷å-
ðåç Isom E. Ãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Isom+ E.

Äâå êîíôèãóðàöèè {P1, ..., Ps} è {Q1, ..., Qs} â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàþòñÿ ìåòðè÷åñêè êîíãðóýíòíûìè, åñëè
ñóùåñòâóåò äâèæåíèå f ïðîñòðàíñòâà E, ïðè êîòîðîì f(Pi) = Qi,
(i= 1, ..., s).

� II. Ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü (A, V )�àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåìK. Êâàäðàòè÷-
íîé ôóíêöèåé Q : A→K íà A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

Q(a0 + x) = q(x) + l(x) + c,
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ãäå a0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A, q : V → K �
êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, l : V →K�ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, c ∈K. Êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ q, íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà òî÷êè a0, íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ ôóíêöèè Q. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ l íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé ÷àñòü ôóíêöèè Q îòíîñèòåëüíî òî÷êè a0. Ãèïåðïîâåðõíî-
ñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà â A, èëè êâàäðèêîé, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âèäà

X =XQ = {a ∈A |Q(a) = 0}.

Â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (a0; e1, ..., en) êâàäðàòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ Q çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Q(a0 + x) =

n∑
i,j=1

aijxixj + 2

n∑
i=1

bixi + c,

ãäå aij = aji. Ñèìâîëîì Aq îáîçíà÷àåòñÿ ìàòðèöà (aij) êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè q â áàçèñå (e1, ..., en), à ñèìâîëîì AQ�ìàòðèöà

AQ =

 Aq

b1
...
bn

b1 ... bn c

.
Îïðåäåëèòåëè ìàòðèö AQ è Aq îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ∆ è δ ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïðè ýòîì AQ, Aq, ∆ è δ çàâèñÿò îò âûáîðà ñèñòåìû
êîîðäèíàò (a0; e1, ..., en), îäíàêî ðàíãè ìàòðèö AQ è Aq óæå íå
çàâèñÿò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ íåâû-
ðîæäåííîé, åñëè ∆ 6= 0, è âûðîæäåííîé, åñëè ∆ = 0.

Ãèïåðïëîñêîñòü

n∑
i,j=1

(aijx
0
j + bi)(xi − x0

i ) = 0

íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ê êâàäðèêå XQ â òî÷êå

a = (x0
1, ..., x

0
n) ∈XQ, åñëè

n∑
j=1

aijx
0
j + bi 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i. Åñëè

ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî òî÷êà a0 íàçûâàåòñÿ îñîáîé.
Âåêòîð r = (r1, ..., rn) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì àñèìïòîòè÷åñêîãî

íàïðàâëåíèÿ, åñëè q(r) = 0.
Òî÷êà a ∈ Q íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé òî÷êîé êâàäðàòè÷íîé

ôóíêöèè Q (èëè êâàäðèêè XQ), åñëè ëèíåéíàÿ ÷àñòü Q îòíîñèòåëü-
íî a0 ðàâíà íóëþ. Ïðè ýòîì Q(a0 + x) = Q(a0 − x) äëÿ âñåõ x ∈ L.
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Öåíòðîì ôóíêöèè Q (èëè êâàäðèêè XQ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åå
öåíòðàëüíûõ òî÷åê.

Êîíóñ {a ∈A | q(a− a0) = 0}, ãäå a0�öåíòðàëüíàÿ òî÷êà, íå çàâè-
ñèò îò âûáîðà ýòîé òî÷êè è íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì êîíóñîì
êâàäðèêè XQ.

Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Q ñóùåñòâóåò òàêàÿ àôôèí-
íàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â A, â êîòîðîé Q ïðèíèìàåò îäèí èç ñëåäó-
þùèõ âèäîâ:

à) åñëè q�íåâûðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ, òî

Q(x1, ..., xn) =

n∑
i=1

λix
2
i + c, λi, c ∈K, λi 6= 0;

á) åñëè q�âûðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ ðàíãà r è öåíòð Q íåïóñò, òî

Q(x1, ..., xn) =

r∑
i=1

λix
2
i + c, λi, c ∈K, λi 6= 0;

â) åñëè q�âûðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ ðàíãà r è öåíòð Q ïóñò,

Q(x1, ..., xn) =

r∑
i=1

λix
2
i + xr+1.

Íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë óðàâíåíèå êâàäðèêè â íåêîòîðîé
àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

(Ir,s) : x2
1 + ...+ x2

s − x2
s+1 − ...− x2

r = 1, 0 6 s6 r 6 n;
(I′r,s) : x2

1 + ...+ x2
s − x2

s+1 − ...− x2
r = 0, 0 6 s6 r 6 n; s> r/2;

(IIr,s) : x2
1 + ... + x2

s − x2
s+1 − ... − x2

r = 2xr+1, 0 6 s 6 r 6 n − 1;
s> r/2.

� III. Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, àññîöèèðîâàííûì ñ âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì V íàä ïîëåì K, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî P (V ) îäíî-
ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â V . Ýëåìåíòû P (V ) íàçûâàþòñÿ òî÷êà-
ìè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñòðóêòóðàìè.

À) Â P (V ) âûäåëåíû ïîäìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå ïðîåêòèâíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè èëè ïëîñêîñòÿìè. Ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
ïðîåêòèâíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî åñòü ïîäìíîæåñòâî âñåõ
îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â V .
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Á) Çàäàíî ñåìåéñòâî èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé àôôèííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ â P (V ), íàçûâàåìûõ àôôèííûìè êàðòàìè. Àôôèííàÿ êàð-
òà ϕ : A→ P (V ) ñòðîèòñÿ èç àôôèííîé ãèïåðïëîñêîñòè A â V (ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êàê àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî è íå ñîäåðæàùåé íóëÿ).
Êàæäîé òî÷êå â A ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîå îäíîìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â V , åå ñîäåðæàùåå.

B) Âûäåëåíî ñåìåéñòâî áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâ
P (V ) â ñåáÿ, íàçûâàåìûõ ïðîåêòèâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïðîåê-
òèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå α�ýòî îòîáðàæåíèå α : P (V )→ P (V ), êîòî-
ðîå ñòðîèòñÿ ïî íåâûðîæäåííîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A : V → V
òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáðàç ýëåìåíòà èç P (V ) ïðè îòîáðàæåíèè α åñòü
îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè A îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ýòîò ýëåìåíò.

Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïîäïðîñòðàíñòâà â ïîä-
ïðîñòðàíñòâà è â êîìïîçèöèè ñ àôôèííîé êàðòîé äàåò ñíîâà àô-
ôèííóþ êàðòó.

Ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà P (V ) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî dim V − 1.
Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ÷àñòî îáîçíà÷àþò ÷å-
ðåç Pn. Ïðè ðàññìîòðåíèè àôôèííûõ êàðò ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò
àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî A è åãî îáðàç â P (V ). Êîîðäèíàòû, çà-
äàííûå â íåêîòîðîé àôôèííîé êàðòå, íàçûâàþòñÿ íåîäíîðîäíûìè
êîîðäèíàòàìè â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå (îíè îïðåäåëåíû íå íà
âñåì ïðîñòðàíñòâå).

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå V çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò (âûáðàí áàçèñ),
òî, èìåÿ òî÷êó â P (V ), ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü êîîðäèíàòû ëþáî-
ãî âåêòîðà èç ñîîòâåòñòâóþùåãî åé îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Ýòè êîîðäèíàòû îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
è íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Åñëè â V çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò x0, x1, ..., xr, òî àôôèííàÿ
êàðòà, îïðåäåëÿåìàÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ ñ óðàâíåíèåì xi = 1, íàçûâà-
åòñÿ i-é êîîðäèíàòíîé àôôèííîé êàðòîé.

Åñëè q�êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà V , òî ìíîæåñòâî îäíîìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â êîíóñå q(x) = 0, íàçûâàåòñÿ êâàä-
ðèêîé â P (V ).

Äëÿ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p1, p2, p3, p4 ïðîåêòèâíîé ïðÿ-
ìîé P1 îïðåäåëåíî èõ äâîéíîå îòíîøåíèå δ(p1, p2, p3, p4), êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì îñíîâíîãî ïîëÿ. Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ çàäàäèì
íà P1 ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò è îáîçíà÷èì
÷åðåç ∆(pi, pj) îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 2-ãî ïîðÿäêà, ñîñòàâëåííûé
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èç êîîðäèíàò òî÷åê pi è pj . Òîãäà

δ(p1, p2, p3, p4) =
∆(p1, p4)

∆(p3, p4)
· ∆(p3, p2)

∆(p1, p2)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû íå çàâèñèò íè îò âûáîðà ñèñòåìû
êîîðäèíàò, íè îò âûáîðà âåêòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ äàííûå òî÷êè.
Â íåîäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ

δ(p1, p2, p3, p4) =
(x4 − x1)(x2 − x3)

(x4 − x3)(x2 − x1)
,

ãäå xi�êîîðäèíàòà òî÷êè pi.
Ðàññìàòðèâàÿ íåêîòîðóþ àôôèííóþ êàðòó è àôôèííóþ ñèñòåìó

êîîðäèíàò â ýòîé êàðòå, ìû ìîæåì çàäàâàòü ïîäìíîæåñòâà â ïðî-
åêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ýòèõ íåîäíîðîä-
íûõ êîîðäèíàò. Òàêèå ïîäìíîæåñòâà áóäóò ëåæàòü âíóòðè êàðòû,
íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èõ ìîæíî äîïîëíèòü è âíå êàðòû: ïîäìíî-
æåñòâî êàðòû, çàäàâàåìîå ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè (ò. å. àôôèííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî), îäíîçíà÷íî äîïîëíÿåòñÿ äî ïðîåêòèâíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà; ïîäìíîæåñòâî êàðòû, ÿâëÿþùååñÿ àôôèííîé êâàäðèêîé,
îäíîçíà÷íî äîïîëíÿåòñÿ äî ïðîåêòèâíîé êâàäðèêè. Òàêîå äîïîëíå-
íèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ.

Òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèå çàäàííîé
àôôèííîé êàðòå, íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè ïî îòíîøåíèþ
ê ýòîé êàðòå.

� IV. Òåíçîðû

Òåíçîðîì òèïà (p, q) èëè p ðàç êîâàðèàíòíûì è q ðàç êîíòðà-
âàðèàíòíûì òåíçîðîì íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ íà

V × ...× V︸ ︷︷ ︸
p ðàç

× V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
q ðàç

,

ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó èç p + q àðãóìåíòîâ. Òåíçîðû òèïà (p, q) îá-
ðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Tqp(V ). Îíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì

V ⊗ ...⊗ V︸ ︷︷ ︸
q ðàç

⊗ V ∗ ⊗ ...⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
p ðàç

.

Êîîðäèíàòû òåíçîðà T ∈ Tqp(V ) (â êàêîì-ëèáî áàçèñå ïðîñòðàí-

ñòâà V ) îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç t
j1...jq
i1...ip

.
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Åñëè char K = 0, òî â ïðîñòðàíñòâå Tq0(V ) îïðåäåëåíû ëèíåéíûå
îïåðàòîðû Sym è Alt:

(Sym T )(f1, ..., fq) =
1
q!

∑
σ∈Sq

T (fσ(1), ..., fσ(q)),

(Alt T )(f1, ..., fq) =
1
q!

∑
σ∈Sq

(sgn σ)T (fσ(1), ..., fσ(q)),

ÿâëÿþùèåñÿ ïðîåêòîðàìè íà ïîäïðîñòðàíñòâà Sq(V ) è Λq(V ) ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ è êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ýëåìåíòû èç Λp(V ) ÷àñòî íàçûâàþòñÿ p-âåêòîðàìè (â òîì ÷èñëå
èç Λ2(V )� áèâåêòîðàìè).

Ïðîñòðàíñòâî S(V ) =
∞⊕
q=0

Sq(V ) ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ xy =

= Sym(x ⊗ y) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè-

÷åñêîé àëãåáðîé ïðîñòðàíñòâà V . Ïðîñòðàíñòâî Λ(V ) =
∞⊕
q=0

Λq(V )

ñ îïåðàöèåé x ∧ y = Alt(x ⊗ y) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, êîòîðàÿ íàçûâà-
åòñÿ âíåøíåé àëãåáðîé ïðîñòðàíñòâà V èëè àëãåáðîé Ãðàññìàíà.

�V. Ýëåìåíòû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

Äëÿ èçëîæåíèÿ îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ïåðâîíà÷àëüíûõ ðå-
çóëüòàòîâ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ
íåñêîëüêî ðàçíûõ ñïîñîáîâ. Ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè òåîðèè
âûÿñíÿþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè îïðåäåëåíèé
è âûðàáàòûâàþòñÿ ñïîñîáû ¾ïåðåâîäà ñ îäíîãî ÿçûêà íà äðóãîé¿.
Ìû íå èìååì â âèäó îïðåäåëåííîãî ñïîñîáà ïåðâîíà÷àëüíîãî èçëî-
æåíèÿ, ñ÷èòàÿ öåëåñîîáðàçíûì îçíàêîìèòü èçó÷àþùèõ ñ îñíîâíûìè
ñïîñîáàìè, ïðèíÿòûìè â ëèòåðàòóðå, è äàòü âîçìîæíîñòü ïðå-
ïîäàâàòåëþ íàéòè çàäà÷è, èñïîëüçóþùèå óäîáíûå åìó âàðèàíòû
èçëîæåíèÿ.

Íàïîìíèì â îñíîâíûõ ÷åðòàõ ýòè îñíîâíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîå-
íèþ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé èëè âàðèàíòû òåðìèíîëîãèè.

À. Òåðìèíîëîãèÿ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ëèíåéíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì
Φ: G→GL(V ) ãðóïïû G â ãðóïïó íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ íà V . Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ
èëè ñòåïåíüþ ïðåäñòàâëåíèÿ. Ãîìîìîðôèçìîì ïðåäñòàâëåíèÿ Φ
ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå V â ïðåäñòàâëåíèå Ψ ãðóïïû G íà
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ïðîñòðàíñòâå W íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå α : V →W , äëÿ
êîòîðîãî α(Φ(g)v) = Ψ(g)(α(v)) ïðè âñåõ g ∈ G, v ∈ V . Åñëè ãîìî-
ìîðôèçì α ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ, òî ïðåäñòàâëåíèÿ
Φ è Ψ íàçûâàþò èçîìîðôíûìè.

Ïîäïðîñòðàíñòâî U â ïðîñòðàíñòâå V ïðåäñòàâëåíèÿ Φ ãðóïïû G
íàçûâàþò èíâàðèàíòíûì, åñëè Φ(g)U = U ïðè âñåõ g ∈ G. Ïðåä-
ñòàâëåíèå íåíóëåâîé ñòåïåíè, íå èìåþùåå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ è âñåãî ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàþò íåïðè-
âîäèìûì.

Á. Òåðìèíîëîãèÿ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ìàòðè÷íûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì ãðóïïû G ñòåïåíè n íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ãîìî-
ìîðôèçì ρ : G→ GLn(F ) ãðóïïû G â ãðóïïó îáðàòèìûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F . Äâà ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è σ ãðóï-
ïû G îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà n íàä F íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíû-
ìè (èçîìîðôíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà
C ∈Mn(F ), ÷òî ρ(g) = C−1σ(g)C äëÿ âñåõ g ∈G.

Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè îíî ýê-
âèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ, â êîòîðîì âñå ìàòðèöû èìåþò îäèí è òîò

æå ¾óãîë íóëåé¿, ò. å. èìåþò âèä

(
A D
0 B

)
, ãäå A è B � ìàòðèöû

ïîðÿäêîâ r è s, îäèíàêîâûõ äëÿ âñåõ g ∈G.
Â. Òåðìèíîëîãèÿ ëèíåéíûõ G-ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü G � ãðóïïà,

V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî íà V çàäàíà ñòðóêòóðà
ëèíåéíîãî G-ïðîñòðàíñòâà, åñëè íà G × V îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñî
çíà÷åíèÿìè â V , ïðè÷åì îòîáðàæåíèå v → g ∗ v ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà V â ñåáÿ è g1 ∗ (g2 ∗ v) = (g1g2) ∗ v
ïðè âñåõ g1, g2 ∈ G, v ∈ V . Äâà G-ïðîñòðàíñòâà V è W íàçûâà-
þò èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ
α : V →W , ÷òî α(g ∗ v) = g ∗ α(v) äëÿ âñåõ g ∈G, v ∈ V .

Ïîäïðîñòðàíñòâî U â G-ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàþò èíâàðèàíò-
íûì, åñëè g ∗ u ∈ U ïðè âñåõ g ∈ G, u ∈ U . Íåíóëåâîå G-ïðîñòðàí-
ñòâî V íàçûâàþò íåïðèâîäèìûì, åñëè îíî íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ã. Òåðìèíîëîãèÿ ìîäóëåé íàä ãðóïïîâîé àëãåáðîé. Ïðîñòðàí-
ñòâî V íàçûâàþò ìîäóëåì íàä ãðóïïîâîé àëãåáðîé F [G] èëè
F [G]-ìîäóëåì, åñëè íà F [G] × V îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ (a, v) →
→ a · v ñî çíà÷åíèÿìè â V , äëÿ êîòîðîé a1 · (a2 · v) = (a1a2) · v.
Äâà F [G]-ìîäóëÿ V è W èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå α : V → W , äëÿ êîòîðîãî α(a · v) = a · α(v) ïðè âñåõ
a ∈ F [G], v ∈ V .
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Ïîäïðîñòðàíñòâî U â F [G]-ìîäóëå V íàçûâàþò ïîäìîäóëåì, åñëè
a · u ∈ U ïðè âñåõ a ∈ F [G], u ∈ U , è íåíóëåâîé ìîäóëü V íàçûâà-
þò ïðîñòûì èëè íåïðèâîäèìûì, åñëè îí íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ
ïîäìîäóëåé.

Îòìåòèì, ÷òî, èìåÿ ñòðóêòóðó F [G]-ìîäóëÿ íà V è ðàññìàòðèâàÿ
ãðóïïó G êàê ïîäìíîæåñòâî â F [G] (ñóììû ñ îäíèì íåíóëåâûì êî-
ýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1), ïðè îãðàíè÷åíèè îïåðàöèè íà G × V ìû
ïîëó÷àåì íà V ñòðóêòóðó G-ïðîñòðàíñòâà (g, v)→ g · v.

Íàîáîðîò, èìåÿ íà V ñòðóêòóðó G-ïðîñòðàíñòâà, ìû ìîæåì ïî-
ëîæèòü ((∑

αgg

)
, v

)
→
∑

αg(g ∗ v),

è ýòî ïðåâðàùàåò V â F [G]-ìîäóëü.
Åñëè Φ�ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íà V , òî îïåðàöèÿ

(g, v)→ Φ(g)v

çàäàåò íà V ñòðóêòóðó G-ïðîñòðàíñòâà.
Åñëè V �G-ïðîñòðàíñòâî è Φ(g) : v→ g ∗ v, òî Φ(g)�ëèíåéíûé

îïåðàòîð íà V , è ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî g→ Φ(g)�ëèíåéíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå V .

Åñëè èìååòñÿ ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïûG íà n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V , òî, âûáèðàÿ â V áàçèñ è ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó ýëåìåíòó
g ∈G ìàòðèöó îïåðàòîðà Φ(g) â ýòîì áàçèñå, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæå-
íèå G â GLn(F ), êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì
ãðóïïû G. Äðóãîé âûáîð áàçèñà ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîìó ìàò-
ðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Åñëè çàäàíî n-ìåðíîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ρ ãðóïïû G, òî,
ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó ýëåìåíòó g ∈ G îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ìàò-
ðèöó ρ(g) â ïðîñòðàíñòâå Fn, ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå Fn.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííûå ñïîñîáû ïåðåõîäà îò F [G]-ìî-
äóëåé ê G-ïðîñòðàíñòâàì, ëèíåéíûì è ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì
è îáðàòíî ïåðåâîäÿò íåïðèâîäèìûå îáúåêòû â íåïðèâîäèìûå è èçî-
ìîðôíûå�â èçîìîðôíûå.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â F [G] çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå V = F [G]
ñòðóêòóðó F [G]-ìîäóëÿ; ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëå-
íèå ãðóïïû G íà V íàçûâàþò ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ìû
ìîæåì òàêæå çàäàâàòü ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå, ðàññìàòðèâàÿ
ïðîñòðàíñòâî V ñ áàçèñîì (eg), g ∈ G, è îïðåäåëÿÿ îòîáðàæåíèå
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R : G → GL(V ) ïðàâèëîì R(h)eg = ehg ïðè âñåõ g, h ∈ G. Áàçèñ
(eg) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà ðåãóëÿðíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðóïï.
Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü G′ � êîììóòàíò ãðóïïû G; îáîçíà÷èì

÷åðåç ϕ : G → G/G′ � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà ôîðìóëà
ψ → ψ ◦ ϕ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ìíîæåñòâàìè îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï G è G/G′.

Òå î ð å ì à 2 (Ì à ø ê å). Ïóñòü ãðóïïà G êîíå÷íà è char F íå
äåëèò |G|. Òîãäà âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íàä
ïîëåì F èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Òå î ð å ì à 3. Ïóñòü ãðóïïà G êîíå÷íà, ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòî è char F íå äåëèò |G|. Òîãäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåïðèâî-
äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G íàä ïîëåì F ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, à ñóììà êâàäðàòîâ ðàçìåðíî-
ñòåé ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíà ïîðÿäêó ãðóïïû G.

�VI. Ñïèñîê îïðåäåëåíèé

Ïðèâåäåì ñïèñîê îñíîâíûõ ïîíÿòèé, èñïîëüçîâàííûõ â çàäà÷íè-
êå.

Àëãåáðà áàíàõîâà �ïîëíàÿ íîðìèðîâàííàÿ àëãåáðà.
Àëãåáðà Âåéëÿ �àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.
Àëãåáðà Ãðàññìàíà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà�âíåøíÿÿ àëãåáðà

ïðîñòðàíñòâà.
Àëãåáðà ãðóïïîâàÿ (ãðóïïû G íàä ïîëåì F ) �ìíîæåñòâî êîíå÷-

íûõ ôîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà
∑
g
αgg (g ∈G, ag ∈ F )

ñ åñòåñòâåííûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà ýëåìåíòû ïîëÿ F è îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ

αgg · αhh= αgαhgh,

ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïî çàêîíó äèñòðèáó-
òèâíîñòè.

Àëãåáðà í�åòåðîâà (êîììóòàòèâíàÿ) � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà,
â êîòîðîé âñÿêàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ
êîíå÷íà.

Àëãåáðà íîðìèðîâàííàÿ (íàä íîðìèðîâàííûì ïîëåì F )�àëãåáðà
ñ ôóíêöèåé ‖x‖, x ∈ A, ïðèíèìàþùåé íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì:

à) ‖x‖> 0 è ‖x‖= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x= 0;
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á) ‖x+ y‖6 ‖x‖+ ‖y‖;
â) ‖λx‖= |λ| · ‖x‖, ãäå λ ∈ F , x ∈A;
ã) ‖xy‖6 ‖x‖ · ‖y‖.
Àëãåáðà ïîëóïðîñòàÿ � àëãåáðà, íå èìåþùàÿ íåíóëåâûõ äâóñòî-

ðîííèõ èäåàëîâ, ñîñòîÿùèõ èç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ; â êîììó-
òàòèâíîì ñëó÷àå� àëãåáðà áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, îòëè÷íûõ
îò 0.

Àëãåáðà ïðîñòàÿ � àëãåáðà, íå èìåþùàÿ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ,
îòëè÷íûõ îò 0 è âñåé àëãåáðû.

Àëãåáðà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ (îò ïåðåìåííîé x íàä ïî-

ëåì F )�ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ âûðàæåíèé âèäà
∞∑
k=0

akx
k (ak ∈ F )

ñ åñòåñòâåííûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà ýëåìåíòû ïîëÿ F è îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ

∞∑
k=0

akx
k ·
∞∑
k=0

bkx
k =

∞∑
k=0

ckx
k, ãäå ck =

∑
i+j=k
i>0, j>0

aibj .

Àëãåáðà öåíòðàëüíàÿ�àëãåáðà, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ 1 · F ,
ãäå 1�åäèíèöà àëãåáðû, F �åå îñíîâíîå ïîëå.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîå (íàä íîðìèðîâàííûì
ïîëåì F ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôóíêöèåé ‖x‖, ïðèíèìàþùåé
íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì:

à) ‖x‖> 0 è ‖x‖= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x= 0;
á) ‖x+ y‖6 ‖x‖+ ‖y‖;
â) ‖λx‖= |λ| · ‖x‖, ãäå λ ∈ F , x ∈ V .
Âðàùåíèå � äâèæåíèå, ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà

è èìåþùåå íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
F -âëîæåíèå �èíúåêòèâíûé F -ãîìîìîðôèçì.
Ãîìîìîðôèçì óíèòàðíûé � ãîìîìîðôèçì êîëåö (àëãåáð), ïðè

êîòîðîì åäèíèöà ïåðåõîäèò â åäèíèöó.
F -ãîìîìîðôèçì�ãîìîìîðôèçì àëãåáð íàä ïîëåì F ; òåðìèí óïî-

òðåáëÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðû ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî
íàä íåêîòîðûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .

Ãðóïïà äåëèìàÿ �àáåëåâà ãðóïïà, â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî ýëåìåí-
òà a è ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n óðàâíåíèå nx= a èìååò ðåøåíèå.

Ãðóïïà äèýäðà Dn�ãðóïïà äâèæåíèé ïëîñêîñòè, îòîáðàæàþùèõ
ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê íà ñåáÿ.

Ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ Q8 �ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ±1, ±i, ±j, ±k
ñ óìíîæåíèåì ýëåìåíòîâ, êàê â òåëå êâàòåðíèîíîâ.
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Ãðóïïà Êëåéíà V4 �ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê

{e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

è âñÿêàÿ èçîìîðôíàÿ åé ãðóïïà.

Ãðóïïà ïåðèîäè÷åñêàÿ�ãðóïïà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò êî-
íå÷íûé ïîðÿäîê.

Äâèæåíèå�îòîáðàæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ, ñîõðà-
íÿþùåå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå�ãðóïïàG äåéñòâóåò íà ìíîæå-
ñòâå M , åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó g ∈G ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå áè-
åêöèÿ M →M è g1(g2(m)) = (g1g2)(m) äëÿ ëþáûõ g1, g2 ∈G, m ∈M .

Äåêðåìåíò ïåðåñòàíîâêè � ðàçíîñòü ìåæäó ñòåïåíüþ ïåðåñòà-
íîâêè è ÷èñëîì öèêëîâ â åå ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû
(ñ ó÷åòîì öèêëîâ äëèíû 1).

Äåëèòåëü íóëÿ â êîëüöå � ýëåìåíò a, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò b 6= 0 òàêîé, ÷òî ab= 0 (ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ).

Åäèíèöû ìàòðè÷íûå �êâàäðàòíûå ìàòðèöû Eij (i, j = 1, ..., n),
ó êîòîðûõ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ro ñòîëáöà ñòîèò 1, à îñòàëü-
íûå ýëåìåíòû ðàâíû 0.

Èäåàë ìàêñèìàëüíûé�èäåàë êîëüöà (àëãåáðû), íå ñîäåðæàùèé-
ñÿ ñòðîãî íè â êàêîì èäåàëå, îòëè÷íîì îò âñåãî êîëüöà (âñåé àëãåá-
ðû).

Èäåàë ïðîñòîé (êîììóòàòèâíîãî êîëüöà)�èäåàë, ôàêòîðêîëüöî
(ôàêòîðàëãåáðà) ïî êîòîðîìó íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ.

Èäåìïîòåíò � ýëåìåíò êîëüöà, ñîâïàäàþùèé ñî ñâîèì êâàäðà-
òîì.

Èäåìïîòåíòû îðòîãîíàëüíûå �èäåìïîòåíòû, ïðîèçâåäåíèå êî-
òîðûõ ðàâíî íóëþ.

Êâàòåðíèîí �ýëåìåíò òåëà êâàòåðíèîíîâ.

Êâàòåðíèîí ÷èñòûé � êâàòåðíèîí, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîòî-
ðîãî ðàâíà 0.

Êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ �êîëüöî, íå ñîäåðæàùåå äåëèòåëåé
íóëÿ, îòëè÷íûõ îò 0.

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ x1, ...
... , xn (íàä êîëüöîì A)�ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ âûðàæåíèé âèäà∑

k1,...,km

ak1,...,kmxk1 × ...× xkm (ak1,...,km ∈A)
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ñ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îäíî÷ëåíîâ

ak1,...,kmxk1 ...xkm · bi1,...,isxi1 ...xis =

= ak1,...,kmbi1,...,isxk1 ...xkmxi1 ...xis ,

ðàñïðîñòðàíÿåìûìè íà ñóììû ïî çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè.
Êîëüöî í�åòåðîâî (êîììóòàòèâíîå)�êîììóòàòèâíîå êîëüöî, â êî-

òîðîì âñÿêàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ êî-
íå÷íà.

Êîëüöî ïðîñòîå �êîëüöî ñ íåíóëåâûì óìíîæåíèåì, íå èìåþùåå
äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ, îòëè÷íûõ îò íóëåâîãî è ñàìîãî êîëüöà.

Êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë �êîëüöî, ñîñòîÿùåå èç êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë x+ yi (x, y ∈ Z).

Êîììóòàíò ãðóïïû �ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè êîììóòà-
òîðàìè ýëåìåíòîâ ãðóïïû.

Êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ ãðóïïû x è y�ýëåìåíò xyx−1y−1.
Êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ êîëüöà x è y�ýëåìåíò xy − yx.
Êîîðäèíàòû áàðèöåíòðè÷åñêèå � êîîðäèíàòû λ0, λ1, ..., λn òî÷-

êè x àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû òî÷åê x0, x1, ...
... , xn, íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, îïðåäåëÿþùèåñÿ ðàâåí-
ñòâîì

x=

n∑
i=0

λixi, ãäå

n∑
i=0

λi = 1.

Êîðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà � ðàçíîñòü ìåæäó ðàçìåðíî-
ñòüþ ïðîñòðàíñòâà è ðàçìåðíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà.

Êîðåíü (êîìïëåêñíûé) èç 1�êîìïëåêñíîå ÷èñëî, íåêîòîðàÿ ñòå-
ïåíü êîòîðîãî ñ íåíóëåâûì ïîêàçàòåëåì ðàâíà 1.

Êîðåíü (êîìïëåêñíûé) èç 1 ïåðâîîáðàçíûé ñòåïåíè n� êîðåíü
èç 1 ñòåïåíè n, íå ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì èç 1 ñòåïåíè, ìåíüøåé n.

Ìàòðèöà âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) òðåóãîëüíàÿ �ìàòðèöà, ó êîòîðîé
ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íèæå (âûøå) ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû 0.

Ìàòðèöà Ãðàìà (ñèñòåìû âåêòîðîâ e1, ..., en åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà)�ìàòðèöà ((ei, ej)) ïîðÿäêà n.

Ìàòðèöà êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ�ìàòðèöà A, äëÿ êîòîðîé tA=−A.
Ìàòðèöà êîñîýðìèòîâà � êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé

tA=−Ā, ãäå Ā�ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé åå ýëåìåíòîâ íà
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå.

Ìàòðèöà íèëüïîòåíòíàÿ�ìàòðèöà, íåêîòîðàÿ ñòåïåíü êîòîðîé
ðàâíà íóëåâîé ìàòðèöå (íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò êîëüöà ìàòðèö).
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Ìàòðèöà íèëüòðåóãîëüíàÿ�âåðõíÿÿ (èëè íèæíÿÿ) òðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà ñ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ìàòðèöà îðòîãîíàëüíàÿ �ìàòðèöà A, äëÿ êîòîðîé tA=A−1.

Ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè �ìàòðèöà, ó êîòîðîé â êàæäîé ñòðîêå
è â êàæäîì ñòîëáöå ñòîèò ðîâíî îäèí ýëåìåíò, ðàâíûé 1, à îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû 0.

Ìàòðèöà ïåðèîäè÷åñêàÿ � ìàòðèöà, íåêîòîðàÿ ñòåïåíü êîòîðîé
ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

Ìàòðèöà ïðèñîåäèíåííàÿ �ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàò-
ðèöå, ñîñòàâëåííîé èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåíòîâ äàííîé
ìàòðèöû.

Ìàòðèöà ñèììåòðè÷åñêàÿ �ìàòðèöà A, äëÿ êîòîðîé tA=A.

Ìàòðèöà òðåóãîëüíàÿ �âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-
ðèöà.

Ìàòðèöà óíèìîäóëÿðíàÿ �ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Ìàòðèöà óíèòàðíàÿ � êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A, äëÿ êîòîðîé
tĀ = A−1, ãäå tĀ�ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç tA çàìåíîé åå ýëåìåíòîâ
íà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå.

Ìàòðèöà óíèòðåóãîëüíàÿ � òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ìàòðèöà ýëåìåíòàðíàÿ � ìàòðèöà âèäà E + (γ − 1)Eii, γ 6= 0
(ìàòðèöà I òèïà), E + αEij , i 6= j, α 6= 0 (II òèïà); èíîãäà ýëåìåí-
òàðíûìè íàçûâàþò òàêæå ìàòðèöû-ïåðåñòàíîâêè.

Ìàòðèöà ýðìèòîâà � êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A, äëÿ êîòîðîé
tA = Ā, ãäå Ā � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé åå ýëåìåíòîâ
íà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå.

Ìíîãî÷ëåí êðóãîâîé (äåëåíèÿ êðóãà) Φn(x)�ìíîãî÷ëåí

ϕ(n)∏
k=1

(x− εk),

ãäå ε1, ..., εϕ(n) �ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñòåïåíè n èç 1.

Ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíûé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà�ìíîãî÷ëåí íàè-
ìåíüøåé ñòåïåíè, àííóëèðóþùèé äàííûé îïåðàòîð; ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû îïåðàòîðà.

Ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíûé ìàòðèöû � ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé
ñòåïåíè, àííóëèðóþùèé äàííóþ ìàòðèöó.

Ìîäóëü íåïðèâîäèìûé (èëè ïðîñòîé) � íåíóëåâîé ìîäóëü, íå
èìåþùèé ïîäìîäóëåé, îòëè÷íûõ îò íóëåâîãî è ñàìîãî ìîäóëÿ.
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Ìîäóëü ïðèâîäèìûé �íåíóëåâîé ìîäóëü, íå ÿâëÿþùèéñÿ íåïðè-
âîäèìûì.

Ìîäóëü óíèòàðíûé�ìîäóëü, â êîòîðîì åäèíèöà êîëüöà äåéñòâó-
åò òîæäåñòâåííî.

Ìîäóëü öèêëè÷åñêèé �ìîäóëü, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò òàêîé ýëå-
ìåíò m0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà m ìîäóëÿ M ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò êîëüöà a, ÷òî am0 =m.

Íèëüðàäèêàë êîëüöà � íàèáîëüøèé (â ñìûñëå òåîðåòèêî-ìíîæå-
ñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ) äâóñòîðîííèé èäåàë êîëüöà, ñîñòîÿùèé èç
íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû � íàèáîëüøàÿ ïîäãðóïïà, â êîòîðîé
äàííàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ýëåìåíòà ãðóïïû � íàèìåíüøàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ äàííûé ýëåìåíò.

Îïåðàòîð êîñîñèììåòðè÷åñêèé �ëèíåéíûé îïåðàòîð A, äëÿ êî-
òîðîãî (Ax, y) =−(y, Ax) ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ x è y (ò. å. A∗ =−A).

Îïåðàòîð êîñîýðìèòîâ�ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðîãî (Ax, y) = −(x, A∗y) ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ
x è y (ò. å. A∗ =−A).

Îïåðàòîð íîðìàëüíûé � ëèíåéíûé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì èëè
ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì
îïåðàòîðîì.

Îïåðàòîð îðòîãîíàëüíûé �ëèíåéíûé îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðîãî (Ax, Ay) = (x, y) ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ
x è y (ò. å. A∗ =A−1).

Îïåðàòîð ïîëóïðîñòîé � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ó êîòîðîãî âñÿ-
êîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò èíâàðèàíòíûì äîïîë-
íèòåëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåííûé�ëèíåéíûé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì
èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðîãî (Ax, y) = (x, Ay) ïðè
ëþáûõ âåêòîðàõ x è y (ò. å. A∗ =A).

Îïåðàòîð ñèììåòðè÷åñêèé � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïåðàòîð ñîïðÿæåííûé (ê îïåðàòîðó A) � ëèíåéíûé îïåðàòîð
A∗, äëÿ êîòîðîãî (Ax, y) = (x, A∗y).

Îïåðàòîð óíèòàðíûé �ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðîãî (Ax, Ay) = (x, y) ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ x è y
(ò. å. A∗ =A−1).
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Îïåðàòîð ýðìèòîâ � ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðîãî (Ax, y) = (x, Ay) ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ x è y
(ò. å. A∗ =A).

Îïðåäåëèòåëü Ãðàìà �îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà.
Îðáèòà ýëåìåíòà �ìíîæåñòâî îáðàçîâ ýëåìåíòà ïðè äåéñòâèè

âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû.
Îòðàæåíèå (â ïîäïðîñòðàíñòâå U ïàðàëëåëüíî äîïîëíèòåëüíî-

ìó ïîäïðîñòðàíñòâó V ) � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé êàæäîìó
âåêòîðó x= u+ v (u ∈ U , v ∈ V ) â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð u− v.

Ïàðàëëåëåïèïåä (ñî ñòîðîíàìè a1, ..., ak)�ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé
k∑
i=1

λiai (0 6 λi 6 1, i= 1, ..., k).

Ïåðåñòàíîâêà � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà íà ñåáÿ; ïîäñòàíîâêà.

Ïåðèîä ãðóïïû�íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî
xn = e äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû x.

Ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû,
èìåþùèõ êîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Ïîäãðóïïà ìàêñèìàëüíàÿ �ïîäãðóïïà, íå ñîäåðæàùàÿñÿ ñòðîãî
íè â êàêîé ïîäãðóïïå, îòëè÷íîé îò âñåé ãðóïïû.

Ïîäïðîñòðàíñòâî äîïîëíèòåëüíîå (ê ïîäïðîñòðàíñòâó U)�ïîä-
ïðîñòðàíñòâî V , äëÿ êîòîðîãî âñå ïðîñòðàíñòâî ðàâíî U ⊕ V .

Ïîäïðîñòðàíñòâî âïîëíå èçîòðîïíîå (îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè-
÷åñêîé èëè ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè f(x, y)) � ïîäïðîñòðàíñòâî,
íà êîòîðîì f(x, y) ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå.

Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà�íàèìåíüøåå ðàñùåïëÿþùåå ïîëå
ìíîãî÷ëåíà.

Ïîëå ðàñùåïëÿþùåå ìíîãî÷ëåíîâ �ðàñøèðåíèå ïîëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ, íàä êîòîðûì âñå äàííûå ìíîãî÷ëåíû ðàñêëàäû-
âàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé.

Ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà � ïîïîëíåíèå îòíîñè-
òåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè.

Ïðîåêòèðîâàíèå (íà ïîäïðîñòðàíñòâî U ïàðàëëåëüíî äîïîëíè-
òåëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó V )�ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé êàæ-
äîìó âåêòîðó x= u+ v (u ∈ U , v ∈ V ) â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð u.

Ïðîèçâåäåíèå ïîëóïðÿìîå ãðóïï G è H�ìíîæåñòâî G×H ñ îïå-
ðàöèåé

(x, y)(z, t) = (x · ϕ(y)(z), yt),

ãäå ϕ : H →Aut G�íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì.
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Ñèìâîë Êðîíåêåðà � δii = 1, δij = 0 ïðè i 6= j (i, j = 1, ..., n).
Ñëåä ìàòðèöû�ñóììà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñòîÿùèõ íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè.
Ñëåä îïåðàòîðà �ñëåä ìàòðèöû äàííîãî îïåðàòîðà.
Òåëî êâàòåðíèîíîâ � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R

ñ áàçèñîì 1, i, j, k, ãäå 1 � åäèíèöà óìíîæåíèÿ, i2 = j2 = k2 = −1,
ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j; àëãåáðà îáîáùåííûõ
êâàòåðíèîíîâ ïðè α= β = 1.

Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà �ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ðàâåíñòâîì

µ(n) =


1 ïðè n= 1,

(−1)r, åñëè n�ïðîèçâåäåíèå r ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ôóíêöèÿ Ýéëåðà � ïðè n = 1 ðàâíà 1, ïðè n > 1 ðàâíà ÷èñëó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n.

Öåíòð ãðóïïû (êîëüöà)�ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû (êîëüöà),
ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû (êîëüöà).

Öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà ãðóïïû �ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ äàííûì ýëåìåíòîì.

Ýëåìåíò íèëüïîòåíòíûé êîëüöà � ýëåìåíò, íåêîòîðàÿ ñòåïåíü
êîòîðîãî ðàâíà 0.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû íàä êîëüöîì �
óìíîæåíèå ñòðîêè íà îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà (I òèï), ïðèáàâëå-
íèå ê ñòðîêå äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ýëåìåíò êîëüöà (II òèï).

p-ãðóïïà�ãðóïïà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò ïîðÿäîê âèäà pn

(n ∈ N).
p-ïîäãðóïïà ñèëîâñêàÿ �ìàêñèìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà.

�VII. Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

tA�òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû A.
Â�ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû A.
A∗�ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A.
An�çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n (ãðóïïà ÷åòíûõ ïåðåñòà-

íîâîê íà ìíîæåñòâå {1, 2, ..., n}).
|A|�÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A.
[A, B]�êîììóòàòîð AB −BA ìàòðèö A è B.
Aut G�ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G.
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Alt�îïåðàòîð àëüòåðíèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ Tq0(V ).
(a)�èäåàë êîëüöà, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì a.
〈a〉 � ïîäãðóïïà (ïîäêîëüöî, ïîäàëãåáðà, ïîäïðîñòðàíñòâî), ïî-

ðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì a.
〈a〉n�öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì a.
arg z�àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z; ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0 6 arg z <

< 2π.
C�ìíîæåñòâî (ïîëå, àääèòèâíàÿ ãðóïïà) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Dn � ãðóïïà äèýäðà (ãðóïïà äâèæåíèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíè-

êà).
Dn(A)�ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä êîëü-

öîì A.
D�îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ.
diag(λ1, ..., λn)� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè λ1, ..., λn

íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
End A�êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâîé ãðóïïû A (êîëüöà A).
eA�ñóììà ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè ex ïðè x=A (A�ìàòðèöà).
Eij (ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà)�ìàòðèöà, ó êîòîðîé ýëåìåíò íà ïåðå-

ñå÷åíèè i-é ñòðîêè ñ j-ì ñòîëáöîì ðàâåí 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû
ðàâíû 0.

Fq �ïîëå èç q ýëåìåíòîâ.
Ga�ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà ýëåìåíòà a ∈M ïðè äåéñòâèè ãðóï-

ïû G íà ìíîæåñòâå M .
G′�êîììóòàíò ãðóïïû G.
GL(V )�ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â âåêòîð-

íîì ïðîñòðàíñòâå V .
GLn(F )�ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â n-ìåð-

íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì F , ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ
ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F .

GLn(q)�òî æå ñàìîå, ÷òî è GLn(Fq).
H�òåëî êâàòåðíèîíîâ.
Hom(A, B) � ãðóïïà ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïïû A â àáåëåâó ãðóï-

ïó B.
R∗�ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R.
F (a)�ðàñøèðåíèå ïîëÿ F , ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ýëåìåí-

òà a.
F [G]�ãðóïïîâàÿ àëãåáðà ãðóïïû G íàä ïîëåì F .
R[x]�êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîãî x ñ êîýôôèöèåíòàìè

èç êîëüöà R.



408 Òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

R[x]n�ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà R[x] ñòåïåíè, íå áîëü-
øåé n.

F (x)�ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííîãî x ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç ïîëÿ F .

R[[x]]� êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò ïåðåìåííîãî x
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà R.

R[x1, ..., xn]�êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ x1, ..., xn ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà R.

R{x1, ..., xn}� êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò íåêîììóòèðóþùèõ ïåðå-
ìåííûõ x1, ... , xn ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà R.

L(V )�ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå V .

ln A�ñóììà ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè ln(1− x) ïðè x= E −A (A�
ìàòðèöà).

Mn(R)�êîëüöî (àëãåáðà) ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä êîëüöîì R.
N�ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
N(A)�íèëüðàäèêàë àëãåáðû A.
N(H)�íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû H.
NA/F (a)�íîðìà ýëåìåíòà a àëãåáðû A íàä ïîëåì F .
nZ�ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ ÷èñëó n.
On(F )�ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F .
Q�ìíîæåñòâî (ïîëå, àääèòèâíàÿ ãðóïïà) ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Qp�ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
R+�ìíîæåñòâî (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà) ïîëîæèòåëüíûõ âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë.
rkA�ðàíã ìàòðèöû.
rkA�ðàíã ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A.
〈S〉�ïîäãðóïïà (ïîäêîëüöî, ïîäàëãåáðà, ïîäïðîñòðàíñòâî) ñ ìíî-

æåñòâîì ïîðîæäàþùèõ S; àôôèííàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà S.
Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n (ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê

ìíîæåñòâà {1, ... , n}).
SX �ãðóïïà âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà X íà

ñåáÿ.
SLn(F )�ãðóïïà ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 íàä ïîëåì F .
SLn(q)�òî æå ñàìîå, ÷òî SLn(Fq).
SOn(F )� ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 íàä

ïîëåì F .
SUn(C)�ãðóïïà óíèòàðíûõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòå-

ëåì 1.
SUn�òî æå ñàìîå, ÷òî è SUn(C).
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S(V )�ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V .
Sq(V )� q-ÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V .
Sym�îïåðàòîð ñèììåòðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ Tq0(V ).
T(V )�òåíçîðíàÿ àëãåáðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V .
Tqp(V )� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ òèïà (p, q) íà âåêòîð-

íîì ïðîñòðàíñòâå V .
tr A�ñëåä ìàòðèöû A.
tr A�ñëåä ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A.
trA|F (a)�ñëåä ýëåìåíòà a àëãåáðû A íàä ïîëåì F .
U�ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ìîäóëåì 1.
Un�ãðóïïà êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñòåïåíè n èç 1.
Up∞ � ãðóïïà êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñòåïåíè pn èç 1 (n ∈ N) (p�

ïðîñòîå ÷èñëî).
U◦ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäìíîæåñòâó U âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå.
U⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäìíîæåñòâó U âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî çàäàííîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè.
UTn(F ) � ãðóïïà óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïî-

ëåì F .
V4 �ãðóïïà Êëåéíà.
V ∗�âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå (äâîéñòâåííîå) ê ïðî-

ñòðàíñòâó V .
V (a1, ..., ak)�îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíàìè a1, ..., ak.
x ∧ y�ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x, y â àëãåáðå Ãðàññìàíà âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà.
Z�ìíîæåñòâî (êîëüöî, àääèòèâíàÿ ãðóïïà) öåëûõ ÷èñåë; áåñêî-

íå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Zn � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n; êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäó-

ëþ n.
Zp�êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
Z[i]�êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë.
n
√
z�ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñòåïåíè n èç ÷èñëà z ∈ C.

µ(n)�ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà.
µ(a)�ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí àëãåáðàè÷åñêîãî ýëåìåíòà a.
Λ(V ) � âíåøíÿÿ àëãåáðà (àëãåáðà Ãðàññìàíà) âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V .

Φn(x)�ìíîãî÷ëåí äåëåíèÿ êðóãà (îí æå êðóãîâîé)
ϕ(n)∏
k=1

(x − εk),

ãäå εk �ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç 1 (k = 1, ..., ϕ(n)).
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ϕ(n)�ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
χA|F (a, x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà a àëãåá-

ðû A íàä ïîëåì F .
1X �òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X.
2X �ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.
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