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I. Название дисциплины: Алгебра, семестр 1

      II.  Цели и задачи дисциплины:
А. Цели дисциплины. Cформировать у студентов общий базовый уровень знания об основах алгебры, а также о месте и роли алгебры в математике и практической деятельности. Дать целостное представление об основных принципах и особенностях математического знания (универсальность, единство абстрактного и конкретного и другое). Сформировать у студентов навыки применения простейших алгебраических объектов (матрицы, определители и многочлены) в вычислительных задачах и алгоритмах. Подготовить студентов к практическому анализу и использованию алгебраических методов в разных разделах современной математики и естествознания.

Б. Задачи дисциплины.
В результате освоения дисциплины обучающийся должен 

1) знать основные факты о матрицах, определителях и многочленах от одной и нескольких переменных и их приложениях в разных областях математики и естествознания;

2) овладеть методами исследования и решения систем линейных уравнений;

3) овладеть алгеброй комплексных чисел.

III.  Место дисциплины / практики в структуре ООП:
Б. Информация о месте дисциплины в учебном плане:

     Первый курс;

     Первый семестр.
B. Перечень дисциплин, которые должны быть освоены для начала освоения и параллельно данной дисциплине: аналитическая геометрия,  математический анализ.

Г. Общая трудоемкость: 108  академических часов.
Д. Формы промежуточной аттестации:  зачет, экзамен.
IV.
Формы проведения занятий:

—
форма занятий с указанием суммарной трудоемкости по каждой форме:


аудиторная работа, лекции  – 54 часа;


аудиторная работа, семинары – 54 часа;


самостоятельная работа – 72 часа; (см. учебный план)


—
формы текущего контроля: домашние задания, контрольные работы. 
V. Распределение трудоемкости по разделам и темам, а также формам проведения занятий с указанием форм текущего контроля и промежуточной аттестации
ПО НЕДЕЛЯМ :

	№ п/п
	Наименование разделов и тем дисциплины 
	Трудоемкость (в ак. часах) по формам занятий 
	Формы

 контроля

	
	
	Аудиторная работа (с разбивкой по формам и видам)
	Самостоятель​ная работа
	

	
	
	Лекции
	Семинары

	
	

	1
	Тема 1. Решение систем линейных алгебраи​чес​ких уравнений методом Гаусса. 

	6
	6
	8
	Домашнее

 задание

	2
	Тема 2. Линейная зависимость и независи​мость системы векто​ров. Ранг системы век​торов.
	6
	6
	8
	Домашнее задание

	3
	Тема 3. Подстановки. Операции над подста​новками. Четность под​становки.
	4
	4

	8
	Домашнее задание

	4
	Тема 4. Определители.  Основные свойства, методы вычисления и приложения.
	8
	8

	8
	Домашнее задание 

	5
	Тема 5. Операции над матрицами. Применения матриц.
	6
	6
	8
	Домашнее задание

	6
	Тема 6. Понятие о группах. Примеры.
	4
	4
	8
	Домашнее задание

	7
	Тема 7. Комплексные числа.
	4
	4
	8
	Домашнее задание

	8
	Тема 8. Многочлены от одной переменной. 
	8
	8
	8
	Домашнее задание

	9
	Тема 10. Многочлены от нескольких пере​мен​ных.
	8
	8
	8
	Домашнее задание

	
	Итого:
	54
	54
	72
	 экзамен


VI.
Содержание дисциплины - аудиторная и самостоятельная работа:
Тема 1. 
Решение систем линейных алгебраи​чес​ких уравнений методом Гаусса. 
Содержание лекций: Система линейных уравнений. Совместность и определенность. Эквивалентность систем. Матрица коэффициентов и расширенная матрица системы. Элементарные преобразования. Приведение матриц и систем линейных уравнений к ступенчатому виду. Метод Гаусса.
Задания для самостоятельной работы: изучение материалов темы, решение задач , подготовка к контрольной работе,  работа над творческим заданием: Исследование и решение систем линейных уравнений.
Тема 2. 

Линейная зависимость и независи​мость системы векто​ров. Ранг системы век​торов.
Содержание лекций: Линейная зависимость строк (столбцов). Основная лемма о линейной зависимости, базис строк (столбцов). Совпадение числа векторов в различных базисах одной и той же системы строк (столбцов). Ранг матрицы. Инвариантность ранга системы строк (столбцов) матрицы при элементарных преобразованиях её строк. Вычисление ранга матрицы приведением её к ступенчатому виду. Критерий совместности и определенности системы линейных уравнений в терминах рангов матриц. Фундаментальная система решений однородной системы линейных уравнений.

Задания для самостоятельной работы: изучение материалов темы, решение задач , подготовка к контрольной работе,  работа над творческим заданием: Установление  линейной зависимости (независимости) заданной системы строк (столбцов). Выражение вектора через векторы заданного базиса. Вычисление ранга матрицы  приведением к ступенчатому виду. Нахождение фундаментальной системы решений однородной системы линейных уравнений.
Тема 3.
Подстановки. Операции над подста​новками. Четность под​становки.

Содержание лекций: Группа подстановок конечного множества, знак подстановки (четность), знакопеременная группа, разложение подстановки в произведение транспозиций и независимых циклов.
Задания для самостоятельной работы: изучение материалов темы, решение задач , подготовка к контрольной работе,  работа над творческим заданием: Операции над подстановками, определение чётности заданной подстановки.
Тема 4. 

Определители.  Основные свойства, методы вычисления и приложения.

Содержание лекций: Определитель квадратной матрицы, его основные свойства (линейность, кососимметричность, определитель транспонированной матрицы). Изменение определителя при элементарных преобразованиях строк (столбцов) матрицы. Определитель треугольной матрицы. Критерий равенства определителя нулю. Определитель матрицы с углом нулей. Определитель Вандермонда. Миноры и алгебраические дополнения элементов. Разложение определителя по строке (столбцу). Лемма о '"фальшивом" разложении определителя. Формулы Крамера для решения определенных квадратных систем линейных уравнений.
Задания для самостоятельной работы: изучение материалов темы, решение задач , подготовка к контрольной работе,  работа над творческим заданием:  Вычисление определителей малых порядков. Вычисление определителей с помощью приведения матрицы к треугольному виду элементарными преобразованиями. Вычисление определителей с помощью разложения определителя по строке (столбцу). Вычисление определителей с помощью рекуррентных соотношений. Применение формул Крамера для решения определенных квадратных систем линейных уравнений.

Тема 5. 

Операции над матрицами. Применения матриц.
Содержание лекций: Операции над матрицами и их свойства. Обобщенная ассоциативность. Транспонирование произведения матриц. Умножение матрицы на диагональную матрицу слева и справа. Единичная матрица, ее единственность. Скалярные матрицы. Обратная матрица, ее единственность. Критерий существования и формула вычисления элементов обратной матрицы. Умножение треугольных матриц. Матричные единицы и их умножение. Элементарные матрицы и их связь с элементарными преобразованиями. Определитель произведения матриц. Нахождение обратной матрицы с помощью элементарных преобразований. Миноры прямоугольной матрицы. Вычисление ранга матрицы с помощью миноров (теорема о ранге матрицы). Ранг произведения матриц. Матричная запись системы линейных уравнений. Строение общего решения неоднородной системы уравнений, его геометрическая интерпретация 

.

Задания для самостоятельной работы: изучение материалов темы, решение задач , подготовка к контрольной работе,  работа над творческим заданием: Выполнение различных операций над матрицами. Нахождение обратной матрицы с помощью элементарных преобразований и с помощью алгебраических дополнений. Решение линейных матричных уравнений. Вычисление ранга матриц с помощью окаймляющих миноров. 
Тема 6. 

Понятие о группах. Примеры.
Содержание лекций: Основные алгебраические структуры: группы.  Циклические группы. Порядок элемента. Подгруппы циклических групп. Изоморфизм циклических групп одного порядка. Теорема Кэли. Смежные классы, теорема Лагранжа и ее следствия.

Задания для самостоятельной работы: изучение материалов темы, решение задач , подготовка к контрольной работе,  работа над творческим заданием: Проверка аксиом группы на примерах. Нахождение порядков элементов групп. Нахождение числа элементов циклической группы, имеющих заданный порядок. Решение уравнений вида xk=e  в циклической группе. 
Тема 7. 

Комплексные числа.
Содержание лекций: Основные алгебраические структуры: кольца, поля.

Поле комплексных чисел. Комплексная плоскость. Модуль и аргумент комплексного числа. Алгебраическая и тригонометрическая форма записи комплексных чисел. Операция сопряжения комплексных чисел и ее свойства. Формула Муавра. Корни целой степени из комплексного числа. Группа комплексных корней из единицы.

Задания для самостоятельной работы: изучение материалов темы, решение задач , подготовка к контрольной работе,  работа над творческим заданием: Операции над комплексными числами, вычисление корней из комплексного числа, решение уравнений в комплексных числах. Применение комплексных чисел к вычислению некоторых сумм и решению геометрических задач.
Тема 8. 

Многочлены от одной переменной.
Содержание лекций:  Кольцо многочленов от одной переменной над полем. Возможность и единственность деления на ненулевой многочлен с остатком. Наибольший общий делитель двух многочленов, его выражение через многочлены, алгоритм Евклида.

Неприводимые многочлены. Факториальность кольца многочленов и кольца целых чисел. Многочлен как функция. Схема Горнера. Корни многочлена, кратность корня. Понижение кратности корня при дифференцировании, избавление от кратных корней.

Алгебраическая замкнутость поля комплексных чисел. Неприводимые многочлены над полями комплексных и действительных чисел. Интерполяционный многочлен, формула Лагранжа и метод Ньютона для его построения. Поле рациональных дробей. Простейшие дроби. Разложение правильной дроби в сумму простейших дробей, случай вещественного и комплексного полей. Границы корней многочлена. Теорема Декарта. Метод Штурма отделения вещественных корней многочлена.

Задания для самостоятельной работы: изучение материалов темы, решение задач , подготовка к контрольной работе,  работа над творческим заданием:  Деление на многочленов с остатком. Нахождение наибольшего общего делителя двух многочленов и его линейного выражения через заданные многочлены  с помощью алгоритма Евклида. Проверка неприводимости заданного многочлена над различными полями, признак Эйзенштейна. Разложение многочленов на неприводимые множители. Применение схемы Горнера, определение кратности корня многочлена, избавление от кратных корней. Построение интерполяционных многочленов. Разложение правильной дроби в сумму простейших дробей, случай вещественного и комплексного полей. Нахождение числа вещественных корней многочлена методом Штурма.

Тема 9. 

Многочлены от нескольких переменных.
Содержание лекций:  Кольцо многочленов от нескольких переменных. Лексикографический порядок на одночленах. Старший член произведения многочленов. Симметрические многочлены, их выражение через элементарные симметрические многочлены, формулы Виета. Результант двух многочленов, его выражение через корни многочленов. Дискриминант многочлена, выражение дискриминанта через корни многочлена. Решение уравнений степени 3 и 4.
Задания для самостоятельной работы: изучение материалов темы, решение задач , подготовка к контрольной работе,  работа над творческим заданием: Выражение симметрических многочленов через элементарные симметрические многочлены. Применение формул Виета. Вычисление результантов и дискриминантов. Исключение неизвестных из систем полиномиальных уравнений.

VII.
Используемые образовательные, научно-исследовательские и научно-производственные
технологии:

A. Образовательные технологии: интерактивные лекции и семинары; решение типовых задач; выполнение творческого задания; дискуссии по теме занятий; активное обсуждение и оценка работы студентов в группе; самостоятельная работа.

Б. Научно-исследовательские технологии: изучение литературы, а также научных и научно-популярных статей, блогов и лекций ведущих отечественных и зарубежных специалистов, представленным в Интернете.  

VIII.
Учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы студентов, оценочные средства контроля успеваемости и промежуточной аттестации:
1. Учебно-методические рекомендации для обеспечения самостоятельной работы
студентов, в том числе ссылки на методические материалы, размещенные на сайте кафедры:
На сайте кафедры (см. ниже IX B) размещаются списки вопросов к экзамену и к коллоквиуму, а также образцы контрольных работ (раздел «Обязательные курсы»). Кроме того, дополнительные материалы размещаются на персональных страницах преподавателей (раздел «Сотрудники»).

Б. Примерный список заданий для проведения текущей и промежуточной аттестации:

Примеры контрольных работ
Контрольная работа № 1
1. Исследуйте совместность и найдите общее решение системы линейных уравнений:
  2x1   +   7x2   +   3х3   +    х4   =   6,

  3x1   +   5x2   +   2х3   +   2х4   =   4, 

  9x1   +   4x2   +    x3   +   7х4   =   2.

2. Найдите все значения , при которых вектор x = (7, —2, λ) линейно выражается через векторы а1 = (2, 3, 5),   а2 = (3, 7, 8),   а3 = (1, -6,1).

3. Перемножьте подстановки
                        1 2 3 4 5                            1 2 3 4 5
π1=                                 и      π2=
                        5 3 1 2 4                            З 4 1 5 2  

в прямом и в обратном порядке. Найдите четность каждой подста​новки и четность их произведения. Найдите обратные подстановки к π1 и π2 и разложите их на непересекаю​щиеся циклы.
4. Найдите определитель матрицы

 3 -5 2 -4
-3  4 -5 3

-5  7 -7 5

 8 -8 -5 6

5. Найдите произведение A-1B-1, где 

     2  4 -2            -1  1 1
A =  4  2  2 ,      B =  5 -1 3
    -2 -2  4             2 -1 3
6. Найдите определитель матрицы     y2+1   y  0  0 ...       0   0

                              y   y2+1 y  0 ...      0   0

                                ............
                              0    0  0  0 ...  y  y2+1 y
Контрольная работа № 2

1.  Найдите ранг матрицы 80 ( 80 в зависимости от параметра λ(С:

  λ  1 1 . . . 1  1 -λ

  1  λ 1 . . . 1 -λ  1

      . . . . . . .

  1 –λ 1 . . . 1  λ  1

 -λ  1 1 . . . 1  1  λ
2. Вычислите корень степени 3 из числа (1-5i)/(1+i)-5(1+2i)/(2-i)+ 2.
3. Вычислите сумму  sin x + Cn1 sin 2x +. . . + Cnn sin(n + 1)x.
4. Найдите наибольший общий делитель многочленов
f = x4 + 2x3 – x2 – 4x – 2 и g = x4 + x3 – x2 – 2x – 2 

и его выражение через f  и g над полем Q.
5. Найдите число неприводимых многочленов степени 3 со старшим коэффициентом 1 над полем Z3.
6. Разложите (x13 – x)–2 на простейшие дроби над полем Z13.  
Вопросы к экзамену
1. Системы линейных уравнений. Приведение матрицы к ступенчатому ви​ду при помощи элементарных преобразований строк. Метод Гаусса. 
2. Ассоциативность отображений. Обратное отображение. Подстановки. Их количество. Понятие группы. Группа подстановок. 
3. Разложение подстановки в произведение транспозиций. Изменение чет​ности при транспозиции. Четность подстановок.
4. Разложение подстановки в произведение незави​симых циклов.

5. Определитель. Определитель треугольной матрицы. Полилинейность и кососимметричность определителя.

6. Вычисление определителя при помощи элементарных преобразований. Определитель Вандермонда.

7. Определитель транспонированной матрицы. Определитель с углом ну​лей.

8. Разложение определителя по строке или столбцу. Фальшивое разложе​ние.

9. Теорема и формулы Крамера.

10. Операции над матрицами. Их свойства. Ассоциативность умножения матриц. Матричная запись систем линейных уравнений. Понятие коль​ца.

11. Обратимые элементы и делители 0 в кольце. Кольцо матриц. Обратные матрицы. Единственность. Формула для обратной матрицы. Делители 0 в кольце матриц. Критерий существования обратной матри​цы.
12. Матричные единицы. Элементарные матрицы. Вычисление обратной матрицы при помощи элементарных преобразований. 
13. Определитель произведения матриц. Полная и специальные линейные группы. 
14. Понятие векторного пространства. Примеры. Понятие линейной зависи​мости векторов и ее свойства. Линейная зависимость т векторов в Rn  при m>n.
15. Базис системы векторов. Стандартный базис в Rn. Основная лемма о линейной зависимости. Следствия. Ранг системы векторов. 
16. Ранг матрицы. Критерий равенства определителя нулю (в терминах ран​гов).

17. Теорема о ранге матрицы.

18. Ранг произведения матриц. Нахождение базиса и ранга системы векто​ров.

19. Теорема Кронекера-Капелли. Связь решений неоднородной и соответ​ствующей однородной систем линейных уравнений. 
20. Базис и размерность пространства решений однородной системы линей​ных уравнений. Фундаментальная система решений. Задание подпро​странства однородной системой линейных уравнений.
21. Понятие поля. Примеры. Характеристика поля. Построение кольца вы​четов. Обратимые элементы и делители 0. Когда кольцо вычетов явля​ется полем?
22. Построение поля комплексных чисел. Алгебраи​ческое и геометрическое представление. Комплексное сопряжение.

23. Модуль и аргумент комплексного числа. Тригонометрическая форма. Умножение комплексных чисел в тригонометрической форме. Формула Муавра. Корни из комплексных чисел.

24. Группа корней из 1. Ее изоморфизм с группой вычетов. Первообразные корни. Кольцо многочленов (над коммутативным ассоциативным коль​цом с 1).
25. Алгебра многочленов над полем. Подстановка элемента в многочлен. Схема Горнера. Теорема Безу. Понятие делимости (в кольцах). Свой​ства.

26. Деление многочленов с остатком. Наибольший общий делитель. Алго​ритм Евклида.

27. Неприводимые многочлены. Факториальность кольца многочленов над полем. Следствия. Число корней многочлена.

28. Функциональное равенство многочленов. Интерполяционная формула Лагранжа.

29. Дифференцирования. Дифференцирования алгебры многочленов (от одной переменной). Кратные множители и корни. Понижение кратно​сти при дифференцировании. Отделение кратных множителей.

30. Лемма о возрастании модуля многочлена. Лемма Даламбера.
31. Алгебраическая замкнутость поля комплексных чисел. Неприводимые многочлены над полем комплексных и полем действительных чисел.

32. Конструкция поля частных. Поле рациональных функций.

33. Простейшие и правильные дроби. Разложение в сумму простейших.

34. Кольцо многочленов от нескольких переменных. Степень многочлена от нескольких переменных. Однородные многочлены. Свойства.

35. Симметрические многочлены. Лексикографический порядок. Старший член. Его свойства.

36. Теорема о симметрических многочленах.

37. Результант и дискриминант.

38. Циклические группы. Порядки элементов. Изоморфизм циклических групп одного порядка. Подгруппы циклических групп.
39. Смежные классы. Теорема Лагранжа. Следствия.

IX.
Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины: 
А.
Основная литература: 
 [1]  Э.Б. Винберг. Курс алгебры. Москва, МЦНМО, 2013, 592 стр.
 [2] А.И. Кострикин. Введение в алгебру. Часть 1: Основы алгебры. Москва, МЦНМО, 2012, 272 стр.  
 [3] А.Г.Курош. Лекции по общей алгебре. Москва, Лань, 2007, 555 стр. 
 [4] А.И.Кострикин (под редакцией). Сборник задач по алгебре. Москва, МЦНМО, 2009, 408 стр. 

Б.
Дополнительная литература:

[1] Б.Л. ван дер Варден. Алгебра. Москва, Наука, 1976, 648 стр.

[2] А.В.Михалёв, А.А.Михалёв, Начала алгебры, часть 1. М., ИУИТ, 2005, 258 с.
B.
Программное обеспечение и Интернет-ресурсы:
Сайт кафедры высшей алгебры МГУ: http://halgebra.math.msu.su/wiki/doku.php

X. Материально-техническое обеспечение дисциплины:

A.
Помещения:

- аудитория

Б. Оборудование:

- доска в аудитории для лекций и семинаров;
             В. Иные материалы: нет
Автор_________________________
Программа утверждена на заседании кафедры, 

протокол № ____ от ___________2019г.








Заведующий кафедрой 

В.А.Артамонов

