
êîëüöà, àëãåáðû, èäåàëû, ôàêòîðêîëüöà
Îïðåäåëåíèå 1. Ýëåìåíòû a, b 6= 0 êîëüöà R íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ,
åñëè ab = 0.

Ýëåìåíò r ∈ R íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå,
÷òî rn = 0.

Êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ íàçûâàåòñÿ öåëîñòíûì (îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè).
Êîëüöî ñ îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàçûâà-

åòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.
Îïðåäåëåíèå 2. Àëãåáðà � ýòî êîëüöî R, ÿâëÿþùååñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàä íåêîòîðûì ïîëåì F , ïðè÷¼ì λ(ab) = (λa)b = a(λb) äëÿ ëþáûõ
a, b ∈ R, λ ∈ F .
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà M ñ
îïåðàöèÿìè ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè è ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Íàé-
äèòå òàì âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû, äåëèòåëè íóëÿ è íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû.
Çàäà÷à 2. Íàéòè âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû, äåëèòåëè íóëÿ è íèëüïîòåíòû â
ñëåäóþùèõ êîëüöàõ:

à) Zn

á) âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû íàä ïîëåì
â) êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2 íàä R
ã) ôóíêöèè íà îòðåçêå
ä) íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé è áåç äåëèòåëåé
íóëÿ íàä C èçîìîðôíà C.
Çàäà÷à 4. Ïåðå÷èñëèòå âñå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà êîììóòàòèâíûå äâó-
ìåðíûå àëãåáðû íàä C

à) ñ åäèíèöåé
á) íå îáÿçàòåëüíî ñ åäèíèöåé

Çàäà÷à 5. Ïåðå÷èñëèòå âñå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà êîììóòàòèâíûå äâó-
ìåðíûå àëãåáðû íàä R

à) ñ åäèíèöåé
á) íå îáÿçàòåëüíî ñ åäèíèöåé

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäìíîæåñòâî I â êîëüöå R íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì)
èäåàëîì, åñëè ýòî ïîäãðóïïà ïî ñëîæåíèþ è ∀i ∈ I, r ∈ R: ri ∈ I (ir ∈ I).

Åñëè I � è ëåâûé, è ïðàâûé èäåàë, òî I � äâóñòîðîííèé èäåàë.
Èäåàë àëãåáðû � èäåàë êîëüöà, ÿâëÿþùèéñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Èäåàë, íå ñîâïàäàþùèé ñî âñåì êîëüöîì (òî åñòü ñîáñòâåííûé) è íå ñîäåð-

æàùèéñÿ íè â êàêîì áîëüøåì ñîáñòâåííîì èäåàëå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.
Èäåàë, â êîòîðîì èç òîãî, ÷òî ab ∈ I ñëåäóåò, ÷òî ëèáî a ∈ I, ëèáî b ∈ I,

íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.
Çàäà÷à 6. Íàéòè âñå ëåâûå/ïðàâûå/äâóñòîðîííèå èäåàëû â êîëüöå êâàäðàò-
íûõ ìàòðèö íàä ïîëåì.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü R � êîëüöî, à I � äâóñòîðîííèé èäåàë. Ìíîæåñòâî
ñìåæíûõ êëàññîâ r + I ñ îïåðàöèÿìè (r1 + I) + (r2 + I) = r1 + r2 + I, (r1 + I) ·
(r2 + I) = r1 · r2 + I íàçûâàåòñÿ ôàêòîðêîëüöîì R/I.
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Tåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàí ãîìîìîðôèçì êîëåö ϕ : R → S. Òîãäà Kerϕ � èäåàë
â R è R/Kerϕ ∼= Imϕ.
Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð êîëüöî ïî ïðîñòîìó èäåàëó � îáëàñòü öåëîñò-
íîñòè, à ïî ìàêñèìàëüíîìó � ïîëå.
Çàäà÷à 8. Íàéòè âñå èäåàëû êîëåö à) Z, á) F [x], ãäå F � ïîëå.
Çàäà÷à 9. Îáðàçóþò ëè èäåàë âñå íåîáðàòèûå ýëåìåíòû êîëüöà

à) Z
á) C[x]
â) R[x]
ã) Zn

Çàäà÷à 10. Íàéòè âñå ïðîñòûå è ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â êîëüöàõ
à) Z
á) C[x]
â) R[x]
ã) Zn

Îïðåäåëåíèå 5. Èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ S � ýòî ìèíè-
ìàëüíûé èäåàë, ñîäåðæàùèé S. Îáîçíà÷àåòñÿ (S).

Èäåàë (a), ãäå a ∈ R íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì.
Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ, åñëè âñå èäåàëû â í¼ì ãëàâ-

íûå.
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî (S) = {∑ risi | ri ∈ R, si ∈ S}.
Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, òî êîëüöà Z è F [x] � êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ, à Z[x] è
F [x, y] � íåò.
Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî R[x]/(x2 + 1) ∼= C.
Çàäà÷à 14. à) Êàêèå èç ñëåäóþùèõ àëãåáð èçîìîðôíû?
C[x]
C[x, y]/(x2 + y2)
C[x, y]/(x2 − y2)
C[x, y]/(x− y2)
C[x, y]/(y2)
á) òîò æå âîïðîñ, åñëè C âåçäå çàìåíèòü íà R.


