
Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû, àâòîìîðôèçìû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G1, . . . , Gk � ãðóïïû (ïîëóãðóïïû, ìîíîèäû). Ïðÿ-
ìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï (ïîëóãðóïï, ìîíîèäîâ) G1, . . . , Gk � ýòî ìíîæåñòâî
{(g1, . . . , gk)} | gi ∈ Gi ñ îïåðàöèåé (g1, . . . , gk) · (h1, . . . , hk) = (g1 ·h1, . . . , gk ·hk).

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï (ïîëóãðóïï, ìîíîèäîâ)
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (ïîëóãðóïïîé, ìîíîèäîì). Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ïðÿìîì ïðî-
èçâåäåíèè?

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò g ∈ G, ÷òî G = {e, g, g−1, g2, g−2, . . .}.
Tåîðåìà 1. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ëèáî Z, ëèáî Zn äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî n.

Çàäà÷à 2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû öèêëè÷åñêàÿ.
á) Îïèøèòå âñå ïîäãðóïïû â Z è â Zn.

Çàäà÷à 3. à) Ïóñòü G = 〈g〉n. Êàêîé ïîðÿäîê ó ýëåìåíòà gm?
á) Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà k â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà n?

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå ϕ : G → G íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì, åñëè ϕ
- ýòî ãîìîìîðôèçì èç G â G.

Àâòîìîðôèçì - ýòî áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì. Òî åñòü àâòîìîðôèçì - ýòî
èçîìîðôèçì èç G â G.

Çàäà÷à 4. Êàêèå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû îáðàçóþò ìíîæåñòâà ýíäîìîð-
ôèçìîâ è àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè?

Çàäà÷à 5. Îïèøèòå âñå ýíäîìîðôèçìû è àâòîìîðôèçìû ãðóïïû Z. Êàê óñòðî-
åíà èõ êîìïîçèöèÿ?

Çàäà÷à 6. à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ãîìîìîðôèçìîâ èç Z3 â Z4?
á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ãîìîìîðôèçìîâ èç Z15 â Z12?

Çàäà÷à 7. Îïèøèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Zn.

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå âñå èçîìîðôèçìû ìåæäó Z×5 è Z4.

Çàäà÷à 9. * Ïðè êàêèõ n ãðóïïà Z×n ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé?

Çàäà÷à 10. ×åìó èçîìîðôíà ãðóïïà Aut(Aut(Aut(Z9)))?

Çàäà÷à 11. Îïèøèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû
à) S3

á) V4

â) D4

ã) Q8

Çàäà÷à 12. à) Ïóñòü H - ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AutHG ìíî-
æåñòâî àâòîìîðôèçìîâ G, îñòàâëÿþùèõ âñå ýëåìåíòû H íà ìåñòå. Êàêóþ àë-
ãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó îáðàçóåò ìíîæåñòâî AutHG ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè.

á) Îïèøèòå AutR×C×.
â) Îïèøèòå AutRC.

1



2

Çàäà÷à 13. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü d(G) � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî s òàêîå, ÷òî gs = e äëÿ âñåõ g ∈ G.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèîä ãðóïïû ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ïî-
ðÿäêîâ âñåõ ýëåìåíòîâ G.

á) Åñëè ãðóïïà G êîììóòàòèâíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà d(G).
â) Ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d(G) = |G|.

Çàäà÷à 14. à) Ïóñòü a � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Äîêàæèòå, ÷òî
îòîáðàæåíèå σa : G → G, σa(g) = aga−1 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Int(G) âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ G.
Çàäà÷à 15. * a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n 6= 6, Int(Sn) = Aut(Sn).

á) Íàéäèòå âíåøíèé (íå âíóòðåííèé) àâòîìîðôèçì S6.
Çàäà÷à 16. * Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà èç 6 ýëåìåíòîâ ëèáî öèêëè÷åñêàÿ, ëèáî
èçîìîðôíà S3.
Çàäà÷à 17. * Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåèçîìîðôíûõ êîíå÷íûõ ãðóïï, ìåæäó
êîòîðûìè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ.


