
Ãðóïïû, ïîëóãðóïïû, èçîìîðôèçìû, ïîðÿäêè.
Îïðåäåëåíèå 1. n-àðíàÿ îïåðàöèÿ α íà ìíîæåñòâå M - ýòî îòîáðàæåíèå
α : M×M×. . .×M → M èç n-îé äåêàðòîâîé ñòåïåíè ìíîæåñòâà M â ìíîæåñòâî
M.

Áèíàðíóþ îïåðàöèþ îáû÷íî îáîçíà÷àþò óìíîæåíèåì, òî åñòü èñïîëüçóþò
îáîçíà÷åíèå a · b := α(a, b).
Îïðåäåëåíèå 2. Ãðóïïîèä - ýòî ìíîæåñòâî ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé.

Ïîëóãðóïïà - ýòî ìíîæåñòâî ñ àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé.
Ìîíîèä - ýòî ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.
Ãðóïïà - ìîíîèä, ó êîòîðîãî êàæäûé ýëåìåíò îáðàòèì.
Àáåëåâà ãðóïïà - ýòî ãðóïïà ñ êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü G - ãðóïïà. Îòîáðàæåíèå G → G g 7→ g−1 ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê åù¼ îäíó óíàðíóþ îïåðàöèþ íà G.
Çàäà÷à 1. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìîíîèäà, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé è ïîëó-
ãðóïïû, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü M - ìíîæåñòâî. X - ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ M . Êàêóþ
ñòðóêòóðó îáðàçóåò X ñ îïåðàöèåé ïåðåñå÷åíèÿ.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü M - ìíîæåñòâî. X - ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ M . Êàêóþ
ñòðóêòóðó îáðàçóåò X ñ îïåðàöèåé ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè.
Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íûé ìîíîèä, íå ÿâëÿþùèéñÿ ãðóïïîé?
Çàäà÷à 5. Ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ìîíîèäîì?
Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäãðóïïà (ïîäïîëóãðóïïà, ïîäìîíîèä) äàííîé ãðóïïû (ïî-
ëóãðóïïû, ìîíîèäà) - ýòî ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå îòíîñèòåëüíî òîé æå îïåðà-
öèè ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (ïîëóãðóïïîé, ìîíîèäîì).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ïîäïîëóãðóïïà äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Ïîäìîíîèä - åù¼ è ÷òî íåé-
òðàëüíûé ýëåìåíò òàì ëåæèò. Ïîäãðóïïà - ÷òî çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî (è íå ïóñòàÿ).
Çàäà÷à 6. Îáðàçóþò ëè íåâûðîæäåííûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû n×n ãðóï-
ïó îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ?
Çàäà÷à 7. Îáðàçóþò ëè îðòîãîíîëüíûå ìàòðèöû n × n ãðóïïó îòíîñèòåëüíî
ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ?
Îïðåäåëåíèå 4. Ïîðÿäîê ãðóïïû G - ýòî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íåé. Ïîðÿ-
äîê ýëåìåíòà g ∈ G - ýòî ìèíèìàëüíàÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü k òàêàÿ ÷òî gk = e
èëè áåñêîíå÷íîñòü, åñëè òàêîãî k íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 8. Íàéòè ïîðÿäîê ïåðåñòàíîâêè
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Çàäà÷à 9. Íàéòè ïîðÿäîê ìàòðèöû
(
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)
â ãðóïïå GL2(R) è â ãðóïïå

GL2(Z3).
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Çàäà÷à 10. Ïóñòü G - àáåëåâà ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G[m] ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòîâ g ∈ G òàêèõ ÷òî gm = e. Äîêàæèòå, ÷òî G[m] - ïîäãðóïïà â G. Âåðíî
ëè ýòî óòâåðæäåíèå, åñëè G - íå îáÿçàòåëüíî àáåëåâà ãðóïïà.
Çàäà÷à 11. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G âûïîëíåíî g2 = e. Äîêàçàòü,
÷òî ãðóïïà G êîììóòàòèâíà.
Çàäà÷à 12. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 â ãðóïïå GL2(C)?
Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü G è H � ãðóïïû (ïîëóãðóïïû, ìîíîèäû). Òîãäà îòîá-
ðàæåíèå ψ : G → H íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè îíî ïåðåâîäèò îïåðàöèþ
â G â îïåðàöèþ â H. Òî åñòü ψ(g1g2) = ϕ(g1)ψ(g2).

Èçîìîðôèçì � ýòî áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì.
Çàäà÷à 13. Ïóñòü M - ìíîæåñòâî. X - ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ M . Äîêàæèòå,
÷òî ïîëóãðóïïû (X,∩) è (X,∪) èçîìîðôíû.
Çàäà÷à 14. Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé: (Z, +),
(Q,+), (R,+), (C, +), (Q \ {0},×), (R \ {0},×), (C \ {0},×).


