
Õàðàêòåðû. Ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ρ : G → GL(V ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, ãäå V �
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ χρ : G → F òàêàÿ, ÷òî χρ(g) ðàâíî ñëåäó ìàòðèöû ρ(g) â íåêîòîðîì
áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V .

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó ìàòðèöà îïåðàòîðà ñî-
ïðÿãàåòñÿ, à ñëåä ñîïðÿæ¼ííîé ìàòðèöû ðàâåí ñëåäó èñõîäíîé, õàðàêòåð ïðåä-
ñòàâëåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî â V áàçèñà.

Çàäà÷à 1. Õàðàêòåð ïîñòîÿíåí íà êëàññàõ ñîïðÿæ¼ííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ââåä¼ì ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå
íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé G → F ïî ôîðìóëå

(ϕ,ψ) =
1
|G|

∑

g∈G

ϕ(g)ψ(g−1).

Çàäà÷à 2. Åñëè g � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (÷òî âñåãäà âåðíî äëÿ êîíå÷íûõ
ãðóïï) è F = C, òî χρ(g−1) = χρ(g).

Tåîðåìà 1. Õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé îáðàçóþò
îðòîíîðìèðîâàííûé (îòíîñèòåëüíî ââåä¼ííîãî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ) áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé G → C, ïîñòîÿííûõ íà êëàññàõ ñîïðÿæ¼ííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Òàáëèöà íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íîé ãðóïïû G �
êâàäðàòíàÿ òàáëèöà, â êîòîðîé ïî ñòðîêàì � êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè, ïî ñòîëá-
öàì � íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Â êëåòêå ñòîèò çíà÷åíèå õàðàêòåðà íà
ýëåìåíòå äàííîãî êëàññà.

Çàäà÷à 3. Ñîñòàâèòü òàáëèöû îäíîìåðíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï S3, A4, Q8, Sn,
Dn, Z2 × S3.

Çàäà÷à 4. Ñîñòàâèòü òàáëèöû íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï S3, S4, Q8, D4,
D5, A4, Z2 × S3.

Çàäà÷à 5. Íàéòè
1
|G|

∑

g∈G

χ(g),

ãäå χ � íåïðèâîäèìûé õàðàê4òåð íååäèíè÷íîé êîíå÷íîé ãðóïïû G.

Çàäà÷à 6. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå Sn, n = 3, 4 â ïðîñòðàíñòâå 〈e1, . . . , en〉.
ρ(σ)(ei) = eσ(i). Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè ðàçëîæèòå åãî íà
íåïðèâîäèìûå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V
ñ áàçèñîì {eg | g ∈ G}. Ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå G � ýòî ρ : G → GL(V ),
ρ(g)(eh) = egh.

Çàäà÷à 7. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè íàéòè ñ êàêîé êðàòíî-
ñòüþ êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå G âõîäèò â ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãðóïïû
G ðàâíîé Z3, S3, Z2 × S3.
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Çàäà÷à 8. *Ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóïïû G. f � ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà êëàññàõ
ñîïðÿæ¼ííîñòè,

f(g) =
1
2
(χ(g)2 − χ(g2)).

Äîêàæèòå, ÷òî f � õàðàêòåð ãðóïïû G.


