
Лекция 2

Определение 1. Гомоморфизм R-модулей φ : M → N – это гомоморфизм
абелевых групп такой, что для любых r ∈ R и m ∈M выполнено

φ(rm) = rφ(m).

Упражнение 1. Покажите, что ядро и образ гомоморфизма – подмодули.

Определение 2. Пусть M и N – модули над R. Прямая сумма этих модулей –
это прямая сумма абелевых групп

M ⊕N = {(m,n) | m ∈M,n ∈ N}
с операцией r(m,n) = (rm, rn).

Существуют естественные вложения модулей ι1 : M ↪→M ⊕N , m 7→ (m, 0) и
ι2 : N ↪→M ⊕N , n 7→ (0, n), а также проекции π1 : M ⊕N →M , π1((m,n)) = m
и π2 : M ⊕N → N , π1((m,n)) = n.

Лемма 1. Подмодуль M модуля P является прямым слагаемым (то есть
существует дополнительный подмодуль N такой, что P ∼= M ⊕ N) тогда
и только тогда, когда существуют гомоморфизмы α : M → P и σ : P → M
такие, что σ ◦ α = idM .

Доказательство. Если P =M ⊕N , то можно взять α = ι1 и σ = π1.
Наоборот, пусть существуют α и σ. Докажем, что P ∼=M ⊕Kerσ. Для этого

построим гомоморфизм ψ : P → Kerσ, ψ(p) = (σ(p), p − α ◦ σ(p)). Проверим,
что p− α ◦ σ(p) ∈ Kerσ. В самом деле,

σ(p− α ◦ σ(p)) = σ(p)− σ ◦ α ◦ σ(p) = σ(p)− σ(p) = 0.

То, что ψ – гомоморфизм легко следует из того, что α и σ – гомоморфиз-
мы. Осталось показать биективность. Для инъективности нужно доказать,
что Kerψ = {0}. Допустим, что ψ(p) = 0. Тогда σ(p) = 0, следовательно,
α ◦ σ(p) = 0. С другой стороны p − α ◦ σ(p) = 0. Отсюда p = 0. Докажем
сюръективность ψ. Пусть m ∈M и n ∈ Kerσ. Рассмотрим α(m)+n ∈ P . Тогда

ψ(α(m) + n) = (σ(α(m) + n), α(m) + n− α ◦ σ(α(m) + n)) =

= (m+ σ(n), α(m) + n− α(m)− α ◦ σ(n)) = (m,n).

Итак, ψ – изоморфизм модулей. □

Определение 3. Свободный R-модуль – это модуль, изоморфный прямой сум-
ме нескольких модулей R. Если слагаемых n, то обозначаем свободный R-
модуль через Rn. Число n мы называем рангом свободного модуля.

Базисом R-модуля M называется набор {mα ∈M | α ∈ S} такой, что
1) из

∑k
j=1 rjmαj

= 0 следует rj = 0 для всех j;
2) для любого m ∈ M найдутся r1, . . . , rk и α1, . . . , αk такие, что m =∑k
j=1 rjmαj

.

Упражнение 2. Докажите, что модуль свободный тогда и только тогда, когда
у него есть базис.

Пример 1. Свободные Z-модули – это в точности свободные абелевы группы.

Доказательство следующей леммы будет у нас в курсе позже.
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Лемма 2. Ранг свободного R-модуля определён однозначно.

Определение 4. Пусть M , N и K – R-модули. Тогда последовательность
гомоморфизмов M α−→ N

β−→ K называется точной, если образ α совпадает с
ядром β.

Будем говорить, что длинная цепочка гомоморфизмов

. . . −→M
α−→ N

β−→ K −→ . . .

точна в члене N , если Ker = Imα.
Короткая точная последовательность – это последовательность

(1) 0 −→M
α−→ N

β−→ K −→ 0

точная в каждом члене.

Определение 5. Короткая точная последовательность (1) расщепляется если
N = Kerβ ⊕ P ∼=M ⊕N .

Лемма 3. Следующие условия эквивалентны:
1) короткая точная последовательность (1) расщепляется;
2) существует гомоморфизм τ : K → N такой, что β ◦ τ = idK ;
3) существует гомоморфизм ζ : N →M такой, что ζ ◦ α = idM .

Доказательство. 1 ⇒ 2. Мы знаем, что N = Kerβ⊕P . Поскольку β – сюръек-
ция, для любого k ∈ K существует n ∈ N такой, что β(n) = k. Значит, найдётся
такой p ∈ P , что β(p) = k. Более того, такой p единственный, так как иначе
их разность лежала бы в Kerβ. Определим τ : K → P , τ(k) = p. Легко видеть,
что τ – гомомоморфизм. При этом β(τ(k)) = β(p) = k, то есть β ◦ τ = idK .

2 ⇒ 1. По лемме 1, N ∼= K ⊕ Kerβ тогда и только тогда, когда выполнено
условие 2).

1 ⇔ 3. Imα = Kerβ – подмодуль в N . Он выделяется прямым слагаемым
тогда и только тогда, когда выполняется условие 1). □

Теорема Гильберта о базисе. Вернёмся к изучению колец. Очень важным
свойством является нётеровость кольца. Источником нётеровых колец служат,
например, кольца главных идеалов. Однако, класс нётеоровых колец гораздо
шире. Докажем следующую теорему.

Теорема 1 (Теорема Гильберта о базисе (идеала)). Кольцо многочленов от
одной переменной над нётеровым кольцом нётерово.

Доказательство. Пусть R – нётерово кольцо. Нам необходимо доказать, что
кольцо R[x] также нётерово.

Пусть I – некоторый идеал в R[x]. Наша цель – показать, что этот идеал
конечно порождён.

Рассмотрим J – множество старших коэффициентов многочленов из I с до-
бавленным нулём. То есть если anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a0 ∈ I, то an ∈ J .

Аналогично через Jn, n ∈ N ∪ {0} мы обозначим множество старших коэффи-
циентов многочленов степени n из I с добавленным нулём. Докажем, что Jn –
идеал в R. В самом деле, если a и b лежат в Jn, то существуют многочлены
f = axn + . . . и bxn + . . . в I. Тогда f + g = (a+ b)xn + . . . ∈ I. Следовательно,
a+ b ∈ Jn. Также для r ∈ R получаем rf = raxn + . . . ∈ I, значит, ra ∈ Jn.
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Итак, мы проверили, что Jn – идеал в R. Крооме того легко видеть, что
Jn ⊆ Jn+1. В самом деле, если a ∈ Jn, то f = axn + . . . ∈ I. Но тогда xf =
axn+1 + . . . ∈ I. Значит, a ∈ Jn+1. Имеем следующую цепочку вложенных
идеалов в R:

J0 ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ . . .

Поскольку данная цепочка должна стабилизироваться, существует m такое,
что

Jm = J = ∪∞
i=0Ji.

Рассмотрим ai1 . . . , aini
– образующие Ji. И пусть fi1 . . . , fini

– многочлены
степени i со старшими коэффициентами ai1 . . . , aini соответственно. Докажем,
что идеал I порождается элементами

fik, 0 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ ni.

В самом деле, пусть I – идеал порождённый данными многочленами. Так как
fik ∈ I, имеем I ⊆ I. Возьмём произвольный элемент f ∈ I. Будем вычитать
из него элементы из I пока не получим ноль. Если это получится, то в итоге
получим, что f ∈ I и, следовательно, I = I.

Если deg f = d ≥ m, то f = axd + . . ., где a ∈ Jm, то есть

a = r1am1 + . . .+ rnm
amnm

.

Рассмотрим

g = f − (r1fm1 + . . .+ rnm
fmnm

)xd−m.

Имеем, deg g < deg f и f − g ∈ I. То есть мы можем уменьшить степень f
вычитанием элемента из I.

Пусть теперь deg f = d < m. Тогда f = axd + . . ., где a ∈ Jd, то есть

a = r1ad1 + . . .+ rnd
adnd

.

Рассмотрим

g = f − r1fd1 + . . .+ rnd
fdnd

.

Имеем, deg g < deg f и f − g ∈ I.
Итак, идеал I конечнопорождён, а следовательно, кольцо R[x] нётерово. □

Следствие 1. Пусть R – нётерово кольцо. Тогда кольцо R[x1, . . . , xn] нёте-
рово.

Доказательство. Прибавляя по одной переменной многократно применяем
предыдущую теорему. □

Следствие 2. Пусть F – поле. Тогда кольцо F [x1, . . . , xn] нётерово.

Задача 1. Докажите, что если R – нётерово кольцо и I – идеал в R, то R/I –
нётерово кольцо.

Следствие 3. Пусть F – поле. Тогда кольцо F [x1, . . . , xn]/I нётерово.
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Аффинные алгебраические многообразия. Рассмотрим полиномиальную
систему уравнений 

f1(x1, . . . , xn) = 0;
...
fk(x1, . . . , xn) = 0;
...

fi ∈ F [x1, . . . , xn].

Определение 6. Аффинным алгебраическим многообразием называется мно-
жество решений данной системы.

Определение 7. Пусть X – аффинное алгебраическое многообразие. Обозна-
чим через I(X) множество всех многочленов из F [x1, . . . , xn]. Будем называть
I(X) идеалом многообразия X.

Определение 8. Алгебра F [X] = F [x1, . . . , xn]/I(X) называется алгеброй ре-
гулярных функций на X.


