
1. Â R5 çàäàíû ïîäïðîñòðàíñòâà U =< (1, 2, 1, 3, 2), (2, 5,−1, 4, 7) > è

W :

{
2x1 − x2 − 2x3 + x5 = 0,

3x1 − 2x2 + x4 − x5 = 0

à) Íàéäèòå U ∩W .
á) Â ïîäïðîñòðàíñòâàõ U è W âûáåðèòå òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà U1 è W1,
÷òîáû U +W = U1 ⊕ (U ∩W )⊕W1.

2. Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(R) ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâà

U = {X ∈M2(R)|trX = 0}, W =<

(
1 1

−1 1

)
> .

à) Äîêàæèòå ÷òî U è W ïîäïðîñòðàíñòâà â M2(R);

á) Äîêàæèòå, ÷òî M2(R) = U ⊕ W è íàéäèòå ïðîåêöèþ

(
2 1

1 2

)
íà U

âäîëü W .

3. Ïóñòü V = R[x]≤2. Ëèíåéíûå ôóíêöèè e1, e2, e3 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

e1(f) = f(0), e2(f) = f ′(0), e3(f) = f(1),

ãäå f ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò V .
à) Äîêàæèòå, ÷òî e1, e2, e3 � áàçèñ V ∗.
á) Íàéäèòå äâîéñòâåííûé ê íåìó áàçèñ â V .

4. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : R4 → R3 ïåðåâîäèò âåêòîð (x1, x2, x3, x4) â
âåêòîð (x1 − x2 + x4, x1 + x3 + x4, x2 + x3).
à) Íàéäèòå ìàòðèöó ýòîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â ñòàíäàðòíûõ áàçè-
ñàõ.
á) Íàéäèòå áàçèñû â ÿäðå è îáðàçå.
â) Íàéäèòå áàçèñû, â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó
ñ åäèíèöàìè è íóëÿìè íà äèàãîíàëè.

5. Îïåðàòîð ϕ èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöó

−2 1 0

−1 0 0

−1 −1 1

. Íàéäèòå

à) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïðåäúÿâè-
òå îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð;
á) íàéäèòå áàçèñû â ñîáñòâåííûõ è êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ;
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6. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â íåêîòîðîì â íåêîòîðîì áàçèñå èìååò ìàòðèöó
0 −3 2 −2
0 −2 1 −1
−1 2 −2 1

0 1 −1 0


Èçâåñòíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(t) = (t+ 1)4. Íàéäèòå
à) æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó;
á) æîðäàíîâ áàçèñ;
â) ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí;

7. Äàíà ìàòðèöà A =

(
2 2

−2 −2

)
. Íàéäèòå:

à) f(A), ãäå f(x) = 4x5 − 7x4 + 2x3 + x2 − 2x+ 1;
á) exp(A).

8. Ýêâèâàëåíòíû ëè êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè q1 è q2 à) íàä R; á) íàä C?

q1(x) = x21 − 2x1x2 + 2x23 + 4x2x3 + 5x23;

q2(x) = x21 − 4x1x2 + 2x1x3 + 4x22 + x23.

9. Íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà x = (7,−4,−1, 2) íà ïîäïðîñòðàíñòâî U , çàäàí-
íîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0,

x1 + 2x2 + 2x3 − 4x4 = 0

10. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì çàäàíû
ëèíåéíûå îïåðàòîðû ϕ è ψ ñ ìàòðèöàìè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå

Aϕ =

 5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5

, Aψ =


2
3 −1

3
2
3

2
3

2
3 −1

3

−1
3

2
3

2
3

. à) Ïðîâåðüòå, ÷òî îïå-

ðàòîð ϕ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è íàéäèòå êàíîíè÷åñêèé áàçèñ äëÿ
íåãî;
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàòîð ψ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì è íàéäèòå êàíî-
íè÷åñêèé áàçèñ äëÿ íåãî.
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11. Íà äâóõìåðíîì óíèòàðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí óíèòàðíûé îïå-
ðàòîð:

A =
1√
3

(
1 + i 1

−1 1− i

)
.

Íàéäèòå áàçèñ, â êîòîðîì A èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.

12. Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå R4 çàäàíû ïîäïðîñòðàíñòâà P1 è P2:

P1 = (1, 0, 1, 0) + 〈(1, 1,−1, 0)〉 ,

P2 :

{
x1 + x2 + x4 = 1,

x1 − x3 + x4 = 2

à) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó P1 è P2;
á) Íàéäèòå ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ P1 è P2, à òàêæå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó b = (1, 1, 1, 0).

13. Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ : R2 → R2 ïåðåâîäèò òî÷êè

a1(1, 2), a2(2, 2), a3(1, 3)

â òî÷êè
b1(6, 3), b2(9, 2), b3(7, 4).

Íàéäèòå âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè è âñå èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå äëÿ ýòîãî
àôôèííîãî ïðåîðàçîâàíèÿ.

14. Ïóñòü äàí òåíçîð t ∈ T1
1

t = (e1 + e2 − 3e3)⊗ (e1 + 2e2 − e3) + (e1 + e3)⊗ (e2 − e3).

à) Íàéäèòå çíà÷åíèå t(l, v), ãäå l = e1 + e2 − e3, v = 2e1 + e2 − e3;
á) Ïîäíèìèòå íèæíèé èíäåêñ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, çà-
äàííîãî ìàòðèöåé G:

G =

 1 0 1

0 2 0

1 0 2

;

â) Ïóñòü ϕ � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé t. Íàéäèòå ϕ(v);
ã) Ïóñòü t2 = (e1 + e2 − e3) ⊗ (2e1 − e2 + e3) ∈ T2

0. Íàéäèòå Sym(t2) è
Alt(t2).
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