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Ëåêöèÿ 1

Ñèñòåìàòèêà àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð

1.1 Ñòðóêòóðû ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé

Îïðåäåëåíèå 1.1. Íà X çàäàíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ⋆, åñëè ∀x1, x2 ∈ X âûïîëíåíî
(x1, x2) 7→ x1 ⋆ x2 ∈ X.

Íàçâàíèå Àêñèîìû Ïðèìåðû

Ãðóïïîèä � X = V3 - ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû,
ā ⋆ b̄ := [ā, b̄];X = N, x ⋆ y = xy

Ïîëóãðóïïà 1. Àññîöèàòèâíîñòü: (N,+); (N \ {1}, ·);
(x1 ⋆ x2) ⋆ x3 = x1 ⋆ (x2 ⋆ x3), ({An×n | detA = 0} , ·)
∀x1, x2, x3 ∈ X

Ìîíîèä 1. Àññîöèàòèâíîñòü. (Z, ·);Mn(R), n ≥ 2;
2. ∃e ∈ X : {f : A→ A, (f1 · f2)(a) = f1(f2)(a))}
e ⋆ x = x ⋆ e = x,∀x ∈ X.

Ãðóïïà 1. Àññîöèàòèâíîñòü. (GL(n,R) = {An×n | detA ̸= 0} , ·);
2. ∃e ∈ X. (SL(n,R) = {An×n | detA = 1} , ·);
3. ∀x ∈ X∃x−1 ∈ X : (Sn = {σ : Xn → Xn} , ·),
x ⋆ x−1 = x−1 ⋆ x = e áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå =
4. Êîììóòàòèâíîñòü ïîäñòàíîâêà;
(íå îáÿçàòåëüíî): (Q,R,C,+); (Q∗ = Q \ {0},R∗,C∗, ·)
x1 ⋆ x2 = x2 ⋆ x1
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1.2 Ñòðóêòóðû ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè {+, ·}

Íàçâàíèå Àêñèîìû Ïðèìåðû

Êîëüöî 1. (X,+) � êîììóòàòèâíàÿ X = (V3,+, [, ])
ãðóïïà. (îíî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì Ëè)
2. (X, ·) � ãðóïïîèä. [[x1, x2], x3]+
3. Äèñòðèáóòèâíîñòü: +[[x3, x1], x2]+
x1 · (x2 + x3) = x1 · x2 + x1 · x3 +[[x2, x3], x1] = 0
(x2 + x3) · x1 = x2 · x1 + x3 · x1 (òîæäåñòâî ßêîáè)

Äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ ê {·} :
Àññîöèàòèâíîå Àññîöèàòèâíîñòü, (R[x],+, ·)
êîëüöî ò. å. (X, ·) � ýòî ïîëóãðóïïà (íî ñ 1, êîììóòàòèâíî)
Êîëüöî ñ åäèíèöåé ∃1 ∈ X : (Mn(R),+, ·) (íî ñ E)

1 · x = x · 1 = x,∀x ∈ X
Àññîöèàòèâíîå Àññîöèàòèâíîñòü, ∃1
êîëüöî ñ åäèíèöåé
Àññîöèàòèâíîå Àññîöèàòèâíîñòü, ∃1, (Zn èëè Z,+, ·)
êîììóòàòèâíîå êîììóòàòèâíîñòü
êîëüöî ñ åäèíèöåé

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü R (ring) � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Ýëåìåíò x ∈ R
íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ∃x−1 ∈ R òàêîé, ÷òî x−1 · x = x · x−1 = 1.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Ýëåìåíò x ∈ R íàçûâàåòñÿ
äåëèòåëåì íóëÿ (îáîçíà÷åíèå: x | 0), åñëè x ̸= 0, è ∃y ̸= 0 èëè z ̸= 0 òàêèå, ÷òî:{

x · y = 0 (1)
z · x = 0 (2)

Åñëè âûïîëíåíî òîëüêî (1), òî x � ëåâûé äåëèòåëü 0, à åñëè òîëüêî (2), òî x �
ïðàâûé äåëèòåëü 0.

Íàçâàíèå Àêñèîìû Ïðèìåðû

Êîëüöî ñ äåëåíèåì Àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, ïîëÿ; Zp, p � ïðîñòîå
(òåëî) ∀x ∈ R, x ̸= 0 ∃x−1 ∈ R H � ãàìèëüòîíîâû êâàòåðíèîíû

Ïîëå K I. (K,+) � àáåëåâà ãðóïïà Q ⊂ R ⊂ C;
(àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ) Zp;
II. (K \ 0 = K∗, ·) � R(x) � ðàöèîíàëüíûå äðîáè: f(x)g(x) ,

êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà f(x), g(x) � ìíîãî÷ëåíû íàä R è
(â ÷àñòíîñòè, 1 ̸= 0) g(x) ̸= 0
III. Äèñòðèáóòèâíîñòü
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1.3 Ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.4.

Ïîäãðóïïà.

Ïóñòü G � ãðóïïà, ∅ ≠ H ⊆ G. H � ïîäãðóïïà, åñëè:

1)∀h1, h2 ∈ H ∃h1 ∗ h2 ∈ H,
2)∀h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H.

Ïîäêîëüöî.

Ïóñòü (R,+, ·) � êîëüöî è S ⊆ R. S - ïîäêîëüöî, åñëè:

1)(S,+) � ïîäãðóïïà â (R,+),
2)(S, ·) � ïîäãðóïïîèä (ïîäïîëóãðóïïà ...)

1.4 Ãðóïïû è èõ ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.5. (G, ·) � ãðóïïà, åñëè:

1)∀g1, g2, g3 ∈ G : (g1 · g2) · g3 = g1 · (g2 · g3) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
2)∃e ∈ G : e · g = g · e = g,∀g ∈ G (e− íåéòðàëüíûé ýëåìåíò);
3)∀g ∈ G ∃g−1 ∈ G : g−1 · g = g · g−1 = e (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà).
Íåîáÿçàòåëüíàÿ àêñèîìà:
4)êîììóòàòèâíîñòü (àáåëåâîñòü): g1 · g2 = g2 · g1.

Ñëåäñòâèÿ.

1) e åäèíñòâåíåí.
2) ∀g ∈ G, g−1 åäèíñòâåíåí.
3) (g1 · g2)−1 = g−1

2 · g
−1
1 .

4) Îáîáùåííàÿ àññîöèàòèâíîñòü: ïðîèçâåäåíèå g1 ·g2 · . . . ·gn(n ≥ 4) íå çàâèñèò îò
ðàññòàíîâêè ñêîáîê, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî g1 ·g2 · . . . ·gn = (. . . (((g1 ·g2) ·g3) ·g4 · . . .) ·gn.
Íàïðèìåð, äëÿ n = 4: g1 · ((g2 · g3) · g4) = (g1 · g2) · (g3 · g4).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîïóñòèì, ÷òî ∃e′ � �äðóãîé� íåéòðàëüíûé ýëåìåíò. Ðàññìîò-
ðèì e = e · e′ = e′⇒e = e′.

2) Äîïóñòèì, ÷òî g′ è g′′ äâà îáðàòíûõ ê g ýëåìåíòà. Òîãäà ðàññìîòðèì: g′ · g · g′′.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, g′ · g · g′′ = g′ · (g · g′′) = g′ · e = g′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, g′ · g · g′′ =
(g′ · g) · g′′ = e · g′′ = g′′. Òàêèì îáðàçîì g′ = g′′.

3) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ (g1 ·g2) · (g−1
2 ·g

−1
1 ) = e èìååì g1 · (g2 ·g−1

2 ) ·g−1
1 =

g1 · e · g−1
1 = e; òî÷íî òàêæå è â äðóãîì ïîðÿäêå.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü a ∈ G,m � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà

am =


a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸

m

, åñëè m > 0

e, åñëè m = 0
(a−m)−1, åñëè m < 0.
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Òåîðåìà 1.1. 1) am · an = am+n,m, n ∈ Z; 2) (am)p = amp

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.

1.5 Ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü G � ãðóïïà, òîãäà ∅ ≠ H ⊆ G � ïîäãðóïïà â G, åñëè:

1)∀h1, h2 ∈ H ⇒ h1 · h2 ∈ H è
2)∀h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H ⇒ h · h−1 = eG ∈ H, ò. å. H ñîäåðæèò
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò âñåé ãðóïïû G, è eG áóäåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â H. Ñòàí-
äàðòíîå îáîçíà÷åíèå: H ⩽ G áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî H � ïîäãðóïïà â G (âîçìîæíî,
÷òî H = G). Äëÿ H ̸= G ïðèìåíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå H < G.

Òåîðåìà 1.2.

1) Åñëè H1, H2 � ïîäãðóïïû â G, òî H1 ∩H2 � òîæå ïîäãðóïïà.
2) H1 ·H2 = {h1 · h2 | h1 ∈ H1, h2 ∈ H2} (íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé).
3) Åñëè H1 · H2 = H2 · H1, (ò. å. {h1 · h2 | h1 ∈ H1, h2 ∈ H2} = {h′2 · h′1 | h′1 ∈

H1, h
′
2 ∈ H2}), òî H1 ·H2 � ïîäãðóïïà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) H1 ∩H2 = {g ∈ G | g ∈ H1, H2 ⇒ eG ∈ H1 ∩H2, ò. ê. eG ∈ H1 è
eG ∈ H2.

i) ∀a, b ∈ H1 ∩H2 ⇒ a · b ∈ H1 è H2 ⇒ a · b ∈ H1 ∩H2;
ii) åñëè a ∈ H1 ∩H2 ⇒ a ∈ H1 è a ∈ H2 ⇒ a−1 ∈ H1 è a

−1 ∈ H2 ⇒ a−1 ∈ H1 ∩H2.
2) Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = SL(2,Z2) ={

e =

(
1 0
0 1

)
, a =

(
1 1
0 1

)
, b =

(
1 0
1 1

)
, c =

(
0 1
1 0

)
, d =

(
1 1
1 0

)
, f =

(
0 1
1 1

)}
Ðàññìîòðèì H1 = {E, a}, H2 = {E, b} ⇒ H1 ·H2 = {E, a, b, a · b = f} � ïîäãðóïïà

ëè ýòî? f−1 = f2 = d /∈ H1 ·H2 � íå ïîäãðóïïà.
3) Ïóñòü H1 ·H2 = H2 ·H1.
i) (h1 ·h2) · (h′1 ·h′2) = h1 · (h2 ·h′1) ·h′2 = h1 · (h′′1 ·h′′2) ·h′2 = (h1 ·h′′1) · (h′′2 ·h′2) ∈ H1 ·H2.
ii) (h1 · h2)−1 = h−1

2 · h
−1
1 ∈ H2 ·H1 = H1 ·H2⇒ h−1

2 · h
−1
1 = h′1 · h′2 ∈ H1 ·H2⇒(h1 ·

h2)
−1 ∈ H1 ·H2.
Òàêèì îáðàçîì H1 ·H2 � ïîäãðóïïà â G.

1.6 Öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû è ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü G � ãðóïïà, a ∈ G. Ðàññìîòðèì ⟨a⟩ îïð.= {ak | k ∈ Z}.

Òåîðåìà 1.3. Ìíîæåñòâî ⟨a⟩ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé â G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. i) ∀k, l ∈ Z, akal = ak+l ∈ ⟨a⟩, ii) (ak)−1 = a−k ∈ ⟨a⟩.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïîäãðóïïà ⟨a⟩ íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé, ïîðîæäåí-
íîé ýëåìåíòîì a, ïðè ýòîì ñàì ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì
ýòîé ïîäãðóïïû.

Åñëè ∃a ∈ G òàêîé, ÷òî ⟨a⟩ = G, ò. å. G = {ak | k ∈ Z}, òî G � öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì a.

Ïðèìåðû. 1) Zn, n ∈ N � ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.
Äëÿ k ∈ Z îáîçíà÷èì k̄ = {k + nt | t ∈ Z � âñå öåëûå ÷èñëà, ðàâíîîñòàòî÷íûå ñ

k, ðàññìàòðèâàåìûå êàê îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà Zn.
Ñëîæåíèå: k̄ + l̄ = k + l, ò. ê. (k + nt1) + (l + nt2) = k + l + n(t1 + t2).
Âîçüìåì a = 1̄, òîãäà äëÿ ∀k : 0 ⩽ k ⩽ n− 1, ka = 1̄ + · · ·+ 1̄ = k̄ ⇒ Zn = ⟨1̄⟩.

x

y

0 1

π
3

ε1

n = 6

2) (Z,+) = ⟨1⟩.
3) Un = n

√
1 = {cos(2πkn ) + i sin(2πkn ) | k = 0, . . . , n− 1}. Îáîçíà÷èì ε1 = cos(2πn ) +

i sin(2πn ) ⇒ εk = cos(2πkn ) + i sin(2πkn ) = εk1 (ïî ôîðìóëå Ìóàâðà) ⇒ Un = ⟨ε1⟩1.

1.7 Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû

Òåîðåìà 1.4. Â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ëþáàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äàíî: G = ⟨a⟩, ò. å. ∀g ∈ G ∃k ∈ Z : g = ak. Ïóñòü H ⩽ G � ïîäãðóïïà (|H| ⩾ 1)

⇒ ∀h ∈ H ∃l ∈ Z : h = al. Âûáåðåì b = aq, ãäå q = min{l ∈ N | al ∈ H} (çàìåòèì, ÷òî
åñëè al ∈ H è l ≤ 0, òî (al)−1 = a−l ∈ H è − l ⩾ 0)2.

Ïîêàæåì, ÷òî ∀h ∈ H ∃m ∈ Z òàêèå, ÷òî h = bm, ò. å. H = ⟨b⟩.
1Íà ïðèâåäåííîì âûøå ðèñóíêå n = 6.
2Â ëþáîì íåïóñòîì ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå íàèìåíüøåå ÷èñëî.
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Ïóñòü h = al. Ðàçäåëèì l ñ îñòàòêîì íà q : l = p · q + r, p ∈ Z, 0 ⩽ r < q, òîãäà
h = al = (aq)p·ar, çäåñü h ∈ H, aq ∈ H ïî âûáîðó q⇒ (aq)p ∈ H ⇒ ar = h·(aqp)−1 ∈ H,
íî r < q ⇒ r = 0, çíà÷èò, h = bp.
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Ëåêöèÿ 2

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü (G1, ·) è (G2, ⋆) � ãðóïïû. Îòîáðàæåíèå φ : G1 → G2

íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï (G1 â ãðóïïó G2), åñëè:

∀a, b ∈ G1 ⇒ φ(a · b) = φ(a) ⋆ φ(b).

Ýòî îòîáðàæåíèå φ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè φ áèåêòèâíî (âçàèìíî
îäíîçíà÷íî). Ãðóïïû íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
φ : G1 → G2.

Òåîðåìà 2.1. Ëþáûå äâå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû
ìåæäó ñîáîé. Òî÷íåå, åñëè G1 è G2 � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ñ îäèíàêîâûì êîëè÷å-
ñòâîì ýëåìåíòîâ, ò. å. |G1| = |G2| , òî îíè èçîìîðôíû (ëèáî |G1| = |G2| = n, ëèáî
îáå áåñêîíå÷íû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî åñëè |G| = ∞, òî G ∼= Z (ïî ñëîæåíèþ), à åñëè
|G| = n, òî G ∼= Zn (ïî ñëîæåíèþ).

Ò. ê. ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ, òî ∀g ∈ G ∃k ∈ Z : g = ak, ãäå a � ïîðîæäàþùèé
ýëåìåíò.

Ïóñòü |G| = ∞, òîãäà ëþáîé ýëåìåíò g çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ak åäèíñòâåííûì
îáðàçîì: åñëè ak = al, k > l, òî ak−l = e, îáîçíà÷èì m = k − l, òîãäà âñå ýëåìåí-
òû ãðóïïû G ñîäåðæàòñÿ ñðåäè e = a0, a, a2, . . . , am−1, ïîòîì ñòåïåíè ïåðèîäè÷åñêè
ïîâòîðÿþòñÿ ⇒ k = l.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : Z → G ôîðìóëîé φ(k) = ak. Ïî äîêàçàííîìó, ýòî
îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Êðîìå òîãî, φ � ãîìîìîðôèçì: φ(k+ l) = ak+l =
ak · al = φ(k) ·φ(l) ⇒ Óòâåðæäåíèå âåðíî. Òàêèì îáðàçîì, φ � èçîìîðôèçì: Z ∼= G.

Ïóñòü òåïåðü |G| = n, ò. å.G = {e = a0, a, a2, . . . , an−1} (an = e). Òîãäà ïîñìîòðèì,

ïðè êàêîì óñëîâèè ak = al, k > l⇒ ak−l = e⇒ (k−l) ...n. Â ñàìîì äåëå, ðàçäåëèì k−l
ñ îñòàòêîì íà n : k−l = nq+r, 0 ⩽ r < n⇒ ak−l = e = anq+r = (an)q ·ar = ar ⇒ ar = e.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà ýëåìåíòà a r ⩽ n òîëüêî åñëè r = 0 ⇒ k − l = n, òî åñòü
k = l+nq, òî åñòü k è l ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n (ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ n).

Íî ãðóïïà Zn îïðåäåëÿëàñü, êàê ãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ 0̄ = {nq | q ∈ Z},
1̄ = {1 + nq | q ∈ Z}, . . . , n− 1 = {n − 1 + nq | q ∈ Z} ñ ïðàâèëîì ñëîæåíèÿ:
k̄ + l̄

îïð.
= k + l, òî åñòü, åñëè ÷èñëî èç êëàññà k̄ èìååò âèä a = k + nq, à ÷èñëî èç
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êëàññà l̄ èìååò âèä b = l+np, q, p ∈ Z, òî ÷èñëî a+ b = k+ l+n(q+ p) ïðèíàäëåæèò
êëàññó ÷èñëà k + l.

Îïðåäåëèì φ : Zn → G,φ(k̄) = ak, òîãäà φ � èñêîìûé èçîìîðôèçì ïî äîêàçàí-
íîìó âûøå.

2.1 Íåêîòîðûå ïðèìåðû ãðóïï

1 Ãðóïïû ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ (àääèòèâíûå ãðóïïû).

Z ⊂ Q =
{m
n
,m ∈ Z, n ∈ N

}
⊂ R ⊂ C,

ãäå êàæäàÿ ãðóïïà, êðîìå C, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé âî âñåõ ãðóïïàõ, çàïèñàííûõ
ïðàâåå.

2 Ãðóïïû ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ (ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû).

Z∗ = {1,−1} ⊂ Q∗ = Q \ {0} ⊂ R∗ = R \ {0} ⊂ C∗ = C \ {0},

ãäå êàæäàÿ ãðóïïà, êðîìå C∗, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé âî âñåõ ãðóïïàõ, çàïèñàííûõ
ïðàâåå.

3 Zn � ãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ n. Ýòî öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Ëþáîé êëàññ k̄ = 1̄ + · · ·+ 1̄︸ ︷︷ ︸

k

, 1 ⩽ k ⩽ n − 1, òàê ÷òî 1̄ � ïîðîæäàþùèé

ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû.
Ãðóïïû 1 � 3 ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè.

4 Ãðóïïà äèýäðà Dn âñåõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè
1, êîòîðûå ïåðåâîäÿò â ñåáÿ íåêî-

òîðûé ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.

2.1.1 Ãðóïïà ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà

1

2

3

O

O � öåíòð △

Òðåóãîëüíèê △ ìîæíî ïîâåðíóòü âîêðóã òî÷êè O íà óãëû α = 0, 23π(= 120◦) è
−2

3π = 4
3π(= 240◦). Ïîâîðîòû îáðàçóþò ãðóïïó C3 � ãðóïïó âðàùåíèé òðåóãîëüíè-

êà. Ìîæíî äåëàòü ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âûñîò (îñåé ñèììåòðèè). Îòíîñèòåëüíî
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó (1) : (1)→ (1), (2)↔ (3). Òàêèõ ñèììåòðèé òîæå 3.

D3 = {e, a = R
2
3
π

0 , a2 = a−1 = R
− 2

3
π

0 , s1, s2, s3 � ñèììåòðèè}.
1Äâèæåíèå � ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè è, ñëå-

äîâàòåëüíî âåëè÷èíû óãëîâ ìåæäó îòðåçêàìè.
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Â îáùåì ñëó÷àå ãðóïïàDn ñîñòîèò èç n ïîâîðîòîâ âîêðóã öåíòðà íà óãëû
2πk
n , k =

0, 1, . . . , n− 1 � ýòî ãðóïïà âðàùåíèé Cn è n ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî îñåé.
Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî D3

∼= S3 âñåõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, 2, 3}.
Ðåøåíèå. Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå ãðóïïû S3. S3 � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ

ïîäñòàíîâîê, ò. å. áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé {1, 2, 3} → {1, 2, 3}. Ëþáîå îòîáðàæåíèå
σ ìîæíî çàäàòü òàáëèöåé:(

1 2 3
i1 i2 i3

)
, ãäå i1 = σ(1), i2 = σ(2), i3 = σ(3).

Ò. ê. ÷èñëà (i1, i2, i3) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1, 2, 3), òî òàêèõ ïîä-
ñòàíîâîê ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïåðåñòàíîâîê, ò. å. 3! = 6.

Çàïèøåì èõ âñå:

e =

(
1 2 3
1 2 3

)
, σ1 =

(
1 2 3
3 1 2

)
, σ2 =

(
1 2 3
2 3 1

)
︸ ︷︷ ︸
öèêëè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè äëèíû 3

,

σ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, σ4 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, σ5 =

(
1 2 3
3 2 1

)
︸ ︷︷ ︸

òðàíñïîçèöèè

.

2π
3

1

2

3

O

Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèÿ: R
2
3
π

0 ↔ σ2, R
− 2

3
π

0 ↔ σ1. Ñèììåòðèÿì ñîîòâåòñòâóþò
òðàíñïîçèöèè, íàïðèìåð, s1 ↔ σ4, è òàê äàëåå. Êðîìå ýòîãî, êîìïîçèöèÿ äâèæåíèé
îòâå÷àåò ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñòàíîâîê, ò. å. óñòàíîâëåí èçîìîðôèçì.

5 Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn � ãðóïïà âñåõ ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n, íà ìíîæå-
ñòâå Xn = {1, 2, . . . , n}. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà σ : Xn → Xn çàäà¼òñÿ òàáëèöåé:

σ =

(
1 2 · · · k · · · n
i1 i2 · · · ik · · · in

)
=

(
1 2 · · · k · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(k) · · · σ(n)

)
.

Îïåðàöèÿ â Sn � êîìïîçèöèÿ (= ïðîèçâåäåíèå) îòîáðàæåíèé, ò. å. åñëè Xn
σ→

Xn
τ→ Xn, òî (τ · σ)(i) = τ(σ(i)). Ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà; ∃ �åäèíèöà� � òîæäå-

ñòâåííîå îòîáðàæåíèå; äëÿ ëþáîãî σ ∈ Sn ∃ îáðàòíîå σ−1 òàêîå, ÷òî åñëè y = σ(x),
òî σ−1(y) = x. Ïîëó÷àåòñÿ ãðóïïà.

Âñïîìíèì ïðàâèëî ïåðåìíîæåíèÿ ïîäñòàíîâîê, çàïèñàííûõ êàê òàáëèöà. Ïîäñòà-
íîâêà (ïåðåñòàíîâêà èç 2-é ñòðîêè) ÷¼òíàÿ, åñëè â íåé åñòü ÷¼òíîå ÷èñëî èíâåðñèé,
íå÷¼òíàÿ, åñëè ÷èñëî èíâåðñèé íå÷¼òíî.
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Çíàê ïîäñòàíîâêè sign(σ)
îïð.
= (−1)inv(σ), ãäå inv(σ) � ÷èñëî èíâåðñèé, ïîýòîìó

sign(σ) = 1, åñëè σ ÷¼òíàÿ, è sign(σ) = −1, åñëè σ íå÷¼òíàÿ.
Ñâîéñòâî: sign(σ · τ) = sign(σ) · sign(τ).2
Îáîçíà÷åíèå: Ìíîæåñòâî An

îïð.
= {σ ∈ Sn | σ − ÷¼òíàÿ} ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

â Sn. Â ñàìîì äåëå: σ, τ ∈ An ⇒ σ · τ ∈ An; σ
−1 ∈ An. Ãðóïïà An íàçûâàåòñÿ

çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé. Êðîìå òîãî:

|Sn| = n!, |An| =
1

2
n!

2.2 Cìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå. Òåîðåìà Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü G � ãðóïïà, H ⩽ G � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà â G. Ìíî-
æåñòâî ýëåìåíòîâ gH = {gh | h ∈ H} íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì ïî
ïîäãðóïïå H, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòîì g.

Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëÿåòñÿ Hg = {hg | h ∈ H} � ïðàâûé ñìåæíûé êëàññ.

Ëåììà 2.1.

1. Ïóñòü G � ãðóïïà, H ⩽ G � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà â G. Òîãäà:

g1H = g2H ⇔ g−1
2 g1 ∈ H,

Hg1 = Hg2 ⇔ g−1
1 g2 ∈ H.

2. Åñëè aH è bH � ðàçëè÷íûå, òî aH ∩ bH = ∅. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âûïîë-
íåíî äëÿ ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Ïîñêîëüêó g1H = g2H,

òî ∃h1, h2 ∈ H : g1h1 = g2h2. Óìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåâà íà g−1
2 , à ñïðàâà

íà h−1
1 :

g−1
2 · | g1h1 = g2h2 | ·h−1

1 ⇒ g−1
2 g1h1 = h2 ⇒ g−1

2 g1 = h2h
−1
1 ∈ H.

Îáðàòíî: ïóñòü ∃h0 ∈ H òàêîé, ÷òî g−1
2 g1 = h0 ⇒ g1 = g2h0. Óìíîæàÿ íà ïðîèç-

âîëüíûé h ∈ H ⇒ g1h = g2(h0h), h0h ∈ H ⇒ g1H = g2H.
2. Äîïóñòèì, ÷òî c ∈ aH ∩bH, è ïîêàæåì, ÷òî aH = bH. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò

h1, h2 ∈ H òàêèå, ÷òî c = ah1 = bh2 ⇒ b−1ah1 = h2 ⇒ b−1a = h2h
−1
1 ∈ H, à ïî ïóíêòó

1 ýòî çíà÷èò, ÷òî aH = bH � ïðîòèâîðå÷èå óñëîâèþ ⇒ aH ∩ bH = ∅.

Òåîðåìà 2.2 (Òåîðåìà Ëàãðàíæà).
1. Åñëè H ⩽ G, òî ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ êàê íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ëåâûå ñìåæíûå êëàññû: G =
⊔
i∈I

giH, òàê è íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðàâûå

ñìåæíûå êëàññû: G =
⊔
i∈I

Hg′i. Ïðè÷åì êîëè÷åñòâà ëåâûõ è ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàñ-

ñîâ îäèíàêîâû è ðàâíû ìîùíîñòè ìíîæåñòâà I.
2. ∀g ∈ G, |gH| = |Hg| = |H| (ðàâåíñòâî ïîðÿäêîâ, åñëè H êîíå÷íàÿ, ëèáî ðàâåí-

ñòâî ìîùíîñòåé).
2Áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê èçâåñòíîå.
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Ñëåäñòâèå 2.1 (Àðèôìåòè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëàãðàíæà).
Åñëè |G| <∞ è H ⩽ G, òî |H| äåëèò |G| .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ïðèíàäëåæèò êëàññó gH (g = g · e) è
êëàññó Hg ⇒ G =

⋃
g∈G

gH =
⋃
g′∈G

Hg′. Åñëè â êàæäîì êëàññå (ëåâîì) âûáðàòü ïî

îäíîìó ýëåìåíòó (ïðåäñòàâèòåëþ ñâîåãî êëàññà) è êàê-ëèáî çàíóìåðîâàòü èõ, íàáå-
ðóòñÿ ýëåìåíòû gi, è òîãäà giH ∩ gjH = ∅, i ̸= j � ïåðâîå ðàçáèåíèå.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî âûáðàòü è çàíóìåðîâàòü ýëåìåíòû g′k â ðàçíûõ ïðàâûõ êëàñ-
ñàõ, òîãäà Hgk ∩Hgl = ∅, k ̸= l � âòîðîå ðàçáèåíèå. Óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè gH ↔ Hg−1 (åñëè g1H∩g2H = ∅, òî Hg−1

1 ∩Hg
−1
2 = ∅)

ýòî ïîêàæåò, ÷òî ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ êëàññîâ {g′} ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è ëåâûõ.
Ðàññìîòðèì τ : G → G, τ(g) = g−1 � ýòî áèåêöèÿ, τ−1(g−1) = g, ò. å. τ = τ−1 ⇒

áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå τ̄ : gH 7→ Hg−1; τ : gh 7→ (gh)−1 = h−1g−1 ∈ Hg−1.
2. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî |gH| = |H| , ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå fl : G→ G, fl(x) =

gx,∀x ∈ G(g � ôèêñèðîâàíî). Îòîáðàæåíèå fl ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ò. ê. f−1
l (y) =

g−1y,∀y ∈ G.Ïðè áèåêöèè ìîùíîñòè ñîõðàíÿþòñÿ. Äëÿ |Hg| = |H| íàäî ðàññìîòðåòü
fr : G→ G, fr(x) = xg,∀x ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Ïóñòü |G| < ∞, H < G ⇒ ò. ê. G ñîäåðæèò êîíå÷íîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ, òî è ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ êîíå÷íî, ò. å. |I| = r ∈ N.

Èìååì: G =
r⊔
i=1

giH, è ò. ê. êëàññû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî |G| =
r∑
i=1
|giH| =

r∑
i=1
|H| = r |H| , ò. å. |G|

|H| = r � ÷èñëî ñìåæíûõ êëàññîâ.

Àíàëîãè÷íî, G =
r⊔
i=1

Hg′i ⇒ |G| =
r∑
i=1
|Hg′i| =

r∑
i=1
|H| = r |H| . Òàêèì îáðàçîì r

� êîëè÷åñòâî êàê ëåâûõ, òàê è ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ, r íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì
ïîäãðóïïû â ãðóïïå G, è îáîçíà÷àåòñÿ êàê: r = |G : H| .

Âîïðîñ. Åñòü ëè â ãðóïïå S4 ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 9?

|S4| = 24 ̸ ... 9.
Îòâåò: íåò.
Âîïðîñ. Âåðíà ëè �îáðàòíàÿ òåîðåìà�: åñëè |G| = n, è m äåëèò n, òî â G ñóùå-

ñòâóåò ïîäãðóïïà H ïîðÿäêà m?
Ýòî çàâåäîìî âåðíî, åñëè G � öèêëè÷åñêàÿ: åñëè G = ⟨a⟩, òî b = a

n
m ïîðîæäàåò

ïîäãðóïïó ïîðÿäêà m, ò. ê. bm = e, íî bk ̸= e, ãäå 1 ⩽ k < m. îáäóìàéòå!

2.3 Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû è ôàêòîðãðóïïû

Âîîáùå ãîâîðÿ, gH ̸= Hg.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïîäãðóïïà N < G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû
G (èëè íîðìàëüíîé â G), åñëè:

∀g ∈ G, gN = Ng. (2.1)
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Óäîáíî ýòî ðàâåíñòâî óìíîæèòü ñïðàâà íà g−1 è ïîëó÷èòü ðàâíîñèëüíîå óñëîâèå:

gNg−1 = N. (2.2)

Ïðèìåðû.

1 Ãðóïïà S3 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (1, 2), (1, 3), (2, 3), e}.3 Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
ïîäãðóïïû â S3 :

A3 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2), e} è H = {(1, 2), e}.

1) Âû÷èñëèì ñìåæíûå êëàññû ïî N = A3.
Îäèí êëàññ � ýòî N = e ·N = N · e.
(1, 2)N = {(1, 2) · (1, 2, 3), (1, 2) · (1, 3, 2), (1, 2) · e} = {(2, 3), (1, 3), (1, 2)}
(1, 2) · (1, 2, 3) = (1) · (2, 3) = (2, 3), (1, 2) · (1, 3, 2) = (1, 3).
Î÷åâèäíî, ÷òî N · (1, 2) = {(2, 3), (1, 3), (1, 2)} = (1, 2) ·N, è ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî

N = A3 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.
2) H = {(1, 2), e}. Ðàññìîòðèì ëåâûå êëàññû: H, (1, 2, 3)H è (1, 3, 2)H.
(1, 2, 3)H = {(1, 2, 3), (1, 2, 3) · (1, 2) = (1, 3)}, (1, 3, 2)H = {(1, 3, 2), (2, 3)}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû:
H(1, 2, 3) = {(1, 2, 3), (1, 2) · (1, 2, 3) = (2, 3)} ⇒ (1, 2, 3)H ̸= H(1, 2, 3), ò. å. H íå

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G.
2 UT2(A), A = Z,Q,R,C � óíèòðåóãîëüíûå (unitriangular) ìàòðèöû 2-ãî ïî-

ðÿäêà:

X =

(
1 a
0 1

)
, X1 ·X2 =

(
1 a
0 1

)
·
(
1 b
0 1

)
=

(
1 a+ b
0 1

)
UT2(Z) ∼= (Z,+);UT2(Q) ∼= (Q,+);UT2(R) ∼= (R,+);UT2(C) ∼= (C,+).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : Z→ UT2(Z), φ(a) =
(
1 a
0 1

)
� ýòî èçîìîðôèçì, äëÿ

êîòîðîãî φ−1

((
1 a
0 1

))
= a.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå G = T2(A), ãðóïïå âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö,
ïîäãðóïïà N = UT2(A) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

Ä.Ç. 55.20, 56.16 (à), 56.26, 56.37 (à, â, ã, ä)4

3Ìû èñïîëüçóåì çäåñü íå òàáëè÷íóþ, à öèêëè÷åñêóþ çàïèñü ïîäñòàíîâîê.
4Çäåñü è äàëåå ïî òåêñòó íîìåðà çàäà÷ óêàçàíû äëÿ çàäà÷íèêà �Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àëãåáðå� ïîä

ðåä. À.È. Êîñòðèêèíà � Ì.: ÌÖÍÌÎ � 2009 ã.
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Ëåêöèÿ 3

3.1 Äàëüíåéøèå ïðèìåðû íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Ôàêòîðãðóïïû.

Íàïîìèíàíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà, N ⩽ G � ïîäãðóïïà â G. N � íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â G, åñëè ∀g ∈ G :

gN = Ng ⇐⇒ gNg−1 = N (îáîçíà÷åíèå: N ◁ G)

Òåðìèí: gNg−1 � ïîäãðóïïà, ñîïðÿæåííàÿ ñ N ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà g ∈ G.
Èíäåêñ ïîäãðóïïû N â G � êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ïî N.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ïîäãðóïïà H èìååò èíäåêñ 2 â G, òî H ◁ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: G = H
⊔
gH = H

⊔
Hg, äëÿ ∀g ∈ G\H. Áåðåì ïðîèçâîëü-

íîå g ∈ G; åñëè g ∈ H, òî gH = Hg = H; åñëè g /∈ H, òî, ïî óñëîâèþ, gH = G \H è
G \H = Hg, òî åñòü gH = Hg (ïðè ýòîì gH ∩H = ∅ è H ∩Hg = ∅).

Ïðèìåð 1. G = Sn =

{
σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)}
. Çäåñü i1 = σ(1), i2 = σ(2), è ò. ä.,

ïðè÷¼ì âñå i1, i2, . . . , in ðàçëè÷íûå, òàê ÷òî (i1, i2, . . . , in) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà
÷èñåë (1, 2, . . . , n).

Ïîäìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ïîäñòàíîâîê An � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n.
|An| = 1

2 |Sn| =
1
2n!

Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ |Sn : An| = |Sn|
|An| = 2. Ïî òåîðåìå 3.1,

An ◁ Sn.
Ïðèìåð 2. G = Dn � ãðóïïà äèýäðà ñòåïåíè n.
Dn � ãðóïïà âñåõ ïîâîðîòîâ ïëîñêîñòè âîêðóã öåíòðà äàííîãî ïðàâèëüíîãî n-

óãîëüíèêà è ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî îñåé ñèììåòðèè ýòîãî n-óãîëüíèêà, ïðè êîòî-
ðûõ ýòîò ìíîãîóãîëüíèê ñîâìåùàåòñÿ ñ ñàìèì ñîáîé.
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s1

s2

s3

O
A1

A2

A3

n = 3

∠A1OA2 = ∠A2OA3 = ∠A3OA1 = 2π
n = 2π

3 , Óãëû ïîâîðîòà áóäóò: 2π
3 ,

4π
3 , 0. Îñè

ñèììåòðèè: OA1, OA2, OA3. s1 � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè OA1, òîãäà A2 ↔ A3,
A1 ↔ A1. D3 = {E, rα, α = 2π

3 ,
4π
3 ; s1, s2, s3} � âñåãî 6 = 2 · 3 ýëåìåíòîâ.

s1
s2

s3

s4
O

A1A2

A3 A4

n = 4

D4 � ãðóïïà êâàäðàòà.D4 =
{
rαO, α = 2π

4 k = πk
2 , k = 0, 1, 2, 3; s1, s2, s3, s4 � îñåâûå ñèììåòðèè

}
s1 � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè A1A3, s2 � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî äèà-
ãîíàëè A2A4, s3 è s4 � ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñðåäíèõ ëèíèé.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîâîðîòîâ C4 =
{
e, r

π/2
O , rπO, r

3π/2
O = r

−π/2
O

}
� ãðóïïà âðà-

ùåíèé êâàäðàòà. Ýòî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì r
π/2
O (ïîâîðîò

íà óãîë π
2 ).

Îáùèé ñëó÷àé. Ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî n−óãîëüíèêà Dn =
{rαO, α = 2π

n k, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1; s1, s2, . . . , sn � îñåâûå ñèììåòðèè}. Ïîðÿäîê ãðóï-
ïû |Dn| = 2n, à ïîâîðîòû îáðàçóþò ïîäãðóïïó âðàùåíèé Cn = {rαO, α = 2π

n k, k =

0, 1, 2, . . . , n−1}= ⟨r
2π
n
O ⟩. Ò. ê. |Dn| = 2n, |Cn| = n, òî |Dn : Cn| = 2n

n = 2, è ïî òåîðåìå
3.1 Cn ◁ Dn.

3.2 Ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå

Ïóñòü G � ãðóïïà, N ◁ G. Çíàåì, ÷òî G =
⊔
i∈I

giN =
⊔
i∈I

Ngi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ḡ = gN è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ḡ êàê îäèí ýëåìåíò �óêðóïíåííîãî� ìíîæåñòâà G/N
� ìíîæåñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî N (êàæäûé ñìåæíûé êëàññ � îäèí
ýëåìåíò).

Çíàêîìûé ïðèìåð: G = Z, N = nZ, G/N = 0̄, 1̄, . . . , n− 1.
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Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå G/N îïåðàöèþ, ñîãëàñîâàííóþ ñ îïåðàöèåé íà
G. Ïóñòü îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå. Ðàññìîòðèì (g1N)(g2N) = {(g1n1)(g2n2) |
n1, n2 � ëþáûå ýëåìåíòû èç N}. (g1n1)(g2n2) = g1(n1g2)n2 = (g1g2)(g

−1
2 n1g2)n2 =

(g1g2)(n
′
1n2) ∈ g1g2N, ò. ê. N ◁ G, g−1

2 n1g2 = n′1 ∈ N. Íà ýòîì îñíîâàíèè îïðåäåëèì,
÷òî ïðîèçâåäåíèå1:

g1 · g2 = g1g2.

Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü g′1 è g′2 � äðóãèå ïðåäñòàâèòåëè ñâîèõ êëàññîâ, ò. å. g1N = g′1N è g2N =
g′2N, ýòî çíà÷èò, ÷òî g1 = g1

′, g2 = g2
′.

Ïîêàæåì, ÷òî g1g2N = g′1g
′
2N, ò. å. ðåçóëüòàò îïåðàöèè íå çàâèñèò îò âûáîðà ýëå-

ìåíòîâ â êëàññàõ. g′1 = g1n1, g
′
2 = g2n2 ⇒ g′1g

′
2 = (g1n1)(g2n2) = (g1g2)(g

−1
2 n1g2)n2 =

(g1g2)(n
′
1n2) ∈ g1g2N.

Çíà÷èò, ïðè ëþáîì n ∈ N

(g′1g
′
2)n = (g1g2)(n

′
1n2n)⇒ g′1g

′
2N = g1g2N,

÷òî è óòâåðæäàëîñü.

Òåîðåìà 3.2. Ìíîæåñòâî G/N ñ îïðåäåëåííîé âûøå îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Àññîöèàòèâíîñòü.

(g1 · g2) · g3 = g1g2 · g3 = (g1g2)g3 = g1(g2g3) = g1 · g2g3 = g1 · g2 · g3

� âåðíî
2) Åäèíèöà: ē = H � êëàññ ñàìîé ïîäãðóïïû, ò. ê. ē · ḡ = eg = ḡ � âåðíî (ñïðàâà

� àíàëîãè÷íî).
3) Îáðàòíûé ýëåìåíò: (ḡ)−1 = g−1. Â ñàìîì äåëå, ḡ · g−1 = gg−1 = ē, à â ïóíêòå

2) ïðîâåðåíî, ÷òî ýòî åäèíèöà.

Çàìå÷àíèå. 1) Åñëè ãðóïïà G àáåëåâà, òî è ôàêòîðãðóïïà G/N áóäåò àáåëåâîé,
ò. ê. åñëè g1g2 = g2g1, òî g1g2 = g2g1, ò. å. g1 · g2 = g2 · g1.

2) Åñëè G àáåëåâà, òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà â G � íîðìàëüíà.
Ê ñåìèíàðó. Íàéòè ôàêòîðãðóïïó G/N áóäåò îçíà÷àòü: à) âûÿñíèòü, èç êàêèõ

ýëåìåíòîâ ñîñòîÿò ñìåæíûå êëàññû; á) óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ãðóïïûG/N ñ êàêîé-
ëèáî èçâåñòíîé ãðóïïîé.

Ïðèìåðû.

58.32 (à) G = (C,+), N = (R,+): ∀z = x + iy ∈ C, à ÷èñëà âèäà z = x + i · 0 �
ïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå. Èçó÷èì êëàññû âèäà z0 +R, ãäå z0 = x0 + iy0, òîãäà z0 +R = {z0 + x |
x ∈ R} = {(x0+x)+ iy0} (åñëè x ìåíÿåòñÿ, òî x0+x � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî).
Òàêèì îáðàçîì, [z0] = z0 + R ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ìíèìàÿ ÷àñòü y0 �
îáùàÿ äëÿ âñåõ ⇒ z0 + R = iy0 + R � ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè ℜ(z), ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó (0, y0). Âñÿ ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.

1Â òî÷íîñòè êàê ñ ãðóïïîé (Zn,+): k̄ + l̄ = k + l.
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Ïîêàæåì, ÷òî C/R ∼= R. Îïðåäåëèì ϕ(x+iy) = y. Ò. ê. [x+iy] = iy+R, òî ϕ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå ϕ([x + iy]) = y, ϕ : C/R → R, è ýòî ãîìîìîðôèçì,
ò. ê. [x1 + iy1] + [x2 + iy2] = [x1 + x2 + i(y1 + y2)] = [i(y1 + y2)]→ y1 + y2. Âñëåäñòâèå
îïèñàíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ êàê ïðÿìûõ, ϕ : C/R→ R � áèåêöèÿ. Ïîýòîìó C/R ∼= R.

58.32 (â) Ïóñòü G = C∗ ãðóïïà íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ,

N = U = {z ∈ C | |z| = 1}.
a) Îïèñàòü ñìåæíûå êëàññû C∗/U,
á) Ïîêàçàòü, ÷òî C∗/U ∼= R+, ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ðåøåíèå.

à) Âîçüì¼ì z0 ̸= 0, z0 = |z0| (cosϕ0 + i sinϕ0). Îïðåäåëèì z0U äëÿ ëþáîãî u =
cosϕ+ i sinϕ, ϕ ∈ R ⇒ z0u = |z0| · |u| (cos(ϕ0 + ϕ) + i sin(ϕ0 + ϕ)). Êîãäà ϕ ïðèíèìàåò
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, òî ϕ0 + ϕ � òîæå ⇒ âñå ÷èñëà èç ñìåæíîãî êëàññà z0U
èìåþò îäèíàêîâûé ìîäóëü |z0| , à óãîë � ïðîèçâîëüíûé, ò. å. z0U � âñÿ îêðóæíîñòü
S = {z ∈ C | |z| = |z0|}.

á) Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ïåðåñåêàåò îñü x â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå x = r > 0. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f : C∗/U → R+ îïðåäåëèì ôîðìó-
ëîé f(z0U) = |z0| = r � ýòî áèåêöèÿ, è ò. ê. |z1 · z2| = |z1| · |z2| , òî f è ãîìîìîðôèçì,
ò. å. f � èçîìîðôèçì, çíà÷èò C∗/U ∼= R+.

x

y

0 r1 r2

C∗/U ∼= (R+, ·)

3.3 Ãîìîìîðôèçìû. Òåîðåìà î ãîìîðôèçìå

Ïóñòü G,H � ãðóïïû ñ îïåðàöèÿìè · â G è ∗ â H.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îòîáðàæåíèå ϕ : G → H íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû
G â ãðóïïó H, åñëè ∀g1, g2 ∈ G :

ϕ(g1 · g2) = ϕ(g1) ∗ ϕ(g2).

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ϕ(H) = Imϕ = {ϕ(g) | g ∈ G} íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ãðóïïû G
ïîä äåéñòâèåì ϕ, à ÿäðî ϕ îïðåäåëÿåòñÿ êàê Kerϕ = {g ∈ G | ϕ(g) = eH}.
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Òåîðåìà 3.3.

1) ϕ(eG) = eH ;
2) ϕ(g−1) = ϕ(g)−1 ∈ H;
3) Kerϕ � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G;
4) Imϕ � ïîäãðóïïà â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ϕ(eG) = h. Çàïèøåì: eG·eG = eG⇒ ϕ(eG)∗ϕ(eG) = ϕ(eG),
èëè h ∗ h = h | ∗h−1 ⇒ h ∗ (h ∗ h−1) = h = h ∗ h−1 = eH ⇒ h = eH ÷. ò. ä.

2) Ðàññìîòðèì ϕ(g) ∗ ϕ(g−1) = ϕ(g · g−1) = ϕ(eG) = eH ⇒ ϕ(g−1) � îáðàòíûé ê
ϕ(g).

3) Ïîêàæåì, ÷òî Kerϕ � ïîäãðóïïà â G. ßñíî, ÷òî eG ∈ Kerϕ, â ñèëó 1). Ïóñòü
g1, g2 ∈ Kerϕ; òîãäà ϕ(g1 · g2) = ϕ(g1) ∗ ϕ(g2) = eH ∗ eH = eH ⇒ g1 · g2 ∈ Kerϕ.

Ïóñòü g ∈ Kerϕ; âû÷èñëèì ϕ(g−1) = ϕ(g)−1 = e−1
H = eH ⇒ g−1 ∈ Kerϕ.

Ïðîâåðèì, ÷òî Kerϕ � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïóñòü x ∈ Kerϕ, g � ëþáîé
ýëåìåíò èç G. Âû÷èñëèì ϕ(g · x · g−1) = ϕ(g) ∗ ϕ(x) ∗ ϕ(g)−1 = ϕ(g) ∗ ϕ(g)−1 = eH ⇒
g · x · g−1 ∈ Kerϕ.

4) Imϕ� ïîäãðóïïà âH. Âî-ïåðâûõ, eH ∈ Imϕ.Äàëåå, åñëè h1 = ϕ(g1), h2 = ϕ(g2)
⇒ h1 ∗ h2 = ϕ(g1) ∗ ϕ(g2) = ϕ(g1 · g2) ⇒ h1 ∗ h2 ∈ Imϕ.

Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ. Ïóñòü h = ϕ(g), òîãäà ïî 2) h−1 =
ϕ(g−1) ∈ Imϕ.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ëþáûõ ãðóïïû G è ïîäãðóïïû N ◁ G ñóùåñòâóåò ãðóïïà Ḡ è
ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì π : G→ Ḡ = G/N ñ ÿäðîì N. Îïðåäåëèì π(g) = gN ≡
ḡ. Ëþáîé ýëåìåíò ḡ = gN, òîãäà ḡ = π(g), ãîìîìîðôèçì:π(g1 · g2) = g1g2 = g1 ∗ g2 =
π(g1) ∗ π(g2).

Òåðìèí: π � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì G íà G/N.

Òåîðåìà 3.4 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå). Ïóñòü ϕ : (G, ·) → (H, ∗) �
ãîìîìîðôèçì ãðóïï, òîãäà Imϕ ∼= G/Kerϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó ãðóïï èç òåîðåìû è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãî-
ìîìîðôèçìîâ:

G Imϕ ⩽ H

G/Kerϕ

ϕ

π
f?

è ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f òàê, ÷òîáû ýòà äèàãðàììà ñòàëà êîììóòàòèâíîé. Äëÿ
ýòîãî îïðåäåëèì:

f(gKerϕ) = f(ḡ)
îïð.
= ϕ(g).

1. Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü g1Kerϕ = gKerϕ ⇒ g1 = gx, x ∈
Kerϕ ⇒ ϕ(g1) = ϕ(g) ∗ ϕ(x) = ϕ(g) ∗ eH = ϕ(g).

2. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî f � ãîìîìîðôèçì, ò. å. f(g1 · g2) = f(g1g2) = ϕ(g1g2) =
ϕ(g1) ∗ ϕ(g2) = f(g1) ∗ f(g2).

3. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî f � áèåêöèÿ.
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∀h ∈ Imϕ ∃g ∈ G : ϕ(g) = h, íî ϕ(g) = f(ḡ) = h, òî åñòü f � ñþðüåêöèÿ.
f èíúåêòèâíî: äîïóñòèì, ÷òî f(g1) = f(g2), òî åñòü ϕ(g1) = ϕ(g2)⇒ g−1

1 g2 ∈ Kerϕ
⇒ g1Kerϕ = g2Kerϕ, òî åñòü g1 = g2.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî èçîìîðôèçìà óêàæåì ìåòîä, êàê äîêà-
çàòü èçîìîðôèçì G/N ∼= H. Äëÿ ýòîãî íàäî ïîñòðîèòü ñþðüåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì
ϕ : G→ H òàê, ÷òîáû Kerϕ = N, òîãäà G/Kerϕ ∼= H � áóäåò äîêàçàíî.
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Ëåêöèÿ 4

4.1 Íåêîòîðûå òåîðåìû, êîòîðûå âûòåêàþò èç òåîðåìû î ãîìîìîð-
ôèçìå

Òåîðåìà 4.1 (Òåîðåìà î ñîîòâåòñòâèè ïîäãðóïï ïðè ãîìîìîðôèçìàõ).
Ïóñòü ϕ : G → H � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì (ýïèìîðôèçì) ãðóïï. Òî-

ãäà èìåþò ìåñòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ïîä-
ãðóïï:

1. {K ⩽ H} è {N ⩽ G}, ãäå Kerϕ ⩽ N, à òàêæå

2. {K ◁ H} è {N ◁ G}, ãäå Kerϕ ⩽ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Çíàåì, ÷òî åñëè N ⩽ G, òî ϕ(N) � ïîäãðóïïà â H. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ ïîäãðóïïó K ⩽ H è ðàññìîòðèì å¼ ïîëíûé ïðîîáðàç ïðè îòîáðàæå-
íèè ϕ, ϕ−1(K) = {g ∈ G | ϕ(g) ∈ K}. Çàìåòèì, ÷òî Kerϕ = ϕ−1(eH) ⩽= N. Íàäî
äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ϕ : N → ϕ(N) è ϕ−1 : K → ϕ−1(K) âçàèìíî îáðàòíûå.
Ðàññìîòðèì ϕ(ϕ−1(K)) = F = {h ∈ H | ∃g ∈ Gϕ(g) = h}, íî g ∈ ϕ−1(K), à ýòî
çíà÷èò, ÷òî ϕ(g) = k, k ∈ K.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ(ϕ−1(K)) = K, òàêèì îáðàçîì K ↔ ϕ−1(K) áóäåò áèåêöè-
åé.

2. Åñëè N ◁ G, òî ϕ(N) ◁ H, ïîýòîìó äëÿ ∀h ∈ H,h = ϕ(g) è äëÿ íåêîòîðîãî
g ∈ G; hϕ(N)h−1 = {hϕ(n)h−1 = ϕ(gng−1)} ⊆ ϕ(N) = {ϕ(n) | n ∈ N}. ⇒ ϕ(N) ◁ H.

Àíàëîãè÷íî, åñëè K ◁ H, òî ϕ−1(K) ◁ G, è ñîîòâåòñòâèå äà¼ò áèåêöèþ ìåæäó
K ◁ H è ϕ−1(K) ◁ G, ïðè÷åì, ïî ïîñòðîåíèþ, Kerϕ ⩽ ϕ−1(K).

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ

Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå S4 èìååòñÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 8. Èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,
â ãðóïïå âðàùåíèé êóáà èìååòñÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 8, ïîñêîëüêó ýòè äâå ãðóïïû
èçîìîðôíû.

Ãðóïïà âðàùåíèé êóáà (îêòàýäðà) ñîñòîèò èç ïîâîðîòîâ òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà âîêðóã òàêèõ îñåé, ÷òîáû ïîñëå ïîâîðîòà êóá ñîâìåñòèëñÿ ñ ñîáîé.
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Äîïóñòèìû ïîâîðîòû âîêðóã îñåé òèïà I (ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòðû ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ãðàíåé) íà óãëû π

2k, k = 0, 1, 2, 3. Ïîâîðîòû âîêðóã îñåé òèïà II (äèàãîíàëåé
êóáà)1. Ïîâîðîòû âîêðóã îñåé òèïà III íà óãîë π.

Îáùåå ÷èñëî ïîâîðîòîâ: 1 � id, 3 · 3 = 9 ïîâîðîòîâ I òèïà, 2 · 4 = 8 ïîâîðîòîâ II
òèïà, 1 · 6 = 6 ïîâîðîòîâ III òèïà, èòîãî 1 + 9 + 8 + 6 = 24 = |S4| .

O

III

III

AB

C

D

III

1

2 3

4

3

4 1

2

(3)

(2)

(1)

Óñòðîèì ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû êóáà (îíà æå îêòàýäðà) O → S4. Ëþáîé ïî-
âîðîò êóáà âûçûâàåò íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêó ýòèõ ÷åòûð¼õ äèàãîíàëåé. Íàïðèìåð,
ïîâîðîò âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè íà π

2 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïåðåâîäèò 1→ 2→

3 → 4 → 1. Åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü öèêë äëèíû ÷åòûðå: (1234) =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
.

Ïîâîðîò íà π âîêðóã óêàçàííîé îñè III-ãî òèïà 2 ↔ 4, 1 ↔ 3, åìó ìîæíî ñîïîñòà-

âèòü (13)(24) =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
. È òàê äëÿ âñåõ ïîâîðîòîâ. Ðàçíûì ïîâîðîòàì áóäóò

ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå ïîäñòàíîâêè ⇒ O ∼= S4.

1ABCD � ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà, å¼ âûñîòà ëåæèò íà ýòîé äèàãîíàëè ⇒ óãëû ïîâîðîòà 2π
3
l, l =

0, 1, 2.
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Ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçì ϕ : O ∼= S4 → S3. Ëþáîé ïîâîðîò êóáà âûçûâàåò ïå-
ðåñòàíîâêó òðåõ îñåé êóáà òèïà I. Íàïðèìåð, ïîâîðîò âîêðóã îñè (1) íà pi

2 ìåíÿåò
ìåñòàìè (2) è (3), îñòàâëÿÿ íåïîäâèæíîé îñü (1), òî åñòü åìó ñîîòâåòñòâóåò òðàíñ-

ïîçèöèÿ (23) =

(
1 2 3
1 3 2

)
. Îáðàçû äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïåðåñòàíîâîê íàõîäÿòñÿ

àíàëîãè÷íî. Íàéäåì Kerϕ. Ïîñêîëüêó S3 ∼= S4/Kerϕ, (6=24/4), òî
Kerϕ = {e, 3 ïîâîðîòà âîêðóã îñåé (1), (2), (3) íà π} ∼= V4. Òàêèì îáðàçîì,

S4/V4 ∼= S3. Â ãðóïïå S3 åñòü òðè ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 2: K1 = {e, (12)}, K2 =
{e, (13)}, K3 = {e, (23)}. Êàæäàÿ èç ïîäãðóïï ϕ−1(K1), ϕ

−1(K2), ϕ
−1(K3) â ãðóïïå

S4 èìååò ïîðÿäîê 8.

Òåîðåìà 4.2 (Ïåðâàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå).
Ïóñòü H < G,N ◁ G, òîãäà NH � ïîäãðóïïà â G, ïðè÷åì NH/N ∼= H/(H∩N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî NH � ïîäãðóïïà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : NH −→ H/(H ∩N). Ëþáîé ýëåìåíò g = nh
ϕ7→ h(H ∩N), n ∈ N,h ∈ H.

Äîïóñòèì, ÷òî ϕ(g1) = ϕ(n1h1) = h1(H ∩ N). Çíà÷èò, h(H ∩ N) = h1(H ∩ N) ⇒
h−1
1 h ∈ (H ∩N). Òîãäà h1 = h ·n2, n2 ∈ H ∩N n1h1 = n1hn2 = hh−1n1hn2︸ ︷︷ ︸

ñ2∈N

= hñ2 äà¼ò

òîò æå ñìåæíûé êëàññ ïî H ∩N. Òàê êàê Kerϕ = {nh | h(H ∩N) = H ∩N} = N, ïî
îñíîâíîé òåîðåìå ïîëó÷åí íóæíûé èçîìîðôèçì.

4.2 Öåíòð ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü G � ãðóïïà. Òîãäà öåíòð ãðóïïû G îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìíîæåñòâî Z(G) = {z ∈ G | zg = gz,∀g ∈ G}.

Òåîðåìà 4.3. Öåíòð ãðóïïû � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïîäãðóïïà: e ∈ G ïðèíàäëåæèò Z(G); åñëè z1, z2 ∈ Z(G), òî
z1z2 ∈ Z(G), ïîñêîëüêó ∀g ∈ G, g(z1z2) = (gz1)z2 = (z1g)z2 = z1(gz2) = z1(z2g) =
z1z2g � âåðíî.

Äëÿ z ∈ Z(G) èìååì zg = gz ⇒ (zg)−1 = (gz)−1 ⇒ g−1z−1 = z−1g−1; ëþáîé
ýëåìåíò a ∈ G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå a = (a−1)−1, ïîýòîìó, åñëè g � ëþáîé
ýëåìåíò, òî è g−1 � ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû G, ïóñòü g−1 = a ⇒ az−1 = z−1a.
Íîðìàëüíîñòü: ∀z ∈ Z(G), ∀g ∈ G íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî gzg−1 ∈ Z(G) : g(zg−1) =
g(g−1z) = (gg−1)z = z ∈ Z(G).

Ïðèìåðû.

1 G = D4 � ãðóïïà êâàäðàòà.

D4 = {e, a, a2, a3 = a−1︸ ︷︷ ︸
ïîâîðîòû

, s1, s2, s3, s4︸ ︷︷ ︸
ñèììåòðèè

}.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè sas−1 = a−1(s−1 = s). Ðàññìîòðèì
sa2s−1 = (sas−1)(sas−1) = a−2 = a2, ò. ê. a4 = e, a2a2 = e ⇒ (a2)−1 = a2. Òàêèì
îáðàçîì, a2 ∈ Z(D4) (ýòî ïîâîðîò íà π, ò. å. öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ).
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Ýëåìåíòû e è a2 � åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû èç öåíòðà D4 ⇒ Z(D4) = {e, a2}.
2 Ïóñòü G = GLn(R) � íåâûðîæäåííûå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ

îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî H = {λE | λ ̸= 0} � ïîäãðóïïà ñêàëÿðíûõ
ìàòðèö ñîäåðæèòñÿ â Z(G), òàê êàê (λE)A = A(λE) = λA, ∀λ ̸= 0 (λE � ñêàëÿðíàÿ
ìàòðèöà).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü (õîòÿ áû äëÿ n = 2), ÷òî Z(GLn) = {λE | λ ̸= 0}.

Òåîðåìà 4.4. Ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) äëÿ íåàáåëåâîé ãðóïïû G íå ìîæåò áûòü
öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî G/Z(G) � öèêëè÷åñêàÿ, è ïîêàæåì, ÷òî G � àáå-

ëåâà. Ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ íà ñìåæíûå êëàññû ïî Z(G)
îáîçí.
= �Z, òî åñòü G =

⋃
i∈I

giZ

⇒ ∀g ∈ G ïðåäñòàâèì â âèäå: g = gizi äëÿ íåêîòîðîãî i. Âîçüìåì äðóãîé ýëåìåíò
g′ = gjzj . Äàíî, ÷òî G/Z(G) � öèêëè÷åñêàÿ ⇒ ∃a ∈ G òàêîé, ÷òî âñå ñìåæíûå êëàñ-
ñû èìåþò âèä ak �Z. Çíà÷èò g = aizi, g

′ = ajzj ⇒ gg′ = (aizi)(a
jzj) = ai(zia

j)zj =
ai(ajzi)zj = ai+jzizj = (ajzj)(a

izi) = g′g ⇒ gg′ = g′g.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà p2 (p � ïðîñòîå ÷èñëî) àáåëåâà.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó ÷åðåç G. Åñëè â G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà

p2, òî G öèêëè÷åñêàÿ ⇒ àáåëåâà. Ïóñòü ∄ ýëåìåíòà ïîðÿäêà p2 ⇒ ∀g ∈ G, gp = e
(ord(g) | |G| = p2 ⇒ ord(g) = 1, p; ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ord(g) ̸= p2).

Ïîêàæåì, ÷òî Z(G) > {e}. Âîçüìåì g0 ∈ G è ðàññìîòðèì âñåâîçâîçìîæíûå
ýëåìåíòû âèäà gg0g

−1 � ñîïðÿæåííûå ñ g0.
Èõ êîëè÷åñòâî � äåëèòåëü |G| = p2. Åñëè g0 ∈ Z(G), òî gg0g−1 = g0, ∀g ∈ G. Åñëè

g0 ∋ Z(G), ïîñìîòðèì, ïðè êàêîì óñëîâèè g1g0g
−1
1 = g2g0g

−1
2 ⇒ (g−1

2 g1)g0(g
−1
1 g2) =

g0. Íî g−1
1 g2 = (g−1

2 g1)
−1 ⇒ ýëåìåíò g−1

2 g1 îñòàâëÿåò ýëåìåíò g0 íåïîäâèæíûì.
Îáîçíà÷èì C = {g ∈ G | gg0g−1 = g0} � ýòî ïîäãðóïïà â G. Åñëè C = G, òî
g0 ∈ Z(G), èíà÷å |C| = p : C ≥ ⟨g0⟩ ïîðÿäêà p, íî G > C.

Â òàêîì ñëó÷àå
∣∣{gg0g−1}

∣∣ = |G|
|C| = p.

Âñÿ ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ íà ñîïðÿæåííûå ïîäìíîæåñòâà: G =

{e}
⊔
{z1}

⊔
. . .
⊔
{zk}︸ ︷︷ ︸

k

⊔
K1

⊔
. . .
⊔
Kr︸ ︷︷ ︸

ïî p ýëåìåíòîâ
... p

⇒ k = |Z(G)| ... p.

Èòàê, åñëè G íåàáåëåâà, íî |Z(G)| = p, òîãäà |G/Z(G)| = p, à ëþáàÿ ãðóïïà ïðî-
ñòîãî ïîðÿäêà p � öèêëè÷åñêàÿ⇒ G/Z(G) � öèêëè÷åñêàÿ⇒ G àáåëåâà. Ïîëó÷àåòñÿ
ïðîòèâîðå÷èå.

4.3 Ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ â ãðóïïàõ

Ïóñòü G � ãðóïïà, S ⊂ G. Ñêàæåì, ÷òî S � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ äëÿ ãðóïïû G,
åñëè ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

g = s±1
1 · s

±1
2 · · · · · s

±1
k , ãäå si ∈ S, k = 1, 2, . . . . Îáîçíà÷åíèå: G = ⟨s⟩.
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Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé: S = {a}, òîãäà G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Ïðèìåðû.

1 G = Dn = {e, a, a2, . . . , an−1, s1, s2, . . . , sn} (a � ïîâîðîò âîêðóã öåíòðà O íà
óãîë 2π

n , s1, s2, . . . , sn � îñåâûå ñèììåòðèè)
Äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè s, sas−1 = sas = a−1. Îáîçíà÷èì s1 çà b è ïîêàæåì, ÷òî

S = {a, b}, ò. å. Dn = ⟨a, b⟩.
Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû b, ab, a2b, . . . , an−1b. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñèììåòðèè. Äëÿ ýòî-

ãî íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî ∀k = 1, . . . , n − 1 (akb)2 = e. Äåéñòâèòåëüíî, (akb)(akb) =
ak(bakb−1) = aka−k = e.

2 G = Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n.Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìó ïîðîæäà-
þùèõ â Sn ñîñòàâëÿþò âñå òðàíñïîçèöèè, ò. ê. ëþáóþ ïîäñòàíîâêó ìîæíî ðàçëîæèòü
â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.

3.14 (1) Ïîêàçàòü, ÷òî òðàíñïîçèöèè (1, 2), (1, 3), . . . , (1, n) ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó

ïîðîæäàþùèõ äëÿ Sn. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûðàçèòü ëþáóþ òðàíñïîçèöèþ ÷åðåç
(1, 2), (1, 3), . . . , (1, n).

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè |G| = 4, òî G ∼= Z4 èëè G ∼= V4.
Ðåøåíèå. Ïóñòü |G| = 4. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, ∀g ∈ G, ord(g) = |⟨g⟩| äåëèò

|G| ⇒ ord(g) = 4, 2 èëè 1, ïðè g = e. Åñëè ∃a, ord(a) = 4, òî ⟨a⟩ = G � ãðóï-
ïà öèêëè÷åñêàÿ, èçîìîðôíàÿ Z4. Åñëè ∀g ∈ G, g ̸= e, ord(g) = 2, òî åñòü g2 = e,
òî G ñîäåðæèò { e, a, b, ab = ba } � ïîäãðóïïà â G ⇒ G = { e, a, b, ab = ba }
⇒ G ∼= V4, à èìåííî, ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî a ↔ (1, 2)(3, 4), b ↔ (1, 3)(2, 4) ⇒
ab↔ (1, 2)(3, 4)(1, 3)(2, 4) = (2, 3)(1, 4).

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè |G| = 6, òî G ∼= Z6 èëè G ∼= D3
∼= S3.

Ðåøåíèå. Ïóñòü |G| = 6. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ord(g) = 6, 3, 2 èëè 1, ïðè g = e.
Åñëè ∃a ∈ G, |a| = 6, òî ⟨a⟩ = G, G � öèêëè÷åñêàÿ, ∼= Z6.

Ïóñòü ∄ ýëåìåíòà ïîðÿäêà 6. Ïîêàæåì, ÷òî ∃a ∈ G, ord(a) = 2. Îò ïðîòèâíîãî,
äîïóñòèì, ÷òî ∀g ̸= e, g2 ̸= e, ò. å. |g| ≠ 2, òîãäà g−1 ̸= g, è âñÿ ãðóïïà G ñîñòîèò èç
{ e, g, g−1, h, h−1 è ò. ä. }, ò. å. |G| íå÷¼òíûé ⇒ ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîêàæåì, ÷òî ∃b ∈ G, ord(b) = 3. Äîïóñòèì, ÷òî ∀g ∈ G, g2 = e, òîãäà ãðóïïà G
áóäåò àáåëåâîé (åñëè g, h ∈ G, g ̸= h, òîãäà (gh)2 = e ⇒ (gh)−1 = gh, íî (gh)−1 =
h−1g−1 = hg ⇒ gh = hg). Â ýòîì ñëó÷àå { e, a, b, ab = ba } � ïîäãðóïïà â G èç 4-õ
ýëåìåíòîâ, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ïîñêîëüêó 4 íå äåëèò 6 (ïðîòèâîðå÷èå ñî ñëåäñòâèåì
èç ò.Ëàãðàíæà).

Èòàê, â G åñòü a ïîðÿäêà 2 è b ïîðÿäêà 3. Ëèáî ab = ba, è òîãäà ord(ab) =
ord(a) ord(b) = 6, è G öèêëè÷åñêàÿ, ÷òî íå òàê â äàííîì ñëó÷àå ïî ïðåäïîëîæåíèþ
⇒ ëèáî ab = b−1a, è ìû ìîæåì óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ñ D3, a ↔ s � ñèììåòðèÿ,

b↔ R
2π/3
0 . Â ñàìîì äåëå, ⟨b⟩ ñîäåðæèò ïîëîâèíó ýëåìåíòîâ ãðóïïû G ⇒ ⟨b⟩ ◁ G ⇒

aba−1 = b2 = b−1.

Ä.Ç. 3.14 (2), 58.11, 58.20 (â)
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Ëåêöèÿ 5

5.1 Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ (ïðÿìûå ñóììû) ïîäãðóïï è ãðóïï

5.1.1 Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäãðóïï

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü G � ãðóïïà, H1, H2 � ïîäãðóïïû. G íàçûâàåòñÿ
ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï H1, H2 (îáîçíà÷åíèå: H1 ×H2), åñëè:

1. G = H1 ·H2, ò. å. ∀g ∈ G ∃h1 ∈ H1 è h2 ∈ H2 òàêèå, ÷òî g = h1h2.

2. Äëÿ ∀g òàêèå h1 è h2 åäèíñòâåííûå (íàïðèìåð, åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå
e = e · e, ò. ê. e ∈ H1 è e ∈ H2).

3. ∀h1 ∈ H1, h2 ∈ H2 : h1h2 = h2h1 (ñàìè ïîäãðóïïû H1 è H2 ìîãóò áûòü íåêîì-
ìóòàòèâíûìè).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îïåðàöèÿ âG� ñëîæåíèå (êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ), òî ÷àñòî
ãîâîðÿò, ÷òî G � ïðÿìàÿ ñóììà ïîäãðóïï G = H1 ⊕ H2; óñëîâèå 3 â ýòîì ñëó÷àå
èçëèøíå.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Åñëè G = H1 ×H2, òî i) H1 ◁ G,H2 ◁ G è ii) H1 ∩H2 = {e}.

Äîêàçàòåëüñòâî. i) ∀g = h1h2, åñëè h̃1 ∈ H1, ðàññìîòðèì gh̃1g
−1 =

h1h2h̃1(h1h2)
−1 = h1h2h̃1h

−1
2 h−1

1 = (h1h̃1)(h2h
−1
2 )h−1

1 = h1h̃1h
−1
1 ∈ H1, äîêàçàëè,

÷òî H1 íîðìàëüíà â G, äëÿ H2 àíàëîãè÷íî.
ii) Ïóñòü h ∈ H1 ∩ H2 è h ̸= e. Òîãäà äëÿ h èìååì äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ:

h = h︸︷︷︸
∈H1

· e︸︷︷︸
∈H2

= e︸︷︷︸
∈H1

· h︸︷︷︸
∈H2

� ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ⇒ h = e.

Ïðèìåð. Ïóñòü G = V4 = {e, a = (1, 2)(3, 4), b = (1, 3)(2, 4), c = (1, 4)(2, 3)}.
Ðàññìîòðèì H1 = {e, a}, H2 = {e, b}, òîãäà G = H1 ×H2.

H1 ·H2 = {e, eb = b, ae = a, ab = c} = G,

H1 ∩H2 = {e}
è h1h2 = h2h1, ∀h1 ∈ H1,∀h2 ∈ H2, òàê êàê G àáåëåâà.
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5.1.2 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

Ïóñòü G1, G2 íåêîòîðûå ãðóïïû. Ðàññìîòðèì G = {(g1, g2) | g1 ∈ G1, g2 ∈ G2 =
G1 ×G2} � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ G1, G2.

Ïóñòü â G1 îïåðàöèÿ ·, à â G2 îïåðàöèÿ ∗.
Îïðåäåëèì îïåðàöèþ íà ìíîæåñòâå ïàð ïîêîìïîíåíòíî:

(g1, g2) ◦ (g′1, g′2)
îïð.
= (g1 · g′1, g2 ∗ g′2).

Ïîëó÷èòñÿ ãðóïïà.
1. Àññîöèàòèâíîñòü: âîçüìåì åù¼ (g′′1 , g

′′
2), ðàññìîòðèì

(
(g1, g2)◦(g′1, g′2)

)
◦(g′′1 , g′′2) =

(g1 · g′1, g2 ∗ g′2) ◦ (g′′1 , g′′2) =
(
(g1 · g′1) · g′′1 , (g2 ∗ g′2) ∗ g′′2

) àññ.
=
(
g1 · (g′1 · g′′1), g2 ∗ (g′2 ∗ g′′2)

)
=

(g1, g2) ◦
(
(g′1, g

′
2) ◦ (g′′1 , g′′2)

)
.

2. Åäèíèöà e = (e1, e2).
3. (g1, g2)

−1 = (g−1
1 , g−1

2 ), ò. ê. (g1, g2)◦ (g−1
1 , g−1

2 ) = (g1 ·g−1
1 , g2 ∗g−1

2 ) = (e1, e2) = e.
Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå äâóõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé � âíóòðåííåãî (ïîäãðóïï) è

âíåøíåãî (ãðóïï).
Ïóñòü G = G1 × G2 � âíåøíåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G1, G2, òî åñòü ∀g ∈

G : g = (g1, g2), g1 ∈ G1, g2 ∈ G2.
Ðàññìîòðèì â G äâà ïîäìíîæåñòâà:

H1 = {(g1, e2) | g1 ∈ G1} è H2 = {(e1, g2) | g2 ∈ G2}.

Òîãäà H1 è H2 ïîäãðóïïû â G, ïðè÷åì H1
∼= G1, H2

∼= G2; â ñàìîì äåëå, (g1, e2) ↔
g1 ∈ G1 è (e1, g2)↔ g2 ∈ G2.

Ïîêàæåì, ÷òî G = H1×H2 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïîäãðóïï ∀g = (g1, g2) =
(g1, e2) ◦ (e1, g2) è åñëè = (g′1, e2) ◦ (e1, g′2) ⇒ g1 = g′1, g2 = g′2 � åäèíñòâåííîñòü.

Íàêîíåö, (g1, e2) ◦ (e1, g2) = (g1, g2) = (e1, g2) ◦ (g1, e2), òî åñòü âñå òðè óñëîâèÿ èç
îïðåäåëåíèÿ 5.1 âûïîëíåíû.

Âûâîä: G = G1 × G2
∼= H1 × H2 (âî âòîðîì ñëó÷àå � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ïîäãðóïï ãðóïïû G).

5.1.3 Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîíÿòèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîäãðóïï (è ãðóïï) íà
ñëó÷àé n ⩾ 2

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü H1, H2, . . . ,Hn � ïîäãðóïïû â ãðóïïå G.

G = H1 ×H2 × · · · ×Hn,

åñëè
1. ∀g = h1 · h2 · · ·hn, hi ∈ Hi, i = 1, . . . , n.
2. Ðàçëîæåíèå èç ï. 1 åäèíñòâåííî.
3. ∀hi ∈ Hi, hj ∈ Hj(i ̸= j) : hihj = hjhi.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü G1, G2, . . . , Gn � ãðóïïû. Îáðàçóåì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ãðóïï G = G1 × G2 × · · · × Gn = {(g1, . . . , gn) | gi ∈ Gi, 1 ⩽ i ⩽ n} ñ îïåðàöèåé
(g1, . . . , gn) ◦ (g′1, . . . , g′n) = (g1g

′
1, . . . , gng

′
n).
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Òàêæå, êàê äëÿ n = 2, åñëè â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè G = G1 × G2 × · · · × Gn
ðàññìîòðåòü ïîäãðóïïû: Hi = {e1, . . . , gi, . . . , en} ∼= Gi, gi ∈ Gi, òî G = H1 × H2 ×
· · · ×Hn � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï.

Íàïðèìåð, Zn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ Z, i = 1, . . . , n} è îïåðàöèÿ � ïîêîîðäèíàòíîå
ñëîæåíèå, ò. å. Z⊕ · · · ⊕ Z = Zn.

Ïðèìåðû.

1 Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà C = R ⊕ iR, R � ïîäãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
z = x+ i · 0, è iR ïîäãðóïïà ÷èñòî ìíèìûõ ÷èñåë z = 0 + i · y.

Ðåøåíèå. (C,+) � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà è ∀z = x+iy (x, y ∈ R) åäèíñòâåííûì
îáðàçîì.

2 (C∗, ·) � ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ̸= 0 ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî C∗ = R+ × U, ãäå R+ = {x > 0}, U = {z ∈ Z | |z| = 1}.
Ðåøåíèå. ∀z ∈ C, z ̸= 0: z = r · (cosϕ + i sinϕ) � åäèíñòâåííûì îáðàçîì (åñëè

ϕ ∈ [0, 2π]), ãäå r = |z| > 0, |cosϕ+ i sinϕ| = 1.

3 Ïîêàçàòü, ÷òî Z íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ íåíóëåâûõ
ïîäãðóïï.

5.1.4 Àáåëåâû ãðóïïû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîðîæäàþùèõ

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà ñ îïåðàöèåé +. Ñêàæåì, ÷òî ýëå-

ìåíòû a1, . . . , an ïîðîæäàþò ãðóïïó A, åñëè ∀a =
n∑
i=1

kiai, ki ∈ Z, ãäå

kiai =


ai + · · ·+ ai, åñëè ki > 0;

−(ai + · · ·+ ai), åñëè ki < 0;

0, ki = 0.

Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z (â öåëî÷èñëåííîì
ñìûñëå), åñëè èç òîãî, ÷òî k1a1 + · · ·+ knan = 0⇒ k1 = . . . = kn = 0.

Ýëåìåíòû e1, . . . , en îáðàçóþò áàçèñ ãðóïïû A, åñëè:
1) e1, . . . , en ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z;

2) ∀a ∈ A ñóùåñòâóþò öåëûå k1, . . . , kn òàêèå, ÷òî a =
n∑
i=1

kiai.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Àáåëåâà ãðóïïà F íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ðàíãà n, åñëè
â F ñóùåñòâóåò áàçèñ èç n ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 5.1. Åñëè â ãðóïïå F ñóùåñòâóåò áàçèñ èç n ýëåìåíòîâ, òî âñå áàçèñû â
F ñîñòîÿò èç n ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∃e′1, . . . , e′m â F ñ m > n, òîãäà e′1, . . . , e
′
m ëèíåéíî çàâèñèìû

(è çíà÷èò íå ìîãóò ñëóæèòü áàçèñîì).
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ e′1, . . . , e

′
m ïî èñõîäíîìó áàçèñó: e′j =

n∑
i=1

cijei, ∀j, 1 ⩽ j ⩽ m (cij ∈ Z).
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Çàïèøåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
m∑
j=1

λje
′
j = 0 ∈ A, λj ∈ Z. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóþò λj íå âñå = 0.

m∑
j=1

λj

n∑
i=1

cijei =
n∑
i=1

 m∑
j=1

cijλj

 ei = 0⇒
m∑
j=1

cijλj = 0, 1 ⩽ j ⩽ n.

Â ýòîé ñèñòåìå êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ > êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé ⇒ ýòà ñèñòåìà

èìååò ̸= 0 ðåøåíèå: λi =
pi
qi
∈ Q, òîãäà

m∑
j=1

pj
qj
e′j = 0, ãäå íå âñå pj ∈ Z ðàâíû 0.

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà îáùèé çíàìåíàòåëü q âñåõ äðîáåé, è òîãäà ïîëó÷èì
m∑
j=1

p̃je
′
j = 0, ãäå p̃j =

pjq
qj
∈ Z íå âñå = 0.

Òàêèì îáðàçîì áàçèñ â F íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå, ÷åì n ýëåìåíòîâ. Íî åñëè
áû íàøåëñÿ áàçèñ ñ m < n ýëåìåíòîâ: e′1, . . . , e

′
m, òî åãî ìîæíî áûëî áû âçÿòü çà

èñõîäíûé áàçèñ, à òîãäà ïî ëåììå ýëåìåíòû e1, . . . , en, (ò. ê. m < n) áóäóò ëèíåéíî
çàâèñèìûìè. Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ⇒ m = n.

5.1.5 Ñðàâíåíèå ñâîéñòâ àáåëåâûõ ãðóïï è âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Àáåëåâà ãðóïïà

1) Åñëè 0 ̸= U ⊆ V,dimV = n, Åñëè F � ñâîáîäíàÿ àá. ãð., rkF = n
òî dimU ⩽ n. è 0 ̸= H ⩽ F, òî H � ñâîáîäíà, ïðè÷åì
Åñëè dimU = dimV, òî U = V rkH ⩽ rkF (òåîðåìà î ñâîáîäå)

Èç òîãî, ÷òî rkH = rkF ̸⇒ H = F
Êîíòðïðèìåð: F = Z, H = 2Z,
F ̸= H, íî rkF = rkH = 1

2) Ëþáóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ 2) Íå âñåãäà âåðíî.
ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, . . . , er(r < n) Ïðèìåð. F = Z2, H = {(n, 2m)}
èç V ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà Âåêòîð (0, 2) íåëüçÿ äîïîëíèòü
ïðîñòðàíñòâà V äî áàçèñà â F

3) Ñïðàâåäëèâà ò. í. òåîðåìà î
ñîãëàñîâàííûõ áàçèñàõ

Òåîðåìà 5.1 (Òåîðåìà î ñâîáîäå).
Åñëè F = Fn � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n,H � å¼ íåíóëåâàÿ ïîäãðóïïà,

òî H ñâîáîäíà è rkH = r ⩽ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n = rkF. Ñëó÷àé n = 0 íå ðàññìàòðèâàåì.
Áàçà. Åñëè n = 1, òî F = ⟨e1⟩ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ò. å. F = {te1 | t ∈ Z}. H �

å¼ ïîäãðóïïà ⇒ H òîæå öèêëè÷åñêàÿ, òî H = ⟨d1e1⟩ = {td1e1 | t ∈ Z, d1 ∈ N} ⇒
rkH = 1 è d1 òî ñàìîå ÷èñëî.

Ïóñòü n > 1, {e1, . . . , en} áàçèñ â F è äëÿ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ ðàíãà ìåíüøåãî,
÷åì n òåîðåìà âåðíà.
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Ñäåëàåì øàã èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì F1 = ⟨e1, . . . , en−1⟩ ðàíãà n− 1 (îíà ñîñòîèò
èç �âåêòîðîâ�, ó êîòîðûõ n-ÿ êîîðäèíàòà ðàâíà íóëþ) è ðàññìîòðèì H1 = H ∩ F1.
Ëèáî H1 = 0 ⇒ H ⩽ ⟨e1⟩, è ýòîò ñëó÷àé óæå ðàññìîòðåí ïðè n = 1, ëèáî H1 ̸= 0,
òîãäà îíà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååò ðàíã m ⩽ n− 1.

Åñëè H1 = H, òî rkH = m ⩽ n− 1 < n � âåðíî.
Òåïåðü ïóñòü ïîäãðóïïà H1 < H. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ H = {k1e1+· · ·+kn−1en−1+

knen}, ki ∈ Z. Ìíîæåñòâî ïîñëåäíèõ êîîðäèíàò K = {kn ∈ Z} äëÿ ýëåìåíòîâ èç H �
ýòî ïîäãðóïïà â Z. Ãðóïïà K � öèêëè÷åñêàÿ. Ïóñòü k � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî â K, à fm+1 = k1e1 + · · · + kn−1en−1 + ken. Åñëè {f1, . . . , fm} áàçèñ â H1, òî
{f1, . . . , fm+1} áàçèñ â H, rkH = m+ 1 ⩽ n.

Ä.Ç. 60.1, 60.2 (a), 60.8, 60.5 (à,á)
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Ëåêöèÿ 6

Òåîðåìà 6.1 (Òåîðåìà î ñîãëàñîâàííûõ áàçèñàõ).
Åñëè F = Fn � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n è H � ïîäãðóïïà ðàíãà r ⩽ n,

òî â F ñóùåñòâóåò áàçèñ e′1, . . . , e
′
n è ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà d1, . . . , dr

òàêèå, ÷òî d1e
′
1, . . . , dre

′
r � áàçèñ â H, ïðè÷åì d1 | d2, d2 | d3, . . . , dr−1 | dr.

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå î ñîãëàñîâàííûõ áàçèñàõ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
êàæäîå di(1 ⩽ i ⩽ r − 1) äåëèëî di+1, è òîãäà ýòè d1, . . . , dr îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû
ïî H.

Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèöàõ

Ïóñòü C = (cij) ìàòðèöà ðàçìåðîâ n×r, cij ∈ Z (â íàøåì ñëó÷àå n ⩾ r). Ìàòðèöà
C ñ÷èòàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè cij = 0 äëÿ i ̸= j.

Öåëî÷èñëåííûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

I. Ïðèáàâëåíèå ê ñòðîêå (èëè ê ñòîëáöó) äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíîæåíîé íà
öåëîå ÷èñëî.

II. Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê (èëè ñòîëáöîâ).
III. Óìíîæåíèå ñòðîêè (èëè ñòîëáöà) íà −1.

Òåîðåìà 6.2 (Òåîðåìà Ñìèòà).
Ëþáóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó C ðàçìåðà n× r è ðàíãà r ⩽ n ýëåìåíòàðíûìè

öåëî÷èñëåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãî-
íàëüíîìó âèäó:

C ∼


d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · dr
...

...
...

...

 ,

ïðè÷åì d1 | d2, d2 | d3 è òàê äàëåå dr−1 | dr.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñîãëàñîâàííûõ áàçèñàõ. Â äàííîì ñëó÷àå, êîãäà F =

⟨e1, . . . , en⟩, H = ⟨h1, . . . , hr⟩, ∀hj =
n∑
i=1

cijei. Èç ýòèõ cij ñîñòàâèì ìàòðèöó:

C =


c11 c12 . . . c1r
c21 c22 . . . c2r
...

...
. . .

...
cn1 cn2 . . . cnr

 .

Îòñëåäèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ìàòðèöåé C ïðè çàìåíàõ áàçèñà (e1, . . . , en) è áàçèñà
(h1, . . . , hr).

Äîïóñòèì, ÷òî e′ = (e′1, . . . , e
′
n) � íîâûé áàçèñ â F, S � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò

áàçèñà e = (e1, . . . , en) ê áàçèñó e
′. Ñòîëáöû S � ñòîëáöû íîâûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ

â ñòàðîì áàçèñå.
Ïî îïðåäåëåíèþ e′ = eSe→e′ . Ìàòðèöà S öåëî÷èñëåííàÿ, ïðè÷åì ìàòðèöà îáðàò-

íîãî ïåðåõîäà Se′→e òàêæå öåëî÷èñëåííàÿ è Se′→e = S−1
e→e′ .

Çàïèøåì: Se→e′ · Se′→e = E ⇒ |Se→e′ | |Se′→e| = |E| = 1 ⇒ |Se→e′ | = |Se′→e| = ±1.
Àíàëîãè÷íî, ïóñòü T = Th→h′ � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà h = (h1, . . . , hr) ê

áàçèñó h′ = (h′1, . . . , h
′
r) ⇒ T � öåëî÷èñëåííà, |T | = ±1.

Ðàññìîòðèì èñõîäíîå ðàâåíñòâî:

h = eC, (6.1)

áîëåå ïîäðîáíî: (h1, . . . , hr) = (e1, . . . , en)C.
Èìååì: e′ = eS, h′ = hT � ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â 6.1, óìíîæèâ åãî ïðåäâà-

ðèòåëüíî ñïðàâà íà ìàòðèöó T, ïîëó÷èì h′ = hT = (eC)T = e(CT ).
Òåïåðü âûðàçèì áàçèñ e èç ðàâåíñòâà e′ = eS ⇒ e = e′S−1, ïîëó÷èì:

h′ = (e′S−1)(CT ) = e′(S−1CT ). (6.2)

Ðàâåíñòâî 6.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî C ′ = S−1CT.
Óìíîæåíèå ìàòðèöû C íà ìàòðèöó ñëåâà ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ å¼ ñòðîê,

à ñïðàâà � ê ïðåîáðàçîâàíèþ ñòîëáöîâ.
Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ñìèòà, ìîæåì íàéòè òàêèå ìàòðèöû S−1 è T � öåëî÷èñëåí-

íûå ñ det = ±1, ÷òî:

C ′ =


d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · dr
...

...
...

...

 ,

è òîãäà e′1, . . . , e
′
n à òàêæå h

′
1, . . . , h

′
r � íîâûå áàçèñû, ïðè÷¼ì h′j = dje

′
j , j = 1, . . . , r.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñîãëàñîâàííûõ áàçèñàõ ïîëó÷àåòñÿ èç
òåîðåìû Ñìèòà.
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Ïðèìåð. (Ý.Á. Âèíáåðã, �Êóðñ àëãåáðû� � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2021 � ñ. 346�349,
ñ. 379)

C =

2 6 2
2 3 4
4 2 4

⇝
2 6 2
0 −3 2
0 −10 0

⇝
2 0 0
0 −3 2
0 −10 0

⇝
2 0 0
0 3 2
0 10 0

 ,

c11 > 0 íàèìåíüøåå (ïî ìîäóëþ) â ìàòðèöå C.
Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê è ñòîëáöîâ áóäåì ïûòàòüñÿ

óìåíüøèòü c11. c22 = −3 íå äåëèòñÿ íà 2.
Ïðèáàâèì 2-þ ñòðîêó ê 1-é ñòðîêå:

⇝

2 3 2
0 3 2
0 10 0

⇝
2 1 0
0 3 2
0 −10 0

⇝
 1 2 0

3 0 2
10 0 0

⇝
1 2 0
0 −6 2
0 −20 0

⇝

⇝

1 0 0
0 6 2
0 20 0

⇝
1 0 0
0 2 6
0 0 20

⇝
1 0 0
0 2 0
0 0 20

 ,

d1 = 1, d2 = 2, d3 = 20.
Â îáùåì âèäå àëãîðèòì áóäåò ñôîðìóëèðîâàí ïîçäíåå.

6.0.1 Ñòðóêòóðà ïðîèçâîëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîðîæäàþ-
ùèõ

Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà (ïî ñëîæåíèþ) ñ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè a1, . . . , an,

òî åñòü äëÿ ∀a ∈ A íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà k1, . . . , kn òàêèå, ÷òî a =
n∑
i=1

kiai (òàêîå

ðàçëîæåíèå ìîæåò íå áûòü åäèíñòâåííûì).
Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó F ðàíãà n ñ áàçèñîì e1, . . . , en; ýëåìåíòû

f èç F ðàçëàãàþòñÿ ïî áàçèñó åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå:

ϕ : F → A

ïî ôîðìóëå ϕ
( n∑
i=1

kiei
)
=

n∑
i=1

kiai.Ïîñêîëüêó ϕ� ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï,

òî ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå A ∼= F/Kerϕ.
Èòàê, A ∼= F/Kerϕ.
Åñëè Kerϕ = {0}, òî A ∼= F è ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ðàíãà

n.
Ñ÷èòàåì, ÷òî A ̸= 0, òàê ÷òî n ⩾ 1, çíà÷èò, Kerϕ < F, îáîçíà÷èì H = Kerϕ.
Ïî òåîðåìåH � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà íåêîòîðîãî ðàíãà r ⩾ 1, è ïî òåîðåìå î ñîãëàñî-

âàííûõ áàçèñàõ: ⟨e′1⟩⊕· · ·⊕⟨e′r⟩⊕⟨e′r+1⟩⊕· · ·⊕⟨e′n⟩, ⟨h′1⟩⊕· · ·⊕⟨h′r⟩ = ⟨d1e′1⟩⊕· · ·⊕⟨dre′r⟩.
Èç òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå âûòåêàåò
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Ëåììà 6.1 (Ëåììà î ôàêòîðèçàöèè ïî ïðÿìûì ñëàãàåìûì). Ïóñòü F = F1⊕ · · · ⊕
Fn, H < F,H = H1 ⊕ · · · ⊕ Hn, ãäå Hi ⊴ Fi, i = 1, . . . n (ïðÿìûå ñóììû ïîäãðóïï),
òîãäà F/H ∼= F1/H1 ⊕ F2/H2 ⊕ · · · ⊕ Fn/Hn (çäåñü ïðÿìàÿ ñóììà âíåøíÿÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçì ϕ : F → F1/H1 ⊕ F2/H2 ⊕ · · · ⊕ Fn/Hn

∀f = f1 + · · ·+ fn(fi ∈ Fi, 1 ⩽ i ⩽ n).
ϕ(f) = (f1 +H1, f2 +H2, . . . , fn +Hn) � òàê âûãëÿäèò ëþáîé ýëåìåíò èç ãðóïïû

F/H ∼= F1/H1 ⊕ · · · ⊕ Fn/Hn ⇒ ϕ � ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå; ϕ(f + f ′) = ϕ((f1 +
f ′1)+· · ·+(fn+f

′
n)) = ((f1+f

′
1)+H1, . . . , (fn+f

′
n)+Hn) = (f1+H1, f2+H2, . . . , fn+Hn)+

(f ′1 +H1, f
′
2 +H2, . . . , f

′
n+Hn) = ϕ(f) + ϕ(f ′) ⇒ (F1/H1)⊕ · · · ⊕ (Fn/Hn) ∼= F/Kerϕ.

Kerϕ ∼= {f = f1+ · · ·+fn | (f1+H1, f2+H2, . . . , fn+Hn) = (0̄, . . . , 0̄)}, òî åñòü fi ∈ Hi

⇒ Kerϕ = H = H1 ⊕ · · · ⊕Hn.
Ëåììà äîêàçàíà.

Â íàøåì ñëó÷àå:

F = ⟨e′1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨e′r⟩ ⊕ ⟨e′r+1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨e′n⟩,
H = ⟨d1e′1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨dre′r⟩ ⊕ {0} ⊕ · · · ⊕ {0}.

Ïî ëåììå:

F/H ∼= ⟨e′1⟩/⟨d1e′1⟩⊕· · ·⊕⟨e′r⟩/⟨dre′r⟩⊕⟨e′r+1⟩/{0}⊕· · ·⊕⟨e′n⟩/{0} ∼= Zd1⊕· · ·⊕Zdr⊕Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n−r

.

Òåîðåìà 6.3 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñòðîåíèè êîíå÷íîïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï).
Ëþáàÿ êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï, ÷àñòè÷íî êîíå÷íî, ÷àñòè÷íî áåñêîíå÷íûõ.

Åäèíñòâåííîñòü. Êîëè÷åñòâî r êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ è êîëè÷åñòâî (n − r)
áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ, à òàêæå ïîðÿäêè d1, . . . , dr(di | di+1, 1 ⩽ i ⩽
r − 1) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ïî ãðóïïå A.

Ïðèìåð

60.52 (à) A = ⟨x1, x2, x3⟩ � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì x1, x2, x3, B =

⟨y1, y2, y3⟩, ãäå: 
y1 = 7x1 + 2x2 + 3x3
y2 = 21x1 + 8x2 + 9x3
y3 = 5x1 − 4x2 + 3x3

1) Ïîñòðîèòü ñîãëàñîâàííûå áàçèñû è íàéòè d1, d2, d3.
2) Îïðåäåëèòü A/B ∼=?
Ðåøåíèå.

C =

 7 2 3
21 8 9
5 −4 3

 íàäî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.
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Íàõîäèì c12 = 2 � íàèìåíüøèé ïî ìîäóëþ ýëåìåíò.

C ⇝

 2 7 3
8 21 9
−4 5 3

⇝
2 7 3
0 −7 −3
0 19 9

⇝
2 1 1
0 −7 −3
0 19 9

⇝
 1 1 2
−3 −7 0
9 19 0

⇝
íóæíî, ÷òîáû íà c11 äåëèëèñü âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû

⇝

 1 0 0
−3 −4 6
9 10 −18

⇝
1 0 0
0 4 −6
0 10 −18

⇝
1 0 0
0 4 2
0 10 8

⇝
1 0 0
0 2 4
0 8 10

⇝
⇝

1 0 0
0 2 4
0 0 6

⇝
1 0 0
0 2 0
0 0 6


d1 = 1, d2 = 2, d3 = 6 ⇒

A/B ∼= ⟨e′1⟩/⟨e′1⟩ ⊕ ⟨e′2⟩/⟨2e′2⟩ ⊕ ⟨e′3⟩/⟨6e′3⟩ ∼= Z2 ⊕ Z6

6.0.2 Ñòðîåíèå êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï

Òåîðåìà 6.4. Êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîé ñóììû:

A ∼= Z
p
k1
1

⊕ Z
p
k2
2

⊕ · · · ⊕ Z
pknn

,

ãäå p1, p2, . . . , pn � ïðîñòûå ÷èñëà, k1, k2, . . . , kn � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ãðóïïà H íàçûâàåòñÿ ïðèìàðíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîñòîå
÷èñëî p òàêîå, ÷òî |H| = pn, n ⩾ 1. Åñëè p óêàçàíî, òî H íàçûâàåòñÿ p-ïðèìàðíîé.

Ñëîâåñíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû: êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ïðÿìîé ñóììû ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

×àñòíûé ñëó÷àé: A � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n = pα1
1 · . . . · pαr

r � êàíî-
íè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òîãäà:

A ∼= Zn ∼= Zpα1
1
⊕ · · · ⊕ Zpαr

r
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ è îñíîâíîé òåîðåìå A ∼= Zd1 ⊕ Zd2 ⊕ · · · ⊕ Zdr ; åñëè
di = pα1i

1 pα2i
2 · · · p

αs
si , i = 1, . . . , r, α1i, . . . , αsi ⩾ 0, òî A ∼= Zpα11

1
⊕ · · · ⊕ Zpα1r

1
⊕ Zpα21

2
⊕

· · · ⊕ Zpα2r
2
⊕ · · · äî s.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 300 = 22 · 3 · 52.

A = Z300
∼= Z22 ⊕ Z3 ⊕ Z52.

Äîïîëíåíèå. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè. Åñëè A ∼= Z
p
k1
1

⊕ · · · ⊕ Z
pkss
, B ∼= Z

q
l1
1

⊕
· · · ⊕ Z

q
lt
t
. A ∼= B ⇔ t = s, pi = qi (ñ òî÷íîñòüþ äî íóìåðàöèè) è ki = li, 1 ⩽ i ⩽ s.

Ïðèìåð.

60.42 (á) Èçîìîðôíû ëè ãðóïïû Z6 ⊕ Z36 è Z12 ⊕ Z18?

Ðåøåíèå. Ïóñòü A = Z6 ⊕ Z36
∼= Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z22 ⊕ Z32(6 = 2 · 3, 36 = 22 · 32).

B = Z12⊕Z18
∼= Z22⊕Z3⊕Z2⊕Z32(12 = 22 ·3, 18 = 2 ·32). Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè

A ∼= B.
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6.0.3 Ðàçáîð çàäà÷

60.39 (æ) Íàéòè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå àáåëåâû ãðóïïû ïîðÿäêà 36.

Ðåøåíèå. 36 = 22 · 32. Åñëè |A| = 36, òî èç îñíîâíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
A ∼= B⊕C, |B| = 22, |C| = 32. B è C ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï: B ∼= Z4 èëè Z2 ⊕ Z2; C ∼= Z9 èëè Z3 ⊕ Z3.

Íóæíî ñîáðàòü âìåñòå ñëàãàåìûå èç B è èç C :

Z4 ⊕ Z9 èëè Z4⊕
Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z9 èëè Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z3

}
4 âàðèàíòà

Çàäà÷à. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêà 600?
Ðåøåíèå. 600 = 23 · 3 · 52 ⇒ A ∼= B ⊕ C ⊕D, |B| = 23, |C| = 3, |D| = 52.
|A| = |B| · |C| · |D|

B ∼=

 Z23 = B1 B ∼= Z2n1 ⊕ Z2n2 ⊕ Z2n3 ⇒
Z22 ⊕ Z2 = B2 |B| = 2n1 · 2n2 · 2n3 = 2n1+n2+n3 = 23 ⇒
Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 = B3 n1 + n2 + n3 = 3 (3 = 3 + 0 + 0, 3 = 2 + 1)

C ∼= Z3;D ∼=
[
Z52 = D1

Z5 ⊕ Z5 = D2

A ∼= Bi ⊕ C ⊕Dj , 1 ⩽ i ⩽ 3, 1 ⩽ j ⩽ 2− âñåãî 6 ãðóïï.

Çàìå÷àíèå. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêà pn, p �
ïðîñòîå ÷èñëî, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî?

A ∼= Zpn1 ⊕ Zpn2 ⊕ · · · ⊕ Zpnk ;

|A| = pn1 · pn2 · · · · · pnk = pn1+n2+···+nk = pn, çíà÷èò,
k∑
i=1

ni = n.

Îòâåò: ÷èñëî òàêèõ ãðóïï ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé n íà íàòóðàëüíûå ñëîãàåìûå
(k íå ôèêñèðîâàíî, ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ íå èãðàåò ðîëè) P (n), ôîðìóëà äëÿ íåãî
íåèçâåñòíà.

60.44 (à) Äîêàçàòü, ÷òî A = ⟨a⟩2 ⊕ ⟨b⟩2 ∼= V4.

Ðåøåíèå. A = {0, a, b, a + b}, V4 = {e, g, h, k | g2 = h2 = k2 = e, gh = hg = k}.
Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì ϕ : A → V4, a 7→ g, b 7→ h. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî èçîìîðôèçì
ãðóïï.

1) äîêàçàòåëüñòâî èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ :
c + d = 0 ⇔ c = 0, d = 0 ⇔ c = 2n1a, d = 2n2b ⇔ ϕ(c) = ϕ(2n1a) = ϕ(a)2n1 =

g2n1 = (g2)n1 = en1 = e, ϕ(d) = ϕ(2n2b) = ϕ(b)2n2 = h2n2 = (h2)n2 = en2 = e ⇔
ϕ(c+ d) = ϕ(c)ϕ(d) = e · e.

2) äîêàçàòåëüñòâî ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ :
òàê êàê ϕ(a+ a) = ϕ(b+ b) = ϕ((a+ b) + (a+ b)) = 0, òî |ϕ(A)| = 4 = |V4| .
60.42 (â) Èçîìîðôíû ëè ãðóïïû Z6 ⊕ Z36 è Z9 ⊕ Z24?

Ðåøåíèå. |Z6 ⊕ Z36| = 6 · 36 = 216; |Z9 ⊕ Z24| = 9 · 24 = 216 � ðàâíû.
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Ïðåäñòàâèì ýòè ãðóïïû â âèäå ñóììû ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï: Z6
∼= Z2⊕

Z3, 36 = 2232 ⇒ Z36
∼= Z22 ⊕ Z32 ⇒ Z6 ⊕ Z36

∼= Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z22 ⊕ Z32 .
Äëÿ âòîðîé ãðóïïû Z9 ⊕ Z24 : 9 = 32 � óæå ñòåïåíü 3, ðàñêëàäûâàòü íå íàäî.

24 = 22 · 3⇒ Z24
∼= Z22 ⊕ Z3, â öåëîì Z9 ⊕ Z24

∼= Z32 ⊕ Z22 ⊕ Z3, íî â ïåðâîé ãðóïïå
åñòü ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 è 22, à âî âòîðîé ãðóïïå åñòü ýëåìåíòû ïîðÿäêà 23 ⇒
íåèçîìîðôíû.

60.53 Ïóñòü A� ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì x1, x2, x3, B � å¼ ïîäãðóïïà
ñ áàçèñîì y1 = x1+x2+4x3, y2 = 2x1−x2+2x3. Â ãðóïïå A/B ðàññìîòðåòü ñìåæíûé
êëàññ (x1 + 2x3) + B = ȳ3, åñëè îáîçíà÷èòü y3 = x1 + 2x3. Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà
ȳ3, ò. å. íàèìåíüøåå ÷èñëî k ∈ N òàêîå, ÷òî aȳ3 = 0̄⇔ k(x1 + 2x3) ∈ B.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ìàòðèöó èç êîîðäèíàò y1, y2, y3 :

C =

1 1 4
2 −1 2
1 0 2

 .

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû îçíà÷àþò âû÷èñëåíèå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
y1, y2, y3.

C
(1)+(2)

−−−−−→

3 0 6
2 −1 2
1 0 2

 .

Âèäíî, ÷òî y1 + y2 = 3y3 ⇒ åñëè óìíîæèòü y3 íà 3, òî 3y3 ∈ B ⇒ ïîðÿäîê ýëåìåíòà
ȳ3 ðàâåí 3.

Ä.Ç. 60.39 (ç), 60.42 (â, ã), 60.44 (à), 60.52 (å, ê)
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Ëåêöèÿ 7

7.1 Êîììóòàòîðû è êîììóòàíò

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ g1, g2 � ýòî ýëåìåíò ãðóïïû g ∈ G,
îïðåäåëÿåìûé ÷åðåç âûðàæåíèå:

g
îáîçí.
= [g1, g2]

îïð.
= g1g2g

−1
1 g−1

2 .

Óòâåðæäåíèå 7.1. Äëÿ ëþáûõ g1, g2 ∈ G âåðíî:

g1g2 = g2g1 (êîììóòèðóþò) ⇔ [g1, g2] = e.

Äîêàçàòåëüñòâî.
⇒
Ïóñòü g1g2 = g2g1 | ·g−1

1 ⇒ g1g2g
−1
1 = g2 | ·g−1

2 ⇒ g1g2g
−1
1 g−1

2 = e � âåðíî,
[g1, g2] = e.
⇐
Äàíî, ÷òî g1g2g

−1
1 g−1

2 = e | ·g2 ⇒ g1g2g
−1
1 = g2 | ·g1 ⇒ g1g2 = g2g1.

Îáîçíà÷èì K(G) ìíîæåñòâî âñåõ êîììóòàòîðîâ â G :

K(G) = {[g, h] | g, h ∈ G} ⊆ G.

Çàìå÷àíèå 7.1. K(G) ìîæåò íå áûòü ãðóïïîé, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò òàêèå
ãðóïïû G, â êîòîðûõ [g1, h1] · [g2, h2] íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Êîììóòàíòîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà â G, ïîðîæ-
äåííàÿ âñåìè êîììóòàòîðàìè:

G′ îïð.
= ⟨[g, h] | g, h ∈ G⟩

Óòâåðæäåíèå 7.2. Äëÿ ëþáûõ g, h ∈ G âåðíî:

[h, g] = [g, h]−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
[h, g] = hgh−1g−1 = (ghg−1h−1)−1.

Ýòî ïîçâîëÿåò äàòü îïðåäåëåíèå êîììóòàíòà â âèäå:

G′ = {[g1, h1] · [g2, h2] · · · [gk, hk] | gi, hi ∈ G, k = 1, 2, . . .}

Òåîðåìà 7.1. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G

1. G′ � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G (G′ ◁ G).

2. G/G′ � àáåëåâà ãðóïïà.

3. Åñëè N ◁ G òàêàÿ, ÷òî G/N àáåëåâà ãðóïïà, òî G′ ⩽ N.

Ïóíêò 3 îçíà÷àåò, ÷òî êîììóòàíò � ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
â G, ôàêòîðãðóïïà ïî êîòîðîé àáåëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. G′ � ïîäãðóïïà ïî ïîñòðîåíèþ. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè a ∈ G′, òî

∀g ∈ G, gag−1 ∈ G′.
Åñëè a = [g1, h1], òî gag−1 = g(g1h1g

−1
1 h−1

1 )g−1 =
(gg1g

−1)(gh1g
−1)(gg−1

1 g−1)(gh−1
1 g−1) = [gg1g

−1, gh1g
−1] ∈ K(G).

Â îáùåì ñëó÷àå

a = [g1, h1] · [g2, h2] · · · [gk, hk]⇒
gag−1 = [gg1g

−1, gh1g
−1] · [gg2g−1, gh2g

−1] · · · [ggkg−1, ghkg
−1] ∈ G′

(ìîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî k)⇒ G′ ◁ G.

2. G/G′ = {gG′ | g ∈ G}.
[gG′, hG′]

îïð.
= [g, h]G′ = G′ = ē â ôàêòîðãðóïïå. [g, h] ∈ G′ ⇒ G/G′ � àáåëåâà.

3. Ïî óñëîâèþ [gN, hN ] = [g, h]N = N = ē ⇒ [g, h] ∈ N ⇒ G′ ⊆ N.

7.1.1 Êîììóòàíòû íåêîòîðûõ ãðóïï

1 Ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ: Q8 = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k}, ïðè÷¼ì
[i, j] = i · j · (i−1) · (j−1) = i · j · (−i) · (−j) = (ij)2 = k2 = −1. Òàêæå [i, k] =

i · k · (i−1) · (k−1) = i · j · (−k) · (−k) = (ik)2 = (−j)2 = −1, è [j, k] = −1 (ïðîäåëàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî) ⇒ Q′

8 = {1,−1}.
Îïðåäåëèì, ÷åìó èçîìîðôíà Q8/Q

′
8 = Q8/{1,−1} : îíà ïîðÿäêà 4, ïîýòîìó ëèáî

∼= Z4, ëèáî ∼= V4.
Ïîêàæåì, ÷òî Q8/{1,−1} ∼= V4. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî â ôàêòîðãðóïïå âñå

ýëåìåíòû ḡ = gQ′
8 äàþò ḡ

2 = ē2.
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Ê ïðèìåðó, (iQ′
8)

2 = i2Q′
8 = −Q′

8 = Q′
8, òî åñòü ı̄2 = ē2, è òàê äëÿ îñòàëüíûõ

êëàññîâ.1

2 Ãðóïïà äèýäðà: Dn = ⟨a, b | an = e, b2 = e; bab−1 = a−1⟩.
Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì [a, b] = aba−1b−1 = a( ba−1b−1︸ ︷︷ ︸

(a−1)−1=a

) = a2 ∈ D′
n ⇒ âñÿ öèêëè÷å-

ñêàÿ ïîäãðóïïà ⟨a2⟩ = {e, a2, a4, . . .} (âñå ÷åòíûå ñòåïåíè): ⟨a2⟩ ⩽ D′
n.

Ïóñòü n = 3, òî åñòü G = D3 � ãðóïïà òðåóãîëüíèêà: a = R
2π/3
0 , a2 = R

4π/3
0 =

R
−2π/3
0 ⇒ ⟨a2⟩ = ⟨a⟩ � âñÿ ãðóïïà âðàùåíèé C3 ⇒ D′

3 = C3.

Ïóñòü n = 4 � ãðóïïà êâàäðàòà. a = R
π/2
0 , a2 = Rπ0 � öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ⇒

|⟨a⟩| = 4, òî
∣∣⟨a2⟩∣∣ = 2, ⟨a2⟩ = {E,−E} ïîðÿäêà 2.

Çàìåòèì, ÷òî |D4|
|⟨a2⟩| =

8
2 = 4, ãðóïïà ïîðÿäêà 4 � àáåëåâà ⇒ ⟨a2⟩ ⩾ G′, à ðàíüøå

ìû ïîêàçàëè, ÷òî ⟨a2⟩ ⩽ G′ ⇒ ⟨a2⟩ = G′ èìååò ïîðÿäîê 2.

Â îáùåì ñëó÷àå: Cn = ⟨a⟩, a = R
2π/n
0 ; ⟨a2⟩ = ⟨a⟩ = Cn, åñëè n íå÷åòíî, òàê

êàê
∣∣⟨a2⟩∣∣ = |⟨a⟩| = n; à ïðè ÷åòíîì n, ⟨a2⟩ � ïîâîðîòû íà ÷åòíûå óãëû 2π

n · 2k,∣∣⟨a2⟩∣∣ = n
2 = m, (n = 2m) è

∣∣Dn/⟨a2⟩
∣∣ = 2n

m = 4m
m = 4 ⇒ Dn/⟨a2⟩ � àáåëåâà, è

D′
n = ⟨a2⟩ èìååò ïîðÿäîê m.

7.1.2 Êîììóòàíò ãðóïïû Sn

Òåîðåìà 7.2. Ïðè n ⩾ 3, S′
n = An � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà, òî åñòü ãðóïïà

÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê èç Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì.

Ëåììà 7.1. Åñëè σ, τ ∈ Sn, òî [σ, τ ] � ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
òðàíñïîçèöèé: σ = (i1, j1) · · · (ik, jk). Â ýòîì ñëó÷àå çíàê σ, sign(σ) = (−1)k ⇒
sign(σ1σ2) = sign(σ1) · sign(σ2).

Òîãäà sign([σ, τ ]) = sign(σ) sign(τ) sign(σ−1) sign(τ−1). Íî sign(σ) = sign(σ−1) :
åñëè σ = (i1, j1) · · · (ik, jk), òî σ−1 = (ik, jk) · · · (i1, j1) ⇒ sign(σ−1) = (−1)k = sign(σ)
Çíà÷èò, sign([σ, τ ]) = sign(σ) · sign(σ−1) · sign(τ) · sign(τ−1) = 1 ⇒ [σ, τ ] � ÷åòíàÿ ⇒
S′
n ⩽ An.

Ëåììà 7.2. Ãðóïïà An, n ⩾ 3 ïîðîæäàåòñÿ öèêëàìè äëèíû 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà èìååò âèä:

σ = (i1, j1)(i2, j2) · · · (i2k−2, j2k−2)(i2k, j2k) =

=
(
(i1, j1)(i2, j2)

)
· · ·
(
(i2k−2, j2k−2)(i2k, j2k)

)
.

Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ òðàíñïîçèöèé:

1Ìåæäó ïðî÷èì, â äàííîì ñëó÷àå Q′
8 = {1,−1} = Z(Q8) � öåíòð, à ôàêòîðãðóïïà íåàáåëåâîé

ãðóïïû ïî öåíòðó íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé.
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i) i2 = j1, à i1, i2, j2 ðàçëè÷íûå, òîãäà

(i1, j1)(i2, j2) = (i2, j2, i1);

ii) Âñå i1, i2, j1, j2 ðàçëè÷íûå (çíà÷èò, n ⩾ 4).
Çàïèøåì (i1, j1) (j1, i2)(j1, i2)︸ ︷︷ ︸

e

(i2, j2) =
(
(i1, j1)(j1, i2)

)(
(j1, i2)(i2, j2)

)
= ýòî ïðîèç-

âåäåíèå äâóõ öèêëîâ äëèíû 3 ⇒ âñå σ � ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ äëèíû 3.

Ïóñòü i1, j1, j2 ðàçëè÷íûå:

[(i1, j1), (j1, j2)] = (i1, j1)(j1, j2)(i1, j1)(j1, j2) = (j1, i1, j2)

i1 ← j1 ← j2 ← j2 ← j1

j2 ← j2 ← j1 ← i1 ← i1

Äëÿ ëþáîãî öèêëà σ äëèíû 3 ìîæíî òàê ïîäîáðàòü äâå òðàíñïîçèöèè τ1 è τ2,
÷òîáû [τ1, τ2] = σ ⇒ S′

n ⩾ An ⇒ S′
n = An.

7.1.3 Êîììóòàíòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ðàçðåøèìûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 7.3. Âòîðîé êîììóòàíò: G′′ îïð.
= (G′)′ (ñàì G′ � ïåðâûé êîììó-

òàíò).
Â îáùåì ñëó÷àå, ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿþòñÿ äàëüíåéøèå êîììóòàíòû: òðåòèé

êîììóòàíò G′′′ îïð.
= (G′′)′ è òàê äàëåå, òî åñòü, åñëè óæå ïîñòðîåí n-ûé êîììó-

òàíò G(n), òî G(n+1) îïð.
= (G(n))′, n = 1, 2, . . . .

Ïîëó÷àåì âëîæåííóþ öåïî÷êó ïîäãðóïï:

G = G(0) ⩾ G′ ⩾ G′′ ⩾ . . . ⩾ G(n) ⩾ G(n+1) ⩾ . . . .

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ∃n ∈ N òàêîå, ÷òî
G(n) = {e}.

Ïðèìåðû.

1) Åñëè G � àáåëåâà, òî G′ = {e}, òàê ÷òî G ðàçðåøèìà.
2) G = Dn ⇒ D′

n = ⟨a2⟩ � öèêëè÷åñêàÿ ⇒ àáåëåâà ⇒ D′′
n = {e}, òàê ÷òî Dn

ðàçðåøèìà.
Óòî÷íåíèå. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî n � íàèìåíüøåå ñ óñëîâèåì G(n) = {e}, òî n �

ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû G.
Ïî îïðåäåëåíèþ G ðàçðåøèìà ñòóïåíè n, åñëè âêëþ÷åíèÿ ñòðîãèå:

G = G(0) > G′ > G′′ > . . . > G(n−1) > G(n) = {e}.

Íàïðèìåð, Dn, n ⩾ 3, ðàçðåøèìà ñòóïåíè 2.
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Òåîðåìà 7.3. Äëÿ ëþáîãî k ⩾ 1, k-é êîììóòàíò G(k) ◁ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî k.
Áàçà: k = 1. G′ ◁ G � ñâîéñòâî G′, êîòîðîå áûëî äîêàçàíî ðàíåå.
Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä: Äîïóñòèì, ÷òî äîêàçàíî, ÷òî G(k) ◁ G äëÿ íåêîòîðîãî

ôèêñèðîâàííîãî k. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ G(k+1).
Ïîñêîëüêó ëþáîé h ∈ G(k+1) � ïðîèçâåäåíèå êîììóòàòîðîâ âèäà [a, b], ãäå a, b ∈

G(k), òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ∀g ∈ G
g[a, b]g−1 ∈ G(k+1). Îäíàêî, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî:

g[a, b]g−1 = [gag−1, gbg−1],

ãäå ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè gag−1, gbg−1 ∈ G(k), è ïîýòîìó ghg−1 ∈ G(k+1),
∀h ∈ G(k+1).

Çàìå÷àíèå 7.2. Â ðÿäó íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï:

G = G(0) ▷ G′ ▷ G′′ ▷ . . . ▷ G(k) ▷ G(k+1) ▷ . . .

ôàêòîðãðóïïû àáåëåâû G(k)/G(k+1), òàê êàê G(k+1) = (G(k))′.

Òåîðåìà 7.4 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ).
1. Åñëè ãðóïïà G ðàçðåøèìà, ∀H < G⇒ H � ðàçðåøèìà.
2. Åñëè ãðóïïà G ðàçðåøèìà, N ◁ G⇒ G/N � ðàçðåøèìà.
3. Ïðèçíàê ðàçðåøèìîñòè. Åñëè ãðóïïà G èìååò ðàçðåøèìóþ íîðìàëüíóþ ïîä-

ãðóïïó N ◁ G òàêóþ ÷òî G/N � ðàçðåøèìà, òî G � ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Î÷åâèäíî, ÷òî ∀k = 1, 2, . . . ,H(k) ⩽ G(k), ïîýòîìó åñëè G(n) = {e}, òî è H(n) =

{e}, òî åñòü H ðàçðåøèìà.
2. Ïîêàæåì, ÷òî (G/N)(k) = (G(k)N)/N, k = 1, 2, . . . . Åñëè ýòî óæå äîêàçàíî, è

G(n) = {e}, òî (G/N)(n) = (G(n)N)/N = {ē}.

(G/N)′ = ⟨[gN, hN ]⟩ = [gN, hN ] = [g, h]N ⊆ G′N ⇒
ìîæíî ðàññìîòðåòü (G′N)/N.

Èñïîëüçóåì êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì π : G
íà→ G/N, π(g) = gN.

Ïðè ýòîì π(G′) = (G/N)′, à ïî òåîðåìå î ñîîòâåòñòâèè ïîäãðóïï, π−1
(
(G/N)′

)
=

G/N.
Äëÿ k > 1 � èíäóêöèÿ ïî k.

Ëåììà 7.3. Åñëè ϕ : G → H � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì, òî ∀k = 1, 2, . . . :
ϕ(G(k)) = H(k).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Èíäóêöèÿ ïî k.
Áàçà. k = 1: ϕ(G′) = H ′ = ⟨[h1, h2] | h1, h2 ∈ H⟩. Òàê êàê ϕ � ñþðúåêòèâíîå îòîá-

ðàæåíèå ⇒ ∃g1 ∈ G,ϕ(g1) = h1, ∃g2 ∈ G,ϕ(g2) = h2, òîãäà [h1, h2] = h1h2h
−1
1 h−1

2 =
ϕ(g1)ϕ(g2)ϕ(g1)

−1ϕ(g2)
−1 = ϕ(g1)ϕ(g2)ϕ(g

−1
1 )ϕ(g−1

2 ) = ϕ(g1g2g
−1
1 g−1

2 ) = ϕ([g1, g2]).
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Òàêèì îáðàçîì ëþáîé êîììóòàòîð [h1, h2] � îáðàç íåêîòîðîãî êîììóòàòîðà â
ãðóïïå G ⇒ H ′ = ⟨[h1, h2]⟩ = ⟨ϕ([g1, g2])⟩ ⇒ ϕ(G′) = H ′.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ k óæå äîêàçàíî, ÷òî ϕ(G(k)) = H(k), äîêà-
æåì, ÷òî ϕ(G(k+1)) = H(k+1). Ïðèìåíèì ëåììó ñ k = 1 è ñ G(k), H(k) âìåñòî G,H, è
òîãäà ϕ(G(k+1)) = ϕ((G(k))′) = (H(k))′ = H(k+1) ⇒ ïî ïðèíöèïó èíäóêöèè äîêàçàëè
äëÿ âñåõ k.

Âîçâðàò ê äîêàçàòåëüñòâó ï. 2. Ïî óñëîâèþ, G(n) = {e}.
Îáîçíà÷èì çà H = G/N è ϕ : G→ H,ϕ(g) = gN � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì.
Ïî ëåììå ϕ(G(n)) = H(n), íî òàê êàê G(n) = {e}, òî ϕ(G(n)) = {ē} = H(n) ⇒ H �

ðàçðåøèìà.
3. Ïóñòü m ∈ N òàêîâî, ÷òî N (m) = {e} (ò. ê. N ðàçðåøèìà) è p ∈ N òàêîâî, ÷òî

(G/N)(p) = {ē} (â ôàêòîðãðóïïå G/N, ē = eN = N êàê îäèí ýëåìåíò).
Äîêàæåì, ÷òî G(m+p) = {e}. Òàê êàê (G/N)(p) = {ē}, à ïî ëåììå (G/N)(p) =

ϕ(G(p))⇒ G(p) ⊆ N ⇒ (G(p))(m) ⊆ N (m) = {e} ⇒ G(m+p) = {e}.

Óòâåðæäåíèå 7.3. Ïóñòü A,B � ãðóïïû, A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}. Òîãäà
(A×B)′ = A′ ×B′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (A×B)′ = ⟨[(a1, b1), (a2, b2)] | ai ∈ A, bi ∈ B⟩.
Âû÷èñëèì ïîýòîìó:

[(a1, b1), (a2, b2)] = (a1, b1)(a2, b2)(a1, b1)
−1(a2, b2)

−1 =

= (a1, b1)(a2, b2)(a
−1
1 , b−1

1 )(a−1
2 , b−1

2 ) =

= (a1a2a
−1
1 a−1

2 , b1b2b
−1
1 b−1

2 ) = ([a1, a2], [b1, b2]) ∈ A′ ×B′.

Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîëüíûé êîììóòàòîð èç (A × B)′ ïðèíàäëåæèò A′ × B′, íî A′

ïîðîæäàåòñÿ êîììóòàòîðàìè [a1, a2], à B
′ ïîðîæäàåòñÿ êîììóòàòîðàìè [b1, b2]⇒ îíè

ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó A′ ×B′.

Îáîáùåíèå 7.1. Äëÿ ∀k ∈ N, (A×B)(k) = A(k) ×B(k).

Ñëåäñòâèå 7.1. Åñëè A è B ðàçðåøèìû, òî A×B òîæå ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî A(m) = {e1}, B(p) = {e2}. Ïîëîæèì n = max(m, p),
òîãäà A(n) = {e1} è B(n) = {e2} ⇒ (A×B)(n) = A(n) ×B(n) = {e1} × {e2} = {e}(e =
(e1, e2), e1 ∈ A, e2 ∈ B).

62.7 (á) Íàéòè êîììóòàíò ãðóïïû A4.

Ðåøåíèå. A4 íåàáåëåâà ⇒ e ̸= A′
4 ◁ A4.

Â A4 åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà V4 = {e, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} ◁ A4,
|V4| = 4, |A4| = 1

24! = 12⇒ |A4/V4| = 3, ãðóïïà ïîðÿäêà 3 àáåëåâà ⇒
ïî ïóíêòó 3 òåîðåìû î ñâîéñòâàõ êîììóòàíòà A′

4 ⩽ V4.
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Çíà÷èò êîììóòàíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó, êîòîðàÿ ñîäåð-
æèòñÿ â V4. Îäíàêî íè îäíà èç ïîäãðóïï âòîðîãî ïîðÿäêà íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
â A4. Â ñàìîì äåëå, âû÷èñëèì, íàïðèìåð:

(1, 2, 3)(1, 2)(3, 4)(1, 2, 3)−1 = (1, 2, 3)(1, 2)(3, 4)(3, 2, 1) = (1, 4)(2, 3) è

(1, 3, 2)(1, 2)(3, 4)(1, 3, 2)−1 = (1, 3, 2)(1, 2)(3, 4)(1, 2, 3) = (1, 3)(2, 4),

ò. å. îáà ýòèõ ýëåìåíòà ̸= e,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H < V4, |H| = 2, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
σ ∈ A4 òàêîé, ÷òî σHσ

−1 ̸= H. Â íàøåì ïðèìåðå, åñëè H = {e, (1, 2)(3, 4)}, òî äëÿ
σ = (1, 2, 3) σHσ−1 = {e, (1, 4)(2, 3)} ≠ H, à σ−1Hσ = {e, (1, 3)(2, 4)} ≠ H.

Îêîí÷àòåëüíî äåëàåì âûâîä, ÷òî A′
4 = V4.

Ä.Ç. 62.3, 62.6, 62.7 (á, â), 62.12 (à, á, â)
(â òîì ÷èñëå îïðåäåëèòü ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè)
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Ëåêöèÿ 8

8.1 Äåéñòâèÿ ãðóïï íà ìíîæåñòâàõ

Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì SX = {σ : X → X }, σ � áèåêòèâ-
íîå îòîáðàæåíèå (ò. å. ïåðåñòàíîâêà íà X), ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè: (σ2 ◦ σ1)(x) =
σ2(σ1(x)), ∀x ∈ X,σ1, σ2 ∈ SX . Ìíîæåñòâî SX ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, â íåé e � òîæäå-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, è ∀σ ∈ SX , σ−1 � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ñêàæåì, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå X, åñëè çà-
äàí ãîìîìîðôèçì

ρ : G→ SX .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáîìó g ∈ G ñîïîñòàâëåíî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ρ(g) íà X,
ïðè÷åì ρ(g1g2) = ρ(g1) ◦ ρ(g2),∀g1, g2 ∈ G.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ρ(e) = id � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå íà X, òî åñòü
∀x ∈ X, id(x) = x. Òîãäà ρ(G) ⩽ SX , ρ(G) � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê, îòâå÷àþùàÿ
ãðóïïå G. Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå:

ρ(G) ∼= G/Ker ρ.

Åñëè Ker ρ = {e}, òî äåéñòâèå ρ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì.
Òåðìèíû. Îðáèòà òî÷êè x ∈ X � ýòî ìíîæåñòâî

Orb(x) = { y = ρ(g)(x) | g ∈ G } ⊆ X.

Ñîêðàù¼ííàÿ çàïèñü äåéñòâèÿ ýëåìåíòà g ∈ G : ρ(g) · x èëè åù¼ êîðî÷å g · x,
òàêæå âîçìîæíî îáîçíà÷åíèå G(x).

Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè x ∈ X � ýòî ìíîæåñòâî

St(x) = { g ∈ G | ρ(g) · x = x } = Gx.

Òåîðåìà 8.1. Ñòàáèëèçàòîð Gx òî÷êè x ∈ X � ïîäãðóïïà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. e ∈ Gx; ∀g1, g2 ∈ Gx, ρ(g1g2) · x = ρ(g1)(ρ(g2) · x) = ρ(g1) · x = x⇒
g1g2 ∈ Gx; ∀g ∈ Gxg−1g · x = x⇒ id · x = x = g−1 · x.
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Ïðèìåðû.

1 Ïóñòü X � ñôåðà R = 1: x2 + y2 + z2 = 1. N è S � ñåâåðíûé è þæíûé
ïîëþñà. G � ãðóïïà ïîâîðîòîâ ïðîñòðàíñòâà âîêðóã îñè Oz.

G =


cosα − sinα 0
sinα cosα 0
0 0 1

 ∼= SO(2).

Îðáèòû òî÷åê ýòîé ñôåðû: {N} è {S} � íåïîäâèæíûå, èõ îðáèòû ñîñòîÿò èç îäíîé
òî÷êè. Îñòàëüíûå îðáèòû � ýòî îêðóæíîñòè � ïàðàëëåëè òî÷åê.

N

S

2 Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê. G = Dn � ãðóïïà äèýäðà. X � ìíî-
æåñòâî âåðøèí ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ò. å. X = {1, 2, 3, . . . , n}. Îðáèòà òî÷êè 1:

R
2π
n
0 (1) = 2, R

2π
n
0 (2) = 3, . . . , R

2π
n
0 (n) = 1. Çíà÷èò, âñå òî÷êè 1, 2, 3, . . . , n öèêëè÷åñêè

ïåðåñòàâëÿþòñÿ è îáðàçóþò îäíó îðáèòó.
Ñòàáèëèçàòîð âåðøèíû: G{i} = {id, Si}, Si � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç i-þ âåðøèíó.

1

65

4

3 2

O
α 1

5

4

3

2

O
α

Îïðåäåëåíèå 8.2. Äåéñòâèå ρ ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ òðàíçè-
òèâíûì, åñëè X = Orb{x0} äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∀x ∈ X ∃g ∈ G òàêîé, ÷òî x = g · x0.
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Óòâåðæäåíèå 8.1. Äåéñòâèå òðàíçèòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþ-
áûõ òî÷åê x è y ∈ X ∃g ∈ G : g · x = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = Orb(x0)⇒ äëÿ x ∈ X ∃g1 ∈ G : x
(1)
= g1 · x0, äëÿ y ∈ X

∃g2 ∈ G : y
(2)
= g2 · x0; íàäî íàéòè g ∈ G, ÷òîáû g · x = y.

Èç (1) ⇒ x0 = g−1
1 · x, ïîäñòàâèì x0 â (2): y = g2 · (g−1

1 · x) = (g2 · g−1
1 ) · x ⇒

g = g2 · g−1
1 .

Îáðàòíî: âîçüìåì x0 âìåñòî x, x âìåñòî y ⇒ ∃g ∈ G : g · x0 = x. ⇒ Orb(x0) =
X.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå X ̸= ∅. Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè Orb(x1) è Orb(x2) ðàçëè÷íûå îðáèòû, òî Orb(x1) ∩Orb(x2) = ∅.

2. Ìíîæåñòâî X � îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðáèò:

X = ⊔
i∈I

Orb(xi), ãäå {xi} � ïîëíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé îðáèò.

3. Èìååòñÿ áèåêöèÿ: Orb(x0)↔ G/Gx0 = {gGx0 | g ∈ G}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî ∃y ∈ Orb(x1) ∩ Orb(x2) ⇒ ∃g1 ∈ G : y = g1 · x1

è ∃g2 ∈ G : y = g2 · x2 ⇒ g1 · x1 = g2 · x2 ⇒ x2 = (g−1
2 g1)x1, òî åñòü x2 ∈ Orb(x1) ⇒

Orb(x2) ⊆ Orb(x1).
Íàîáîðîò, x1 = (g−1

1 g2)x2 ⇒ x1 ∈ Orb(x2) ⇒ Orb(x1) ⊆ Orb(x2) ⇒ Orb(x1) =
Orb(x2) � âîïðåêè óñëîâèþ, ÷òî îíè ðàçëè÷íûå.

Orb(x1) Orb(x2)
y

x1 x2

2. Î÷åâèäíî, ∀x ∈ X,x ∈ Orb(x), à èìåííî x = e · x(e ∈ G) ⇒ X = ∪x∈XOrb(x),
÷òîáû ïîëó÷èòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòû, íóæíî â ýòîì ðàçëîæåíèè îñòàâèòü
òîëüêî ðàçëè÷íûå îðáèòû.

3. Íóæíî óñòàíîâèòü áèåêöèþ Orb(x0)
f→ G/Gx0 .

Ñíà÷àëà äîïóñòèì, ÷òî y = g1 · x0 = g2 · x0 ⇔ (g−1
2 g1) · x0 = x0 ⇔ g−1

2 g1 ∈ Gx0 ⇔
g1Gx0 = g2Gx0 [g−1

2 g1 ∈ Gx0 → g−1
2 g1 = h ∈ Gx0 ⇒ g1 = g2h | ·h′ ∈ Gx0 ⇒ g1h

′ =
g2hh

′ ⇒ g1Gx0 ⊆ g2Gx0 , è îáðàòíî g2 = g1h
−1 | ·h′ ∈ Gx0 ⇒ g2h

′ = g2h
−1h′ ⇒

g2Gx0 ⊆ g1Gx0 ⇒ g1Gx0 = g2Gx0 ]
Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî íàäî îïðåäåëèòü f(y) = gGx0 , ãäå g � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî

g · x0 = y. È ýòî îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî.
Ñþðúåêòèâíîñòü: ∀g ∈ G êëàññ gGx0 = f(y), ãäå y = g · x0.
Èíúåêòèâíîñòü: åñëè f(y1) = f(y2), òî g1Gx0 = g2Gx0 ⇒ g1 ·x0 = g2 ·x0 ⇒ y1 = y2.
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Èëëþñòðàöèÿ ï. 1 òåîðåìû. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäå-
íèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ è åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áåðåì ïîäñòàíîâêó σ ∈ Sn, σ ̸= e.
Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû G = ⟨σ⟩ = {e, σ, σ2, . . . , σl−1}, σl = e íà ìíîæå-

ñòâå X = {1, 2, . . . , n}. Îðáèòà Orb(i) = {i, σ(i), σ2(i), . . . , σl−1(i)} = {i1 = i, i2 =
σ(i1), i3 = σ(i2), . . . , il = σ(il−1)}. Ïî ïóíêòó 1 òåîðåìû 8.2 X = ⊔

i∈X
Orb(i) � ýòî

ðàçáèåíèå åäèíñòâåííî, îíî íå çàâèñèò îò àëãîðèòìà.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X = {x1, x2, . . . , xn}, òàê ÷òî |X| = n, è ãðóïïà

G êîíå÷íàÿ (|G| = m).

Ñëåäñòâèå 8.1. Åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå X, è x0 ∈ G
íåêîòîðàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà, òîãäà:

1. |Orb(x0)| = |G/Gx0 | =
|G|
|Gx0 |

.

2. Ôîðìóëà îðáèò: |X| =
∑
i∈I

Orb(xi) =
r∑
i=1

|G|
|Gxi |

, ãäå r � êîëè÷åñòâî îðáèò.

57.3 (a) Ïóñòü V = R3, G = {A ∈ M3×3(R3) | AT = A−1}, è äåéñòâèå G íà V

çàäà¼òñÿ òàê: åñëè A ∈ G,X =

x1x2
x3

 ∈ R3, òî X 7→ A ·X. Íàéòè ñòàáèëèçàòîðû GX .

Ïðåîáðàçîâàíèå A ñîõðàíÿåò äëèíû âñåõ âåêòîðîâ (è ïîòîìó óãëû). |A ·XO| =
|XO| , îðáèòà � ñôåðà ñ öåíòðîì O,R = |XO| . GX = {A ∈ G : A ·X = X}, ò. å. GX
ñîñòîèò èç ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ X ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ λ = 1.

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ #�e 1,
#�e 2,

#�e 3, ïðèíÿâ çà #�e 3

âåêòîð X. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà A áóäåò èìåòü âèä:

A′ =

cosα − sinα 0
sinα cosα 0
0 0 1

 (detA′ = 1), ëèáî A′′ =

cosα sinα 0
sinα − cosα 0
0 0 1

 (detA′′ = −1).

Åñëè O(2) = {(B) : BT = B−1} 2-ãî ïîðÿäêà, òî GX =


 B 0

0

0 0 1

 , B ∈ O(2).

(i) B èìååò âèä A′ èëè A′′ ⇒ GX ∼= O(2).

(ii) |A| = 1⇒ GX = {A′}, GX ∼= SO(2) =

{(
cosα − sinα
sinα cosα

)}
.

Ä.Ç. 57.1 (à, á), 57.3, 57.8, 57.9 (à)
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Ëåêöèÿ 9

9.0.1 Íåêîòîðûå òèïè÷íûå äåéñòâèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïîé G

1 X = G, äåéñòâèå ãðóïïû G íà ñåáå ëåâûìè óìíîæåíèÿìè (ëåâîå ðåãóëÿðíîå
äåéñòâèå ãðóïïû G íà ñåáå).

Îïðåäåëåíèå 9.1. lg(x) = g · x (∀g ∈ G, ∀x ∈ X = G).1

Ýòî äåéñòâèå, òàê êàê (g1g2)x = g1(g2x) ⇒ lg1g2 = lg1 · lg2 .
Îíî òðàíçèòèâíîå: äëÿ ∀x, y ∈ X = G íàéäåì ýëåìåíò g ∈ G òàêîé, ÷òî g · x =

y : g = yx−1.
Îíî ðåãóëÿðíîå: ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè g ̸= e, òî äëÿ ∀x ∈ X, lg(x) ̸= x. (òî åñòü

∀g ̸= e íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê) ⇒ ýôôåêòèâíîå. Åñëè gx = x | ·x−1 ⇒ g = e.

Òåîðåìà 9.1 (Òåîðåìà Êýëè).
Ëþáàÿ ãðóïïà G èçîìîðôíà òðàíçèòèâíîé ïîäãðóïïå ãðóïïû SX íà íåêîòîðîì

ìíîæåñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì X = G. Íà í¼ì G áóäåò äåéñòâîâàòü ëåâûìè óìíîæåíè-
ÿìè: g(x) = g · x.

Îáîçíà÷èì lg(x) = gx. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî lg1g2 = lg1 · lg2 , ò. å. l : G → SX �
ãîìîìîðôèçì, ïðè÷åì ÿäðî Ker l = {g ∈ G | gx = x,∀x ∈ G} = e gx = x | ·x−1 ⇔ g =
e ⇒ l(G) ∼= G, à G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî.

2 Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå G/H = {xH | x ∈ G} ëåâûõ ñìåæíûõ
êëàññîâ ïî H.

Äåéñòâèå lHg (xH) = g(xH) = (gx)H � ëåâûìè óìíîæåíèÿìè (Åñëè H = {e}, ýòî
áóäåò ïðèìåð 1).

Ýòî òîæå äåéñòâèå: lHg1g2 = lHg1 · l
H
g2 , òàê êàê (g1g2)(xH) =

(
(g1g2)x

)
H =

(
g1 ·

(g2x)
)
H = g1(g2x)H =

(
lHg1 · l

H
g2

)
(xH).

Ýòî äåéñòâèå òðàíçèòèâíîå: ∀x, y ∈ G ∃g ∈ G g(xH) = yH, ò. ê. g(xH) = (gx)H =
yH, òî ìîæíî íàéòè ýëåìåíò g ∈ G, ÷òîáû y = gx⇒ g = yx−1. Âñå ñìåæíûå êëàññû
ñîñòàâëÿþò îäíó îðáèòó.

1Òî÷êà � ýòî óìíîæåíèå â G.
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Îïðåäåëèì ñòàáèëèçàòîð (ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó) ñìåæíîãî êëàññà xH, òî
åñòü ìíîæåñòâî GxH = {g ∈ G | gxH = xH}. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ñëåâà íà x−1

ðàâåíñòâî gxH = xH :

(x−1gx)H = H ⇔ x−1gx ∈ H ⇔ g ∈ xHx−1.

Îòâåò: GxH = xHx−1 (ïîäãðóïïà, ñîïðÿæåííàÿ ñ H ïîñðåäñòâîì x). Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ x = e îñòàåòñÿ H.

3 Äåéñòâèå ãðóïïû íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè. Ïóñòü X = G, äëÿ ∀x ∈ X è ∀g ∈ G
îïðåäåëèì Ag(x) = gxg−1 (ñîïðÿæåííûé ñ x ïîñðåäñòâîì g).

Îðáèòà ëþáîãî ýëåìåíòà x, Orb(x) = {gxg−1 | ∀g ∈ G} � êëàññ ýëåìåíòîâ,
ñîïðÿæåííûõ ñ x ∈ G.

Îáîçíà÷èì K(x) � êëàññ ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ x â G.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà íà îðáèòû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðå-

îáðåò¼ò ôîðìóëèðîâêó:

Òåîðåìà 9.2.

1. Ëþáàÿ ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ñîïðÿæåí-
íûõ ýëåìåíòîâ:

G = ⊔
i∈I

K(xi) (K(xi) ∩K(xj) = ∅ ïðè i ̸= g).

2. [Ïðåäâàðèòåëüíî ââåä¼ì òåðìèí. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X = G ñòàáèëèçàòîð ýëåìåí-
òà x ðàâåí St(x) = Gx = {g ∈ G | gxg−1 = x} = CG(x) � öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà
x â G.]

K(x)↔ G/CG(x)

(ìíîæåñòâî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî öåíòðàëèçàòîðó ýëåìåíòà x.)

Ñëåäñòâèå 9.1. Åñëè G êîíå÷íàÿ (|G| <∞), òî |K(x)| = |G|
|CG(x)| .

Äîêàçàòåëüñòâî. |K(x)| = |G/CG(x)| = |G|
|CG(x)| .

Ñëåäñòâèå 9.2. K(x) = {x} ⇔ x ∈ Z(G), ò. å. x � öåíòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû
G.

Äîêàçàòåëüñòâî. K(x) = {gxg−1 | ∀g ∈ G}, çíà÷èò gx = xg äëÿ ∀g ∈ G, ò. å.
x ∈ Z(G).

Ñëåäñòâèå 9.3 (Ôîðìóëà êëàññîâ). Ïóñòü Z(G) � îáúåäèíåíèå îäíîýëåìåíòíûõ
îðáèò. Òîãäà:

G = Z(G) ∪
(
∪
j
K(xj)

)
,

ãäå xj ̸∈ Z(G) è ïîýòîìó |K(x)| > 1.
Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà |G| <∞, ïîëó÷àåòñÿ:

|G| = |Z(G)|+
s∑
j=1

|K(xj)| = |Z(G)|+
s∑
j=1

|G|
|CG(xj)|

. (9.1)
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Çàäà÷è.

1 Ïóñòü H < G êîíå÷íîãî èíäåêñà n ∈ N (n = |G/H| � êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ
êëàññîâ ïî H). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N ◁ G èíäåêñà,
äåëÿùåãîñÿ íà n!.

Èäåÿ: èñïîëüçîâàòü äåéñòâèå ãðóïïû G ëåâûìè óìíîæåíèÿìè íà ìíîæåñòâå X =
G/H.

Ðåøåíèå. Äåéñòâèå lHg (xH) = (gx)H çàäàåò ãîìîìîðôèçì lH : G → SX , X =

G/H, |X| = n, ïîýòîìó SX ∼= Sn,

(
x1 x2 . . . xn
xi1 xi2 . . . xin

)
↔
(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
.

Â òàêîì ñëó÷àå ãðóïïà ïîäñòàíîâîê, îòâå÷àþùàÿG, åñòü lH(G) ⩽ Sn è ïî òåîðåìå
Ëàãðàíæà

∣∣lH(G)∣∣ äåëèò |Sn| = n!.
Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå lH(G) ∼= G/Ker lH , â êà÷åñòâå N ìîæíî âçÿòü N =

Ker lH , ò. ê.
∣∣lH(G)∣∣ = ∣∣G/Ker lH

∣∣ = èíäåêñ ïîäãðóïïû N â G.
Îïðåäåëèì ÿäðî äåéñòâèÿ G íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî H. g ∈ Ker lH ⇔ äëÿ ∀x ∈ G

gxH = xH ⇔ g ∈ xHx−1.
Òàêèì îáðàçîì, g ∈ Ker lH ⇔ g ∈ ∩

x∈G
xHx−1, òàê ÷òî:

N = ∩
x∈G

xHx−1

(òåðìèí: N � ñåðäöåâèíà H, N � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G,
ñîäåðæàùåéñÿ â H).

2 Îïðåäåëèòü êëàññû ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ D3 è D4.
Ðåøåíèå. n = 3. D3 = {e, a, a2 = a−1; s1, s2, s3} = {e} ∪ {a, a−1} ∪ {s1, s2, s3}.

Âñïîìíèì, sas−1 = a−1, ò. å. {a, a−1} � êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.
Óïðàæíåíèå: Äîêàçàòü, ÷òî

∣∣gxg−1
∣∣ = |x| .

Ïðîâåðèì, ÷òî âñå ñèììåòðèè ñîïðÿæåíû:

as1a
−1 = s2, ò. ê. 1

a−1

7→ 3
s17→ 2

a7→ 3 ò. å. 1 7→ 3.

as2a
−1 = s3, ò. ê. 1

a−1

7→ 3
s27→ 1

a7→ 2 ò. å. 1 7→ 2.

1

2

3

a

s1

s2
s3

n = 4. D4 = {e, a, a2, a3 = a−1; s1, s2, s3, s4}, a = R
π/2
O ,s1, s2 � ñèììåòðèè îò-

íîñèòåëüíî äèàãîíàëåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíû 1 è 2, s3 è s4 � ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî ñðåäíèõ ëèíèé.
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12

3 4

O

s1s2

s3

s4
a

a2 = RπO � öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ; {e, a2} = Z(D4).
Ò. å. {e} è {a2} îòäåëüíûå êëàññû. Äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè s, sas−1 = a−1, ò. å.

{a, a−1} � îòäåëüíûé êëàññ. Ðàññìîòðèì as1a
−1 = s2, è íàîáîðîò ⇒ {s1, s2} � îò-

äåëüíûé êëàññ. 1
a−1

→ 4
s1→ 2

a→ 3 ⇒ 1↔ 3

as3a
−1 = s4, 1

a−1

→ 4
s3→ 3

a→ 4 ⇒ 1↔ 4, ò. å. {s3, s4} � îòäåëüíûé êëàññ.

12

3 4s3

s4

Èòîãî: D4 = {e} ∪ {a2} ∪ {a, a−1} ∪ {s1, s2} ∪ {s3, s4} � 5 êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè.
Îáîáùåíèå: åñëè n íå÷åòíî, n = 2m + 1, òî Z(Dn) = {e}. Dn = {e} ∪

{s1, . . . , sn}
n−1
2∪

k=1
{ak, a−k} (åñëè n = 2m+ 1⇒ n−1

2 = m)

Åñëè n ÷¼òíî, n = 2m, òî Z(Dn) = {e, an}, ñèììåòðèè îáðàçóþò äâà êëàñ-
ñà: {s1, . . . , sm} � îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ äèàãîíàëåé; {sm+1, . . . , sn} � îòíîñè-
òåëüíî ñðåäíèõ ëèíèé, è {ak, a−k}, k = 1, . . . ,m − 1, Dn = {e} ∪ {s1, . . . , sn} ∪
{am}

m−1
∪
k=1
{ak, a−k}.

9.1 Òåîðåìû Ñèëîâà (Sylow)

Ïóñòü G � ãðóïïà, |G| = pnm, p � ïðîñòîå ÷èñëî, n ⩾ 1,m > 1, ò. å. pn | |G| ,
pn+1 ∤ |G| .

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïîäãðóïïà P < G íàçûâàåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé ãðóïïû
G, åñëè |P | = pn.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: Sylp(G) � ìíîæåñòâî âñåõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â G.

Òåîðåìà 9.3 (Ïåðâàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû â G ñóùåñòâóþò,
ò. å. Sylp(G) ̸= ∅.
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Òåîðåìà 9.4 (Âòîðàÿ òåîðåìà Ñèëîâà).

1. Ëþáàÿ p-ïîäãðóïïà H < G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå.

2. Âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû G ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé, ò. å. ∀P1, P2 <
G, |P1| = |P2| = pn ∃g ∈ G òàêîé, ÷òî P2 = gP1g

−1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: Np(G) = |Sylp(G)| � êîëè÷åñòâî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â G.

Òåîðåìà 9.5 (Òðåòüÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Np(G) ≡ 1 (mod p), ò. å. Np(G) = 1+kp, k ∈
N ∪ 0.

Ñëåäñòâèå 9.4 (èç 2-é òåîðåìû). Np(G) | m, ãäå |G| = pnm,m > 1.

Ñëåäñòâèå 9.5. Np(G) = 1⇔ P ◁ G, ò. å. Sylp(G) = {P}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Åñëè G àáåëåâà, òî îíà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèç-
âåäåíèå G = P × Q, ãäå |P | = pn, |Q| = m. À èìåííî, P = {g ∈ G | ∃l : gpl = e}
(ìíîæåñòâî âñåõ p-ýëåìåíòîâ), äàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îñíîâíîé òåîðåìû
î ñòðîåíèè êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Åñëè G íåàáåëåâà, ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî |G| .
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå G íà êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïî ôîðìóëå êëàñ-

ñîâ èç ïðåäûäóùåãî �: |G| = |Z(G)|+
∑s

j=1 |K(xj)| . Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1-é ñëó÷àé. |Z(G)| ... p, òàê ÷òî |Z(G)| = pn1m1, n1 ⩾ 1, p ̸| m1. Òàê êàê Z(G)
àáåëåâà ãðóïïà, òî ∃Z1 < Z(G), |Z1| = pn1 è |Z(G)/Z1| = pn−n1m1.

Åñëè n1 = n, òî Z1 óæå ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â G, åñëè n1 < n,òî ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè â Z(G)/Z1 ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà P̄ ïîðÿäêà pn−n1 , à å¼ ïðîîáðàç
P â ãðóïïå G èìååò ïîðÿäîê pn.

2-é ñëó÷àé. ¬ |Z(G)| ... p. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî |K(xj)|
... p,∀j, òî ïîëó÷èëîñü áû,

÷òî |Z(G)| ... p (Z(G) =
(
|G| −

s∑
j=1
|K(xj)|

) ... p).
Çíà÷èò ∃i, |K(xi)| ̸

... p, ïðè÷åì |K(xi)| = |G|
|CG(xi)| ⇒ |CG(xi)|

... pn. Íî |CG(xi)| < |G| ,
òàê êàê xi ̸∈ Z(G). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ∃P < CG(xi), |P | = pn, ïîýòîìó
îíà ïî îïðåäåëåíèþ è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ïîäãðóïïîé â G.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
i) Ïî òåîðåìå 1 Sylp(G) ̸= ∅. Âûáåðåì îäíó èç ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï è îáîçíà÷èì

åå ÷åðåç P.
Ïóñòü H < G, |H| = pk, k ⩽ n.
Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå G/P ; ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû H. Òîãäà

G/P = ∪
i
OrbH(xiP ).

2

Ëèáî îðáèòà ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà (êëàññà), êîòîðûé íåïîäâèæåí îòíîñè-

òåëüíî H, ëèáî |OrbH(x̄)|
... p, íî G/P = m íå äåëèòñÿ íà p, òî åñòü ∀h ∈ H,hxP = xP

2Îðáèòû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû H.
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⇒ x−1hx ∈ P ⇒ h = xPx−1, íî
∣∣xPx−1

∣∣ = |P | = pn, òî åñòü xPx−1 òîæå ñèëîâñêàÿ
⇒ H ⩽ xPx−1.

ii) Ïóñòü H � äðóãàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà òàêàÿ, ÷òî |H| = pn. Ïî äîêàçàííîìó
â i) ∃x ∈ G : H ⩽ xPx−1, íî |H| = pn =

∣∣xPx−1
∣∣ ⇒ H = xPx−1.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.
1.Np(G) äåëèòm. Sylp(G) ñîñòàâëÿåò îäíó îðáèòó ïðè äåéñòâèèG ñîïðÿæåíèÿìè

íà ìíîæåñòâå ïîäãðóïï ⇒ |Sylp(G)| = |G|
|StG(P )| , StG(P ) = {g ∈ G | gPg−1 = P} �

íîðìàëèçàòîð P â G, P ⩽ NG(P ) ⇒ |NG(P )|
... pn ⇒ |Sylp(G)| = pnm

pnq = r ∈ N ⇒
m = rq, òî åñòü r | m.

Ä.Ç. 57.23 (à, á), 57.35 (à, á), 59.3 (à, á), 59.11 (ò. Âèëüñîíà)
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Ëåêöèÿ 10

Çàäà÷è.

27.23 (á) Åñëè σ ∈ Sn, σ = σ1 · . . . · σr � ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèê-

ëîâ, τ ∈ Sn, τστ
−1 = (τσ1τ

−1) · (τσ2τ−1) · . . . · (τσrτ−1); äëÿ ëþáîãî öèêëà
(i1, i2, . . . , il) : τ(i1, i2, . . . , il)τ

−1 = (τ(i1), τ(i2), . . . , τ(il)) τ ∈ CSn(σ) ⇔ τστ−1 = σ.

n
1

i2

Ïóñòü σ = (1, 2, . . . , n), òîãäà τστ−1 = (τ(1), τ(2), . . . , τ(n)) = (1, 2, . . . , n) τ =
? Ýòî çíà÷èò, ÷òî τ(1), τ(2), . . . , τ(n) ïîëó÷åíû èç öèêëà (1, 2, . . . , n) öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé ñèìâîëîâ, òî åñòü τ = σk, k = 1, 2, . . . , n. Ýòî çíà÷èò, ÷òî τ ∈ ⟨σ⟩.

Îòâåò: CSn(σ) = ⟨σ⟩.

Çàìå÷àíèå 10.1. Ïîðÿäîê êëàññà ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ σ, ðàâåí:

|G|
|CG(σ)|

=
n!

n
= (n− 1)! (10.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìáèíàòîðíûé ïîäñ÷åò. Âñå öèêëû äëèíû n ñîïðÿæåíû ìåæ-
äó ñîáîé. Íàéäåì êîëè÷åñòâî öèêëîâ äëèíû n. Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà (j1, . . . , jn) äàåò
íåêîòîðûé öèêë; âñåãî ïåðåñòàíîâîê n!, íî ïåðåñòàíîâêè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì, äàþò îäèí è òîò æå öèêë ⇒ âñåãî n!

n = (n − 1)!
öèêëîâ, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé 10.1.

27.23 (à) σ = (1, 2)(3, 4), τστ−1 = (τ(1), τ(2))(τ(3), τ(4)) = (1, 2)(3, 4). Ýòî âîç-

ìîæíî, åñëè τ(1) = 2, τ(2) = 1, τ(3) = 4, τ(4) = 3; ëèáî τ(1) = 1, τ(2) = 2, τ(3) =
4, τ(4) = 3; ëèáî τ(1) = 2, τ(2) = 1, τ(3) = 3, τ(4) = 4; ëèáî τ(1) = 3, τ(2) = 4, τ(3) =
1, τ(4) = 2; ëèáî τ(1) = 4, τ(2) = 3, τ(3) = 2, τ(4) = 1.
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V4 ∋ σ, V4 àáåëåâà ⇒ V4 ⩽ CS4(σ). Òàêæå τ = (1, 2) è (3, 4) ∈ CS4(σ). Êëàññ
ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ σ � ýòî {(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}.⇒ V4 ·⟨(1, 2)⟩ ⩽
CS4(σ).

V4 · ⟨(1, 2)⟩ = {e, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} · {e, (1, 2)} =

= {V4, (3, 4), (1, 3)(2, 4)(1, 2) = (1, 4, 2, 3), (1, 4)(2, 3)(1, 2) = (1, 3, 2, 4) = (1, 4, 2, 3)−1}
?∼= D4.

Çàìå÷àíèå 10.2. |S4| = 23 · 3, ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â S4 èìåþò ïîðÿäîê 23. Ìû
óñòàíîâèëè, ÷òî îíè èçîìîðôíû ãðóïïå D4.

10.0.1 Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì Ñèëîâà è èõ ñëåäñòâèé

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.
⇒ Ïóñòü P ◁ G, äëÿ ∀g ∈ G

∣∣gPg−1
∣∣ = |P | , ò. å. gPg−1 ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé

p-ïîäãðóïïîé. Ïî 2-é òåîðåìå Ñèëîâà {gPg−1 | g ∈ G} = Sylp(G). Ïî óñëîâèþ
gPg−1 = P, ò. ê. P íîðìàëüíà â G⇒ Sylp(G) = {P}.
⇐ Sylp(G) = {P} ⇒ ∀g ∈ GgPg−1 ∈ Sylp(G)⇒ gPg−1 = P ⇒ P ◁ G.

Äîêàçàòåëüñòâî 3-é òåîðåìû Ñèëîâà. Âûáåðåì îäíó èç ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï: P, à
Sylp(G) = {P1, P2, . . . , Ps}, ãäå s = Np(G)

1. Îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû P íà ìíî-
æåñòâå Sylp(G) ñîïðÿæåíèÿìè: ∀g ∈ P, Pi 7→ gPig

−1 = Pj . Ìíîæåñòâî Sylp(G) ðàç-
áèâàåòñÿ íà îðáèòû: Sylp(G) = Orb(P1) ⊔ . . . ⊔Orb(Pt), t ⩽ s.

Ìû çíàåì, ÷òî |Pk| = |P |
|StP (Pk)| . Ëèáî |Pk| = 1(Orb(P1) = P ), ëèáî |Pk| = pαk , αk ⩾

1, òîãäà |Pk|
... p. Ïîêàæåì, ÷òî ïîðÿäêè âñåõ îñòàëüíûõ îðáèò äåëÿòñÿ íà p.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî: äîïóñòèì, ÷òî gPkg
−1 = Pk,∀g ∈ P, k > 1.

gPkg
−1 = Pk ⇔ gPk = Pkg,∀g ∈ P = P1 ⇔ P1Pk = PkP1 � ýòî ïîäãðóïïà â G,

ïðè÷åì |P1Pk| = |P1|·|Pk|
|P1∩Pk| =

pn·pn
pq = p2n−q � p-ïîäãðóïïà â G, êîòîðàÿ ñîäåðæèò P è

Pk � âîïðåêè äîïóùåíèþ, ÷òî k > 1.

Èòàê, |Sylp(G)| = Np(G) = 1 +

s∑
k=2

|Orb(Pk)|︸ ︷︷ ︸
... p

≡ 1 (mod p).

10.0.2 Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðåì Ñèëîâà è äåéñòâèé

Çàäà÷è.

1 Ïóñòü |G| = pq.p, q � ïðîñòûå, p > q. Îáîçíà÷èì çà P ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó
â G. Äîêàçàòü, ÷òî P ◁ G.

Ðåøåíèå. Íàéäåì Np(G) ïî 3-é òåîðåìå Ñèëîâà è ñëåäñòâèþ 1.
Åñëè Np(G) ≡ 1 (mod p), òî Np(G) = 1 + kp, k = 0, 1, 2, . . . .

1Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P1 = P.
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Ïî ñëåäñòâèþ 1 Np(G) äåëèò q < p. Åñëè áû k ⩾ 1, òî Np(G) = 1 + kp > p > q ⇒
q ̸ ...(1 + kp). Çíà÷èò k = 0, ò. å. Np(G) = 1 ⇒ P ◁ G ïî ñëåäñòâèþ 2.

59.20 (á) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 35 àáåëåâà è äàæå öèêëè÷åñêàÿ.

Ðåøåíèå. 35 = 7 · 5 N7(G) = 1 (ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó) ò. å. åñëè |P | = 7, òî
P ◁ G.

q = 5. N5(G) ≡ 1 (mod 5), ò. å. N5(G) = 1 + 5k, k = 0, 1, 2, . . . , à òàêæå N5(G) | 7
⇒ k = 0, ò. å. N5(G) = 1, è åñëè îáîçíà÷èòü ýòó ïîäãðóïïó ÷åðåç Q, |Q| = 5⇒ Q ◁ G
⇒ G = P × Q,P = ⟨a⟩, Q = ⟨b⟩, |P | = 7, |Q| = 5, è ab = ba ⇒ G êîììóòàòèâíàÿ,
|ab| = |a| · |b| = 35 ⇒ G = ⟨ab⟩, ò. å. G öèêëè÷åñêàÿ.

2 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðóïïà G íåàáåëåâà, òî ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) íå ìîæåò
áûòü öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó G íåàáåëåâà, òî Z(G) < G (ñòðîãî ìåíüøå) ⇒ |G/Z(G)| >
1. Äîïóñòèì, ÷òî G/Z(G) öèêëè÷åñêàÿ ⇒ ∃a ∈ G òàêîé, ÷òî ⟨aZ(G) = ā⟩ = Ḡ =
G/Z(G), ò. å. ∀ḡ = akZ(G) ∈ Ḡ. Âîçüì¼ì ḡ1 = ak1Z(G), ḡ2 = ak2Z(G) ⇒ ḡ1 · ḡ2 =
ak1Z(G)·ak2Z(G). Çàïèøåì ïðîèçâåäåíèå ïîýëåìåíòíî: (ak1z1)(a

k2z2) = ak1ak2z1z2 =
ak1+k2(z1z2).

Â äðóãîì ïîðÿäêå: ḡ2 · ḡ1 = ak2Z(G) · ak1Z(G). Ïîýëåìåíòíî: g2 · g1 =
(ak2z2)(a

k1z1) = ak2ak1z2z1 = ak1+k2(z1z2).
Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G : g1 = ak1z1, g2 = ak2z2 ïîëó÷èëè, ÷òî g1g2 =

g2g1, ò. å. G àáåëåâà âîïðåêè òîìó, ÷òî G íåàáåëåâà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 10.1. Öåíòð íååäèíè÷íîé p-ãðóïïû íåòðèâèàëåí, òî åñòü åñëè G ̸= {e}
� p-ãðóïïà, òî Z(G) ̸= {e}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |G| = pn, n ⩾ 1. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ãðóïïû G íà êëàññû
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ:

G = Z(G) ⊔K1 ⊔ . . . ⊔Ks, ãäå |Ki > 1| .

|Ki| = |G|
|CG(gi)| = pαi , αi ⩾ 1 ⇒ |G| = pn = |Z(G)| +

s∑
i=1

pαi , αi ⩾ 1 ⇒ |Z(G)| =(
pn −

s∑
i=1

pαi
) ... p ⇒ |Z(G)| > 1.

3 Îïðåäåëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå ãðóïïû ïîðÿäêà p2.
Ðåøåíèå. Äàíî: |G| = p2, p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Ïî òåîðåìå |Z(G)| > 1 ⇒ |Z(G)| = p2 = |G| ⇒ ëèáî G àáåëåâà, ëèáî |Z(G)| = p,

íî òîãäà |G/Z(G)| = p, à ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p öèêëè÷åñêàÿ. Ïî çàäà÷å 4 G
îáÿçàòåëüíî àáåëåâà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî |Z(G)| = p < |G| .

Çíà÷èò G àáåëåâà.
Ïî òåîðåìå î êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï G ∼= Zp2 èëè G ∼= Zp⊕Zp.
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Çàìå÷àíèå 10.3. Èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï ïîðÿäêîâ 2n òà-
êîâî:

|G| = 2n 23 = 8 24 = 16 25 = 32 26 = 64 27 = 128 28 = 256 · · ·
#{G | |G| = 2n} 5 14 51 267∗ 2328∗ 56092∗ · · ·

* - ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà

10.1 Ïðîñòûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè |G| > 1 è îíà íå èìååò
íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, ò. å. åñëè N ◁ G, òî ëèáî N = G, ëèáî
N = {e}.

Òåîðåìà 10.2. Åñëè G àáåëåâà è ïðîñòàÿ, òî |G| = p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p� ïðîñòîé äåëèòåëü |G| ; ò. ê. G àáåëåâà, òî ∃a ∈ G, |a| = p.
Ïîäãðóïïà H = ⟨a⟩ ◁ G, ò. ê. G àáåëåâà. Åñëè G ïðîñòàÿ, òî H = G, ò. å. |G| = p.

Îäíàêî íåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû íå îáÿçàíû èìåòü ïðîñòîé ïîðÿäîê, íàïðè-
ìåð, ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà:

215 · 310 · 53 · 72 · 13 · 19 · 31

Òåîðåìà 10.3. Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû An ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ãðóïïàìè ïðè
n ⩾ 5.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 10.4. Â ãðóïïå Sn, n ⩾ 3 äâå ïîäñòàíîâêè σ è π ⇔ ñîïðÿæåíû ⇔ îíè
èìåþò îäèíàêîâûé öèêëîâûé òèï (ò. å. â ðàçëîæåíèè σ è π íà íåçàâèñèìûå öèêëû:
σ = σ1 ·σ2 · . . . ·σr, π = π1 ·π2 · . . . ·πs ⇒ r = s è ñîìíîæåòåëè ìîæíî çàíóìåðîâàòü
òàê, ÷òî σi è πi èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó).

Ïðèìåð: n = 9. σ = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7)(8, 9), π = (3, 5, 7, 9)(2, 4, 6)(1, 8) èìåþò òèï
(4; 3; 2) çäåñü, 4 + 3 + 2 = 9 = n.

Ñëåäñòâèå 10.1. Êîëè÷åñòâî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â Sn ðàâíî p(n) �
êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà íàòóðàëüíûå ñëàãàåìûå.

4 Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà A5 ïðîñòàÿ.
Ðåøåíèå. Â çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A5 âñå ïîäñòàíîâêè ÷åòíûå: êðîìå {e},

öèêëû äëèíû 3 (i, j, k), öèêëû äëèíû 5 (i1, i2, i3, i4, i5), êëåéíîâñêèå ýëåìåíòû (i1, i2)·
(i3, i4).

Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè σ, τ ∈ An ñîïðÿæåíû, òî îíè èìåþò îäèíàêîâûé
öèêëîâûé òèï. Îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî.

Îïðåäåëèì ïîðÿäêè öåíòðàëèçàòîðîâ ýòèõ ýëåìåíòîâ:

π(1, 2, 3)π−1 = (1, 2, 3)⇔ (π(1), π(2), π(3)) = (1, 2, 3).
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Òàêèì îáðàçîì âñå öèêëû äëèíû 3 îáðàçóþò îäèí êëàññ.
Ïîäãðóïïà ⟨(1, 2, 3)⟩ = {e, (1, 2, 3), (3, 2, 1)} âõîäèò â CA5

(
(1, 2, 3)

)
, íî åñëè π(4) =

5, π(5) = 4, òî π = (1, 2, 3)(4, 5) èëè (3, 2, 1)(4, 5) � íå÷åòíàÿ ⇒
∣∣CA5

(
(1, 2, 3)

)∣∣ =
3,
∣∣KA5

(
(1, 2, 3)

)∣∣ = |A5|
3 = 5!/2

3 = 20 =
∣∣KS5

(
(1, 2, 3)

)∣∣ , ãäå KG(x) îáîçíà÷àåò êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòó x.

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5 âèäà (i1, i2, i3, i4, i5) : ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà îïðå-
äåëÿåò íåêîòîðûé öèêë äëèíû 5; âñåãî ïåðåñòàíîâîê ïÿòè ÷èñåë 5!, íî ïåðåñòàíîâêè,
îòëè÷àþùèåñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì, îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå öèêë, èõ â èòîãå
5!
5 = 4! = 24.

Öåíòðàëèçàòîð = ⟨(i1, . . . , i5)⟩ = ⟨a⟩ èìååò ïîðÿäîê 5⇒ |KA5(a)| =
|A5|
|⟨a⟩| =

60
5 = 12

� ïîëîâèíà îò 24 ⇒ ýëåìåíòû ïîðÿäêà 5 îáðàçóþò 2 êëàññà ïî 12 ýëåìåíòîâ.
Ýëåìåíòû âèäà (i1, i2)(i3, i4) îáðàçóþò îäèí êëàññ.

Ýëåìåíòû e (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2, 3, 4, 5) (1, 2, 3, 5, 4)

Ïîðÿäêè êëàññîâ 1 15 20 12 12

Ïóñòü N ◁ A5. Îíà ñîñòîèò èç öåëûõ êëàññîâ ãðóïïû A5 ⇒ |N | = 1 + k1 · 15 +
k2 · 20 + k3 · 12 + k4 · 12 äåëèò 60 (ïî ò. Ëàãðàíæà).

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè:

k1 = k2 = k3 = k4 = 0⇒ |N | = 1, ëèáî

k1 = k2 = k3 = k4 = 1⇒ N = A5.

Ä.Ç. 59.20 (â, ã), 59.17, 59.22 (à, â), 59.23
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Ëåêöèÿ 11

11.1 Êîëüöà

11.1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ìíîæåñòâî R ñ îïåðàöèÿìè + è · íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû.

I. Àêñèîìû ñëîæåíèÿ. R � àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ.
II. Àêñèîìû óìíîæåíèÿ. Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå

íàêëàäûâàåòñÿ.
Ìîãóò áûòü òàêèå (íåîáÿçàòåëüíûå) àêñèîìû:
1) àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ (ab)c = a(bc) � àññîöèàòèâíîå êîëüöî.
2) ∃1 ∈ R : 1 · a = a · 1 = a � êîëüöî ñ åäèíèöåé.
3) ∀a ∈ R, a ̸= 0 ∃a−1 ∈ R : a−1 · a = a · a−1 = 1 � êîëüöî ñ äåëåíèåì.1

4) ∀a, b ∈ R : a · b = b · a � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.
III. Äèñòðèáóòèâíîñòü. a · (b+ c) = a · b+ a · c; (b+ c) · a = b · a+ c · a.

Ïðèìåðû.
1. ×èñëîâûå êîëüöà: Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C (îáû÷íûå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ÷èñåë) �

àññîöèàòèâíûå, êîììóòàòèâíûå è ñ 1.
2. Êîëüöà ìàòðèö: Mn(K) ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ K (Q,R èëè C) ñ îïåðàöèÿìè

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ ìàòðèö. (n íàòóðàëüíîå) � àññîöèàòèâíûå, ñ 1 = E, íî
íå êîììóòàòèâíûå ïðè n ⩾ 2.

3. Ïóñòü K � ïîëå, îïðåäåëèì R = K[x] = {a0 + a1x + · · · + anx
n | ai ∈ K,n =

0, 1, 2, . . .} � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò x ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè � àññîöèàòèâíîå,
êîììóòàòèâíîå ñ 1.

4. Êîëüöî âû÷åòîâ öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ n : Zn.
Zn = {0̄, 1̄, . . . , n− 1} � ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Êëàññ ÷èñëà k

îáîçíà÷èì êàê k̄ = {k+ tn | t ∈ Z}. Ñëîæåíèå: k̄+ l̄ = k + l ïîëó÷àåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà, k̄ · l̄ = kl.

Ïîëó÷àåòñÿ àññîöèàòèâíîå, êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1̄.

1Àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1 è òàêîå, ÷òî ∀a ̸= 0 ∃a−1 ∈ R ïî îïðåëåíèþ íàçûâàåòñÿ òåëîì.
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Ïðèìåðû êîëåö âû÷åòîâ

n = 4,Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄}
Òàáëèöà ñëîæåíèÿ
+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 0̄
2̄ 2̄ 3̄ 0̄ 1̄
3̄ 3̄ 0̄ 1̄ 2̄

Â ÷àñòíîñòè, 1̄ + 1̄ = 2̄, 1̄ + 3̄ = 4̄ = 0̄, 2̄ + 3̄ = 1̄.

Â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå ïðèñóòñòâóþò âñå ýëåìåíòû áåç ïîâòîðåíèé.
Â ñîñåäíèõ ñòðî÷êàõ ýëåìåíòû öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿþòñÿ ⇒ Z4 ãðóïïà ïî ñëîæå-
íèþ öèêëè÷åñêàÿ.

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ

× 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
2̄ 0̄ 2̄ 0̄ 2̄
3̄ 0̄ 3̄ 2̄ 1̄

Â ÷àñòíîñòè, 2̄× 2̄ = 4̄ = 0̄, 3̄× 3̄ = 1̄.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ýëåìåíò a ∈ R íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì 0, åñëè a ̸= 0 è ∃b ∈
R, b ̸= 0 òàêîé, ÷òî a · b = 0 (a è b � äåëèòåëè 0) èëè ∃c ∈ R, c ̸= 0 òàêîé, ÷òî
c · a = 0 (åñëè âûïîëíÿåòñÿ ÷òî-ëèáî îäíî, òî a � ëåâûé èëè ïðàâûé äåëèòåëü
íóëÿ).

Ïðè n = 6 â Z6 åñòü äåëèòåëè 0: 2̄ · 3̄ = 0̄, 4̄ · 3̄ = 0̄; 5̄ � íå äåëèòåëü 0: 5̄ · 5̄ = 2̄5 = 1̄.

Óòâåðæäåíèå 11.1. Åñëè a � äåëèòåëü 0, òî â àññîöèàòèâíîì êîëüöå a íå ìîæåò
èìåòü îáðàòíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî a ̸= 0, ∃a−1 è a · b = 0 äëÿ íåêîòî-
ðîãî b ∈ R. Óìíîæèì ðàâåíñòâî íà a−1 è âîñïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ êîëüöà:
a−1(ab) = (a−1a)b = 1 · b = b = 0 � ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ äåëèòåëÿ 0.

Çàìå÷àíèå 11.1. Â êîëüöå Z íåò äåëèòåëåé 0, íî îáðàòèìû òîëüêî ±1.

Óòâåðæäåíèå 11.2. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ K[x] íå èìååò äåëèòåëåé 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = a0x
n+a1x

n−1+ · · ·+an, n ⩾ 0, a0 ̸= 0, g(x) = b0x
m+

b1x
m−1 + · · · + bm,m ⩾ 0, b0 ̸= 0 ⇒ f(x) · g(x) = a0b0x

n+m + · · · (ïðè ïåðåìíîæåíèè
ñòåïåíè ñêëàäûâàþòñÿ) ⇒ f(x) · g(x) ̸= 0.

Ïðèìåðû äåëèòåëåé 0 â êîëüöå ìàòðèö

Ïóñòü n = 2.

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
1 0
0 0

)
⇒ A ·B =

(
0 0
0 0

)
.

Â äðóãîì ïîðÿäêå:

B ·A =

(
0 1
0 0

)
̸= 0, íî äëÿ C =

(
0 0
0 1

)
: C ·A =

(
0 0
0 0

)
.
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Òåîðåìà 11.1. Ìàòðèöà A ∈Mn(R) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 0 ⇔ detA = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A � äåëèòåëü 0, òî A íå èìååò îáðàòíîé ⇒ detA = 0.
Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî detA = 0⇒ rkA < n⇒ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-

ÿìè ñòðîê å¼ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó: A′ =

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
0 . . . 0

 ⇒ äëÿ A′ ìîæíî âçÿòü

ìàòðèöó C =


0 . . . 0 c1n
0 . . . 0 c2n
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 cnn

 ⇒ C ·A′ = 0, C ̸= 0.

Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû A ê A′ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê
ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ A ñ ëåâîé ñòîðîíû íà ïîäõîäÿùèå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû:
∃C1, . . . , Ck : Ck · ·C2 · C1︸ ︷︷ ︸

=S

·A = A′ ⇒ (C · S)A = CA′ = 0 ⇒ A � äåëèòåëü 0; äëÿ

óìíîæåíèÿ ñïðàâà àíàëîãè÷íî, íî ïðåîáðàçîâûâàòü íàäî ñòîëáöû.

Îïðåäåëåíèå 11.3. Ýëåìåíò a êîëüöà ñ 1 íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ∃a−1 ∈ R.
Óòâåðæäåíèå 11.3. Åñëè R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, òî åãî îáðàòèìûå ýëå-
ìåíòû îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ (ýòà ãðóïïà � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóï-
ïà êîëüöà R; îáîçí. R∗).

Íàïðèìåð, ïðè n = 4, Z∗
4 = {1̄, 3̄}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè a è b îáðàòèìû, òî ab îáðàòèì: (ab)−1 =
b−1a−1, (a−1)−1 = a.

Çàäà÷à. Âûÿñíèòü ïðè êàêîì óñëîâèè ýëåìåíò k̄ êîëüöà Zn : 1) îáðàòèì, 2)
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 0.

Îòâåò: 1) îáðàòèì ⇔ ÍÎÄ(k, n) = 1,
2) äåëèòåëü 0 ⇔ ÍÎÄ(k, n) > 1.
Ïóñòü ÍÎÄ(k, n) = d > 1, òàê ÷òî k = k′ · d, n = n′ · d, ãäå ÍÎÄ(k′, n′) = 1.

k · n′ = k′ · (d · n′) = k′ · n ...n⇒
k̄ · n̄′ = 0̄, n̄′ ̸= 0̄⇒
k̄ � äåëèòåëü 0.

Íàîáîðîò, ïóñòü ÍÎÄ(k, n) = 1.
Ðàññìîòðèì âñå ïðîèçâåäåíèÿ {k̄ · 1̄, k̄2̄·, . . . , k̄ · (n− 1)}; ýòè ïðîèçâåäåíèÿ âñå

ðàçëè÷íû åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî k̄ · ī = k̄ · j̄, 1 ⩽ i, j ⩽ n − 1 ⇒ k̄ · (i− j) = 0̄ â Zn ⇒
k(i − j) ...n. Íî k è n âçàèìíî ïðîñòû ⇒ (i − j) ...n, |i− j| < n ⇒ i = j. Ýòî çíà÷èò,
÷òî äëÿ k íàéäåòñÿ òàêîå i, ÷òî k̄ · ī = 1̄ ⇒ ī = k̄−1.

Ïóñòü n = 8, k = 7; 7̄ · 1̄ = 7̄, 7̄ · 2̄ = 1̄4 = 6̄, 7̄ · 3̄ = 2̄1 = 5̄, 7̄ · 4̄ = 2̄8 = 4̄, 7̄ · 5̄ = 3̄5 =
3̄, 7̄ · 6̄ = 4̄2 = 2̄, 7̄ · 7̄ = 4̄9 = 1̄ ⇒ 7̄−1 = 7̄.

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî: ò. ê. k è n èìåþò ÍÎÄ = 1, òî ∃x, y ∈ Z òàêèå, ÷òî
kx+ ny = 1 ⇒ k̄ · x̄+ n̄ · ȳ = 1̄, íî n̄ = 0̄ â Zn ⇒ k̄ · x̄ = 1̄.
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11.1.2 Îáëàñòè öåëîñòíîñòè è ïîëå ÷àñòíûõ

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ñêàæåì, ÷òî R � öåëîñòíîå êîëüöî, åñëè R � àññîöèàòèâ-
íîå, êîììóòàòèâíîå, ñ 1 ̸= 0 è áåç äåëèòåëåé 0.

Òèïè÷íûå ïðèìåðû: Z è K[x].

Îïðåäåëåíèå 11.5. R � ïîëå, åñëè R � êîììóòàòèâíîå, àññîöèàòèâíîå, ñ 1 ̸= 0
è â êîòîðîì ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì.

Óòâåðæäåíèå 11.4. Zn � ïîëå ⇔ n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Zn � ïîëå ⇔ ∀k̄ ̸= 0̄ îáðàòèì ⇔ ∀k, 1 ⩽ k ⩽ n− 1, k è n âçàèìíî
ïðîñòû ⇔ n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 11.2. Åñëè R � öåëîñòíîå êîëüöî, òî ñóùåñòâóåò ïîëå Q(R), â êîòîðîå
R âêëàäûâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïîäêîëüöà.

Òåðìèí: Q(R) � ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà R.
Òèïè÷íûå ïðèìåðû: Z→ Q(Z) = Q.
R = K[x]⇒ Q(R) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé.

Îáîçíà÷åíèå: K(x) =
{
f(x)
g(x) | f(x), g(x)� ìíîãî÷ëåíû, g(x) ̸≡ 0

}
.

Êîíñòðóêöèÿ ïîëÿ Q(R)
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð (a, b), a, b ∈ R, b ̸= 0 P = {(a, b) | b ̸= 0}. Ââåäåì

íà ìíîæåñòâå P îòíîøåíèå: íàçîâåì ïàðû ýêâèâàëåíòíûìè, (a1, b1) ∼ (a2, b2), åñëè
a1b2 = b1a2.

2

Îòíîøåíèå ∼ â ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè 1) ðåôëåê-
ñèâíîñòü � (a, b) ∼ (a, b);

2) ñèììåòðè÷íîñòü � (a1, b1) ∼ (a2, b2) ⇔ a1b2 = a2b1 ⇔ a2b1 = a1b2 ⇔ (a2, b2) ∼
(a1, b1);

3) òðàíçèòèâíîñòü � åñëè (a1, b1) ∼ (a2, b2), (a2, b2) ∼ (a3, b3)⇔ (a1, b1) ∼ (a3, b3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ a1b2 = a2b1 | ·b3 ̸= 0⇒ a1b2b3 = a2b1b3. Íî a2b3 = a3b2
⇒ a1b2b3 = b1(a2b3) = b1b2a3 ⇒ a1b2b3−b1b2a3 = (a1b3−b1a3)b2 = 0⇒ a1b3−b1a3 = 0
(b2 ̸= 0 è äåëèòåëåé 0 íåò) ⇒ a1b3 = b1a3, ò. å. (a1, b1) ∼ (a3, b3).

Íàçîâåì äðîáüþ a
b êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû (a, b) : ïî îïðåäåëåíèþ a

b = ¯(a, b),
òîãäà Q(R) =

{
a
b | a, b ∈ R, b ̸= 0

}
.

Ââåäåì íà Q(R) îïåðàöèè �+� è �·�:
a1
b1

+
a2
b2

îïð.
=

a1b2 + a2b1
b1b2

,

a1
b1
· a2
b2

îïð.
=

a1a2
b1b2

.

Íóæíî áûëî áû ïðîâåðèòü (óïðàæíåíèå), ÷òî âñå ñâîéñòâà îïåðàöèé ïîëÿ âû-
ïîëíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ïîëå 0

b = 0, a1 = a ∈ R, òàê ÷òî R � ìíîæåñòâî
äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì 1; 1 = 1

1 ⇒ R ⊂ Q(R).

2Ïðîòîòèï: a1
b1

= a2
b2

⇔ a1b2 = b1a2.
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11.1.3 Ïîëÿ: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 11.6.

1. Êîëüöî K íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè ýòî àññîöèàòèâíîå, êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî ñ 1, â êîòîðîì ëþáîé ýëåìåíò a ̸= 0 îáðàòèì.

Òîãäà K∗ = K − {0} = {a ∈ K | a ̸= 0} � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà.

2. Åñëè R � êîëüöî è S ⊆ R, òî S íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà R, åñëè:

(i) (S,+) � ïîäãðóïïà ãðóïïû (R,+);

(ii) S çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, ò. å. ∀a, b ∈ S ⇒ ab ∈ S.

3. Åñëè K � ïîëå, L ⊆ K, òî L � ïîäïîëå â K, åñëè L � ïîäêîëüöî â K è L
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ïðèìåð. Ïóñòü L = {a+ b
√
2 | a, b ∈ Q}. Ïîêàæåì, ÷òî L � ïîäïîëå â C.

(a1 + b1
√
2) + (a2 + b2

√
2) = (a1 + a2) + (b1 + b2)

√
2 ∈ L;

(a1 + b1
√
2)(a2 + b2

√
2) = (a1b2 + 2b1b2) + (b1a2 + a1b2)

√
2 ∈ L.

Åñëè a èëè b ̸= 0, òî a+ b
√
2 ̸= 0, ò. ê.

√
2 ̸∈ Q, ò. å.

√
2 ̸= a/b, ãäå a, b ∈ Z.

(a+ b
√
2)−1 = 1

a+b
√
2
= a−b

√
2

a2−2b2
= a

a2−2b2
− b

a2−2b2

√
2 ∈ L.
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Ëåêöèÿ 12

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïîëå K íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ïîëåì, åñëè îíî íå èìååò ñîá-
ñòâåííûõ ïîäïîëåé: èç òîãî, ÷òî F � ïîäïîëå â K, ñëåäóåò, ÷òî F = K.

Ïðèìåðû ïðîñòûõ ïîëåé:

- ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q;

- Zp � ïîëå êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Óòâåðæäåíèå 12.1. Ëþáîå ïðîñòîå ïîëå èçîìîðôíî Zp (äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî
p) èëè ïîëþ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Åñëè F ⊆ Q, F � ïîäïîëå, òî 0, 1 ∈ F ⇒ ∀n ∈ Z, n = n ·1 = ± (1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸

|n|

∈ F.

Åñëè m ∈ N ∩ F, òî äðîáü n
m = n ·m−1 ∈ F ⇒ ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ∈ F ⇒

F = Q ⇒ Q � ïðîñòîå ïîëå.
2) Åñëè F ⊆ Zp, F � ïîäïîëå, òî F ∋ 1 è (F,+) ⊆ (Zp,+) � ïîäãðóïïà ïî

ñëîæåíèþ. Íî |Zp| = p � ïðîñòîå ÷èñëî ⇒ 1 < |F | | p ⇒ F = Zp ⇒ Zp � ïðîñòîå
ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Åñëè K è L � êîëüöà, òî îòîáðàæåíèå ϕ : K → L � ãîìî-
ìîðôèçì êîëüöà K â êîëüöî L, åñëè:

1) ∀x, y ∈ K ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), è
2) ∀x, y ∈ K ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y),
ϕ � èçîìîðôèçì êîëåö, åñëè ϕ � ãîìîìîðôèçì è áèåêöèÿ.
Êîëüöà K è L èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : K → L.
Â ÷àñòíîñòè, ýòè ïîíÿòèÿ èìåþò ñìûñë, åñëè K è L � ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

ϕ(1K) = 1L.

Îáîçíà÷åíèå: K èçîìîðôíî L : K ∼= L.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü P � ïðîñòîå ïîëå. Äëÿ ëþáîãî k ∈ Z ðàññìîòðèì
ýëåìåíòû k · 1P . Äëÿ k > 0, k · 1P = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

k ðàç

.
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Åñòü äâà âàðèàíòà:
1) ∀k ∈ N, k·1 ̸= 0, òîãäà {k·1 | k ∈ Z} � ïîäãðóïïà â ãðóïïå ïîëÿ P ïî ñëîæåíèþ.

Ïðè ýòîì åñëè k ̸= l, òî k ·1 ̸= l ·1 (ò. ê. èíà÷å⇒ k ·1−l ·1 = (k−l)·1 = 0, k ̸= l⇒ 1 = 0
� ïðîòèâîðå÷èå; â îïðåäåëåíèè ïîëÿ 1 ̸= 0).

Ñëåäîâàòåëüíî,
(
{k · 1 | k ∈ Z},+

) ∼= Z.
Äëÿ m > 0, (k · 1)m−1 ↔ k

m · 1↔
k
m ∈ Q.

Òàêèì îáðàçîì â P åñòü ïîäïîëå èçîìîðôíîå ïîëþ Q ⇒ P � ïðîñòîå ⇒ K = P
⇒ P ∼= Q.

2) Âòîðîé âàðèàíò: ∃n ∈ N òàêîå, ÷òî n · 1P = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0.

Âûáèðåì ìèíèìàëüíîå èç íèõ, îáîçíà÷èì åãî çà p. Ïîêàæåì, ÷òî p � ïðîñòîå
÷èñëî.

Äîïóñòèì, ÷òî p � ñîñòàâíîå, p = q · r, q < p, r < p. Òîãäà p · 1 = (qr) · 1 =
(q · 1)(r · 1) = 0.

Åñëè q · 1 ̸= 0, òî (q · 1)−1(q · 1)(r · 1) = (r · 1) = 0, íî r < p � ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè p ⇒ p � ïðîñòîå.

Òîãäà (⟨1⟩,+) = {k · 1 | k = 0, . . . , p − 1} ∼= Zp êàê ãðóïïå ïî ñëîæåíèþ. Íî ⟨1⟩
ïîäìíîæåñòâî â ïîëå P ⇒ âñå íåðàâíûå íóëè ýëåìåíòû â íåé îáðàòèìû ⇒ â P åñòü
ïîäïîëå, ñîñòîÿùåå èç p ýëåìåíòîâ, à ò. ê. P � ïðîñòîå ïîëå⇒ |P | = p è P ∼= Zp.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî p òàêîå, ÷òî p · 1 = 0, íàçû-
âàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ K.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 12.1 ÿñíî, ÷òî p � ïðîñòîå ÷èñëî è K ñîäåðæèò
ïðîñòîå ïîäïîëå P ∼= Zp.

Åñëè ∀n ∈ N, n · 1 ̸= 0, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K ðàâíà 0
(ò. ê. òîëüêî 0 · 1 = 0) ⇒ K ∼= Q � ïðîñòîå.

Îáîçíà÷åíèå: charK; charK = p ëèáî charK = 0.

12.0.1 Ãîìîìîðôèçìû êîëåö, èäåàëû è ôàêòîðêîëüöà

Îïðåäåëåíèå 12.4. Ïîäìíîæåñòâî I ⊂ R (R � êîëüöî) íàçûâàåòñÿ èäåàëîì êîëü-
öà R, åñëè:

1) (I,+) � ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà R, (R,+),
2) äëÿ a ∈ I, ∀x ∈ R⇒ xa ∈ I, ax ∈ I.

Çàìåòèì: åñëè I � èäåàë â R, òî I � ïîäêîëüöî â R : óñëîâèå 2) èç îïðåäåëåíèÿ
èäåàëà, ïðèìåíåííîå ê x ∈ I, îçíà÷àåò, ÷òî åñëè x, a ∈ I → xa ∈ I � âõîäèò â
îïðåäåëåíèå ïîäêîëüöà.

Îáîçíà÷åíèå èäåàëà: I ◁ R.
Ïðèìåðû èäåàëîâ

1 R = Z. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ïîäìíîæåñòâî nZ = {nt | t ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì

â Z. Äåéñòâèòåëüíî, nZ � ïîäãðóïïà ïî ñëîæåíèþ â Z, è ∀x ∈ Z, x(nt) = n(xt)
...n⇒

x(nt) ∈ nZ.
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Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé èäåàë â Z ðàâåí nZ äëÿ n = 0 èëè íåêîòîðîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n.

2 R = K[x] = {f(x) = a0 + a1x + · + anx
n | n = 0, 1, 2, . . . ; ai ∈ K} � êîëüöî

ìíîãî÷ëåíîâ îò x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K.
Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü ìíîãî÷ëåí p(x) è ðàññìîòðèì

p(x)K[x] = {p(x)f(x), ãäå f(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí}.

Òîãäà p(x)K[x] � èäåàë â K[x], ïîñêîëüêó ∀h(x) â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè:(
p(x)f(x)

)
h(x) = p(x)

(
f(x)h(x)

)
∈ p(x)K[x].

Òåîðåìà 12.1. Åñëè ϕ : R→ S � ãîìîìîðôèçì êîëåö, òî

1. ϕ(R) � ïîäêîëüöî â S;

2. ÿäðî ϕ, ò. å. Kerϕ = {x ∈ R | ϕ(x) = 0S} � èäåàë â R;

3. ϕ èíúåêòèâíî ⇔ Kerϕ = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Äëÿ ëþáûõ y1, y2 ∈ ϕ(R) ∃x1, x2 ∈ R, òàêèå, ÷òî ϕ(x1) = y1, ϕ(x2) = y2.
y1 + y2 = ϕ(x1) + ϕ(x2) = ϕ(x1 + x2) ∈ ϕ(R), à òàêæå y1 · y2 = ϕ(x1) · ϕ(x2) =

ϕ(x1x2) ∈ ϕ(R) ⇒ ϕ(R) � ïîäêîëüöî â R.
2) Kerϕ � ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà R è ∀a ∈ Kerϕ,∀x ∈ R,ϕ(xa) =

ϕ(x)ϕ(a) = ϕ(x) · 0 = 0R ⇒ Kerϕ � èäåàë â R.
3) Åñëè ϕ èíúåêòèâíî, òî Kerϕ = {0}. Â ñàìîì äåëå, ϕ(0R) = 0S ⇒ 0R � åäèí-

ñòâåííûé ýëåìåíò èç R, êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ â 0S ⇒ Kerϕ = {0}.
Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî ϕ(x1) = ϕ(x2) ⇒ ϕ(x1) − ϕ(x2) = ϕ(x1 − x2) = 0 ⇒

x1 − x2 ∈ Kerϕ = {0} ïî óñëîâèþ ⇒ x1 = x2.

12.0.2 Ôàêòîð-êîëüöî ïî èäåàëó

Ïóñòü R � êîëüöî, I ◁ R.

Îïðåäåëåíèå 12.5. Ôàêòîð-êîëüöî R/I = {x + I} � êàê ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ:
(x1 + I) + (x2 + I) = (x1 + x2) + I. Íóæíî ââåñòè óìíîæåíèå: (x1 + I) · (x2 + I) =
x1 · x2 + I. Ìîòèâèðîâêà: ðàñêðîåì ñêîáêè x1x2 + x1I + Ix2 + I · I︸ ︷︷ ︸

⊂I

⊆ x1x2 + I

Íóæíî ïîêàçàòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ, ò. å. åñëè x1 + I = x′1 + I è x2 + I =

x′2 + I
?⇒ x1x2 + I = x′1x

′
2 + I.

x′1 = x1 + a1, x
′
2 = x2 + a2, a1, a2 ∈ I
⇓

x′1x
′
2 = (x1 + a1)(x2 + a2) = x1x2 + x1a2 + a1x2 + a1a2︸ ︷︷ ︸

∈I

⇓
îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.
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Ïðèìåðû.

1 Îïðåäåëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî Z/nZ = Zn êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

2 R = R[x] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèíòàìè îò x.

I = (x2 + 1)R = {(x2 + 1)f(x) | f(x) ∈ R}.

Äîêàæåì, ÷òî R/
(
(x2 + 1)R

) ∼= C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Èìååì:

∀f(x) = (x2 + 1)q(x) + r(x) = (x2 + 1)q(x) + a+ bx,

deg r(x) < 2 = deg(x2 + 1).

Ðàññìîòðèì äàëåå îòîáðàæåíèå ϕ :

R/
(
(x2 + 1)R

) ϕ→ C,
ϕ : f(x) + I = a+ bx+ I 7→ z = a+ bi ∈ C.

Ïîñêîëüêó îñòàòîê a+ bx îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, òî ϕ � áèåêöèÿ.
Îòîáðàæåíèå ϕ ñîõðàíÿåò ñëîæåíèå:

ϕ((a1 + b1x+ I) + (a2 + b2x+ I)) = ϕ(a1 + a2 + (b1 + b2)x+ I) =

= a1 + a2 + (b1 + b2)i = (a1 + b1i) + (a2 + b2i) =

= ϕ(a1 + b1x+ I) + ϕ(a2 + b2x+ I).

Îòîáðàæåíèå ϕ ñîõðàíÿåò óìíîæåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó:

(a1 + b1x+ I) · (a2 + b2x+ I) =

= a1a2 + b1b2x
2 + (b1a2 + a1b2)x+ I = çàïèñàâ, x2 = (x2 + 1)− 1

= a1a2 − b1b2 + (b1a2 + a1b2)x+ b1b2(x
2 + 1) + I︸ ︷︷ ︸
∈I

,

è ò. ê. (a1 + b1i) · (a2 + b2i) = a1a2 − b1b2 + (b1a2 + a1b2)i, òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

ϕ((a1 + b1x+ I) · (a2 + b2x+ I)) = ϕ(a1 + b1x+ I) · ϕ(a2 + b2x+ I) = z1z2.

Òàêèì îáðàçîì, ϕ � ãîìîìîðôèçì êîëåö.

12.0.3 Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ êîëåö

Åñëè ϕ : R→ S � ãîìîìîðôèçì êîëåö, òî Imϕ = ϕ(R) ∼= R/Kerϕ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷òåì, ÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì àääèòèâíûõ ãðóïï, äëÿ ãðóïï òåî-
ðåìà óæå äîêàçàíà: ϕ(R) ∼= R/Kerϕ � èçîìîðôèçì ãðóïï. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó:

R ϕ(R)

R/I (I = Kerϕ)

ϕ

π
ϕ̄

ãäå π : R→ R/I, π(x) = x+ I � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì.
Ýòî òàêæå èçîìîðôèçì êîëåö: ϕ̄(x+I) = ϕ(x)⇒ ϕ̄((x1+I)(x2+I)) = ϕ̄(x1x2+I) =

ϕ(x1x2) = ϕ(x1)ϕ(x2) = ϕ̄(x1 + I)ϕ̄(x2 + I).

Óòâåðæäåíèå 12.2. Åñëè K � ïîëå è p(x) � ìíîãî÷ëåí, íåïðèâîäèìûé íàä K, òî
K[x]/p(x)K[x] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

È îáðàòíî, åñëè K[x]/p(x)K[x] � ïîëå, òî p(x) íåïðèâîäèì íàä K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñ-
ëè f(x) ̸∈ p(x)K[x] = I (ò. å. f̄(x) = f(x) + I ̸= 0̄), òî êëàññ f̄(x) îáðàòèì.

Ò. ê. p(x) íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí è f(x) ̸ ... p(x), òî p(x) è f(x) âçàèìíî ïðîñòûå
ìíîãî÷ëåíû ⇒ u(x), v(x) òàêèå ìíîãî÷ëåíû, ÷òî:

u(x)f(x) + v(x)p(x) = 1 � ðàâåíñòâî â êîëüöå K[x].

Ïåðåéä¼ì â ôàêòîð-êîëüöî:

u(x) · f(x) + v(x) · p(x)︸︷︷︸
≡0̄

= 1̄
(
u(x) = u(x) + I

)
⇓

u(x) · f(x) = 1̄, ò. å. u(x) = f(x)
−1
.

Îáðàòíî � îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî p(x) ïðèâîäèìûé, ò. å. p(x) =
g(x)h(x),deg g(x),deg h(x) ⩾ 1 ⇒ g(x) · h(x) îïð.

= g(x) · h(x) = p(x) = 0̄ ⇒ êëàññû
g(x) ̸= 0 è h(x) ̸= 0 � äåëèòåëè 0, êîòîðûõ â ïîëå áûòü íå ìîæåò, ò. ê. äåëèòåëè 0
íåîáðàòèìû.

12.0.4 Åâêëèäîâû êîëüöà è êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, I � èäåàë â R.

Îïðåäåëåíèå 12.6. I � ãëàâíûé èäåàë, åñëè ∃a ∈ I òàêîé, ÷òî ∀y ∈ I èìååò âèä
y = ax äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ R.

Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì ýòîãî èäåàëà.

67



Îáîçíà÷åíèå: I = ⟨a⟩ = aR.
Ïðèìåðû.

1 nZ = ⟨a⟩.
2 (x2 + 1)K[x] = ⟨(x2 + 1)⟩ ◁ K[x].

Îïðåäåëåíèå 12.7. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ, åñëè R öå-
ëîñòíîå êîëüöî (ò. å. àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 è áåç äåëèòåëåé
0) è â R âñå èäåàëû ãëàâíûå.

Îïðåäåëåíèå 12.8. Öåëîñòíîå êîëüöî R íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì êîëüöîì, åñëè
íà ìíîæåñòâå R \ {0} çàäàíà ôóíêöèÿ (íîðìà) N : R \ {0} → N0 = {n ∈ Z, n ⩾ 0}
ñî ñâîéñòâàìè:

1. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R (a, b ̸= 0), N(ab) ⩾ N(a). Ðàâåíñòâî âûïîíÿåòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà b îáðàòèì.

2. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R(b ̸= 0) ∃q, r ∈ R òàêèå, ÷òî a = bq+r, ïðè÷åì N(r) < N(b)1

(çàìåòèì, ÷òî åñëè b îáðàòèì, òî r = 0, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b
íåîáðàòèì).

Èç îïðåäåëåíèÿ åâêëèäîâà êîëüöà ñëåäóåò, ÷òî â R ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå
ÍÎÄ(a, b), ïðîñòîãî ýëåìåíòà è ðàçëîæåíèå ýëåìåíòîâ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Óòâåðæäåíèå 12.3. Åñëè êîëüöî R åâêëèäîâî, òî â R âñå èäåàëû ãëàâíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I ◁ R; åñëè I = {0}, òî I = ⟨0⟩. Åñëè I ̸= {0}, ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî {N(x) | x ∈ I, x ̸= 0} ⊆ N0.

Â í¼ì åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî, âûáåðåì ýëåìåíò a ̸= 0 òàêîé, ÷òî N(a) ⩽
N(x), ∀x ∈ I. Òîãäà a ïîðîæäàåò ýòîò èäåàë: ∀b ∈ I ðàçäåëèì b íà a ñ îñòàòêîì:
b = aq+ r. a ∈ I ⇒ aq ∈ I ⇒ r = b−aq ∈ I, íî N(r) < N(a) ïî îïðåäåëåíèþ äåëåíèÿ
ñ îñòàòêîì ⇒ ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì a ⇒ r = 0 ⇒ ∀b ∈ I ∃q ∈ R : b = aq ⇒
I = ⟨a⟩, ò. å. I � ãëàâíûé èäåàë.

Çàäà÷à. ÏóñòüK � ïîëå. Ðàññìîòðèì êîëüöî R = K[[x]] ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ îò x :

K[[x]] =

{ ∞∑
n=0

anx
n | ai ∈ K, i = 0, 1, . . . ,

}
.

Îïåðàöèè íàä ðÿäàìè.
Ñëîæåíèå:

∞∑
n=0

anx
n +

∞∑
n=0

bnx
n =

∞∑
n=0

(an + bn)x
n.

Óìíîæåíèå:
∞∑
k=0

akx
k ·

∞∑
i=0

bix
i =

∑
k,i

akbix
k+i îïð.

=

∞∑
n=0

cnx
n,

1Äåëåíèå ñ îñòàòêîì.
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ãäå cn =
∑

k+i=n

akbi =
n∑
k=0

akbn−k (ñâ¼ðòêà).

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè K[[x]] áóäåò öåëîñòíûì êîëüöîì.
Ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü íà K[[x]] íîðìó:

∀f(x) =
∞∑
n=0

anx
n = amx

m + am+1x
m+1 + · · · ,

m ⩾ 0; an = 0 äëÿ n < m

(íàïðèìåð, x2 + x4 + x6 + · · · ⇒ m = 2).
Îïðåäåëèì N(f) = m.
Åñëè N(f) = m, N(g) = p ⇒ N(f · g) = m + p ⩾ N(f), p = 0 òîëüêî åñëè

g(x) =
∞∑
n=0

bnx
n, b0 ̸= 0.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä f(x) =
∞∑
n=0

anx
n îáðàòèì ⇔ a0 ̸= 0.

12.0.5 Îá àðèôìåòèêå åâêëèäîâûõ êîëåö

Îïðåäåëåíèå 12.9. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Ñêàæåì, ÷òî b | a (a, b ∈ R, b ̸=
0), åñëè ∃c ∈ R a = bc. Ýëåìåíò c � îáùèé äåëèòåëü a è b, åñëè c | a è c | b.

Ýëåìåíò d ∈ R � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ a è b, åñëè d | a è
d | b, à äëÿ ëþáîãî îáùåãî äåëèòåëÿ c : c | d.

Ýëåìåíò p ∈ R � ïðîñòîé, åñëè p � íåîáðàòèìûé, è èç òîãî, ÷òî c | p⇒ c �
îáðàòèìûé èëè p = cα, ãäå α � îáðàòèìûé ýëåìåíò.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R åâêëèäîâî.

Òåîðåìà 12.2. Â åâêëèäîâîì êîëüöå ñïðàâåäëèâà îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè
ëþáîé íåîáðàòèìûé ýëåìåíò a ∈ R ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ýëåìåí-
òîâ, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.2

Ä.Ç. 57.1, 63.1 (ç, è, ê), 63.2 (à, á), 63.3 (à, å),
63.6 (à), 61.1 (á), 64.19 (à), 66.2 (à)

2×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä åäèíñòâåííîñòüþ áóäåò ÿñíî èç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ëåêöèÿ 13

13.0.1 Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü â öåëîñòíîì êîëüöå

Óòâåðæäåíèå 13.1. Åñëè R � öåëîñòíîå êîëüöî è a, b � íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû
â R, òî ÍÎÄ(a, b) îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî îáðàòèìîñòè ìíîæèòåëÿ: òî åñòü
åñëè d1, d2 � äâà îáùèõ äåëèòåëÿ ýëåìåíòîâ a, b, òî ∃α � îáðàòèìûé ýëåìåíò â
R òàêîé, ÷òî d2 = αd1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî a ̸= 0, b ̸= 0. Ò. ê. d1 � ÍÎÄ(a, b), à d2 � îáùèé
äåëèòåëü a è b, òî d2 | d1, ò. å. d1 = βd2, β ∈ R.

Àíàëîãè÷íî, ò. ê. d2 = ÍÎÄ(a, b), à d1 � îáùèé äåëèòåëü, òî d1 | d2 ⇒ ∃α ∈ R
òàêîé, ÷òî d2 = αd1 ⇒ d1 = βd2 = (βα)d1 ⇒ d1(1 − βα) = 0. ò. ê. d1 ̸= 0, à R íå
ñîäåðæèò äåëèòåëåé 0, òî (1− βα) = 0, ò. å. αβ = 1 ⇒ α � îáðàòèìûé.

13.0.2 Àëãîðèòì Åâêëèäà âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ(a, b) â åâêëèäîâîì êîëüöå R

Ò. ê. a, b íåîáðàòèìû, òî N(a) > 0, N(b) > 0.
Åñëè b | a, ò. å. a = bq, q ∈ R, òî ÍÎÄ(a, b) = b.
Ïóñòü b íå äåëèò a. Òîãäà ðàçäåëèì a íà b ñ îñòàòêîì.
1) Íàéä¼ì q, r ∈ R òàêèå, ÷òî a = bq + r, ãäå 0 < N(r) < N(b).
Ïðè ýòîì ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r). Â ñàìîì äåëå, åñëè c � îáùèé äåëèòåëü a è

b, ò. å. a = ca′, b = cb′ ⇒ r = a − bq = c(a′ − b′q) ... c ⇒ c � îáùèé äåëèòåëü b è r.

Íàîáîðîò, åñëè c1 | b, c1 | r, òî b = c1b
′, r = c1r

′ ⇒ a = bq + r = c1(b
′q + r′)

... c1.
Çíà÷èò, ó ïàðû (a, b) è ó ïàðû (b, r) îäíî è òîæå ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ⇒
ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r).

2) Åñëè r ̸= 0, òî ðàçäåëèì b íà r ñ îñòàòêîì:

b = rq1 + r2, åñëè r1 = 0, òî r = ÍÎÄ(b, r) = ÍÎÄ(a, b).

3) Åñëè r1 ̸= 0, òî r = r1q2 + r2 è ò. ä.
Ïðè êàæäîì äåëåíèè íîðìà îñòàòêà óìåíüøàåòñÿ ⇒ ñóùåñòâóåò ÷èñëî k ∈ N

òàêîå, ÷òî rk ̸= 0, íî rk+1 = 0. Òîãäà ÍÎÄ(a, b) = rk.

Ñëåäñòâèå 13.1. Åñëè ÍÎÄ(a, b) = d, òî ∃x, y ∈ R òàêèå, ÷òî ax+ by = d.
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Ïðèìåð

25.3 (à) Ïóñòü f(x) = x4+2x3−x2−4x−2, g(x) = x4+x3−x2−2x−2, f, g ∈ R[x].
Âû÷èñëèòü ÍÎÄ(f, g) è íàéòè ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) òàêèå, ÷òî u(x)f(x)+v(x)g(x) =
d(x) = ÍÎÄ(f, g).

Ðåøåíèå:

1) Ðàçäåëèì f íà g ñ îñòàòêîì:

x4 + 2x3 − x2 − 4x − 2 x4 + x3 − x2 − 2x− 2
−x4 − x3 + x2 + 2x + 2 1

x3 − 2x

⇒ q = 1, r = x3 − 2x ̸= 0
2) Ðàçäåëèì g íà r ñ îñòàòêîì:

x4 + x3 − x2 − 2x − 2 x3 − 2x
−x4 + 2x2 x+ 1

x3 + x2 − 2x − 2
− x3 + 2x

x2 − 2

⇒ q1 = x+ 1, r1 = x2 − 2 ̸= 0
3) Ðàçäåëèì r íà r1 ñ îñòàòêîì:

x3 − 2x x2 − 2
−x3 + 2x x

0

⇒ r2 = 0⇒ r1 = x2 − 2 = ÍÎÄ(f, g).
Íóæíî íàéòè u(x) è v(x). Çàïèøåì ðåçóëüòàòû øàãîâ 1)-3): 1) f = gq + r, 2)

g = rq1+r1, 3) r = r1q2.Èç 2) âûðàçèì r1 = g−rq1 = g−(f−gq)q1 = −fq1+g(1+qq1) =
−(x+ 1)f + g(x+ 2) = x2 − 2.

Îòâåò: ÍÎÄ(f, g) = x2 − 2 = −(x+ 1)f + (x+ 2)g.

13.0.3 Ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíî a ̸= 0, a ∈ R � íåîáðàòèìûé ýëåìåíò.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) a � ïðîñòîé ýëåìåíò⇒ a óæå ðàçëîæåí íà ìíîæåòåëè;
2) a � ñîñòàâíîé ýëåìåíò ⇒ a = bc, ãäå N(b) < N(a) è N(c) < N(a), ò. ê. b è c

íåîáðàòèìûå.
Èíäóêöèÿ ïî íîðìå a : äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ ñ íîðìîé < N(a) òåîðåìà

óæå äîêàçàíà ⇒ b = p1 · . . . · pr, c = pr+1 · . . . · ps, ãäå pi � ïðîñòûå ⇒ a = p1 · . . . · ps.
Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ äîêàçàëè.

Åäèíñòâåííîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî a = p1 · . . . · ps = p′1 · . . . · p′t, pi, p′j � ïðîñòûå.
Íàäî äîêàçàòü, ÷òî t = s è ïðîñòûå pi, p

′
j ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òîáû p′i = αipi,

αi � îáðàòèìûé, i = 1, . . . , s (ò. å. pi è p
′
i àññîöèèðîâàííûå).
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Ëåììà 13.1. Åñëè c | ab è ÍÎÄ(a, c) = 1, òî c | b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÍÎÄ(a, c) = 1, òî ∃x, y ∈ R òàêèå, ÷òî ax+ cy = 1 | ·b
⇒ abx+ bcy = b. Ïî óñëîâèþ ab = cz, ãäå z ∈ R ⇒ c(zx+ by) = b ⇒ c | b.

Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî: p1 · . . . · ps = p′1 · . . . · p′t, s > 1, t > 1 ⇒ p′t | p1 · . . . · ps
Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ∃i, 1 ⩽ i ⩽ s òàêîé, ÷òî p′t | pi, çíà÷èò, pi = αip

′
t Èçìåíèì

íóìåðàöèþ: i = s ⇒ p1 · . . . · αipt−1 = p′1 · . . . · p′t−1. Êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé s − 1
óìåíüøèëîñü, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè s− 1 = t− 1 ⇒ s = t.

Êðîìå òîãî, p′j ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òîáû p′i = αipi, 1 ⩽ i ⩽ s.

Ñëåäñòâèå 13.2. Ïóñòü K � ïîëå, òîãäà ëþáîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ K[x] ñòåïåíè
⩾ 1 ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ (=ïðîñòûõ) ìíîãî÷ëåíîâ,
ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 13.2. Ïóñòü R � åâêëèäîâî êîëüöî, I = ⟨p⟩ = {px | x ∈ R} �
ãëàâíûé èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì p.

Ôàêòîð-êîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ⇔ p � ïðîñòîé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî.
⇒ Îò ïðîòèâíîãî: äîïóñòèì, ÷òî p = ab, a, b � íåîáðàòèìûå⇒ (a+ I) · (b+ I) =

ab+ I = p+ I = I = 0̄ â ôàêòîð-êîëüöå R/I ⇒ ā, b̄ � äåëèòåëè 0, à â ïîëå äåëèòåëåé
0 áûòü íå ìîæåò.
⇐ a ̸∈ I ⇒ ÍÎÄ(a, b) = 1 ⇒ ax+ py = 1. Â ôàêòîð-êîëüöå āx̄+ p̄ȳ = 1̄, p̄ = 0̄ ⇒

āx̄ = 1̄ ⇒ x̄ = ā−1.

13.1 Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

Ïóñòü k,K � ïîëÿ, ïðè÷åì k � ïîäïîëå â K : k ⊂ K. Òîãäà ïîëå K íàçûâàåòñÿ
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k.

Ïîëå K ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k : ∀x, y ∈ K
îïðåäåëåíû ñëîæåíèå x + y ∈ K è óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû èç k : ∀x ∈ K,∀λ ∈ k
λx ∈ K.

Èç àêñèîì ïîëÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå àêñèîìû â îïðåäåëåíèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
äëÿ K âåðíû.

Èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ðàçìåðíîñòè K êàê ïðîñòðàíñòâà íàä k.

Îïðåäåëåíèå 13.1. Ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ K íàä ïîäïîëåì k íàçûâàåòñÿ
ðàçìåðíîñòü K íàä k.

Îáîçíà÷åíèå: [K : k] = dimkK (ðàçìåðíîñòü K íàä k).

Ïðèìåð. R ⊂ C, ò. ê. ∀z ∈ C : z = 1 · x+ i · y, x, y ∈ R, òî {1, i} � áàçèñ C íàä R
êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òåì ñàìûì [C : R] = 2.

Òåðìèí. Åñëè åñòü äâà ðàñøèðåíèÿ: k ⊂ K ⊂ L, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòè òðè
ïîëÿ îáðàçóþò äâóõýòàæíóþ áàøíþ ïîëåé. Òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñòåïåíè
[K : k], [L : K], [L : k].
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Ëåììà 13.2. Åñëè ñòåïåíè [K : k] è [L : K] êîíå÷íû, òî [L : k] êîíå÷íà è [L : k] =
[L : K] · [K : k].1

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [K : k] = n, e1, . . . , en � áàçèñ â K, ò. å. ∀x ∈ K x =
n∑
i=1

xiei, xi ∈ k. Ïóñòü [L : K] = m, f1, . . . , fm � áàçèñ â L íàä K, ò. å. ∀y ∈ L

y
(1)
=

m∑
j=1

yjfj , yj ∈ K ⇒ ∃aij ∈ k òàêèå, ÷òî yj
(2)
=

n∑
i=1

aijei.

Ïîäñòàâèì (2) â (1) ⇒ y =
m∑
j=1

(
n∑
i=1

aijei

)
fj =

∑
i,j
aij(eifj) ⇒ y � ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ ýëåìåíòîâ eifj � êîëè÷åñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ ðàâíî mn.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû eifj , 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîïóñòèì, ÷òî
∑
i,j
cijeifj = 0, cij ∈ k ⇒

m∑
j=1

(
n∑
i

cijei

)
︸ ︷︷ ︸

∈K

fj = 0, à ò. ê. {fj} ëèíåé-

íî íåçàâèñèìû íàä K, òî
n∑
i
cijei = 0, 1 ⩽ j ⩽ m. Çäåñü cij ∈ k, à {ei} ëèíåéíî

íåçàâèñèìû íàä k ⇒ cij = 0,∀i, j.
Äîêàçàëè, ÷òî eifj îáðàçóþò áàçèñ L íàä k ⇒ [L : k] = mn = [L : K] · [K : k].

Òåðìèí. Åñëè [K : k] < ∞, òî ðàñøèðåíèå k ⊂ K � ðàñøèðåíèå êîíå÷íîé
ñòåïåíè (êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå).

Îïðåäåëåíèå 13.2. Ïóñòü k ⊂ K � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ýëåìåíò α ∈ K íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä ïîëåì k, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç k ñòåïåíè ⩾ 1, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ α.

Òðàäèöèîííî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z íàçûâàòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì, åñëè z �
êîðåíü íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. ×èñëà e, π, 2

√
3

íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè.
Ýëåìåíò β ∈ K íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì íàä k, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ êîð-

íåì íèêàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k.
Ðàñøèðåíèå k ⊂ K íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè âñå ýëåìåíòû èç K àëãåá-

ðàè÷åñêèå íàä k. Ðàñøèðåíèå k ⊂ K � òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå åñëè ∃β ∈ K
òðàíñöåíäåíòíûé íàä k.

Òåîðåìà 13.1. Åñëè k ⊂ K � ðàñøèðåíèå êîíå÷íîé ñòåïåíè, òî k ⊂ K � àëãåá-
ðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå.

Çàìå÷àíèå 13.1. Åñëè k ⊂ K àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå, òî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî
[k : K] <∞.

Íàïðèìåð, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åêèõ (íàä Q) ýëå-
ìåíòîâ, òî ðàñøèðåíèå Q ⊂ A � àëãåáðàè÷åñêîå, íî [A : Q] áåñêîíå÷íà (íàïðèìåð,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

√
2,
√
3,
√
5, . . . ,

√
p, . . . (p� ïðîñòîå ÷èñëî) ëèíåéíî íåçàâèñèìû

íàä Q).
1Ïîõîæå íà óìíîæåíèå äðîáåé: L

K
· K

k
= L

k
� ïðàâèëî äëÿ çàïîìèíàíèÿ.
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Òåîðåìà 13.2. Åñëè [K : k] = n, òî ëþáîé ýëåìåíò α ∈ K � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
ñòåïåíè ⩽ n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì α ̸∈ k. Ýëåìåíòû 1, α, α2, . . . , αn ëèíåéíî çàâèñèìû íàä
k, ò. ê. degkK = n, à èõ n+ 1 ⇒ ∃a0, a1, . . . , an ∈ k : a0 · 1 + a1α+ · · ·+ anα

n = 0 ⇒
ìíîãî÷ëåí f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n èìååò α ñâîèì êîðíåì.

Îïðåäåëåíèå 13.3. Åñëè α ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò íàä k, òî ìíîãî÷ëåí
µα(x) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà α, åñëè µα(α) = 0, íî äëÿ
ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ k[x] ñòåïåíè < n, f(α) ̸= 0.

Óòâåðæäåíèå 13.3. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí àëãåáðàè÷åñêîãî ýëåìåíòà α íåïðè-
âîäèì íàä k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α ∈ k, òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µα(x) = x − α. Äëÿ
α ̸∈ k,degµα(x) = n > 1.

Îò ïðîòèâíîãî: äîïóñòèì, ÷òî µα(x) ïðèâîäèì, ò. å. µα(x) = f(x)g(x). 1 ⩽
deg f(x) < n, 1 ⩽ deg g(x) < n ⇒ µα(α) = f(α)g(α) = 0 ⇒ f(α) = 0 èëè g(α) = 0.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî n � ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü.

13.1.1 Ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ

Ïóñòü p(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ⩾ 2 íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì k.
Îáîçíà÷èì K = k[x]/⟨p(x)⟩, ⟨p(x)⟩ = {p(x)f(x) | f(x) ∈ k[x]} � ãëàâíûé èäåàë,

ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíîì p(x) â êîëüöå k[x].
K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì: ïîêàæåì, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí g(x) ̸∈ I òî ñìåæíûé êëàññ

g(x) = g(x) + I îáðàòèì â ôàêòîð-êîëüöå k[x]/I.
Òàê êàê g(x) ̸∈ I, òî p(x) ∤ g(x), è ïîñêîëüêó p(x) íåïðèâîäèìûé, òî

ÍÎÄ(g(x), p(x)) = 1 ⇒ ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ k[x] òàêèå, ÷òî
u(x)g(x) + v(x)p(x) = 1.

Ïåðåéäåì â ôàêòîð-êîëüöî: ðàññìîòðèì ñìåæíûå êëàññû (u(x) + I)(g(x) + I) +
(v(x)+ I)(p(x)+ I) = u(x)v(x)+ v(x)p(x)+ I = 1+ I = 1̄ � åäèíèöà â ôàêòîð-êîëüöå

⇒ g(x) + I = g(x) = u(x)
−1
. v(x)p(x) + I = 0̄, ò. ê. v(x)p(x) ∈ I.

Ïðèìåð. Ïóñòü k = Q, p(x) = x2 − 2, g(x) = x2 + x+ 1. Íàéòè â ôàêòîð-êîëüöå
Q[x]/⟨p(x)⟩ êëàññ îáðàòíûé ê êëàññó g(x).

Ðåøåíèå. g(x)− p(x) = x+ 3⇒ g(x) = x+ 3 + I, äîñòàòî÷íî èñêàòü äëÿ x+ 3.
ÍÎÄ(x2 − 2, x+ 3) =?
x2− 2 = (x+3)(x− 3)+7⇒ 1

7

(
x2− 2− (x+3)(x− 3)

)
= 1 = ÍÎÄ(x2− 2, x+3)⇒

(x+ 3) · 17(3− x) = 1̄⇒ (x+ 3)
−1

= 1
7(3− x).

Çàìå÷àíèå 13.2. Â ïîëå K = k[x]/⟨p(x)⟩ ìíîãî÷ëåí p(x) èìååò êîðåíü α = x+ I,
I = ⟨p(x)⟩, äåéñòâèòåëüíî p(α) = p(x) + I = I = 0̄.

Çàìå÷àíèå 13.3. Ïîëå k ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäïîëåì â ïîëå K = k[x]/I â
âèäå: ∀α ∈ k ↔ ᾱ = α+ I. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü K êàê ðàñøèðåíèå k.

Òåðìèí: K � ïðîñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ.
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13.1.2 Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

Îïðåäåëåíèå 13.4. Ðàñøèðåíèå k ⊂ F íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
f(x) ∈ k[x], deg f(x) ⩾ 1, åñëè â ïîëå F ìíîãî÷ëåí f(x) ïîëíîñòüþ ðàçëàãàåòñÿ íà
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè: f(x) = c(x − x1) · . . . · (x − xn), c, x1, . . . , xn ∈ F, íî íàä
ïîäïîëåì K òàêèì, ÷òî k ⊂ K ⊊ F, ìíîãî÷ëåí f(x) íå ðàçëàãàåòñÿ ïîëíîñòüþ íà
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Ä.Ç. 67.3 (à, â), 66.1, 64.55 (á), 68.41 (â)
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Ëåêöèÿ 14

14.1 Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ

Òåîðåìà 14.1. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x] ñòåïåíè ⩾ 1 ñóùåñòâóåò ïîëå
F ⊃ K òàêîå, ÷òî íàä ïîëåì F ìíîãî÷ëåí f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè
ïåðâîé ñòåïåíè: åñëè deg f(x) = n, òî f(x) = c(x−x1)·. . .·(x−xn), c, x1, . . . , xn ∈ F.1

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Åñëè f(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì K, òî ôàêòîð-êîëüöî K1 = K[x]/⟨f(x)⟩ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëåì (îíî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x)).
Ïîëå K ìîæíî âëîæèòü êàê ïîäïîëå â ïîëå K1 â âèäå ìíîæåñòâà ñìåæíûõ

êëàññîâ: ∀α ∈ K,φ : α 7→ ᾱ = α+ I, I = ⟨f(x)⟩; äàëåå íàäî ó÷åñòü, ÷òî φ(α1 + α2) =
φ(α1) + φ(α2) è φ(α1α2) = φ(α1)φ(α2).

2

Çàìå÷àíèå. ÏîëåK1 èìååò íàäK ñòåïåíü n, áàçèñ âK1 îáðàçóåò êëàññ 1̄ = 1+I,
x̄, . . . , x̄n−1.

Ëþáîé êëàññ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 + I = a01̄ + a1x̄+ . . .+ an−1x̄

n−1,

åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ïî ïðàâèëó äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.
2. Â îáùåì ñëó÷àå deg f(x) ⩾ 2; ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ ïî n = deg f(x).
Áàçà èíäóêöèè: n = 1⇒ ðàñøèðÿòü íå íàäî.
Ïðè n ⩾ 2 ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè < n ïîëå

ðàçëîæåíèÿ ñóùåñòâóåò. Äîïóñòèì, ÷òî f(x) ïðèâîäèì, ò. å. ∃g1(x), g2(x) : f(x) =
g1(x)g2(x),deg g1(x) < n, deg g2(x) < n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò
òàêîå ïîëå F, íàä êîòîðûì g1(x) è g2(x) ðàñêëàäûâàþòñÿ íà ìíîæèòåëè ïåðâîé
ñòåïåíè.

Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ (ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïîëîæè-
òåëüíîé ñòåïåíè ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ), ìîæ-
íî âûáðàòü g1(x) íåïðèâîäèìûì.

1Ïîëå F íóæíî ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû íèêàêîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå L : K ⊂ L ⊂ F íå ñîäåðæàëî

áû âñåõ êîðíåé f(x).
2K1 = {a0 + a1x + · · · + an−1x

n−1 + I | a0, a1, . . . , an−1 ∈ K} è ïîëå K îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ

ïîäìíîæåñòâîì { a0 + I | a0 ∈ K } = K̄.
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Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü, êàê â ïóíêòå 1, K1 = K[x]/⟨g1(x)⟩, âëîæèòü K â K1 è
ïîëó÷èòü ðàñøèðåíèå K ⊂ K1, ïðè÷¼ì â ïîëå K1 g1(x) (è çíà÷èò, f(x)) èìååò êîðåíü
x1,

f(x) = (x− x1)m1 · g(x), deg g(x) < n, ïðè÷¼ì g(x) ∈ K1[x].

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ g(x) ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå F ⊃ K1, â êîòîðîì
g(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè ïåðâîé ñòåïåíè ⇒ f(x) òîæå ðàñêëàäûâàåòñÿ â
F íà ìíîæèòåëè ïåðâîé ñòåïåíè.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå 1, êîãäà f(x) íåïðèâîäèì, k ⊂ K1 = k[x]/⟨f(x)⟩, â ïîëå
K1 ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò êîðåíü x1 ∈ K1, òàê ÷òî f(x) = (x − x1)m1g(x), è ê g(x)
ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, êàê â ñëó÷àå 2.

Ïðèìåðû.

67.13 (á) Ïîñòðîèòü ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2 − 2 íàä Q;

óêàçàòü åãî ñòåïåíü íàä Q è áàçèñ.
Ðåøåíèå. Êîðíè f(x) : x1,2 = ±

√
2 � èððàöèîíàëüíûå ⇒ f(x) íåïðèâîäèì íàä

Q. √
2 ∈ R ∀h(x) = (x2 − 2)g(x) + a+ bx, a, b ∈ Q⇒

h(
√
2) = f(

√
2)q(
√
2) + a+ b

√
2 = a+ b

√
2.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëå ðàçëîæåíèÿ F = {a+ b
√
2 | a+ bx, a, b ∈ Q}, ïîñêîëêó

êîðíè f(x), ±
√
2 ∈ F, à ìåíüøåå ïîëå � òîëüêî Q, êîòîðîìó ýòè êîðíè íå ïðèíàä-

ëåæàò.
dimQ F = 2, ò. å. ñòåïåíü [F : Q] = 2, áàçèñ îáðàçóþò ÷èñëà 1 è

√
2.

1 f(x) = (x2 − 2)(x2 + 2x+ 2), k = Q.
Êîìïëåêñíûå êîðíè: x1,2 = ±

√
2; x3,4 = −1± i.

Ïîëå ðàçëîæåíèÿ F äîëæíî ñîäåðæàòü
√
2 è i :

F = {a+ b
√
2 + ci+ di

√
2 | a, b, c, d ∈ Q}.

Áàçèñ: 1,
√
2, i, i

√
2; ñòåïåíü [F : Q] = 4. Ïîëå F ìîæíî ïîëó÷èòü â äâà ýòàïà.

1. Äîáàâëåíèå ê ïîëþ Q ÷èñëà
√
2 ⇒ K1 = {a + b

√
2}, a, b ∈ Q. Â ïîëå K1

f(x) = (x−
√
2)(x+

√
2)(x2 + 2x+ 2).

2. Äîáàâëåíèå ê ïîëþ K1 ÷èñëà i⇒ ïîëå F :

F = {α+ βi | α, β ∈ K1}.

Çíà÷èò, ÷òî α = a + b
√
2, β = c + d

√
2 ⇒ α + βi = a + b

√
2 + c + d

√
2. ×òî è

óòâåðæäàëîñü.

14.2 Î ñòðîåíèè ïðîñòîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ

Ïðîñòîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K � ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ê K êîðíÿ α
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà p(x).
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Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî α ∈ F � ïîëþ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà p(x). Ïîëå K, ïî-
ëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ê K ýëåìåíòà α, âìåñòå ñ α äîëæíî ñîäåðæàòü: f(α) äëÿ
ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x], ÷òî äàñò êîëüöî K[α] = { f(α) | f(x) ∈ K[x] }. ×òî-
áû ïîëó÷èëîñü ïîëå, íóæíî ÷òîáû îíî ñîäåðæàëî âñå äðîáè f(α)

g(α) , ãäå f(x), g(x) ∈
K[x], g(α) ̸= 0.

Ïîýòîìó ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ê K ýëåìåíòà α, åñòü ïîëå K(α) ={
f(α)
g(α)

}
� ïîëå äðîáåé äëÿ êîëüöà K[α].

Óòâåðæäåíèå 14.1. Åñëè α � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî íàä K ìíîãî÷ëåíà p(x) ñòå-
ïåíè n, òî:

1. K[α] = {f(α)} ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, K[α] = K(α), è

2. dimK K[α] = n.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè g(α) ̸= 0, (g(α))−1 = h(α), ãäå h(x) ∈ K[x].
Êîììåíòàðèé. K ⊂ K[α],K[α] = {a0 + a1α + . . . + anα

n},K = {a0}. Ìîæíî

ðàññìîòðåòü, íàïðèìåð, K = Q(x),K[
√
2] = {a(x) + b(x)

√
2}, ãäå a(x) = f(x)

g(x) , b(x) =
h(x)
p(x) , f(x), g(x), h(x), p(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Òàê êàê g(α) ̸= 0, òî ìíîãî÷ëåíû g(x) è p(x) âçà-
èìíî ïðîñòû. Åñëè áû ó g(x) è p(x) áûë îáùèé äåëèòåëü d(x), òî d(x) | p(x) � íåïðè-
âîäèìûé ìíîãî÷ëåí ⇒ d(x) = p(x), è p(x) | g(x), ò. å. g(x) = p(x)h(x) ⇒ g(α) = 0 �
ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ K[x], òàêèå ÷òî
u(x)g(x) + v(x)p(x) = 1 ⇒ u(α)g(α) + v(α)p(α) = 1 ⇒ u(α)g(α) = 1, ò. ê. p(α) = 0,

ò. å. u(α) = (g(α))−1 ⇒ f(α)
g(α) = f(α)u(α) � ìíîãî÷ëåí.

14.3 Êîíå÷íûå ïîëÿ

Ïóñòü F � ïîëå, |F | <∞, òîãäà F ñîäåðæèò ïðîñòîå ïîäïîëå P ∼= Zp äëÿ íåêîòîðîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p. Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F ðàâíà p, çíà÷èò, åñëè n

... p,
n · 1 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n=pq

= (p · 1)(q · 1) = 0 · (q · 1) = 0.

Ëåììà 14.1. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p (p � ïðîñòîå ÷èñëî), òîãäà
∀a, b ∈ F, (a+ b)p = ap + bp. È âîîáùå, (a+ b)p

n
= ap

n
+ bp

n
, n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà,

(a+ b)p = ap + C1
pa

p−1b+ . . .+ Ckpa
p−kbk + · · ·+ bb.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè 1 ⩽ k ⩽ p− 1, òî Ckp
... p. Äåéñòâèòåëüíî Ckp = p(p−1)...(p−k+1)

k! , è k!

íå äåëèòñÿ íà p, à ÷èñëèòåëü äåëèòñÿ íà p⇒ Ckp = 0 â ïîëå F ⇒ (a+ b)p = ap + bp.

Ýòî áûëà áàçà èíäóêöèè ïî n. Äîïóñòèì, ÷òî óæå äîêàçàíî ðàâåíñòâî (a+b)p
n
=

ap
n
+ bp

n
. Òîãäà (a+ b)p

n+1
= ((a+ b)p

n
)p = (ap

n
+ bp

n
)p = ap

n+1
+ bp

n+1
.
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Ëåììà 14.2. Åñëè F � êîíå÷íîå ïîëå, òî |F | = pn äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà
p è íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëå F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïðîñòûì ïîäïîëåì P ∼= Zp. Ïóñòü dimP F = n. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ

e1, e2, . . . en ∈ F, ò. å. ∀f =
n∑
i=1

aiei, ãäå ai ∈ P. Â êîîðäèíàòàõ:

∀f ↔ (a1, . . . , an) ∈ Pn. Âñå ai = 0, . . . , p− 1 ∈ Zp ⇒

îáùåå ÷èñëî òàêèõ ñòðî÷åê p · p · · · p︸ ︷︷ ︸
n ðàç

= pn.

Óòâåðæäåíèå 14.2. Äëÿ ëþáûõ ïðîñòîãî ÷èñëà p è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùå-
ñòâóåò ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïðè n = 1 ýòî ïîëå Zp. Åñëè n > 1, çàìåòèì, ÷òî åñëè
F � ïîëå ïîðÿäêà pn, òî åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà F ∗ = F \{0} èìååò ïîðÿäîê
pn − 1 ⇒ ∀x ∈ F ∗, xp

n−1 = 1 ⇒ xp
n
= x, ò. å. ëþáîé ýëåìåíò x ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì ìíîãî÷ëåíà h(x) = xp
n − x.

Â ïîëå ðàçëîæåíèÿ F ìíîãî÷ëåíà h(x) îí èìååò pn êîðíåé, âîçìîæíî, ñ êðàòíî-
ñòÿìè. Ïîêàæåì, ÷òî êîðíè ìíîãî÷ëåíà h(x) = xp

n − x âñå ðàçëè÷íûå.
Åñëè ó h(x) åñòü êîðåíü êðàòíîñòè α ⩾ 2, òî îí áóäåò è êîðíåì h′(x) :

h(x) = (x− x1)αg(x)⇒
h′(x) = α(x− x1)α−1g(x) + (x− x1)αg′(x) = (x− x1)α−1(αg(x) + (x− x1)g′(x)),

h′(x1) = 0, α ⩾ 0.

Â äàííîì ñëó÷àå h′(x) = pn · xpn−1 − 1 = −1 ̸= 0 ⇒ ó h(x) íåò êðàòíûõ êîðíåé
⇒ â ïîëå F ìíîãî÷ëåí h(x) èìååò ðîâíî pn êîðíåé.

Îáîçíà÷èì F0 = {α ∈ F : h(α) = 0 }, |F0| = pn. Ïðîâåðèì, ÷òî F0 èñêîìîå ïîëå.
h(0) = 0p

n − 0, h(1) = 1p
n − 1 = 1− 1 = 0, ò. å. 0, 1 ∈ F0.

Åñëè α, β ∈ F0 ⇒ α+β ∈ F0, ò. ê. (α+β)
pn = αp

n
+βp

n
= α+β ⇒ α+β � êîðåíü

óðàâíåíèÿ xp
n
= x.

(αβ)p
n
= αp

n · βpn = αβ ⇒ αβ � òîæå êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Âîïðîñ: ïî÷åìó ýòîãî äîñòàòî÷íî è íå íàäî ïðîâåðÿòü, ÷òî α − β è α/β òàêæå
ïðèíàäëåæàò F0?

Çàäà÷è.

1 Ïîñòðîèòü ïîëå èç 9 = 32 ýëåìåíòîâ.

2 Ïîñòðîèòü ïîëå èç 8 = 23 ýëåìåíòîâ.
Ðåøåíèå.

1. Íàéäåì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2, íå èìåþùèé êîðíåé â Z3 : íàïðèìåð, p(x) = x2+1̄
(0̄, 1̄, 2̄) � íå êîðíè, ò. ê. 0̄2 + 1̄ ≡ 1̄, 1̄2 + 1̄ ≡ 2̄ ̸≡ 0̄, 2̄2 + 1̄ ≡ 5̄ ≡ 2̄ (mod 3). Òîãäà
ôàêòîð-êîëüöî Z3[x]/⟨x2 + 1⟩ áóäåò ïîëåì. Z3[x]/⟨x2 + 1⟩ = { a+ bx+ ⟨x2 + 1⟩, a, b ∈
Z3 = {0̄, 1̄, 2̄} } � âñåãî 9 ýëåìåíòîâ.
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2. Ïîëå èç 8 = 23 ýëåìåíòîâ. Íàéäåì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3, íåïðèâîäèìûé íàä
Z2 (åñëè p(x) ïðèâîäèì, òî p(x) = g1(x)g2(x), deg g1(x) = 1, deg g2(x) = 2.) Òàêèì
îáðàçîì â Z2 ìíîãî÷ëåí 3−é ñòåïåíè p(x) � íåïðèâîäèì ⇔ p(x) îí íå èìååò êîðíåé
â Z2.

Ïîñêîëüêó p(x) = x3+x+1 ̸= 0 â Z2 ⇒ Z2[x]/⟨x3+x+1⟩� ïîëå. Z2[x]/⟨x3+x+1⟩ =
{ a+ bx+ cx2 + ⟨x3 + x+ 1⟩, a, b, c ∈ Z2 } � âñåãî 8 ýëåìåíòîâ.

Óòâåðæäåíèå 14.3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ⩾ 1 è ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p
ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí q(x) ñòåïåíè n, è òîãäà Zp[x]/⟨q(x)⟩ � ïîëå
ïîðÿäêà pn.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Óòâåðæäåíèå 14.4.

1. Åñëè F � êîíå÷íîå ïîëå, òî åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ.
2. Åñëè F1 ⊆ F � ïîäïîëå, ïðè÷åì |F | = pn, |F1| = pm, òî m | n.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Òàê êàê ãðóïïà F ∗ (ïîðÿäêà pn − 1) àáåëåâà, òî:

F ∗ ≡ Zd1 × Zd2 × · · ·Zdk , ãäå d1 | d2, d2 | d3, . . . dk−1 | dk ⇒ ∀x ∈ F ∗, xdk = 1.

Íî â ïîëå óðàâíåíèå xdk − 1 = 0 íå ìîæåò èìåòü áîëåå, ÷åì dk êîðíåé, à |F ∗| =
d1d2 · · · dk = dk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k = 1, à çíà÷èò F ∗ öèêëè÷åñêàÿ.

2. Ïîëå F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F1; ïóñòü ïðè
ýòîì òàêæå åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà k. Òîãäà:3

|F | = |F1| = pmk = pn,

åñëè |F1| = pm. Òåì ñàìûì m | n.

Ä.Ç. 67.13 (â, ã), 68.5 (à, â). Ïîñòðîèòü ïîëå èç 25 = 52 ýëåìåíòîâ

3Ñðàâíèòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 14.2.
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Ëåêöèÿ 15

15.1 Ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

Ïóñòü G � ãðóïïà, V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. Îáîçíà÷èì ãðóïïó
îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà V ÷åðåç GL(V ) = {A : V −→ V }, ãäå A �
îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V (íàä
ïîëåì K) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîìîìîðôèçì φ : G −→ GL(V ) ãðóïïû G â ãðóïïó
îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà V (ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ). Ýòî
çíà÷èò, ÷òî äëÿ ∀g1, g2 ∈ G : φ(g1g2) = φ(g1) · φ(g2).1

Çàìåòèì äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷òî äåéñòâèå áûëî îïðåäåëåíî êàê ãîìîìîðôèçì

G −→ SX = {σ : X → X | σ � áèåêöèÿ },

ãäå X = V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî GL(V ) < SX .
Ïðåäñòàâëåíèå ïîäðàçóìåâàåò òðè îáúåêòà: (G,V, φ) (ìîæíî íàçûâàòü ïðåäñòàâ-

ëåíèåì òîëüêî V èëè òîëüêî φ).
Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå φ(G) ⩽ GL(V ), φ(G) ∼= G/Kerφ; åñëè Kerφ = {e},

òî φ(G) ∼= G. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå φ íàçûâàåòñÿ òî÷íûì.
Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå:

φ : G→ GL(V )
∼−→ GL(n,K) = {A : det(A) ̸= 0) },dimV = n, e1, . . . , en � áàçèñ.

Ïðèìåð

1 G = ⟨a⟩n � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Ìîæåì ñîïîñòàâèòü ýëåìåíòó

a ïîâîðîò ïëîñêîñòè âîêðóã ò.O íà óãîë α = 2πk
n (ìû çíàåì, ÷òî ⟨a⟩ ∼= Cn ãðóïïå

ïîâîðîòîâ ïðàâèëüíîãî n−óãîëüíèêà); 0 ⩽ k < n (k ôèêñèðîâàíî), ò. å. φ(a) =
RαO; ∀g ∈ ⟨a⟩ èìååò âèä g = am, 0 ⩽ m < n.

Íóæíî, ÷òîáû φ(g) = (φ(a))m = RmαO . Ïîëó÷èëè φ : G −→ GL(R2). Ìàòðè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå:

Aφ(a) =
(
cosα − sinα
sinα cosα

)
,Aφ(am) =

(
cosmα − sinmα
sinmα cosmα

)
.

A = Aφ(a);An =
(
cosnα − sinnα
sinnα cosnα

)
=
(
cos 2πk − sin 2πk
sin 2πk cos 2πk

)
= E.

1Íàïîìèíàíèå:
(
A · B

)
(v) = A

(
B(v)

)
.
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Òàê è äîëæíî áûëî áûòü, ò. ê. an = e⇒ φ(a)n = E.
Îáîçíà÷åíèå: dimV � ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 15.2. Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ φ, åñëè ∀g ∈ G è ∀u ∈ U ⇒ φ(g)u ∈ U, ò. å. ∀g ∈ G, φ(g)U = U.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åíèå ëþáîãî îïåðàòîðà φ(g) íà U,
îáîçíà÷èì åãî êàê φ|U (g) : U → U, êîòîðîå îäíîâðåìåííî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è
êàê ïðåäñòàâëåíèå φ|U : G→ GL(U), ïîäïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íà èíâàðèàíòíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå U.

2 Ïóñòü G = S3. Äëÿ ëþáîãî σ ∈ S3 ðàññìîòðèì îïåðàòîð íà V = R3,

φσ : (x1, x2, x3) 7→ (xσ(1), xσ(2), xσ(3))

Ýòî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå φ : S3 → GL(R3). Íàïðèìåð, φ(1,2)(x1, x2, x3) =
(x2, x1, x3), φ(1,2,3)(x1, x2, x3) = (x2, x3, x1). v = (x, x, x) → ∀σ ∈ S3 φσ(v) = v ⇒
U1 = { (x, x, x) } = ⟨(1, 1, 1)⟩ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. φ ↾U1= Id(G) � âñå
îïåðàòîðû èç G îñòàâëÿþò âñå âåêòîðû èç U1 íåïîäâèæíûìè.

Ðàññìîòðèì òàêæå U0 = { v = (x1, x2, x3) : x1 + x2 + x3 = 0 }. Ïîñêîëüêó xσ(1) +
xσ(2) + xσ(3) = x1 + x2 + x3 = 0 ⇒ U0 � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Íà ñàìîì

äåëå, U0 = U⊥
1 ; (x1, x2, x3) · (1, 1, 1) = 0, V = U1 ⊕ U⊥

1 = U1 ⊕ U0.

Îïðåäåëåíèå 15.3. Ïðåäñòàâëåíèå φ ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ
ïðèâîäèìûì, åñëè ∃ èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U, {0} ≠ U ⊊ V. Åñëè äëÿ
ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊆ V ëèáî U = {0}, ëèáî U = V, òî φ
(èëè V ) íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Â ïðèìåðå 1 ñ ãðóïïîé G = ⟨a⟩n ïðè íå÷¼òíîì n è ëþáîì k, 0 < k ⩽ n − 1,
ïðåäñòàâëåíèå áóäåò íåïðèâîäèìûì. Èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî � ýòî èíâàðè-
àíòíàÿ ïðÿìàÿ. Íàïðèìåð, ïðè n = 3.

2π
3

Íè îäíà ïðÿìàÿ íå îñòà¼òñÿ èíâàðèàíòíîé.
Ïðè ÷¼òíîì n òîæå âåðíî, åñëè k ̸= n

2 (ïðè k = n
2 ïîâîðîò çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé

A =

(
−1 0
0 −1

)
è ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè òàêîì

ïîâîðîòå).

Îïðåäåëåíèå 15.4. Ïðåäñòàâëåíèå (G,V, φ) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊆ V ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊆ V òàêîå, ÷òî V = U ⊕W, ∀v = u+ w;U ∩W = {0}.
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Äîïóñòèìû ñëó÷àè, êîãäà U = {0},W = V èëè U = V,W = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî,
íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì.

Ïîäïðåäñòàâëåíèå φ|U : U → U � íåïðèâîäèìîå, åñëè â U óæå íåò íåòðèâèàëü-
íûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ò. å. U � ìèíèìàëüíîå (ïî âêëþ÷åíèþ) èíâàðè-
àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 15.1. Åñëè V âïîëíå ïðèâîäèìî, òî V ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóì-
ìó íåïðèâîäèìûõ ïîäïðåäñòàâëåíèé, ò. å. ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ (dimV <∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n = dimV.
Áàçà: ïðè n = 1, dimV = 1⇒ V � íåïðèâîäèìî, ðàçëàãàòü íå òðåáóåòñÿ.
Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè n > 1, ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíî-

ñòè < n ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ìèíèìàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
Åñëè V � íåïðèâîäèìî, äîêàçûâàòü íå÷åãî, åñëè V � ïðèâîäèìî, ò. å. ∃U ⊂ V, ãäå
U � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, {0} ̸= U ̸= V. Ïî óñëîâèþ ∃W ⊂ V, ãäå W �
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, è V = U⊕W (V � âïîëíå ïðèâîäèìîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî).

Òàê êàê dimU < n è dimW < n, òî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äà¼ò, ÷òî ∃ ðàçëî-
æåíèÿ U = U1⊕. . .⊕Uk, W =W1⊕. . .⊕Wl, ãäå Ui,Wj � ìèíèìàëüíûå èíâàðèàíòíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà ⇒ V = U1 ⊕ . . .⊕ Uk ⊕W1 ⊕ . . .⊕Wl � èñêîìîå ðàçëîæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 15.5. Ïóñòü φ : G→ GL(V ), ψ : G→ GL(W ) � ëèíåéíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãðóïïû G. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ïðåäñòàâëåíèé φ è ψ åñëè: äëÿ ∀g ∈ G, ∀v ∈ V, f(φ(g)v) = ψ(g)f(v).

0
V v

φ(g)v 0

W w

ψ(g)w

f

Èçîáðàçèì äèàãðàììó ýòèõ îáúåêòîâ:

V
f //

φ(g)
��

II

		

I

66

W

ψ(g)
��

V
f
//W

Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðåçóëüòàò ïî ñòðåëêàì I ñîâïàäàë ñ ðåçóëüòàòîì ïî ñòðåëêàì II,
ò. å. f ◦ φ = ψ ◦ f.

Èçîìîðôèçì � ýòî ãîìîìðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ áèåêöèåé. Ïðåäñòàâëåíèÿ (φ, V ) è
(ψ,W ) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì.

Îáîçíà÷åíèå: φ ∼= ψ èëè V ∼=W.
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Òåîðåìà 15.2 (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Åñëè V = U1⊕· · ·⊕Us =W1⊕· · ·⊕Wr �
äâà ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ V íà ìèíèìàëüíûå èíâàðèàíòíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà, òî r = s è ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè Vi ∼= Wi(1 ⩽ i ⩽ s) êàê
ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

15.2 Îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïóñòü: dim(V ) = 1, V = ⟨a⟩ = {ta | t ∈ K}.
Åñëè A � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà V, òî A(a) = λa; äëÿ îáðàòèìîñòè íóæíî, ÷òîáû

λ ̸= 0. Äëÿ φ : G → GL(V ) ∼= {λ ∈ K∗} ∼= K∗ � ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ ⇒
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî φ : G→ K∗ � ãîìîìîðôèçì.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà
(ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ). Ïî òåîðåìå, G = ⟨a1⟩×⟨a2⟩×· · ·×⟨an⟩ = ⟨a1⟩d1×· · ·×⟨ar⟩dr×
⟨ar+1⟩∞ · · · × ⟨an⟩∞. Ïîýòîìó ëþáîå g ∈ G çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

g = ak11 · · · · · a
kr
r a

kr+1

r+1 · · · · · a
kn
n (0 ⩽ ki ⩽ di − 1, 1 ⩽ i ⩽ r; kj ∈ Z, j = r + 1, . . . , n)

⇒ φ(g) = φ(a1)
k1 · · · · · φ(ar)krφ(ar+1)

kr+1 · · · · · φ(an)kn .

Òàêèì îáðàçîì φ(g) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ, åñëè çàäàòü φ(a1), . . . , φ(an).
Ïóñòü |ai| = di, òî åñòü adii = 1 ⇒ φ(ai)

di = 1 â ïîëå K ⇒ φ(ai) � êîðåíü èç 1
ñòåïåíè di â ïîëå K, 1 ⩽ i ⩽ r, à ar+1, . . . , an � ëþáûå íå ðàâíûå íóëþ ýëåìåíòû
ïîëÿ K.

Îáû÷íî. K = C ⇒ { d
√
1} = Ud � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èç d ýëåìåíòîâ:

d
√
1 = cos

(
2πk

d

)
+ i sin

(
2πk

d

)
= εk1, ãäå ε1 = cos

(
2π

d

)
+ i sin

(
2π

d

)
.

Ïðåäñòàâëåíèå φ : ⟨ai⟩di → C∗ ìîæíî ïîñòðîèòü di ñïîñîáàìè.
Åñëè G = ⟨a1⟩d1 × · · · × ⟨ar⟩dr , òî φ(g) = εk11 · · · · · εkrr , ãäå ε

ki
i � íåêîòîðûé êîðåíü

èç 1 ñòåïåíè di â ïîëå C.
Âûâîä: âñåãî èìååòñÿ d1 · d2 · · · · · dr = |G| îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.
Ñôîðìóëèðóåì ýòîò âûâîä â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 15.3. Êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà G èìååò |G| ðàçëè÷íûõ îäíîìåðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé.

Îáùèé ñëó÷àé: G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà.
φ : G → C∗ � îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Íî C∗ � àáåëåâà ãðóïïà ⇒ φ(G) ∼=

G/Kerφ � àáåëåâà ãðóïïà.
Ïî ñâîéñòâó: åñëè N ◁G òàêàÿ, ÷òî G/N àáåëåâà, òî G′ ⩽ N. Îòñþäà çàêëþ÷àåì,

÷òî Kerφ ⩾ G′.
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Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì φ̄ : G/G′ → C∗ ïî ïðàâèëó: φ̄(gG′) = φ(g).

G
φ //

π
��

C∗

G/G′
φ̄

<<

Çäåñü π(g) = gG′ � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì G íà G/G′. Íàîáîðîò, åñëè çà-

äàí ãîìîìîðôèçì àáåëåâîé ãðóïïû G/G′ φ̄→ C, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì
φ : G→ C∗ ïî ïðàâèëó: φ(g) = φ̄(gG′).

Òåîðåìà 15.4. Ìåæäó îäíîìåðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè φ : G→ C∗ è îäíîìåðíûìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè φ̄ : G/G′ → C èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Â
÷àñòíîñòè, êîëè÷åñòâî îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû
G ðàâíî |G/G′| = |G : G′| � èíäåêñó êîììóòàíòà.

3 Îïðåäåëèòü âñåâîçìîæíûå îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
A4 = V4 � ãðóïïû Êëÿéíà.

V4 = { e, u, v, w } ãäå u2 = v2 = w2 = e, uv = w = vu⇒ uw = v, vw = u.

ò. ê. u2 = e, φ(u)2 = 1 = φ(v)2 = φ(w)2 ⇒ φ(u), φ(v), φ(w) = ±1.
Ñîñòàâèì òàáëèöó:

e u v w

φ1 1 1 1 1 · 1 = 1
φ2 1 -1 1 (−1) · 1 = −1
φ3 1 1 -1 1 · (−1) = −1
φ4 1 -1 -1 (−1) · (−1) = 1

w = uv ⇒ φ(w) = φ(uv) = φ(u)φ(v)
Â èòîãå:

V4 e u v w

φ1 1 1 1 1
φ2 1 -1 1 -1
φ3 1 1 -1 -1
φ4 1 -1 -1 1

4 Íàéä¼ì îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G = D4 � ãðóïïû äèýäðà.

D4 = { e, a, a2, a3; b, ab, a2b, a3b }; bab−1 = a−1 ⇒ b2 = e, ba−1b−1 = a

Êîììóòàíò D4 :

D′
4 = { e, a2 } : [a, b] = aba−1b−1 = a(ba−1b−1) = a2 ⇒

⟨a2⟩ ⩽ D′
4 ⇒

∣∣D′
4/⟨a2⟩

∣∣ = 4⇒ D′
4/⟨a2⟩ àáåëåâà ⇒ D′

4 ⩽ ⟨a2⟩ ⇒
D′

4 = ⟨a2⟩.
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Îïðåäåëèì ôàêòîðãðóïïó D4/D
′
4 = D4/⟨a2⟩ ïîðÿäêà 4. Îíà ëèáî öèêëè÷åñêàÿ,

ëèáî èçîìîðôíà ãðóïïå Êëÿéíà.

D4/⟨a2⟩ = { ⟨a2⟩ = { e, a }, a⟨a2⟩ = { a, a3 }, b⟨a2⟩ = { b, a2 }, ab⟨a2⟩ = { ab, a3b } } = { ē, ā, b̄, āb }

b2 = e, (ab)2 = abab = a·a−1 = e, a4 = e; ā2 = (a⟨a2⟩)(a⟨a2⟩) = a2⟨a2⟩ = ⟨a2⟩ = { a2, a4 } = ē

⇒ âñå ýëåìåíòû ôàêòîðãðóïïû â êâàäðàòàõ = ē, è D4/D
′
4
∼= V4. Èçîìîðôèçì

f : D4/D
′
4 → V4 çàäàåòñÿ òàê:

f(ē) = e, f(ā) = u, f(b̄) = v, f(ā · b̄) = w.

Ïîýòîìó èç òàáëèöû äëÿ V4 ìû ïîñòðîèì òàáëèöó äëÿ D4 :

D4 e a2 a a3 b ba2 ba ba3

φ1 1 1 1 1 1 1 1 1
φ2 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
φ3 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
φ4 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1

(ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 1 è 2, 3 è 4, 5 è 6, 7 è 8 îäèíàêîâû)

15.2.1 Òåîðåìû äëÿ íå îáÿçàòåëüíî îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé

Òåîðåìà 15.5 (Òåîðåìà Ìàøêå). Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé
ãðóïïû G íàä C èëè R âïîëíå ïðèâîäèìî.

Òåîðåìà 15.6 (Òåîðåìà Ìàøêå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ). Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå
ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 0 èëè p, íå äåëÿ-
ùåé |G| , âïîëíå ïðèâîäèìî.

Ëåììà 15.1 (Ëåììà Øóðà). Åñëè φ : G → V è ψ : G → W � íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ, f : V → W � ãîìîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé, òî ëèáî f = 0, ëèáî f �
èçîìîðôèçì.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 15.2. Ïóñòü ϕ : G → GL(V ) � íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû G, f : V → V � òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ÷òî ∀g ∈ G,ϕ(g) · f = f · ϕ(g).
Òîãäà f ñêàëÿðíûé îïåðàòîð, ò. å. ∃λ ∈ C : ∀v ∈ V, f(v) = λv.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð f èìååò â ïðîñòðàíñòâå V ñîáñòâåííûé âåêòîð v0 ̸=
0, f(v0) = λv0. Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ = { v ∈ V | f(v) = λv }.
Ïîêàæåì, ÷òî Vλ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ϕ(g), g ∈ G :

∀v ∈ Vλ, f(ϕ(g))v = ϕ(g)(f(v)) = λϕ(g)v ⇒ ϕ(g)v ∈ Vλ.

Òàê êàê V íåïðèâîäèìî, à Vλ ̸= {0}, òî Vλ = V, òî åñòü ∀v ∈ V f(v) = λv.
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Òåîðåìà 15.7. Ëþáîå íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå àáåëåâîé ãðóïïû
îäíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà G àáåëåâà ⇒ gh = hg,∀g, h ∈ G ⇒ ϕ(g)ϕ(h) = ϕ(h)ϕ(g).
Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå îïåðàòîðà f îïåðàòîð ϕ(h), òî ϕ(h) = λhE èëè èíà÷å ýòî
ìîæíî çàïèñàòü êàê ∀v ∈ V, ϕ(h)v = λhv.

Åñëè òåïåðü âçÿòü ïðîèçâîëüíûé v0 ∈ V, v0 ̸= 0, òî ϕ(h)v0 = λhv0, ∀h ∈ G ⇒
⟨v0⟩ ⊂ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V, à òàê êàê V íåïðèâîäèìî, òî V =
⟨v0⟩, òî åñòü dimV = 1.

5 Íàéòè íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëåâîé ãðóïïû G, èìåþùåé ïîðÿäîê
|G| = 1188 = 11·108 = 11·6·9·2 = 11·33 ·22. G = A⊕B⊕C, |A| = 11, |B| = 33, |C| = 22.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà G = ⟨a⟩11 ⊕ ⟨b⟩32 ⊕ ⟨c⟩3 ⊕ ⟨d⟩22 . exp(G) =
ÍÎÊ(11, 32, 22) = 396. Åñëè çàïèñü ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ, òî ïðîèçâîëüíûé ýëå-
ìåíò g = ak1bk2ck3dk4 , ϕ(a)11 = 1, ϕ(b)9 = 1, ϕ(c)3 = 1, ϕ(d)4 = 1. ⇒ ϕ(g) =
εk11 ε

k2
2 ε

k3
3 ε

k4
4 , ε1 = 11

√
1, ε2 = 9

√
1, ε3 = 3

√
1, ε4 = 4

√
1, 0 ⩽ k1 ⩽ 10, 0 ⩽ k2 ⩽ 8, 0 ⩽

k3 ⩽ 2, 0 ⩽ k4 ⩽ 3.
6 G = D10 ×A4. D

′
10 = ⟨a2⟩ � ïîðÿäêà 5. |D10/D

′
10| = 4 ⇒ D10/D

′
10
∼= V4.

A′
4 = V4; |A4/V4| = 3 ⇒ A4/A

′
4
∼= C3 = ⟨a⟩, a = (1 2 3)V4.

G′ = D′
10×A′

4
∼= ⟨a2⟩5× V4 � ïîðÿäêà 20. G/G′ ∼= (D10/D

′
10)× (A4/A

′
4)
∼= V4×C3

⇒ G èìååò 12 îäíîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íàä C.
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