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ВТОРАЯ И ТРЕТЬЯ ТЕОРЕМЫ О
ГОМОМОРФИЗМАХ

КОММУТАНТ

ПРЯМЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ГРУПП
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ВТОРАЯ ТЕОРЕМА О ГОМОМОРФИЗМЕ

Теорема 1 (вторая теорема о гомоморфизме). Пусть H —под-
группа группы G, K —нормальная подгруппа группы G (HK —
подгруппа группы G). Тогда:

1) H ∩K CH и K CHK;

2) HK/K ∼= H/H ∩K.

Доказательство. Нас интересуют четыре подгруппы:

HK

C ⊇
K H .

⊇ C
H ∩K

1) Так как K CG, то H ∩K CH. Если h ∈ H, k ∈ K, то

(hk)−1Khk = k−1(h−1Kh)k = k−1Kk ⊆ K,

т. е. K CHK.

2) Рассмотрим канонический эпиморфизм

πK : G→ G/K

и его ограничение на H

πK|H : H → πK(H) ⊆ G/K.

Ясно, что kerπK|H = H ∩ kerπK = H ∩K.
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Далее, для h ∈ H и k ∈ K имеем

πK(h) = hK ⊆ HK/K, (hk)K = hK = πK(h)

т. е. HK/K ⊆ πK(H). Таким образом,

Im (πK|H) = πK(H) = HK/K.

В силу первой теоремы о гомоморфизмах (ее следствия)

HK/K = Im (πK|H) ∼= H/ ker(πK|H) = H/H ∩K.

Пример 1. 1) Пусть H —подгруппа группы Sn, H 6⊆ An (т. е.
подгруппа H содержит нечетную подстановку). Тогда

H/(H ∩An) ∼= Z2

(другими словами, H ∩An—подгруппа группы H индекса 2).
Доказательство. Если h ∈ H, h /∈ An, то hAn = Sn \ An.

Следовательно, HAn = Sn. Применяя вторую теорему о гомо-
морфизмах для K = An, получаем

H/(H ∩An) ∼= (HAn)/An = Sn/An
∼= Z2.

2) Пусть m,n ∈ Z, d = НОД(m,n), l = НОК(m,n). Тогда

dZ/nZ = (mZ + nZ)/nZ ∼= mZ/(mZ ∩ nZ) = mZ/lZ
(dl = mn).

3) Пусть G—конечная группа, H CG, (|H|, |G/H|) = 1. Тогда
H — единственная подгруппа группы G порядка |H|.

Доказательство. Если K ⊆ G, |K| = |H|, то K/K ∩ H ∼=
KH/H ⊆ G/H и |KH/H| = |KH|

|H| = |K|
|K∩H|, при этом |K|/|K ∩

H|—делитель числа |G/H|. Так как (|H|, |G/H|) = 1 и |K| =
|H|, то |K|/|K ∩H| = 1, и поэтому K = K ∩H, следовательно,
K = H.
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ТРЕТЬЯ ТЕОРЕМА О ГОМОМОРФИЗМЕ

Теорема 2 (третья теорема о гомоморфизме). Пусть G f→ G′—
сюръективный гомоморфизм, K = ker fCG (например, если KC
G, то f = πK : G→ G/K), H ′ ⊆ G′—подгруппа, H = f−1(H ′) =

{g ∈ G | f (g) ∈ H ′}— ее полный прообраз при отображении f

(ясно, что H ⊇ K, поскольку f (K) = e′). Тогда:

1) естественные соответствия

H 7→ f (H) = H ′,

H = f−1(H ′) 7→ H ′

устанавливают естественную биекцию между множеством под-
групп H группы G, содержащих нормальную подгруппу K, и
множеством всех подгрупп H ′ группы G′;

2) при этом соответствии HCG тогда и только тогда, когда
H ′ C G′, и G′/H ′ ∼= G/H (в частности, (G/K)/(H/K) ∼= G/H

для GCH CK).

Доказательство. 1) Ясно, что в нашем случае f
(
f−1(H ′)

)
= H ′.

Пусть теперь H —подгруппа группы G и H ⊇ K.
Тогда f−1

(
f (H)

)
⊇ H. Если g ∈ G и f (g) ∈ f (H), т. е. f (g) =

f (h) для h ∈ H, то f (h−1g) = f (h)−1f (g) = e′, следовательно,
h−1g ∈ ker f = K ⊆ H, т. е. g ∈ hH = H.

Итак, f−1
(
f (H)

)
= H.
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2) Если H C G, H ⊇ K, и g′ = f (g) ∈ G′, и a = g(h) ∈ f (H),
h ∈ H, то (g′)−1ag′ = f (g)−1f (h)f (g) = f (g−1hg) ∈ f (H), т. е.
f (H)CG′.

Если H ′ C G′, g ∈ G, x ∈ H = f−1(H ′), т. е. f (x) ∈ H ′, то
f (g−1xg) = f (g)−1f (x)f (g) ∈ H ′, поэтому g−1xg ∈ f−1(H ′), т. е.
f−1(H ′)CG.

Рассмотрим теперь сюръективный гомоморфизм

ψ = πH ′ · f : G
f−→ G′

πH′−−→ G′/H ′.

Если g ∈ G, то ψ(g) = f (g)H ′ = H ′ тогда и только тогда, когда
f (g) ∈ H ′, т. е.

kerψ = f−1(H ′) = H.

В силу первой теоремы о гомоморфизмах для ψ

G/H = G/ kerψ ∼= G′/H ′.

В ситуации G C H C K и f = πK : G → G′ = G/K H ′ =

f (H) = H/K C G/K, имеем по доказанному G/H ∼= G′/H ′ =

(G/K)/(H/K).
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КОММУТАНТ

Пусть G— группа, a, b ∈ G. Коммутатором элементов a, b ∈
G называется элемент

[a, b] = aba−1b−1 ∈ G.

Лемма 1 (свойства коммутаторов). Пусть G— группа, a, b ∈ G.
Тогда:

1) [a, b]ba = ab;

2) [a, b] = e тогда и только тогда, когда ab = ba;

3) [a, b]−1 = [b, a];

4) g−1[a, b]g = [g−1ag, g−1bg] для g ∈ G.

Доказательство.

1) [a, b]ba = aba−1b−1ba = ab.

2) [a, b] = aba−1b−1 = e тогда и только тогда, когда ab = ba.

3) [a, b]−1 = (aba−1b−1)−1 = bab−1a−1 = [b, a].

4)

g−1[a, b]g = g−1aba−1b−1g =

= (g−1ag)(g−1bg)(g−1a−1g)(g−1b−1g) =

= (g−1ag)(g−1bg)(g−1ag)−1(g−1bg)−1 = [g−1ag, g−1bg].
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Коммутант группы G определим как подгруппу

G′ = [G,G] = 〈[a, b] | a, b ∈ G〉

группы G, порожденную множеством S всех коммутаторов [a, b],
a, b ∈ G.

Теорема 3.
1) G′ = [G,G] = {[x1, y1][x2, y2] . . . [xk, yk] | xi, yi ∈ G} (т. е.

коммутант состоит из всех конечных произведений коммута-
торов).

2) G′CG (коммутант группы является нормальной подгруп-
пой группы).

Доказательство.
1) Так как [a, b]−1 = [b, a], то G′ = 〈S〉, где S —множество всех

коммутаторов, состоит из произведений конечного числа комму-
таторов.

2) Так как для g ∈ G имеем

g−1(xy)g = (g−1xg)(g−1yg), g−1[a, b]g = [g−1ag, g−1bg],

то

g−1([x1, y1] . . . [xk, yk])g = (g−1[x1, y1]g) . . . (g
−1[xk, yk]g) =

= [g−1x1g, g
−1y1g] . . . [g

−1xkg, g
−1ykg].

Итак, g−1G′g ⊆ G′ для всех g ∈ G, это означает, что G′CG.
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Пусть A и B —подгруппы группы G и

[A,B] = 〈{[a, b] | a ∈ A, b ∈ B}〉—

подгруппа группы G, порожденная всеми коммутаторами

[a, b] = aba−1b−1, ∀a ∈ A, ∀b ∈ B

(называемая взаимным коммутантом подгрупп A и B).

Если ACG, то для a ∈ A, b ∈ B

[a, b] = a(ba−1b−1) ∈ A · A = A,

и поэтому
[A,B] ⊆ A.

Аналогично, если B CG, то

[a, b] = (a−1b−1a)b ∈ B ·B = B,

и поэтому
[A,B] ⊆ B.

Если же ACG, B CG, то

[A,B]CG, [A,B] ⊆ A ∩B.
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ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ КОММУТАНТА

Лемма 2. Фактор-группа G/G′ = Gab — абелева группа, облада-
ющая следующими универсальным свойством (здесь π = πG′ : G→
G/G′— канонический гомоморфизм, при котором π(g) = gG′):
для всякого гомоморфизма f из группы G в абелеву группу A

существует и единственный гомоморфизм f ′ : G/G′ → A, для
которого f = f ′π.

Доказательство. Так как для x, y ∈ G имеем

f ([x, y]) = [f (x), f (y)] = eA

(f — гомоморфизм групп,A—коммутативная группа), то f (G′) =
eA, т. е. G′ = kerπ ⊆ ker f .

Полагая f ′(gG′) = f (g), видим, что:
1) это отображение определено корректно

(gG′ = hG′ =⇒ g−1h ∈ G′ ⊆ ker f ⇒
⇒ f (g)−1f (h) = f (g−1)f (h) = f (g−1h) = eA =⇒ f (g) = f (h));

2) f ′(gG′hG′) = f ′(ghG′) = f (gh) = f (g)f (h) = f ′(gG′)f ′(hG′)

т. е. f ′— гомоморфизм групп;

3) ясно, что f = f ′π, поскольку f ′π(g) = f ′(gG′) = f (g) для
всех g ∈ G. Это соображение — одна из форм теоремы о гомомор-
физме (теорема о факторизации).

Следствие 1. Коммутант группы G — это наименьшая нор-
мальная подгруппа в G, фактор по которой абелев.
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Упражнение 1.
1) Приведите пример группы G, в которой совокупность ком-

мутаторов не является подгруппой (т. е. произведение двух ком-
мутаторов не является коммутатором).

3) Покажите, что любой элемент группы A5 является комму-
татором, в частности, [A5,A5] = A5.

4) Пусть G— группа, Z(G)— ее центр,
(
G : Z(G)

)
= n. Тогда

группа G имеет не более n2 различных коммутаторов, [G,G]—
конечная группа, |[G,G]| 6 n2n

3.
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ПРИМЕРЫ КОММУТАНТОВ

Пример 2. Коммутант группы Sn — это группа An для любого
n > 2.

Доказательство. Действительно, коммутатор любых двух под-
становок является четной подстановкой, поэтому S′n ⊆ An. С
другой стороны, любой цикл длины три является коммутатором:

(ijk) = (jk)(ik)(jk)(ij) = [(jk), (ij)],

а циклы длины три порождают An.

Пример 3. Коммутант группы An равен:
— {e} при n 6 3;
— V4 при n = 4;
— An при n > 5.

Пример 4. Коммутант группы кватернионов Q8 — это ее центр
{±1}.

Доказательство. Действительно, центр группыQ8 является нор-
мальной подгруппой, фактор по которой абелев (так как состоит
из четырех элементов).

С другой стороны, коммутант не может быть меньше центра,
так как группа Q8 не является абелевой.
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Пример 5. Коммутант группы движений “четноугольника”

D2k = 〈a, b | a2k = b2 = e, bab−1 = a−1〉

— это подгруппа 〈a2〉.

Доказательство. Так как

[a, b] = aba−1b−1 = a2,

то 〈a2〉 ⊆ D′2k. Значит, искомый коммутант не меньше, чем 〈a2〉.

С другой стороны, данная подгруппа нормальна (простая про-
верка), фактор-группа содержит четыре элемента, т.е. абелева.
Значит, это коммутант.

Упражнение 2. Найдите коммутант правильного “нечетноуголь-
ника” D2n+1.
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ПРЯМЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ГРУПП

Сначала рассмотрим внутреннее прямое произведение нормаль-
ных подгрупп: будем говорить, что группа G является внутрен-
ним произведением своих нормальных подгрупп H и K, H C G,
K CG, если G = HK и H ∩K = {e} (обозначение: G = H ×K).

Выведем основные свойства конструкции G = H ×K.

Лемма 3. Если H и K —нормальные подгруппы группы G, H C
G, KCG, и H ∩K = {e}, то hk = kh для любых h ∈ H, k ∈ K.

Доказательство. Так как H CG и K CG, то

[k, h] = (k−1h−1k)h = k−1(h−1kh) ∈ H ∩K = {e},

поэтому hk = kh.

Так как G = HK, то любой элемент g ∈ G представим в виде
g = hk, h ∈ H, k ∈ K. Покажем единственность этого представ-
ления. Если g = hk = h′k′, h′ ∈ H, k′ ∈ K, то

(h′)−1h = k′k−1 ∈ H ∩K = {e},

и поэтому h′ = h, k′ = k.
Если h1, h2 ∈ H, k1, k2 ∈ K, то по лемме 1 k1h2 = h2k1, и

поэтому

(h1k1)(h2k2) = h1(k1h2)k2 = h1(h2k1)k2 = (h1h2)(k1k2).
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Пример 6. Пусть

G = V4 = {e, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} ⊆ S4,

H = {e, (1 2)(3 4)}, K = {e, (1 3)(2 4)}, L = {e, (1 4)(2 3)}.

Так как четверная группа Клейна V4 абелева, то все подгруппы
в ней нормальны. Ясно, что

H ∩K = K ∩ L = H ∩ L = {e};
HK = KL = HL = V4.

Таким образом,

V4 = H ×K = K × L = H × L.

Замечание 1. Определение внутреннего прямого произведения
можно распространить на любое конечное множество нормаль-
ных подгрупп Hi CG, 1 6 i 6 m, где

G = H1H2 . . . Hm

и
Hi ∩

〈⋃
j

Hj, j = 1, 2, . . . ,m, j 6= i

〉
= {e}

(обозначение: G = H1 ×H2 × . . .×Hm).
В этом случае: hihj = hjhi для hi ∈ Hi, hj ∈ Hj, i 6= j; каждый

элемент g ∈ G единственным образом представляется в виде g =
h1h2 . . . hm, hi ∈ Hi; при этом

(h1h2 . . . hm)(h
′
1h
′
2 . . . h

′
m) = (h1h

′
1)(h2h

′
2) . . . (hmh

′
m).

Перейдем к рассмотрению конструкции внешнего прямого про-
изведения. Пусть нам дано конечное множество группG1, G2, . . . , Gm
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(в отличие от внутренней конструкции, они не предполагаются
подгруппами одной группы). Рассмотрим множество

G = G1 ×G2 × . . .×Gm = {(g1, g2, . . . , gm) | gi ∈ G}

с бинарной операцией

(g1, g2, . . . , gm)(g
′
1, g
′
2, . . . , g

′
m) = (g1g

′
1, g2g

′
2, . . . , gmg

′
m), gi, g

′
i ∈ Gi.

Ясно, что эта операция ассоциативна, e = (eG1, eG2, . . . , eGm)—
нейтральный элемент, (g1, g2, . . . , gm)−1 = (g−11 , g−12 , . . . , g−1m ).

Итак, G— группа, называемая внешним прямым произведени-
ем групп G1, G2, . . . , Gm (обозначение: G = G1×G2× . . .×Gm).

Группа Gi не является подгруппой внешнего прямого произве-
дения G = G1 × G2 × . . . × Gm, но в G имеется подгруппа G′i,
изоморфная группе Gi, а именно

G′i =
{
(eG1, eG2, . . . , ai

, . . . , eGm)
∣∣ a ∈ Gi

}
.

Так как для gi, hi ∈ Gi имеем

(g1, g2, . . . , gm)
−1(h1, h2, . . . , hm)(g1, g2, . . . , gm) =

= (g−11 h1g1, g
−1
2 h2g2, . . . , g

−1
m hmgm),

то G′i—нормальная подгруппа в G, G′i CG. Кроме того,

G = G′1G
′
2 . . . G

′
m,

G′i ∩
〈⋃

G′j

∣∣∣ j = 1, . . . ,m, j 6= i
〉
= {e}.

Итак, внешнее прямое произведение групп G1, G2, . . . , Gm явля-
ется внутренним прямым произведением своих подгруппG′i,G′i ∼=
Gi:

G = G1 ×G2 × . . .×Gm = G′1 ×G′2 × . . .×G′m.
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Кроме того, из анализа строения внутреннего прямого произве-
дения G = H1 × H2 × . . . × Hm нормальных подгрупп Hi C G,
1 ≤ i ≤ m, мы видим, что группа G изоморфна внешнему пря-
мому произведению групп Hi, 1 6 i 6 m, при соответствии

g = h1h2 . . . hm 7→ (h1, h2, . . . , hm).

В дальнейшем мы будем использовать термин “прямое произ-
ведение групп” без упоминания прилагательных “внутреннее” и
“внешнее”, понимая, что это разные описания одной и той же кон-
струкции.

Замечание 2. 1) Ясно, что прямое произведение групп G =

H1 × H2 × . . . × Hm является коммутативной группой тогда и
только тогда, когда все группы H1, . . . , Hm коммутативны.

2) Пусть A, B, A′, B′— группы, A ∼= A′, B ∼= B′, G = A × B,
G′ = A′ ×B′. Тогда G ∼= G′.

3) Для прямых разложений возможно, что G = H1 × H2 =

K1 ×K2, но Hi � Kj, i, j ∈ {1, 2}. Действительно,

Z30 = Z2 ⊕ Z15 = Z5 ⊕ Z6.
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Теорема 4. Пусть Gi = (ai), O(ai) = ni, i = 1, . . . ,m, — цик-
лические группы порядка ni. Тогда прямое произведение G =

G1×G2×. . .×Gm является циклической группой тогда и только
тогда, когда порядки n1, n2, . . . , nm попарно взаимно просты.

Доказательство. 1) Пусть числа n1, n2, . . . , nm попарно взаимно
просты и (a1, a2, . . . , am)

k = (e1, e2, . . . , em), k > 0. Тогда aki = ei
для всех 1 6 i 6 m. Поэтому k = niqi и k делится на число
|G| = n = n1n2 . . . nm. Итак, O

(
(a1, a2, . . . , am)

)
= n = |G|, и сле-

довательно, G =
(
(a1, a2, . . . , am)

)
—циклическая группа с цик-

лическим образующим (a1, a2, . . . , am).

2) Если (ni, nj) = d > 1, то

l = НОК(n1, n2, . . . , nm) < n = n1n2 . . . nm,

и поэтому

(g1, g2, . . . , gm)
l = (gl1, g

l
2, . . . , g

l
m) = (e1, e2, . . . , em).

Таким образом, в группе G = G1 × G2 × . . . × Gm нет элемента
порядка n = |G|, и следовательно, группа G не является цикли-
ческой.

Следствие 2. Если n = pl11 . . . p
lm
m , где p1, . . . , pm— различные

простые числа, li > 0, 1 6 i 6 m, то

Zn ∼= Zpl11
× Z

p
l2
2
× . . .× Z

plmm
,

при этом примарные циклические сомножители Z
p
li
i

далее в пря-
мое произведение неразложимы.
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