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ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ

Этих свойств немного, но они для нас важны.
Как и раньше, будем обозначать строки матрицы A как

A(i) = (ai1, ai2, . . . , ain), i = 1, 2, . . . , n,

а столбцы — как

A(j) = [a1j, a2j, . . . , anj] j = 1, 2, . . . , n.

Соответственно, саму матрицы мы представим как объединение
или строк, или столбцов:

A = [A(1), A(2), . . . , A(n)] = (A(1), A(2), . . . , A(n)).

Произвольную функцию

Φ : [A(1), . . . , A(n)] 7→ Φ(A(1), . . . , A(n))

мы будем называть полилинейной, если она линейна по каждому
аргументу A(i), то есть

Φ(A(1), . . . , αA
′
(i) + βA′′(i), . . . , A(n)) =

= αΦ(A(1), . . . , A
′
(i), . . . , A(n)) + βΦ(A(1), . . . , A

′′
(i), . . . , A(n)).
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Та же функция Φ называется кососимметрической, если

Φ(A(1), . . . , A(i), A(i+1), . . . , A(n)) =

= −Φ(A(1), . . . , A(i+1), A(i), . . . , A(n)), i = 1, . . . , n− 1.

Замечание 1. Из определения линейных функций можно за-
ключить, что функция Φ полилинейна ровно тогда, когда при
фиксированных A(1), . . . , A(i−1), A(i+1), . . . , A(n) и при

A(i) = X = (x1, . . . , xn)

мы имеем

Φ(A(1), . . . , A(n)) = α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn,

где α1, . . . , αn — скаляры, не зависящие от x1, . . . , xn.
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Замечание 2. Кососимметричность полилинейной функции Φ

эквивалентна выполнению соотношений

Φ(A(1), . . . , A(i−1), X,X,A(i+2), . . . , A(n)) = 0, i = 1, . . . , n− 1.

В самом деле, положив A(i) = A(i+1) = X в соотношении поли-
линейности, мы придем к нужному нам условию.

Обратно, при X = A(i) + A(i+1) из выписанного соотношения
для Φ вытекает

Φ(. . . , A(i), A(i), . . . ) + Φ(. . . , A(i+1), A(i+1), . . . )+

+ Φ(. . . , A(i), A(i+1), . . . ) + Φ(. . . , A(i+1), A(i), . . . ) =

= Φ(. . . , A(i) + A(i+1), A(i) + A(i+1), . . . ) = 0.

Понятно, что первые два слагаемых равны нулю, откуда полу-
чается соотношение полилинейности.

Те же определения и замечания относятся к функции

Φ(A(1), . . . , A(n))

векторов-столбцов.
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Замечание 3. Утверждение теоремы об определителе транспо-
нированной матрицы интерпретируется так: если для определи-
телей выполнено какой-то свойство относительно строк (столб-
цов), то оно имеет место относительно столбцов (строк).

Теорема 1. Функция A 7→ detA на множестве Mn(R) обладает
следующими свойствами:

(1) detA — кососимметрическая функция строк матрицы A

(то есть при перестановке местами любых двух строк опреде-
литель меняет знак на противположный);

(2) detA — полилинейная функция строк матрицы A (то
есть определитель матрицы A является линейной функцией
элементов любой ее строки A(k));

(3) detE = 1.

Доказательство. (1) Пусть A′ — матрица, полученная из A пе-
рестановкой строк A(s), A(t), то есть

A′(s) = A(t), A′(t) = A(s)

и
A′(i) = A(i) при i 6= s, t.

Запишем теперь любую перестановку π ∈ Sn как произведение
π = στ , где τ — это транспозиция (s, t).
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Распишем выражение для определителя:

detA′ =
∑
π∈Sn

sgnπa′1,π1 . . . a
′
n,πn

=

=
∑
σ∈Sn

sgnστa′1,στ(1) . . . a
′
s,στ(s) . . . a

′
t,στ(t) . . . a

′
n,στ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgnστa′1,σ1 . . . a
′
s,σt

. . . a′t,σs . . . a
′
n,σn

=

=
∑
σ∈Sn

sgnστa1,σ1 . . . at,σt . . . as,σs . . . an,σn =

= −
∑
σ∈Sn

sgnσa1,σ1 . . . an,σn = − detA.

(1) Пусть A = (aij) и пусть A(k) = λ′A′(k) + λ′′A′′(k), где штрихи
указывают на вспомогательные матрицы

A′ = [A(1) . . . , A(k−1), A
′
(k), A(k+1), . . . , A(n)]

и
A′′ = [A(1) . . . , A(k−1), A

′′
(k), A(k+1), . . . , A(n)].

По условию

akj = λ′a′kj + λ′′a′′kj, j = 1, 2, . . . , n.

По определению

det[A(1), . . . , A(k), . . . , A(n)] = detA =

=
∑
σ∈Sn

sgnσa1,σ1 . . . ak,σk . . . an,σn =
∑
σ∈Sn

pσak,σk,

где pσ, σ ∈ Sn, — коэффициенты, не зависящие от элементов
строки A(k).
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Собирая подобные члены, отвечающие тем σ ∈ Sn, для кото-
рых σ(k) = j, и полагая

αj =
∑
σ(k)=j

pσ,

получим свойство линейности

det[. . . , A(k), . . . ] =

n∑
j=1

αjakj,

откуда

det[. . . , λ′A′(k) + λ′′A′′(k), . . . ] =

=

n∑
j=1

αj(λ
′akj + λ′′a′′kj) = λ′

n∑
j=1

αja
′
kj +

n∑
j=1

λ′′αja
′′
kj =

= λ′ det[. . . , A′(k), . . . ] + λ′′ det[. . . , A′′(k), . . . ].

Таким образом,

detA = λ′ detA′ + λ′′ detA′′.

(3) Очевидно,

detE =
∑
σ∈Sn

sgnσδ1,σ1 . . . δn,σn = sgn e δ1,1 . . . δn,n = 1.
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Из этой теоремы вытекает несколько простых утверждений,
которые мы сформулируем в виде свойств определителей, но до-
казывать будем для более общей ситуации — любой функции
Φ : Mn(R)→ R, обладающей свойствами (1)–(3).

(4) Пусть A ∈Mn(R), λ ∈ R. Тогда

detλA = λn detA.

Доказательство. Действительно, в силу свойства (2), примен-
ненного последовательно к строкам с номерами 1, 2, . . . , имеем

Φ(λA) = Φ[λA(1), λA(2), . . . , λA(n)] =

= λΦ[A(1), λA(2), . . . , λA(n)] = λ2Φ[A(1), A(2), . . . , λA(n)] = . . .

· · · = λnΦ[A(1), A(2), . . . , A(n)] = λn detA.

(5) Определитель матрицы с нулевой строкой равен нулю.

Доказательство. Пусть, например, A(k) = (0, 0, . . . , 0). Тогда и
2A(k) = (0, 0, . . . , 0). Следовательно, по (2)

Φ(A) = Φ[A(1), . . . , A(k), . . . , A(n)] = Φ[A(1), . . . , 2A(k), . . . , A(n)] =

= 2Φ[A(1), . . . , A(k), . . . , A(n)] = 2Φ(A),

откуда Φ(A) = 0.

8



(6) Если в квадратной матрице A две строки совпадают, то
ее определитель равен нулю.

Доказательство. Возьмем опять произвольную функцию Φ со
свойствами (1)–(2).

Поменяв местами две совпадающие строки A(s) и A(s), мы по-
лучим ту же матрицу A. С другой стороны, определитель должен
был поменять знак. Значит, он нулевой.

(7) Определитель не меняется, если над его строками совер-
шать элементарные преобразования типа II.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай применения од-
ного элементарного преобразования. Пусть после прибавления к
s-й строке матрицы A ее t-й строки, умноженной на λ, получи-
лась матрицы A′.

Тогда по свойствам (1) и (6) для Φ имеем

Φ(′) = Φ[A(1), . . . , A(s) + λA(t), . . . , A(t), . . . ] =

= Φ[A(1), . . . , A(s), . . . , A(t), . . . ] +λΦ[A(1), . . . , A(t), . . . , A(t), . . . ] =

= Φ[A(1), . . . , A(s), . . . , A(t), . . . ] = Φ(A).

Замечание 4. Проведенные доказательства показывают, что лю-
бая функция Φ : Mn(R) → R со свойствами (1)–(2) обладает
также свойствами (4)–(7).
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Предложение 1. Пусть

A =


a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann


— верхняя треугольная матрица порядка n, E — единичная мат-
рица и Φ : Mn(R)→ R — любая функция, обладающая свойства-
ми (1)–(2). Тогда

Φ(A) = Φ(E)a11a22 . . . ann.

Доказательство. Мы уже понимаем, что можем опираться на
свойства (2) и (7). На основании (2) вынесем ann за знак Φ:

Φ(A) = annΦ


a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

 .

Применим теперь к A серию элементарных преобразований ти-
па II — будем вычитать для каждой i-й строки, 1 6 i < n, по-
следнюю строчку, умноженную на ain.

При этом все элементы последнего столбца, кроме последнего,
обратятся в ноль, все другие элементы матрицы останутся без
изменения.

Применим то же самое рассуждение к предпоследней строке
вновь полученной матрицы, и т. д.

Каждый раз очередной элемент aii выносится за знак Φ и рас-
суждение возобновляется.

В конце концов получим искомую формулу.
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Следствие 1. Если A — верхнетреугольная матрица, то

detA = a11a22 . . . ann.

Доказанные свойства дают возможность сравнительно легко
вычислять определитель матрицы порядка n.

Один из методов заключается в следующем.
Матрицу (aij) следует привести элементарными преобразова-

ниями к треугольному виду. Пусть мы получим треугольную мат-
рицу A = (aij). Предположим, что в процессе приведения было
применено q элементарных преобразований типа I и сколько-то
элементарных преобразований типа II. Так как вторые не меняют
определитель вообще, а первые меняют его знак, то

detA = (−1)q detA.

Таким образом,

detA = (−1)qa11a22 . . . ann.

Это из есть одна из формул вычисления определителя.
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Теорема 2. Пусть Φ : Mn(R) → R — функция, обладающая
следующими свойствами:

(1) при перестановке местами любых двух соседних строк
матрицы A ∈Mn(R) значение функции Φ меняет знак;

(2) Φ(A) является линейной функцией элементов каждой стро-
ки матрицы A.

Тогда
Φ(A) = Φ(E) · detA.

Доказательство. Как мы знаем, свойство (1) эквивалентно тому,
что Φ(A) меняет знак на противоположный при перестановке лю-
бых двух строк, то есть при любом элементарном преобразовании
типа I.

Как мы уже показывали, это означает, что Φ(A) обладает свой-
ствами (4)–(7).

В частности, Φ(A) не меняется, если матрицу A подвергнуть
элементарному преобразованию типа II.

Приведем матрицу A при помощи элементарных преобразова-
ний к треугольному виду, где, конечно, некоторые элементы на
диагонали могут равняться нулю.

С учетом вышесказанного мы имеем формулы

detA = (−1)q detA = (−1)qa11a22 . . . ann

и
Φ(A) = (−1)qΦ(A),

где q — число элементарных преобразований типа I, совершенных
при переходе от A к A.
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Однако мы уже доказывали, что для верхнетреугольных мат-
риц и функции Φ, удовлетворяющей свойствам (1)–(2), верно, что

Φ(A) = a11a22 . . . annΦ(E).

Таким образом, теорема доказана.

Итак, свойствами (1)–(3) функция det характеризуется одно-
значно.

Замечание 5. Заметим, что теперь нами доказано, что опреде-
литель матрицы совпадает с ориентированным объемом парал-
лелепипеда, натянутого на столбцы этой матрицы, так как опре-
делитель задается теми же аксиомами, которые являются свой-
ствами объема.
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РАЗЛОЖЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ ПО СТРОКЕ ИЛИ
СТОЛБЦУ

Определение 1. Определитель матрицы, получающейся изA =

(aij) вычеркиванием i-й строки и j-го столбца, обозначаетсяMij и
называется минором матрицы A, соответствующим элементу aij.

Величина Aij = (−1)i+jMij называется алгебраическим допол-
нением элемента aij.

Предложение 2. Если

A =


a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . .

0 an2 . . . ann

 ,

то
detA = a11M11 = a11A11.
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Доказательство. Так как detA = detAT и так как a11 — един-
ственный отличный от нуля элемента первого столбца A(1), то
aπ1,1 = 0 при π(1) 6= 1 и

detA =
∑
π∈Sn

sgn πaπ1,1aπ2,2 . . . aπn,n =

=
∑

π∈Sn,π(1)=1

sgn a1,1aπ2,2 . . . aπn,n.

Совокупность всех перестановок π ∈ Sn, оставляющих на месте
символ 1, отождествляется с множеством Sn−1 перестановок, дей-
ствующих на множестве {2, 3, . . . , n}. Таким образом,

detA = a11 ·
∑

σ∈Sn−1

sgnσaσ2,2 . . . aσn,n =

= a11

a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .

an2 . . . ann

 = a11M11.

Теорема 3. Пусть A = (aij) ∈ Mn(R). Справедливы следующие
формулы:

detA =

n∑
i=1

(−1)i+jaijMij =

n∑
i=1

aijAij

(разложение определителя по элементам j-го столбца);

detA =

n∑
j=1

(−1)i+jaijMij =

n∑
j=1

aijAij

(разложение определителя по элементам i-й строки).

15



Иначе говоря, определитель матрицы A равен сумме произве-
дений всех элементов некоторого столбца (некоторой строки)
на их алгебраические дополнения.

Доказательство. Опираясь на основные свойства (1) и (2) опре-
делителей (сначала относительно строк, а потом — относительно
столбцов), выпишем цепочку равенств:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . 0 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . 0 . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ + . . .

· · · +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . 0 . . . a1n
a21 . . . 0 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
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=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 . . . a1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

n∑
i=1

(−1)j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aij ai1 . . . ai,j−1 ai,j+1 . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

n∑
i=1

(−1)(j−1)+(i−1)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aij ai1 . . . ai,j−1 ai,j+1 . . . ai,n
0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n
0 ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

n∑
i=1

(−1)i+jaijMij.

Таким образом, первая формула доказана.
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2) Положим теперь AT = (a′ij), где a′ji = aij,
Заметим еще, что минором, соответствующим элементу a′ji в

detAT , будет M ′
ji = Mij. Как было показано выше,

detA = detAT =

n∑
j=1

(−1)j+ia′jiM
′
ji =

n∑
j=1

(−1)i+jaijMij,

то есть мы пришли ко второй формуле.
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ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ МАТРИЦЫ С УГЛОМ НУЛЕЙ

Чем больше нулей среди элементов матрицы A и чем лучше
они расположены, тем легче вычислять определитель detA.

Например, мы знаем, что определитель треугольной матрицы
(нижней или верхней) равен произведению диагональных элемен-
тов.

Докажем теорему, которая очень похожа на теорему об аксио-
матическом задании определителя:

Теорема 4. Пусть Φ : Mn(R) → R — функция, обладающая
следующими свойствами:

(1) при перестановке местами любых двух соседних строк
матрицы A ∈Mn(R) значение функции Φ меняет знак;

(2) Φ(A) является линейной функцией элементов каждой стро-
ки матрицы A.

Тогда
Φ(A) = Φ(E) · detA.

Доказательство. Как мы знаем, свойство (1) эквивалентно тому,
что Φ(A) меняет знак на противоположный при перестановке лю-
бых двух строк, то есть при любом элементарном преобразовании
типа I.

Как мы уже показывали, это означает, что Φ(A) обладает свой-
ствами (4)–(7).

В частности, Φ(A) не меняется, если матрицу A подвергнуть
элементарному преобразованию типа II.

Приведем матрицу A при помощи элементарных преобразова-
ний к треугольному виду, где, конечно, некоторые элементы на
диагонали могут равняться нулю.
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С учетом вышесказанного мы имеем формулы

detA = (−1)q detA = (−1)qa11a22 . . . ann

и
Φ(A) = (−1)qΦ(A),

где q — число элементарных преобразований типа I, совершенных
при переходе от A к A.

Однако мы уже доказывали, что для верхнетреугольных мат-
риц и функции Φ, удовлетворяющей свойствам (1)–(2), верно, что

Φ(A) = a11a22 . . . annΦ(E).

Таким образом, теорема доказана.

Теперь докажем важную теорему об определителе с углом ну-
лей.

Теорема 5. Для определителя D порядка n + m, у которого на
пересечении первых n столбцов и последних m строк стоят ну-
ли, имеет место формула∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n a1,n+1 . . . a1,n+m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . ann an,n+1 . . . an,n+m
0 . . . 0 b11 . . . b1m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 bm1 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1m
. . . . . . . . . . . .

bm1 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣
(определитель в левой части называется квазитреугольным или
определителем с углом нулей).
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Доказательство. Зафиксируем сначала n(n + m) элементов aij
рассмотрим определительD как функцию элементов bkl, которые
образуют квадратную матрицу порядка m.

На полученную функцию можно смотреть как на функцию
матрицы B:

D = D(B).

Ясно, что полилинейность и кососимметричность определите-
ляD относительно последнихm строк эквивалентна тем же свой-
ствам D(B) относительно строк матрицы B.

Значит, правомерно применить к D(B) теорему, согласно ко-
торой

D(B) = D(E) detB.

По определению функции D имеем

D(E) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n a1,n+1 . . . a1,n+m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . ann an,n+1 . . . an,n+m
0 . . . 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Разложим D(E) по последней строке, затем по предпоследней,
и т.п.

Повторив эту операциюm раз, мы убедимся в том, что D(E) =

detA.
Окончательно получаем

D = D(B) = detA · detB.
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В более компактных обозначениях можно написать

det

(
A C

0 B

)
= detA · detB.

Здесь A и B — квадратные матрицы, а нулевая матрица 0 и
матрица C — прямоугольные.

Благодаря тому, что определитель транспонированной матри-
цы совпадает с определителем исходной, получаем

det

(
A 0

C B

)
= detA · detB.
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