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ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ ПРОИЗВЕДЕНИЯ МАТРИЦ

Теорема 1. Пусть A и B — квадратные матрицы порядка n.
Тогда

detAB = detA · detB.

Доказательство. Согласно формулам умножения матриц i-ая стро-
ка матрицы (AB)(i) записывается в виде

(AB)(i) = (A(i)B
(1), A(i)B

(2), . . . , A(i)B
(n)),

где

A(i)B
(j) =

n∑
k=1

aikbkj.

Фиксируем матрицу B и для любой матрицы A положим

DB(A) = detAB.

Докажем, что функция D = DB удовлетворяет условиям косо-
симметричности и полилинейности.
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В самом деле, поменяем A(s) и A(t) местами. Так как s-я и t-я
строки матрицы AB имеют вид

(A(s)B
(1), . . . , A(s)B

(n)),

(A(t)B
(1), . . . , A(t)B

(n)),

то при этом они тоже поменяются местами и, значит,

D(. . . , A(s), . . . , A(t), . . . ) = D(A) =
= detAB = det[. . . , (AB)(s), . . . , (AB)(t), . . . ] =

= − det[. . . , (AB)(t), . . . , (AB)(s), . . . ] = −D(. . . , A(t), . . . , A(s), . . . ).

Далее, как известно, detAB — линейная функция элементов i-й
строки (AB)(i):

detAB = λ1A(i)B
(1) + λ2A(i)B

(2) + · · · + λnA(i)B
(n).

Поэтому

D(A) =
n∑
j=1

λj

n∑
k=1

aikbkj =

n∑
k=1

aik

n∑
j=1

λjbkj =

n∑
k=1

µkaik,

где

µk =

n∑
j=1

λjbkj

— скаляр, не зависящий от элементов i-й строки A(i) матрицы A.
Таким образом, выполнены оба условия, поэтомуD(A) = D(E)·

detA. Но по определению D(E) = detEB = detB.
Отсюда вытекает искомая формула.
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ФОРМУЛА ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ

Мы уже проходили, что условие невырожденности матрицы
эквивалентно условию ее обратимости.

Применяя это к соотношению

AA−1 = A−1A = E,

мы получим
detA · detA−1 = 1.

Значит, определитель невырожденной матрицы отличен от
нуля и

det(A−1) = (detA)−1.

Наряду с матрицей A рассмотрим ее присоединенную матрицу

A ad =

A11 . . . An1

. . . . . . . . . . . . .

A1n . . . Ann

 .

У матрицы A ad на месте (i, j) стоит алгебраическое к элементу
aji транспонированной матрицы.
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Теорема 2. Матрица A ∈ Mn(R) невырожденна (обратима)
тогда и только тогда, когда detA 6= 0. Если detA 6= 0, то

A−1 = (detA)−1A ad ,

или, в более подробной записи,a11 . . . an1
. . . . . . . . . . . .

a1n . . . ann

−1 =
 A11

detA . . . An1
detA

. . . . . . . . . . . . .
A1n
detA . . . Ann

detA

 .

Доказательству теоремы предпошлем лемму:

Лемма 1. Пусть A ∈Mn(R). Имеют место соотношения

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · · + ainAjn = δij detA,

a1iA1j + a2iA2j + · · · + aniAnj = δij detA,

где δij — символ Кронекера. При i 6= j говорят о разложении
определителя detA по чужой строке или чужому столбцу или
о фальшивом разложении.

Доказательство. при i = j утверждение леммы уже доказыва-
лось как обычное разложение определителя по строке или столб-
цу.

Поэтому остается рассмотреть случай i 6= j, когда δij = 0.
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С этой целью введем матрицу

A′ = [A(1), . . . , A(i), . . . , A(i), . . . , A(n) =



a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann


,

получающуюся из матрицы A заменой j-й строки на i-ую.
Как у всякой другой квадратной матрицы с двумя одинаковы-

ми строками, detA′ = 0.
С другой стороны, алгебраическое дополнениеA′jk, k = 1, . . . , n,

образуется путем зачеркивания j-й строки A′(j) = A(i) и k-го
столбца определителя, так что A′jk = Ajk.

Формальное разложение определителя матрицы A′ = (a′st) по
j-й строке даст нам соотношение

0 = detA′ =

n∑
k=1

a′jkA
′
jk =

n∑
k=1

aikAjk,

что ровно и совпадает с соотношением в формулировке теоремы.
Ситуация со столбцами совершенно аналогична.
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Возвращаясь к доказательству теоремы, заметим, что левая
часть соотношение из леммы есть не что иное как элемент мат-
рицы C = AA ad :c11 . . . c1n

. . . . . . . . . . .

cn1 . . . cnn

 =

a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

an1 . . . ann

 ·
A11 . . . An1

. . . . . . . . . . . . .

A1n . . . Ann

 .

Мы доказали, что

(cij) = (δij detA) = (detA)E.

Таким образом,
AA ad = (detA)E,

откуда при detA 6= 0 получаем

(detA)−1(AA ad ) = A(detA)−1A ad = E.

Отсюда, очевидно,

A−1 = (detA)−1A ad .

Следствие 1. Определитель равен нулю тогда и только тогда,
когда его строки (или столбцы) линейно зависимы.

Доказательство. Линейная зависимость строк (или столбцов) мат-
рицы A ∈ Mn(R) эквивалентна неравенству rankA < n, то есть
вырожденности матрицы A, что равносильно условию detA =

0.
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ФОРМУЛЫ КРАМЕРА

Выведем теперь из всего уже доказанного формулы для реше-
ния системы из n линейных уравнений с n неизвестными.

Теорема 3 (Крамер). Если линейная система
a11x1 + · · · + a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + · · · + annxn = bn

имеет отличный от нуля определитель (то есть det(aij) 6= 0),
то ее единственное решение задается формулами

x0k =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . ank . . . ann

∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, . . . , n.
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Доказательство. Так как detA 6= 0, то матрица (aij) обратима.
Поэтому, записав нашу систему в виде

AX = B,

мы будем иметь
x01...
x0k...
x0n

 = A−1B =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann



b1
b2
...
bn

 ,

откуда

x0k =
1

detA

n∑
i=1

Aikbi =

=
1

detA
(b1A1k + b2A2k + · · · + bnAnk), k = 1, 2, . . . , n.

Именно такое выражение мы получим, если разложим опреде-
литель из числителя формулы Крамера по k-му столбцу.
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ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ ВАНДЕРМОНДА

Рассмотрим матрицу

A =


1 x1 x21 . . . xn−11

1 x2 x22 . . . xn−12

1 x3 x23 . . . xn−13

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 xn x2n . . . xn−1n


и найдем ее определитель.

Из каждого столбца, начиная со второго, вычтем предыдущий
столбец, умноженный на x1. Получим матрицу

1 0 0 . . . 0

1 x2 − x1 x2(x2 − x1) . . . xn−22 (x2 − x1)
1 x3 − x1 x3(x3 − x1) . . . xn−23 (x3 − x1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 xn − x1 xn(xn − x1) . . . xn−2n (xn − x1)

 ,

откуда видно, что этот определитель равен

(x2 − x1) . . . (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x2 . . . xn−22

1 x3 . . . xn−23

. . . . . . . . . . . . . .

1 xn . . . xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
откуда, последовательно применяя те же соображения, получаем

|A| =
n∏

i,j=1,i<j

(xj − xi).
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