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КОРНИ МНОГОЧЛЕНОВ

Займемся тем, ради чего в прошлом изучали алгебру, — кор-
нями многочленов. Дело в том, что многие задачи математики
в конечном счете сводятся к вычислению отдельных корней кон-
кретных многочленов или к качественному описанию их совокуп-
ности.

Пусть коммутативное кольцо R с единицей содержится в це-
лостном кольце S.
Определение 1. Элемент c ∈ S называется корнем (или ну-
лем) многочлена f ∈ R[X ], если f (c) = 0.

Говорят также, что c — корень уравнения f (x) = 0.
Необходимость рассмотрения колец, содержащих кольцоR соб-

ственным образом, станет понятной, если вспомнить, что много-
член f (X) = X2 + 1 не имеет корней над полем R, но при этом
для i ∈ C имеет место f (i) = 0.

При этом сначала мы рассмотрим случай S = R.

Теорема 1 (теорема Безу). Элемент c ∈ R является корнем
многочлена f ∈ R[X ] тогда и только тогда, когда многочлен
X − c делит f в кольце R[X ].
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Доказательство. Эта теорема — часть более общего утвержде-
ния, которое мы могли бы доказать давно. А именно, алгоритм
деления с остатком гласит, что

f (X) = (X − c)q(X) + r(X), где deg r(X) < deg(X − c) = 1.

Значит, r(X) — константа.
Подставим вместо X константу c:

f (c) = r(c),

то есть r(X) — это константа c.
Таким образом, всегда

f (X) = (X − c)q(X) + f (c).

В частности,

f (c) = 0⇐⇒ f (X) = (X − c)q(X).

Деление многочлена f (X) с коэффициентами в целостном коль-
це R на линейный многочлен X − c удобно осуществлять по так
называемой схеме Горнера, более простой, чем общий алгоритм
деления с остатком.

Именно, пусть

f (X) = a0X
n + a1X

n−1 + · · · + an, ai ∈ R.

По формуле, полученной в доказательстве теоремы Безу,

q(X) = b0X
n−1 + b1X

n−2 + · · · + bn−1, bj ∈ R.
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Подставим теперь эти выражения в формулу

f (X) = (X − c)q(X) + f (c)

и сравним коэффициенты при одинаковых степенях X (начиная
со старших).

После небольшого преобразования получим

b0 = a0,

. . . . . . . . .

bk = bk−1c + ak,

. . . . . . . . .

bn−1 = bn−2c + an−1,

f (c) = bn−1c + an,

так что заодно вычисляется значение f при X = c.
Рекуррентные формулы, в которых и заключается схема Гор-

нера, удобны при счете.
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Введем теперь более общее
Определение 2. Элемент c ∈ R называется k-кратным корней
многочлена f ∈ R[X ], если f делится на (X − c)k, но не делится
на (X − c)k+1.

Корень кратности 1 называют простым корнем.
Итак, c ∈ R — корень кратности k многочлена f ∈ R[X ] тогда

и только тогда, когда

f (X) = (X − c)kg(X),

где
НОД(X − c, g(X)) = 1.

Последнее условие также выражается неравенством g(c) 6= 0.
Понятно, что k 6 deg f .

Имеет место важная

Теорема 2. Пусть R — целостное кольцо, f 6= 0 — многочлен
из R[X ], c1, . . . , cr — его корни в R кратностей k1, . . . , kr, соот-
ветственно.

Тогда

f (X) = (X − c)k1 . . . (X − c)krg(X),

g(X) ∈ R[X ], g(ci) 6= 0, i = 1, . . . , r.

В частности, число корней многочлена f ∈ R[X ], рассмат-
риваемых вместе с их кратностями, не превосходит степени
многочлена

k1 + k2 + · · · + kr 6 deg f.
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Доказательство. Достаточно перейти к полю отношений Q(R)

(если кольцо R не было полем с самого начала) и воспользовать-
ся однозначностью разложения на простые множители (в данном
случае наX−c1, . . . ,X−cr) в кольцеQ(R)[X ]. Однако в реально-
сти нет необходимости применять такое мощное математическое
оружие, будем рассуждать просто и прямо.

Так как
deg f = (k1 + · · · + kr) + deg g,

то искомое неравенство — следствие делимости f на (X−c1)k1 . . . (X−
cr)

kr, которую мы установим индукцией по r.
При r = 1 доказывать нечего.
Пусть мы уже знаем, что

f (X) = (X − c1)k1 . . . (X − cr−1)kr−1h(X).

Так как у нас

cr − c1 6= 0, . . . , cr − cr−1 6= 0

и R — целостное кольцо, то элемент cr не является корнем мно-
гочлена

(X − c1)k1 . . . (X − cr−1)kr−1.
Но cr — kr-кратный корень многочлена f , то есть

f (X) = (X − cr)kr · u(X).

Поэтому h(cr) = 0. Соответственно,

h(X) = (X − cr)sv(X), s 6 kr.
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Имеем

(X − cr)kru(X) = f (X) =

= (X − c1)k1 . . . (X − cr−1)kr−1(X − cr)sv(X).

Используя закон сокращения в целостном кольце R[X ], приходим
к заключению, что s = kr.

Без предположения о целостности кольца R доказанная теоре-
ма перестает быть верной, как показывает пример многочлена

f (X) = X3

над кольцом Z8:

f (0) = f (2) = f (4) = f (6) = 0.

Разложение f на простые множители в Z8 тоже неоднозначно:

f = X3 = X(X−4)2 = (X−2)(X2+2X+4) = (X−6)(X2−2X+4).

Из доказанной нами теоремы вытекает

Следствие 1. Два многочлена f, g ∈ R[X ] степени 6 n, прини-
мающие одинаковые значения при подстановке n + 1 различных
элементов из целостного кольца R, равны: f = g.

Доказательство. Положим h := f − g, так что deg h 6 n. По
условию

h(c1) = · · · = h(cn+1) = 0

для попарно различных элементов c1, . . . , cn+1 ∈ R, то есть мно-
гочлен степени n имеет не менее n+1 корней. Противоречие.
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ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ КОЛЬЦА
МНОГОЧЛЕНОВ

Пусть

f (X) = a0X
n + a1X

n−1 + · · · + an−1X + an

— многочлен степени n над произвольным полем F . Его произ-
водной называется многочлен

f ′(X) = na0X
n−1 + (n− 1)a1X

n−2 + · · · + an−1.

Если мы имеем дело с полем R, то это определение повторяет
определение обычных производной (которую проходят в матема-
тическом анализе).

Однако и над произвольным полем имеют место хорошо из-
вестные из анализа соотношения

(αf + βg)′ = αf ′ + βg′, α, β ∈ F,

и
(fg)′ = f ′g + fg′.

Первое соотношение проверяется совершенно очевидным обра-
зом. Второе благодаря первому можно свести к тому случаю, ко-
гда f = Xk, g = X l:

(Xk+l)′ = (k + l)Xk+l−1 = (kXk−1)X l +Xk(lX l−1) =

= (Xk)′X l +Xk(X l)′.
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Обобщением такой формулы дифференцирования произведе-
ния служит легко доказываемая по индукции формула

(f1f2 . . . fk)
′ =

k∑
i=1

f1 . . . fi−1f
′
ifI+1 . . . fk.

В частности,
(f k)′ = kf k−1f ′.

Будем обозначать отображение дифференцирования через

d

dX
: f → f ′.

Результатm-кратного применения отображения d
dX к f (X) обыч-

но обозначается символом f (m)(X).
Очевидно, что

f (X) = a0X
n+a1X

n−1+· · ·+an =⇒ f (n)(X) = n!a0, f
(n+1)(X) = 0.

Если F — поле нулевой характеристики, то

deg f ′ = deg f − 1.

Однако для полей положительной характеристики p это уже не
так, поскольку

(Xkp)′ = kpXkp−1 = 0.

Все же некоторую пользу из рассмотрения производной можно
извлечь и в общем случае.
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Разделив произвольный многочлен f ∈ F [X ] на (X−c)2, c ∈ F̃ ,
F̃ ⊃ F , а затем записав (линейный) остаток в виде

(X − c)s + r, где s, r ∈ F̃ ,

мы придем к соотношениям

f = (X − c)2t + (X − c)s + r,

f ′ = (X − c)[2t + (X − c)t′] + s.

Подставив в них значение X = c, получим

r = f (c), s = f ′(c),

то есть

f (X) = (X − c)2t(X) + (X − c)f ′(c) + f (c).

Мы пришли к следующему утверждению:

Теорема 3. Пусть F — произвольное поле, а F̃ — некоторое его
расширение. Многчлен f ∈ F [X ] имеет кратный корень c ∈ F̃
тогда и только тогда, когда

f (c) = f ′(c) = 0.

Предположим, что F — поле нулевой характеристики, и без
ограничения общности под F можно понимать одно из полей Q,
R, C.

Нормализованный неприводимый многочлен pi(X) в разложе-
нии

f (X) = λp1(X)k1 . . . pi(X)ki . . . pr(X)kr, λ ∈ F,
многочлена f (X) ∈ F [X ] называется ki-кратным множителем
для f .
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На практике получить разложение многочлена f (X) в произ-
ведение неприводимых довольно сложно. Опишем вкратце ме-
тод, основанный на понятии производной и дающий возможность
узнать, содержит ли f (X) над данным полем F (или его расши-
рением) кратные множители.

Теорема 4. Пусть p(X) есть k-кратный неприводимый мно-
житель многочлена f ∈ F [X ] (k > 1, deg p(X) > 1).

Тогда p(X) бцдет (k− 1)-кратным множителем производной
f ′(X). В частности, при k = 1 f ′ не делится на p(X).

Доказательство. По условию имеем

f (X) = p(X)kg(X),

где
НОД(p(X), g(X)) = 1,

то есть g(X) не делится на p(X).
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Применим правила производной суммы и произведения:

f ′(X) = p(X)k−1(kp′(X)g(X) + p(X)g′(X)).

Достаточно показать, что многочлен в скобках не делится на
p(X). Если бы это было не так, то на p(X) делился бы многочлен
kp′(X)g(X), что, однако, невозможно, поскольку g(X) не делится
на p(X), а

deg kp′(X) < deg p(X).

Понятно, что в ходе доказательства существенно были исполь-
зованы и неприводимость p(X), и условие charF = 0.

Следствие 2. Для многочлена f (X) коэффициентами в поле F
характеристики ноль следующие два условия эквивалентны:

(1) f имеет в некотором расщирении F̃ ⊃ F поля F корень c
кратности k;

(2) f (j)(c) = 0, 0 6 j 6 k − 1, но f (k)(c) 6= 0.

Доказательство. Применим k раз предыдущую теорему, имея в
виду линейный множитель p(X) = X − c, с самого начала заме-
няя, в случае необходимости, поле F его расширением F̃ .
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Следствие 3. Если многочлен f ∈ F [X ] степени > 1 расклады-
вается в произведение степеней неприводимых:

f (X) = λp1(X)k1 . . . pi(X)ki . . . pr(X)kr, λ ∈ F,

то разложением для наибольшего общего делителя f и его про-
изводной f ′ будет

НОД(f, f ′) = p1(X)k1−1p2(X)k2−1 . . . pr(X)kr−1.

Доказательство. Действительно, по доказанной только что тео-
реме каждый из простых делителей pi(X) многочлена f (X) вхо-
дит в разложение многочлена f ′(X) с показателем ki− 1, то есть

f ′(X) = p1(X)k1−1p2(X)k2−1 . . . pr(X)kr−1 · u(X),

где
НОД(u, pi) = 1, 1 6 i 6 r.

Поэтому получается условие следствия.

Используя это утверждение про НОД(f, f ′), мы получаем сред-
ство освободиться от кратных множителей, вхдящих в разложе-
ние f (X). Именно, многочлен

g(X) =
f (X)

НОД(f, f ′)
= p1(X)p2(X) . . . pr(X)

содержит те же простые делители, что и f (X), но с единичной
кратностью.

Важно отметить, что многочлен g(X) можно найти, не зная
фактически разложений для f и f ′, а используя лишь алгоритм
Евклида.
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ФОРМУЛЫ ВИЕТА

Предположим, что нормализованный многочлен f ∈ F [X ] сте-
пени n имеет в поле F или в некотором его расширении n корней
c1, c2, . . . , cn, среди которых, возможно, есть и одинаковые. Тогда
справедливо разложение

f (X) = (X − c1)(X − c2) . . . (X − cn).

Запишем, с другой стороны, f (X) в обычном виде по степенямX :

f (X) = Xn + a1X
n−1 + · · · + akX

n−k + · · · + an,

а теперь перемножим все члены X−ci и приведем подобные чле-
ны. Тогда для коэффициентов a1, . . . , an получатся выражения
через корни c1, . . . , cn:

a1 = −(c1 + c2 + · · · + cn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak = (−1)k
∑

i1<i2<···<ik

ci1ci2 . . . cik,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an = (−1)nc1c2 . . . cn.

Эти формулы называются формулами Виета.
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Если бы многочлен f не был нормализованным, то есть имел
бы старший коффициент a0 6= 1, то аналогичные формулы давали
бы выражение для ai/a0.

Формулы Виета, устанавливающие явную связь между корня-
ми и коэффициентами произвольного многочлена, замечательны
тем, что их правые части не меняются при любых перестановках
корней c1, . . . , cn.

Это дает нам повод ввести понятие симметрической функции.
Элемент π ∈ Sn действует на функцию f̃ (x1, . . . , xn) от n ар-

гументов по правилу

(̃π ◦ f )(x1, . . . , xn) = f̃ (xπ(1), . . . , xπ(n)).

Функция f называется симметрической, если

π̃ ◦ f = f̃

для всех π ∈ Sn.
Примером симметрических функций служат так назывемые

элементарные симметрические многочлены sk:

sk(x1, . . . , xn) =
∑

16i1<i2<···<ik6n
xi1xi2 . . . xik.

Они позволяют переписать формулы Виета в коротком виде

ak = (−1)ksk(c1, . . . , cn), k = 1, 2, . . . , n.
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Пример 1. Рассмотрим многочлен

Xp−1 − 1

над конечным полем Zp.
Мы знаем, что xp−1 = 1 для всех x ∈ Z∗p, то есть все ненулевые

элементы — корни многочлена Xp−1 − 1. Значит, имеет место
разложение

Xp−1 − 1 = (X − 1)(X − 2) . . . (X − (p− 1)).

Из теоремы Виета получим

sk(1, 2, . . . , p− 1) ≡ 0 mod p, k = 1, 2, . . . , p− 2,

sp−1(1, 2, . . . , p− 1) ≡ −1 mod p.

Последнее соотношение, переписанное в виде

(p− 1)! + 1 ≡ 0 mod p

и известное под названием теоремы Вилсона, выражает факти-
чески необходимый и достаточный признак простоты целого чис-
ла p.

Действительно, выполнение того условия для простых p мы
только что доказали. С другой стороны,

p = p1p2 =⇒ (p− 1)! = p1t =⇒
=⇒ (p− 1)! + 1 6≡ 0 mod p1 =⇒ (p− 1)! + 1 6≡ 0 mod p.
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