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РАНГ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ

Итак, с каждым линейным пространством V в Rn ассоцииру-
ется целое положительное число r 6 n, которое мы назвали ее
размерностью: r = dimV . Этот важный числовой параметр про-
странства можно характеризовать разными другими способами.

Один из вариантов определения размерности основан на поня-
тии ранга система векторов.

Именно, если {X1, X2, . . . }— какая-то, возможно, бесконечная,
система векторов в пространстве Rn, то, как мы знаем, размер-
ность линейной оболочки 〈X1, . . . 〉 не превосходит n.

Ее называют рангом системы {X1, X2, . . . }:

rank {X1, X2, . . . } = dim〈X1, X2, . . . 〉.

В случае V = {0} принято считать dimV = 0.

Определение 1. Линейная оболочка 〈U ∪ V 〉 называется сум-
мой подпространств U и V :

U + V = 〈U ∪ V 〉 = 〈U ∪ V 〉 = {u + v | u ∈ U, v ∈ V }.

Если U ∩ V = 0, то говорят, что сумма U + V прямая, и пишут
U ⊕ V .

Пусть V = V1⊕V2 и X = X1+X2 = X ′1+X
′
2 — два выражения

вектора X ∈ V в виде линейной комбинации векторов X1, X
′
1 ∈

V1 и X2, X
′
2 ∈ V2. Тогда имеем

X1 −X ′1 = X2 −X ′2 ∈ V1 ∩ V2,

а так как V1 ∩ V2 = 0, то X1 = X ′1, X2 = X ′2.
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Если запись X = X1 +X2, X1 ∈ V1, X2 ∈ V2, единственна для
каждого вектора X ∈ V , то сумма V = V1 + V2 прямая.

Сумма V подпространств V1, . . . , Vk ∈ Rn называется прямой
суммой

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk,
если каждый вектор X ∈ V имеет однозначное выражение вида

X = X1 + · · · +Xk, Xi ∈ Vi.
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РАНГ МАТРИЦЫ

В векторном пространстве Rm столбцов высоты m рассмотрим
n векторов

A(j) = [a1j, a2j, . . . , amj], j = 1, 2, . . . , n,

и их линейную оболочку

V = 〈A(1), A(2), . . . , A(n)〉.

Пусть дан еще один вектор B = [b1, b2, . . . , bm]. Спрашивается,
принадлежит ли вектор B линейной оболочке V ⊂ Rm, а если
принадлежит, то каким образом его координаты b1, . . . , bm выра-
жаются через координаты векторов A(j)?

Мы берем линейную комбинацию векторов A(j) с произвольны-
ми (неизвестными) коэффициентами xj и составляем уравнение

x1A
(1) + · · · + xnA

(n) = B.

Наглядный вид этого уравнения:

x1


a11
a21
...
am1

 + x2


a12
a22
...
am2

 + · · · + xn


a1n
a2n
...

amn

 =


b1
b2
...
bm

 .
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В матричном виде это не что иное как запись системы из m
линейных уравнений с n неизвестными:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm.

Именно такой системой мы занимались на первых лекциях.
Там же были введены простая и расширенная матрицы

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 и (A|B) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn bm

 .

Назовем пространством столбцов прямоугольной матрицы A

размера m× n введенную выше линейную оболочку

V = 〈A(1), A(2), . . . , A(n)〉.

Будем пока наше пространство V обозначать через Vvert(A) или
просто через Vvert.

Размерность
rvert(A) = dimVvert

назовем рангом по столбцам матрицы A.
Аналогично вводится ранг по строкам матрицы A:

rhoriz(A) = dimVhoriz,

где
Vhoriz = 〈A(1), A(2), . . . , A(m)〉
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— пространство строк матрицы A, то есть линейная оболочка
в Rn, натянутая на векторы-строки

A(i) = 〈ai1, ai2, . . . , ain〉, i = 1, 2, . . . ,m.

Таким образом, мы ввели ранги систем векторов-столбцов и
векторов-строк соответственно.

Мы уже доказывали, что такие ранги определены корректно.

Будем говорить, что матрица A′ получена из A элементарным
преобразованием типа (I), если переход от одной матрицы к дру-
гой осуществляется просто переменой местами двух строк. Будем
говорить, что от A к A′ мы переходим элементарным преобразо-
ванием типа (II), если все строки, кроме одной, остаются неиз-
менными, а к одной из строк прибавляется некоторая другая,
умноженная на число λ.

Заметим, что элементарные преобразования обоих типов обра-
тимы.

Лемма 1. Если матрица A′ получена из прямоугольной матри-
цы A путем применения конечной последовательности элемен-
тарных преобразований над строками, то имеют место равен-
ства:

(1) rhoriz(A′) = rhoriz(A);
(2) rvert(A′) = rvert(A).

Доказательство. Достаточно рассмотреть тот случай, когда A′

получена из A путем применения одного элементарного преобра-
зования.

(1) Так как

〈A(1), . . . , A(s), . . . , A(t), . . . ., A(m)〉 =
= 〈A(1), . . . , A(t), . . . , A(s), . . . ., A(m)〉,

6



то элементарное преобразование типа (I) не меняет ранг rhoriz(A).
Далее,

A′(s) = A(s) + λA(t) =⇒ A(s) = A′(s) − λA(t),

и, следовательно,

〈A(1), . . . , A(s) + λA(t), . . . , A(t), . . . , A(m)〉 =
= 〈A(1), . . . , A(s), . . . , A(t), . . . , A(m)〉,

так что rhoriz(A) не меняется при элементарных преобразованиях
типа (II).

(2) Пусть A′(j), 1 6 j 6 n, — столбцы матрицы A′. Докажем,
что

n∑
j=1

λjA
(j) = 0⇐⇒

n∑
j=1

λjA
′(j) = 0.

С этой целью рассмотрим две линейные однородные системы
A и A′ с матрицами A и A′ соответственно, записанные так:

A :

n∑
j=1

xjA
(j) = 0, A′ :

n∑
j=1

xjA
′(j) = 0.

Матрицы A и A′ у нас таковы, что A′ получается из A элемен-
тарным преобразованием типа (I) или (II). Мы доказывали, что в
таком случае однородные системы эквивалентны, то есть всякое
решение (λ1, . . . , λn) одной системы является решением другой, и
наоборот. Это и есть та равносильность, которую мы доказывали.

Таким образом, всякой, в том числе и максимальной, незави-
симой системе столбцов одной матрицы будет отвечать независи-
мая система столбцов с теми же номерами другой матрицы, чем
и устанавливается необходимое равенство rvert(A) = rvert(A

′).
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Основным результатом этой лекции является следующее утвер-
ждение:

Теорема 1. Для любой прямоугольной m× n-матрицы A спра-
ведливо равенство rvert(A) = rhoriz(A) (это число называется
рангом матрицы и обозначается rankA).

Доказательство. Мы уже доказывали, что конечным числом эле-
ментарных преобразований типа (I) и (II), совершенных над стро-
ками A(i), матрицу A можно привести к ступенчатому виду

A =



a11 . . . a1k . . . a1l . . . a1s . . . a1n
0 . . . a2k . . . a2l . . . a2s . . . a2n
0 . . . 0 . . . a3l . . . a3s . . . a3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . ars . . . arn
0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0


с a11a2ka3l . . . ars 6= 0.

Согласно предыдущей лемме

rvert(A) = rvert(A), rhoriz(A) = rhoriz(A),

так что нам достаточно доказать только равенство

rvert(A) = rhoriz(A).
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Столбцы матриц A и A с номерами 1, k, l, . . . , s, отвечающими
главным неизвестным x1, xk, xl, . . . , xs нашей линейной системы,
будем называть базисными столбцами.

Эта терминология вполне оправдана. Преположив наличие со-
отношения

λ1A
(1)

+ λrA
(k)

+ λlA
(l)
+ · · · + λsA

(s)
= 0,

связывающего векторы-столбцы

A
(1)

= [a11, 0, . . . , 0], A
(k)

= [a1k, a2k, 0, . . . , 0],

. . . , A
(s)

= [a1s, a2s, . . . , ars, 0, . . . , 0]

нашей матрицы, получим

λsars = 0, . . . , λla3l = 0, λka2k = 0, λ1a11 = 0,

а так как a11a2ka3l . . . ars 6= 0, то λ1 = λk = λl = · · · = λs = 0.
Значит, rank {A(1)

, A
(k)
, A

(l)
, . . . , A

(s)} = r и rvert(A) > r.
Но пространство V vert, порожденное столбцами матрицы A,

отождествляется с пространством столбцов матрицы, которая по-
лучается из A удалением последних m− r нулевых строк.

Поэтому
rvert(A) = dimV vert 6 Rr = r.

Сопоставление двух неравенств показывает, что rvert(A) = r.
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С другой стороны, все ненулевые строки матрицы A линейно
независимы: любое гипотетическое соотношение

λ1A(1) + λ2A(2) + · · · + λrA(r) = 0, λi ∈ R,

как и в случае со столбцами, дает последовательно

λ1a11 = 0, λ2a2k = 0, . . . , λrars = 0,

откуда
λ1 = λ2 = · · · = λr = 0.

Следовательно,

rhoriz(A) = r = rvert(A).
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КРИТЕРИЙ СОВМЕСТНОСТИ

Ступенчатый вид матрицы A, дающий ответ на ряд вопросов
относительно линейных систем, содержит элементы произвола:
выбор базисных столбцов, выбор главных неизвестных и т.п.

В то же время из предыдущей теоремы сразу можно получить

Следствие 1. Число главных неизвестных линейной системы
не зависит от способа приведения ее к ступенчатому виду и
равно rankA, где A — матрица системы.

Доказательство. Действительно, в процессе доказательств преды-
дущих утверждений мы видели, что число главных неизвестных
равно числу ненулевых строк матрицы A, совпадающему с ран-
гом матрицы A. Ранг определялся нами совершенно инвариан-
тым образом, то есть не зависел никак от способа приведения к
ступенчатому виду.
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Теперь сформулируем и докажем важную теорему.

Теорема 2 (Кронекер–Капелли). Система линейных уравнений
совместна тогда и только тогда, когда ранг ее матрицы совпа-
дает с рангом расширенной матрицы.

Доказательство. Совместность линейной системы можно трак-
товать (как уже говорилось в начале лекции) как вопрос о пред-
ставлении вектора-столбца B свободных членов в виде линейной
комбинации векторов-столбцов A(j) матрицы A.

Если такое представление возможно (то есть система совмест-
на), то

B ∈ 〈A(1), . . . , A(n)〉
и

rank {A(1), . . . , A(n)} = rank {A(1), . . . , A(n), B},
откуда

rankA = rvert(A) = rvert(A|B) = rank (A|B).

Обратно, если ранги матриц A и A|B совпадают и

{A(j1), . . . , A(jr)}

— какая-то максимальная линейно независимая подсистема столб-
цов матрицы A, то расширенная система

{A(j1), . . . , A(jr), B}

будет линейно зависимой, а это означает, что B — линейная ком-
бинация базисных столбцов A(j).

Значит, система совместна.
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