
Àâòîìîðôèçìû àëãåáðû k[x, y] è ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûå
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýòîé àëãåáðû.

Âñ¼ ïîñëåäóþùåå ñëåäóåò êíèãå Arno van den Essen "Polynomial automorphisms and the Jacobian
conjecture".

Ðàññìîòðèì äâà êëàññà àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû k[x, y]:

1. íåâûðîæäåííûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà 〈x, y〉;

2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà X = x, Y = y + f(x).

Àâòîìîðôèçì, ïîëó÷àþùèéñÿ êîìïîçèöèåé íåñêîëüêèç àâòîìîðôèçìîâ äàííîãî âèäà áóäåì íà-
çûâàòü ðó÷íûì.

Òåîðåìà. (Jung � van der Kulk) Âñå àâòîìîðôèçìû àëãåáðû k[x, y] ðó÷íûå.

Ýòó òåîðåìó áóäåì äîêàçûâàòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ î ëîêàëüíî íèëüïîòåíò-
íûõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿõ.

Òåîðåìà. (Rentschler) Ïóñòü D � íåíóëåâîå ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåá-
ðû k[x, y]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ðó÷íîé àâòîìîðôèçì h è ìíîãî÷ëåí f ∈ k[y], ÷òî h−1Dh =
f(y)∂x

Âûâåäåì îòñþäà, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì k[x, y] ðó÷íîé. Ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçì è ïóñòü
îí ïåðåâîäèò x â X è y â Y . Òîãäà äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂

∂X
ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíî, à çíà÷èò

ñóùåñòâóåò ðó÷íîé àâòîìîðôèçì h è ìíîãî÷ëåí f(y), ÷òî h−1 ∂
∂X
h = f(y)∂x. Íî äëÿ g ∈ k[x, y] áóäåò

âûïîëíåíî h−1 ∂
∂X
h(g) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h(g) ∈ Ker ∂

∂X
= k[Y ], òî åñòü Kerh−1 ∂

∂X
h =

k[h−1Y ]. Ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, f(y)∂x = k[y], òî åñòü h−1Y = cy + d äëÿ íåêîòîðûõ c ∈ k∗, d ∈ k,
òî åñòü Y = ch(y) + d.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî (h−1 ∂
∂X
h)(h−1(X)) = 1, òî åñòü f(y)∂x(h

−1X) = 1, îòêóäà ∂x(h
−1X) ∈ k∗.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî X = c′h(X) + d′(h(Y )).
Â êîíå÷íîì èòîãå èìååì: (X, Y ) = (c′h(x)+d′(h(y)), ch(x)+d), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî àâòîìîðôèçì

F òàêæå ðó÷íîé. ×òî è òðåáîâàëîñü.
Íà àëãåáðå k[x1, . . . , xn] êàæäîìó íåíóëåâîìó âåêòîðó w ∈ Zn ñîîòâåòñâóåò w -ãðàäóèðîâêà, â

êîòîðîé ìîíîì ñ âåêòîðîì ñòåïåíåé s ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå âåñà 〈s, w〉. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå â ëþáîé òàêîé ãðàäóèðîâêå îäíîçíà÷íî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó îäíîðîä-
íûõ êîìïîíåíò. Êðîìå òîãî, èç ëîêàëüíîé íèëüïîòåíòíîñòè ýòîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëåäóþò
ëîêàëüíàÿ íèëüïîòåíòíîñòü ñòàðøåãî è ìëàäøåãî ÷ëåíîâ â ýòîé ãðàäóèðîâêå.

Ëåììà. Ïóñòü D � äèôôåðåíöèðîâàíèå íà êîëüöå ãðàäóèðîâàííîì Z, è D̃ � ñòàðøèé ÷ëåí â
ðàçëîæåíèè D íà îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû. Åñëè D̃ îäíîðîäåí â ãðàäóèðîâêå Zn è èìååò òàì
ñòåïåíü (s1, . . . , sn) ñ si > 0, òî D íå ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ íåíèëüïîòåíòíîñòü D̃, îòêóäà óòâåðæäåíèå
ëåììû ñëåäóåò, òàê êàê ëîêàëüíàÿ íèëüïîòåíòíîñòü D âëåêëà áû ëîêàëüíóþ íèëüïîòåíòíîñòü D̃.

Äàëåå ìû âñå âðåìÿ ðàññìàòðèâàåì êîëüöî k[x, y]. ×åðåç suppD áóäåì îáîçíà÷àòü íîñèòåëü D
� êîîðäèíàòû íåíóëåâûõ êîìïîíåíò D â Z2 ãðàäóèðîâêå.

Ëåììà. Ïóñòü D ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíî. Òîãäà âûïîëíåíî îäíî èç òðåõ óòâåðæäåíèé:

1. D = f(x)∂y;
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2. D = f(y)∂x;

3. Ñóùåñòâóþò òàêèå s0, t0 > 0, ÷òî (s0,−1), (−1, t0) ∈ suppD. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå
suppD ñîäåðæèòñÿ â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (−1,−1), (s0,−1), (−1, t0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïîëíàÿ ñòåïåíü D. Ñëó÷àé p = −1 î÷åâèäåí. Òîãäà ÷åðåç l îáîçíà÷èì
ïðÿìóþ s+ t = p. Èìååòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. l ñîäåðæèò òî÷êó âèäà (−1, t0). Ïî îïðåäåëåíèþ l âñå òî÷êè suppD ëåæàò íå âûøå íå¼.
Áóäåì ïîâîðà÷èâàòü l âîêðóã (−1, t0) ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå äî ïîïàäàíèÿ òóäà õîòÿ áû åù¼
îäíîé òî÷êè èç suppD. Åñëè ýòîãî ïîïàäàíèÿ íå ñëó÷èëîñü äî ñîâïàäåíèÿ ñ îñüþ îðäèíàò, òî
ìû ïîëó÷èëè ïåðâûé ñëó÷àé èç ôîðìóëèðîâêè. Ïóñòü ìû âñòðåòèëè òî÷êó (s1, t1) ∈ suppD è
s > 0.Èç òàêèõ òî÷åê âîçüìåì òó, ó êîòîðîé âòîðàÿ êîîðäèíàòà ìèíèìàëüíà (å¼ è îáîçíà÷èì
÷åðåç (s1, t1)). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî t1 = −1 � òîãäà ìû ïîïàäåì â òðåòèé ñëó÷àé èç
ôîðìóëèðîâêè. Åñëè æå t1 > −1, òî ïîâåðíåì l ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà ìàëûé óãîë òàê, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ïðÿìóþ l′ òàêóþ, ÷òîáû l′ ∩ suppD = {(s1, t1)} , à îñòàëüíûå òî÷êè suppD ëåæàëè
áû ïîä ýòîé ïðÿìîé. Ïîëó÷èì ãðàäóèðîâêó, ïðîòèâîðå÷àùóþ ëîêàëüíîé íèëüïîòåíòíîñòè.

2. l ñîäåðæèò òî÷êó âèäà (s0,−1). Àíàëîãè÷íî.

3. l ñîäåðæèò òî÷êè òîëüêî ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Òîãäà âîçüìåì èç íèõ òó, ó
êîòîðîé âòîðàÿ ìèíèìàëüíà è ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèåD. Åñëè îíî ïîïàäàåò
â ïåðâûé èëè âòîðîé ñëó÷àé â ôîðìóëèðîâêå ïðåäûäóùåé ëåììû, òî äîêàçûâàòü îñîáî íå÷åãî.
Ïóñòü òîãäà òî÷êè (s0,−1) è (−1, t0) êàê â ëåììå. Áóäåì äîêàçûàòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî
s0 + t0.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ l, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè. Å¼ óðàâíåíèå èìååò âèä (t0 + 1)s +
(s0 + 1)t = p, ãäå p = s0t0− 1. Ðàññìîòðèì w -ãðàäóèðîâêó ñ âåêòîðì w = (t0 + 1, s0 + 1). Ïóñòü Dw

� ñòàðøèé ÷ëåí â îäíîðîäíîì ðàçëîæåíèè D. Òîãäà îí ëîêàëüíî íèëüïîòåíòåí. Ïðåäñòàâèì åãî à
âèäå Dw = gD1, ãäå D1 = a∂x + b∂y è a âçàèìíî ïðîñòî ñ b. Òîãäà D1 � ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå, à g ëåæèò â åãî ÿäðå. Â ñèëó w-îäíîðîäíîñòè D1, a, b è g òàêæå w-îäíîðîäíû.
Íàì õî÷åòñÿ, ÷òîáû ëèáî a(0) 6= 0, ëèáî b(0) 6= 0. Äëÿ ýòîãî îòâëå÷åìñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ëåììó:

Ëåììà. Ïóñòü D = a∂x + b∂y � ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, a è b âçàèìíî
ïðîñòû. Òîãäà ëèáî a(0) 6= 0, ëèáî b(0) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðîñòî, ÷òî ó D åñòü ñëàéñ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Èç ëîêàëüíûõ
ñëàéñîâ âûáåðåì ëîêàëüíûé ñëàéñ p íàèìåíüøåé ïîëíîé ñòåïåíè. Ïóñòü q � íåïðèâîäèìûé äå-
ëèòåëü Dp. Òîãäà D ïðîäîëæàåòñÿ íà k[x, y]/(q). Áîëåå òîãî, â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû a è b,
ïðîäîëæåíèå íå ðàâíî íóëþ. Ýòà àëãåáðà èìååò ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè 1 è ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ
öåëîñòíîñòè. Òîãäà ÿäðî D íà íåé èçîìîðôíî k. Òàê êàê îáðàç p ïðîñëå ôàêòîðèçàöèè ïî (q)
ïîïàäàåò â ÿäðî, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå p = λ + hq äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h è ñêàëÿðà λ.
Ïðèìåíèâ ê ýòîìó ðàâåíñòâó D, ïîëó÷èì Dp = qDh. Íî òîãäà Dh ∈ KerD è ñòåïåíü h ìåíüøå
ñòåïåíè p. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Çíà÷èò, a(0) 6= 0 èëè b(0) 6= 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a(0) 6= 0. Êðîìå òîãî,
â D1 âõîäèò ñëàãàåìîå âèäà cxr∂y. Òàê êàê D1 îäíîðîäíî, ñòåïåíè îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ äîëæíû
ëåæàòü íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (−1, 0) è (r,−1), íî òàì ïðîñòî íåò áîëüøå òî÷åê. Ñòàëî
áûòü, D1 = d∂x+cx

r∂y, à ÿäðî åãî èìååò âèä k[dy− c
r+1

xr+1]. Òîãäà â ñèëó îäíîðîäíîñòè g ïîëó÷àåì

g = f
(
dy − c

r+1
xr+1

)m
.

Ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé X â x, à Y â dy − c
r+1

xr+1. Ïîñëå åãî ïðèìåíåíèÿ Dw

ïðèìåò âèä fY m∂X , òî åñòü t0 íå èçìåíèòñÿ. Òî, ÷òî ðàíüøå äàâàëî òî÷êó (s0,−1) âîéäåò ñþäà, à
çàí÷èò s0 óìåíüøèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè.
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