
ËÅÊÖÈß 10. ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÏÎËÓÏÐÎÑÒÛÕ

ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÃÎ ÒÈÏÀ.

Êàê ìû çíàåì (ñì.ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ), ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ íåïðèâîäèìûõ
ïîëóïðîñòûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàâíîñèëüíà êëàññèôèêàöèè èíâîëþòèâ-
íûõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòûõ êîìïàêòíûõ àëãåáð Ëè.

Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Â ÷àñòíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî

G � îäíîñâÿçíàÿ ïðîñòàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè,
Z = Z(G) � åå öåíòð,
T � ôèêñèðîâàííûé ìàêñèìàëüíûé òîð,
E = it.

Çàéìåìñÿ âíà÷àëå âíóòðåííèìè àâòîìîðôèçìàìè. Ãðóïïà IntG = Int g âíóòðåí-
íèõ àâòîìîðôèçìîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé G/Z. Âñÿêèé
åå ýëåìåíò ñîïðÿæåí ýëåìåíòó èç T/Z, è äâà ýëåìåíòà èç T/Z ñîïðÿæåíû â G/Z òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç ãðóïïû Âåé-
ëÿW . Òàêèì îáðàçîì, íàøà çàäà÷à � êëàññèôèöèðîâàòü ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 â ãðóïïå
T/Z ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïûW (èëè ãðóïïû N(W ) = W hSym Π, åñëè ìû õî-
òèì êëàññèôèöèðîâàòü èíâîëþòèâíûå àâòîìîðôèçìû ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè
â ãðóïïå AutG = Aut g âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G).

Ãîìîìîðôèçì

ϕ : E→ T, x 7→ exp 2πix

ïåðåñòàíîâî÷åí ñ äåéñòâèåì ãðóïïû N(W ). Åãî ÿäðîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêà êîêîðíåé P ∗.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû ϕ(x) è ϕ(y) ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïûW
(ñîîòâ. ãðóïïû N(W )) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíòû x è y ýêâèâàëåíòíû îò-
íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ðàñøèðåííîé ãðóïïû Âåéëÿ

W̃ = P ∗ hW

(ñîîòâ. ãðóïïû W̃ h Sym Π). Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò x ∈ E W̃ -ýêâèâàëåíòåí
åäèíñòâåííîìó ýëåìåíòó ñèìïëåêñà D, îïèñàííîãî â òåîðåìå 1 ïðåäûäóùåé ëåêöèè.

Ïóñòü Π̃ = {α0, α1, . . . , αn} � ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà ïðîñòûõ êîðíåé. Òî÷êè x ∈ E
ìîæíî çàäàâàòü èõ (âçâåøåííûìè) áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè

x0 = 1 + α0(x), x1 = α1(x), . . . , xn = αn(x),

óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ

k0x0 + k1x1 + . . .+ knxn = 1.

Òî÷êè ñèìïëåêñà D õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî âñå èõ áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
íåîòðèöàòåëüíû.

Îáðàç ϕ(x) òî÷êè x ∈ E ëåæèò â öåíòðå Z ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x0, x1, . . . , xn ∈ Z. Ñîîòâåòñòâåííî, (ϕ(x))2 ∈ Z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x0, x1, . . . , xn ∈
1

2
Z. (1)

1
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Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåé ëåêöèè ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ïðè x, y ∈ D ýëåìåíòû ϕ(x) è
ϕ(y) ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ Z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x è y ýêâèâàëåíòíû îòíîñè-

òåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ẑ ⊂ Sym Π̃ (èçîìîðôíîé Z). Òàêèì îáðàçîì, äåëî ñâîäèòñÿ ê
íàõîæäåíèþ òî÷åê ñèìïëåêñà D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1) (íî íå âñå êîîðäèíàòû

êîòîðûõ öåëûå, òàê êàê èíà÷å óæå ϕ(x) ∈ Z), ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ẑ (èëè

âñåé ãðóïïû Sym Π̃ = Ẑ h Sym Π, åñëè íàñ èíòåðåñóåò êëàññèôèêàöèÿ èíâîëþòèâíûõ
àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå Aut(G)).

Äëÿ òàêîé òî÷êè x ∈ D âîçìîæíû òîëüêî äâà âàðèàíòà:

(È1) xi = 1
2
äëÿ êàêîãî-òî îäíîãî èíäåêñà i, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ki = 2, à âñå

îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ;
(È2) xi = xj = 1

2
äëÿ êàêèõ-òî äâóõ èíäåêñîâ i, j, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ki =

kj = 1, à âñå îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ.

Èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì σ = Ad(ϕ(x)) àëãåáðû g⊗C äåéñòâóåò íà êàðòàíîâñêîé
ïîäàëãåáðå t+it òðèâèàëüíî, à íà êàæäîì êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå gα � óìíîæåíèåì
íà ±1 â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ÷èñëà 2α(x).

Â ñëó÷àå (È2), ïðèìåíèâ ïîäõîäÿùóþ ñèììåòðèþ ñõåìû Π̃, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû
j = 0. Òîãäà ïîäàëãåáðà k⊗ C ⊂ g⊗ C íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ àâòîìîðôèçìà σ áóäåò
ñóììîé êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû è êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ gα, äëÿ êîòîðûõ êîðåíü
αi íå âõîäèò â ðàçëîæåíèå êîðíÿ α ïî ïðîñòûì êîðíÿì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëå-
ìåíò êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû, íà êîòîðîì âñå ïðîñòûå êîðíè, êðîìå αi, îáðàùàþòñÿ
â íóëü, ïðèíàäëåæèò öåíòðó àëãåáðû k ⊗ C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñèì-
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî G/K (à òàêæå äâîéñòâåííîå ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
G∗/K) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì. Òàê êàê ýðìèòîâû ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà áûëè
êëàññèôèöèðîâàíû ðàíåå, òî ìû ñåé÷àñ íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòîò ñëó÷àé.

Â ñëó÷àå (È1) ïîäàëãåáðà k ⊗ C åñòü ñóììà êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû è êîðíåâûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ gα, äëÿ êîòîðûõ êîðåíü αi âõîäèò â ðàçëîæåíèå êîðíÿ α ñ êîýôôèöè-
åíòîì 0 èëè ±2.

Òåîðåìà 1. Â ñëó÷àå (È1) ìíîæåñòâî Π̃ \ {αi} ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðîñòûõ êîðíåé

ïîäàëãåáðû k⊗ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé êîðåíü α ∈ Π, â ðàçëîæåíèå êîòî-
ðîãî ïî ïðîñòûì êîðíÿì àëãåáðû g⊗ C êîðåíü αi âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì −2, ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ìëàäøåãî êîðíÿ α0 è íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ïðîñòûõ êîðíåé, îòëè÷íûõ îò αi. Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî ñóììå êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ ðàçíîñòè α− α0 ïî ïðîñòûì êîðíÿì àëãåáðû g⊗ C.
Î÷åâèäíî, ÷òî α − αi � íå êîðåíü. Åñëè α − αj � íå êîðåíü ïðè ëþáîì j 6= 0, òî

α � ìëàäøèé êîðåíü àëãåáðû g⊗ C, ò.å. α = α0, è âñå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò òàêîå j 6= 0, i, ÷òî α − αj � êîðåíü. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè êîðåíü
α−αj ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû êîðíÿ α0 è íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ïðîñòûõ êîðíåé, îòëè÷íûõ îò αi; íî òîãäà è êîðåíü α ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå. �

Ðåçóëüòàò êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé òàáëèöå, â êîòîðîé ÷åðíûå
êðóæêè îáîçíà÷àþò âûäåëåííûé êîðåíü αi.
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Абсолютно неприводимые полупростые симметрические пространства
внутреннего типа

Схема X X∗ dimX rkX

......

......

SOn/S(Ok × Ol )
(k + l = n, kl четно) SOk,l/S(Ok × Ol ) kl min{k, l}

...... Spn/(Spk × Spl ) (k + l = n) Spk,l/(Spk × Spl ) 4kl min{k, l}

E6/(SU6 × SU2) EII/(SU6 × SU2) 40 4

E7/SU8 EV /SU8 70 7

E7/(Spin12 · SU2) EVI/(Spin12 · SU2) 64 4

E8/Spin16 EVIII/Spin16 128 8

E8/(E7 · SU2) EIX/(E7 · SU2) 112 4

F4/(Sp3 · SU2) FI/(Sp3 · SU2) 28 4

F4/Spin9 FII/Spin9 16 1

G2/(SU2 · SU2) G/(SU2 · SU2) 8 2


