
2 × 2
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 2 × 2 íàä R è îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè A : R2 → R2 ñ îäíîé è òîé æå
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Íàéä¼ì ëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè íà êîýôôèöèåíòû a, b, c, d.

Ñèñòåìà (∗) èìååò: Îòîáðàæåíèå A : R2 → R2 ÿâëÿåòñÿ:
(1) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáûõ e, f ; (1)′ áèåêòèâíûì;
(2) õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ïðè ëþáûõ e, f ; (2)′ ñþðúåêòèâíûì;
(3) åäèíñòâåííîå (íóëåâîå) ðåøåíèå ïðè e = f = 0. (3)′ èíúåêòèâíûì.

1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå øåñòü óêàçàííûõ óñëîâèé ðàâíîñèëüíû ìåæäó ñîáîé, à òàêæå ðàâíîñèëü-
íû ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(4) âåêòîðû (a, b) è (c, d) íå êîëëèíåàðíû;
(5) âåêòîðû (a, c) è (b, d) íå êîëëèíåàðíû;

(6) îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ := ad− bc ìàòðèöû A íå ðàâåí 0.

2. Ôîðìóëû Êðàìåðà. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ðàâíîñèëüíûå óñëîâèÿ, óêàçàííûå âûøå. Ðå-
øèòå ñèñòåìó (∗) è çàäàéòå ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå A−1.

3. Îïèøèòå ïîäìíîæåñòâà â R2, êîòîðûå ìîãóò áûòü ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé ñèñòåìû (∗).
4. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëèòåëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïî-

ñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ (a, b) è (c, d) ðàâíà |ad − bc|. Êàê äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû óêàçàííûå
âåêòîðû, ÷òîáû äàííûé ìîäóëü ðàñêðûâàëñÿ ñî çíàêîì +?

Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè. Òàê íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå f : R2 → R2,
óäîâëåòâîðÿþùåå äâóì óñëîâèÿì:

f(u+ v) = f(u) + f(v) äëÿ âñåõ u, v ∈ R2 è f(ku) = kf(u) äëÿ âñåõ k ∈ R, u ∈ R2.

5. Äîêàæèòå, ÷òî à) ïðåîáðàçîâàíèå A ëèíåéíî è á) îáðàòíî, âñÿêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
R2 → R2 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé òîãî æå âèäà, ÷òî è A.

Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè. Òàê íàçûâàþòñÿ áèåêöèè ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùèå ðàññòîÿíèÿ.

6. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà a, b, c, d ∈ R ïðåîáðàçîâàíèå A ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì?

7. Çàäàéòå ôîðìóëàìè: à) ïîâîðîò íà óãîë ϕ âîêðóã òî÷êè (0, 0) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;
á) ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = tgα x.

8. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè, îñòàâëÿþùåå íà÷àëî êîîðäèíàò íåïîäâèæíûì,
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

ÒåîðåìàØàëÿ.Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè: ïàðàë-
ëåëüíûå ïåðåíîñû, ïîâîðîòû è ñêîëüçÿùèå ñèììåòðèè (êîìïîçèöèè ñèììåòðèé è ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ âäîëü èõ îñåé). Â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèÿ ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O � ýòî â òî÷íîñòè
ïîâîðîòû âîêðóã O è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç O.

9∗. Öåëî÷èñëåííàÿ ðåø¼òêà. Äëÿ öåëûõ a, b, c, d ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå B : Z2 → Z2,
çàäàííîå òîé æå ôîðìóëîé, ÷òî è A. Íàéäèòå êðèòåðèé áèåêòèâíîñòè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

10∗. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà P ñ âåðøèíàìè â Z2 ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:
(1) P íå ñîäåðæèò íè âíóòðè ñåáÿ, íè íà ãðàíèöå öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, êðîìå âåðøèí;
(2) ïëîùàäü P ðàâíà 1.



Ìåòîä Ãàóññà
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó AX = B íàä ïîëåì K (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî K = Q, R):

(∗)


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

(A|B) =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
...
bn

 X =


x1
x2
...
xn


Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû (A|B):
� 1-ãî òèïà � ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå äðóãîé, óìíîæåííîé íà ýëåìåíò ïîëÿ;
� 2-ãî òèïà � ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê ìåñòàìè;
� 3-ãî òèïà � óìíîæåíèå ñòðîêè íà íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ.

Ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòðîêè íàçûâàåòñÿ å¼ ëèäåðîì. Ìàòðèöà èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä,
åñëè ëèäåð êàæäîé ñòðîêè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, ñòîèò ñòðîãî ïðàâåå ëèäåðà ëþáîé ñòðîêè, ñòî-
ÿùåé âûøå. (Â ÷àñòíîñòè, íóëåâàÿ ìàòðèöà è ëþáàÿ (1 × n)-ìàòðèöà èìåþò ñòóïåí÷àòûé âèä.)
Ñòóïåí÷àòûé âèä íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè âñå ëèäåðû ðàâíû åäèíèöå è âñå ýëåìåíòû íàä ëèäå-
ðàìè ðàâíû íóëþ. Áóäåì ïèñàòü (A|B) (A′|B′), åñëè ìàòðèöà (A|B) ïðèâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê ìàòðèöå (A′|B′).

Ìåòîä Ãàóññà èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ.

1. Åñëè (A|B) (A′|B′), òî AX = B ⇐⇒ A′X = B′.
2. Äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà A′, ÷òî A  A′, ïðè÷¼ì âî

âñåõ òàêèõ ìàòðèöàõ A′ ëèäåðû ñòîÿò â ñòîëáöàõ ñ îäíèìè è òåìè æå íîìåðàìè è ñðåäè âñåõ òàêèõ
ìàòðèö A′ ðîâíî îäíà èìååò ãëàâíûé ñòóïåí÷àòûé âèä.

Âñå íåèçâåñòíûå x1, . . . , xn äåëÿòñÿ íà ãëàâíûå � ñòîÿùèå â ñòîëáöàõ ñ ëèäåðàìè â íåêîòîðîì
(èëè, ÷òî òî æå, â ëþáîì) ñòóïåí÷àòîì âèäå, è ñâîáîäíûå � âñå îñòàëüíûå.

3. Ïóñòü (A|B) (A′|B′) è ìàòðèöà A′ èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Òîãäà ñèñòåìà AX = B
� ñîâìåñòíà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ìàòðèöà (A′|B′) íå ñîäåðæèò ñòðîê âèäà (0, . . . , 0|b 6= 0)

(ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ 0x1 + . . .+ 0xn = b 6= 0 íàçûâàþòñÿ ýêçîòè÷åñêèìè);
� îïðåäåëåíà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíà ñîâìåñòíà è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû (A′|B′) åñòü

ëèäåð (ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî îòñóòñòâèþ ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ).
4. Åñëè ñèñòåìà AX = B îïðåäåëåíà è ìàòðèöà A èìååò ãëàâíûé ñòóïåí÷àòûé âèä, òî (åäèí-

ñòâåííûì) ðåøåíèåì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö B ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
5. Åñëè ñèñòåìà AX = B ñîâìåñòíà, íî íå îïðåäåëåíà, òî å¼ ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ ÷åðåç ñâîáîäíûå. (Â ÷àñòíîñòè, åñëè (A|B) = (0|0), òî âñå ïåðåìåííûå �
ñâîáîäíûå, è AX = B ⇐⇒ 0 = 0⇐⇒ X ∈ Kn.)

1. Óáåäèòåñü, ÷òî âû ïîíèìàåòå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 1�4.

2. Óñòàíîâèòå ëîãè÷åñêèå ñâÿçè (=⇒, ⇐⇒, ⇐=) ìåæäó ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè (1)�(5) íà
êîýôôèöèåíòû aij îñíîâíîé ìàòðèöû A:

(1) ñèñòåìà (∗) îïðåäåëåíà ïðè B = 0;

(2) ñèñòåìà (∗) îïðåäåëåíà õîòÿ áû ïðè îäíîì B;

(3) ñèñòåìà (∗) îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì B;

(4) ñèñòåìà (∗) ñîâìåñòíà ïðè ëþáîì B;

(5) ñèñòåìà (∗) ñîâìåñòíà õîòÿ áû ïðè îäíîì B

â êàæäîì èç ñëó÷àåâ: à) n = m; á) n > m; â) n < m.

Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Åñëè n = m, òî ëèáî ñèñòåìà (∗) îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì B,
ëèáî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.



3. Ðåøèòå ñèñòåìó 

x1 + x2 + x3 = 0

x2 + x3 + x4 = 0

. . .

xn−1 + xn + x1 = 0

xn + x1 + x2 = 0

ïðè à) n = 100; á) ïðè ëþáîì n > 3.

4. Ïðè êàæäîì a ∈ R ðåøèòå ñèñòåìó

x1 − 3x2 + 2x3 > 0

x2 − 3x3 + 2x4 > 0

. . .

x9 − 3x10 + 2x1 > 0

x10 − 3x1 + 2x2 > 0

x1 = a.

5. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè çàïèñûâàþò âìåñòî çâ¼çäî÷åê â ñèñòåìå
∗ x+ ∗ y + ∗ z = 0

∗ x+ ∗ y + ∗ z = 0

∗ x+ ∗ y + ∗ z = 0

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷èíàþùèé ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ñè-
ñòåìà èìåëà íåíóëåâîå ðåøåíèå.

6. Ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà. Íàéäèòå êðèòåðèé îïðåäåë¼ííîñòè îäíîðîäíîé êâàäðàòíîé ñè-
ñòåìû ñ ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà 

1 x1 . . . xn−11

1 x2 . . . xn−12
...

...
. . .

...
1 xn . . . xn−1n

 .

7. Îäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà êàê ôóíêöèè. Ïóñòü
ôóíêöèè f, g : K → K çàäàíû ïîëèíîìèàëüíûìè ôîðìóëàìè:

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n,

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n, ãäå n ∈ N0, a0, . . . , an, b0, . . . , bn ∈ K.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f è g ðàâíû â n+ 1 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, òî f = g.

Çàìå÷àíèå. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ïî-ðàçíîìó (íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áåçó äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ), íî ñåé÷àñ ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.

8∗. Ïðÿìîóãîëüíèê a× b ðàçáèò íà êîíå÷íîå ÷èñëî êâàäðàòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî a/b ∈ Q.

9∗. Ïðî 13 ãèðü èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå 12 èç íèõ ìîæíî òàê ðàñïîëîæèòü íà äâóõ ÷àøàõ âåñîâ
ïî 6 íà êàæäîé, ÷òî íàñòóïèò ðàâíîâåñèå. Äîêàæèòå, ÷òî ìàññû âñåõ ãèðü îäèíàêîâû.

Ïóñòü A1, . . . , Am � ñòðîêè ìàòðèöû A. Òîãäà i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (∗) èìååò âèä AiX = bi.

10∗. ßñíî, ÷òî åñëè ñòðîêà (A1|b1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòðîê (A2|b2), . . . , (Ak|bk),
ò. å. åñëè (A1|b1) = c2(A2|b2) + . . .+ ck(Ak|bk) äëÿ íåêîòîðûõ c2, . . . , ck ∈ K, òî óðàâíåíèå A1X = b1
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé AiX = bi, i = 2, . . . , k. Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â
îäíîðîäíîì ñëó÷àå b1 = . . . = bk = 0? (Â îáùåì ñëó÷àå, ñ ëþáûìè b1, . . . , bk, âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ
òðèâèàëüíûì. Ïîäóìàéòå, ïî÷åìó.)



Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà �1 (ïåðâàÿ ïîëîâèíà)

I âàðèàíò

1. Âûÿñíèòå, à) ÿâëÿþòñÿ ëè âåêòîðû (−1, 0, 0, 1), (−2, 2,−1,−2), (0, 3, 3, 3), (5,−1, 5, 6) â R4

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è á) âûðàæàåòñÿ ëè ÷åðåç íèõ ëèíåéíî ëþáîé âåêòîð èç R4.

2. Ïðè êàæäîì α ∈ R ðåøèòå ñèñòåìó

{
x sin 7α + y sin 3α = cosα

x cos 7α + y cos 3α = sinα.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (−35, 2), (−1, 57), (−22, 23).

II âàðèàíò

1. Âûÿñíèòå, à) ÿâëÿþòñÿ ëè âåêòîðû (6,−2,−4, 2), (1,−2, 1, 3), (1,−2, 2,−2), (−1, 2,−3, 7) â R4

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è á) âûðàæàåòñÿ ëè ÷åðåç íèõ ëèíåéíî ëþáîé âåêòîð èç R4.

2. Ïðè êàæäîì β ∈ R ðåøèòå ñèñòåìó

{
x cos 2β − y sin 5β = sin 3β

x sin 2β + y cos 5β = cos 3β.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (5,−8), (18, 26), (26, 47).

III âàðèàíò

1. Âûÿñíèòå, à) ÿâëÿþòñÿ ëè âåêòîðû (0, 6, 2, 2), (2, 0,−1, 2), (−4, 3, 3,−3), (−2, 3, 2,−1) â R4

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è á) âûðàæàåòñÿ ëè ÷åðåç íèõ ëèíåéíî ëþáîé âåêòîð èç R4.

2. Ïðè êàæäîì γ ∈ R ðåøèòå ñèñòåìó

{
x cos 5γ + y sin 2γ = cos 3γ

−x sin 5γ + y cos 2γ = sin 3γ.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (−2,−9), (32, 46), (11, 12).

IV âàðèàíò

1. Âûÿñíèòå, à) ÿâëÿþòñÿ ëè âåêòîðû (1, 1,−2, 2), (2,−2, 2, 8), (3,−1, 3,−2), (0,−2, 3,−2) â R4

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è á) âûðàæàåòñÿ ëè ÷åðåç íèõ ëèíåéíî ëþáîé âåêòîð èç R4.

2. Ïðè êàæäîì δ ∈ R ðåøèòå ñèñòåìó

{
x cos 3δ + y cos 7δ = sin δ

x sin 3δ + y sin 7δ = cos δ.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (−15, 10), (19, 65), (−2, 31).



Êîìáèíàòîðèêà
Îñíîâíûå êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà.
×èñëà ñî÷åòàíèé èëè áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.
Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü k ýëåìåíòîâ èç n íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ïî k è

îáîçíà÷àåòñÿ Ck
n à òàêæå

(
n
k

)
.

1. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ck
n.

2. Äîêàæèòå ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà: (a+ b)n =
∑n

k=0C
k
na

kbn−k.
Çàìå÷àíèå. Ïî óìîë÷àíèþ ìû ðàáîòàåì ñ ÷èñëàìè, ò. å. a, b ∈ R. Âîîáùå, ôîðìóëà áèíîìà

Íüþòîíà ñïðàâåäëèâà â ëþáûõ êîììóòàòèâíûõ êîëüöàõ.

3. Äîêàæèòå îñíîâíîå áèíîìèàëüíîå òîæäåñòâî Ck
n+1 = Ck−1

n + Ck
n, ïîçâîëÿþùåå âûñòðîèòü

áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû â òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. Âû÷èñëèòå: à) C0
n + C1

n + C2
n + . . .; á) C0

n + C2
n + C4

n + . . .; â)∗ C0
n + C4

n + C8
n + . . .

5. Äîêàæèòå òîæäåñòâà:
à) (C0

n)2 + (C1
n)2 + . . .+ (Cn

n)2 = Cn
2n;

á) Ñâ¼ðòêà Âàíäåðìîíäà. Ck
n+m =

k∑
l=0

C l
nC

k−l
m

Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè.

6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû â ñëîâàõ: ÇÀÄÀ×À, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ?
(Ïåðåñòàíîâêè îäèíàêîâûõ áóêâ íå ñ÷èòàþòñÿ.)

7. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâ äëèíû k1 + . . .+ kn èç k1 áóêâ x1, . . ., kn áóêâ xn?

8. Âûâåäèòå ïîëèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó, ðàñêðûâ ñêîáêè (x1 + . . .+ xk)
n.

9. ßñíî, ÷òî áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíûõ. Âû-
ðàçèòå ïîëèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò ÷åðåç áèíîìèàëüíûå.

Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.

10. Èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííûé íàáîð ïåðñèêîâ, ÿáëîê è àïåëüñèíîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæ-
íî íàáðàòü 100 ôðóêòîâ?

11. Ïóñòü èìååòñÿ n ñîðòîâ îáúåêòîâ, ïðè÷¼ì îáúåêòîâ êàæäîãî ñîðòà íåîãðàíè÷åííîå êî-
ëè÷åñòâî, à òðåáóåòñÿ íàáðàòü âñåãî k îáúåêòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü? Ýòî
÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî k è îáîçíà÷àåòñÿ Ck

n. Íàïðèìåð, â

ïðåäûäóùåé çàäà÷å òðåáîâàëîñü íàéòè C100
3 .

12. Äëÿ âñåõ n, k ∈ N íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé
à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ x1 + . . .+ xn = k;
á) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ òîãî æå óðàâíåíèÿ;
â) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ íåðàâåíñòâà x1 + . . .+ xn 6 k.
Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé âûðàæàåò ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ |A1 ∪ . . . ∪ An| êî-

íå÷íûõ ìíîæåñòâ A1, . . . , An ÷åðåç ìîùíîñòè èõ âñåâîçìîæíûõ ïåðåñå÷åíèé (è, â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç
ìîùíîñòè ñàìèõ ìíîæåñòâ).

ßñíî, ÷òî |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|. Ýòî ñëó÷àé äâóõ ìíîæåñòâ.



13. Âûâåäèòå ôîðìóëó âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé äëÿ òð¼õ ìíîæåñòâ A,B,C.

14. Äëÿ âûâîäà ôîðìóëû â îáùåì ñëó÷àå (n ìíîæåñòâ) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîæåñòâ: χA(x) =

{
1, åñëè x ∈ A
0, åñëè x /∈ A.

Âûðàçèòå χA, χA∩B, χA∪B ÷åðåç χA è χB, ïîñëå ÷åãî ñâåäèòå êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó ê àëãåá-
ðàè÷åñêîé, ïðîâåäÿ âûêëàäêó â äóõå òåîðåìû Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ (ïðîèçâåäåíèå áèíîìîâ ñ
îáùèì ïåðâûì ÷ëåíîì).

15∗. ×èñëà Êàòàëàíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn ÷èñëî ñïîñîáîâ ñîåäèíèòü 2n òî÷åê íà îêðóæíîñòè
n íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè (òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè). Äîêàæèòå ðàâåíñòâà:

à) Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + C2Cn−3 + . . .+ Cn−2C1 + Cn−1C0; á) Cn =
Cn

2n

n+1
= (2n)!

n! (n+1)!
.

Îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

16. Ïóñòü |X| = |Y | <∞. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

f � áèåêöèÿ ⇐⇒ f � èíúåêöèÿ ⇐⇒ f � ñþðúåêöèÿ.

17. Ïóñòü |X| = k, |Y | = n, k, n ∈ N. Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî:
à) âñåõ îòîáðàæåíèé X → Y ;
á) âñåõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé X → Y ;
â) âñåõ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé X → Y ;
ã)∗ âñåõ ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé X → Y .

18∗. Ïðè ëþáûõ k, n ∈ N âûÿñíèòå, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü ìíîæåñòâî èç k
ýëåìåíòîâ íà n íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ.



Ïîäñòàíîâêè
Äëÿ ìíîæåñòâà X ÷åðåç SX îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî (èëè ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè) âñåõ

áèåêöèé X → X. Â ñëó÷àå X = {1, . . . , n} âìåñòî SX ïèøåì Sn. Ýëåìåíòû èç Sn íàçûâàþòñÿ
ïîäñòàíîâêàìè ñòåïåíè n. Òîæäåñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé e.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ïîäñòàíîâêó â Sn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
à) òðàícïîçèöèé; á) òðàícïîçèöèé âèäà (12), (23), . . ., (n− 1 n);
â) òðàícïîçèöèé âèäà (12), (13), . . . , (1n); ã) íåñêîëüêèõ ïîäñòàíîâîê (12) è (12 . . . n).

Ðàçëîæåíèå íà íåçàâèñèìûå öèêëû.

2. Ïðåäñòàâüòå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ (ðàçíûå áóêâû îáîçíà÷àþò ðàçíûå
ýëåìåíòû): à) (ij)(jk); á) (ijk)(jkl); â) (12)(13) . . . (1n).

3. Âû÷èñëèòå σ3, σ100 äëÿ à) σ =

(
1 2 3 4 5
5 4 2 3 1

)
; á) σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 1 7 9 10 2 6 8

)
.

4. Îïèøèòå âñå òèïû öèêëîâûõ ðàçëîæåíèé â à) S4; á) S5; â) S6.

5. Ïóñòü n, d ∈ N è σ � öèêë äëèíû n (σ ∈ SN , ãäå N > n). Îïðåäåëèòå öèêëîâîå ñòðîåíèå
ïîäñòàíîâêè σd â êàæäîì èç ñëó÷àåâ: à) d | n; á) (d, n) = 1; â) îáùèé ñëó÷àé.

×¼òíîñòü è çíàêè ïîäñòàíîâîê.

6. Ïðè êàæäîì n ∈ N ñðàâíèòå êîëè÷åñòâà ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ïîäñòàíîâîê â Sn.

7. Ñîåäèíèì ïîäñòàíîâêè σ ∈ S{1,...,m} è τ ∈ S{m+1,...,m+n} â îäíó ïîäñòàíîâêó (σ, τ) ∈ Sm+n.
Äîêàæèòå, ÷òî sgn(σ, τ) = sgn σ sgn τ .

8. Äàéòå îïðåäåíèå ÷¼òíîñòè (è çíàêà) áèåêöèè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ.

9. Ïóñòü |X| = m, |Y | = n, σ ∈ SX , τ ∈ SY . Îïðåäåëèì ξ ∈ SX×Y ïðàâèëîì ξ(x, y) = (σ(x), τ(y))
äëÿ âñåõ x ∈ X, y ∈ Y . Âûðàçèòå sgn ξ ÷åðåç sgnσ è sgn τ .

10∗. Èãðà ½Ïÿòíàøêè�. Íà èãðîâîì ïîëå 4× 4 êàê-òî ðàñïîëîæåíû 15 êâàäðàòíûõ ôèøåê ñ
íîìåðàìè îò 1 äî 15. Îäíà êëåòêà âñåãäà ñâîáîäíà, è íà íå¼ ìîæíî ïåðåäâèãàòü ëþáóþ ñîñåäíþþ
ôèøêó (âûíèìàòü è ïåðåêëàäûâàòü ôèøêè íåëüçÿ). Öåëü èãðû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, ïåðåäâèãàÿ
ôèøêè èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, ðàñïîëîæèòü èõ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå ñëåâà.

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 15 14

à) Äîêàæèòå, ÷òî íåâîçìîæíî äîñòè÷ü öåëè, íà÷èíàÿ ñ ïîëîæåíèÿ íà ðèñóíêå ñïðàâà.
á) Âåðíî ëè, ÷òî èç ëþáîãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïðèéòè ê ïîëîæåíèþ íà îäíîì èç ðèñóíêîâ?

Ïîðÿäêè ïîäñòàíîâîê. Ïîðÿäêîì ïîäñòàíîâêè σ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n, äëÿ êîòîðîãî σn = e. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ O(σ).

11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé σ ∈ Sn ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî σk = e, è ïîýòîìó ëþáàÿ ïîäñòà-
íîâêà â Sn èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê.

12. Äîêàæèòå, ÷òî O(σ) = O(σ−1) = O(τστ−1) äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê σ, τ .

13. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 5 âû÷èñëèòå ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè σd (â êàæäîì èç òð¼õ ñëó÷àåâ).

14. Íàéäèòå íàèáîëüøèé ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè â à) S5; á) S8.

15. Ïðè êàæäîì n ∈ N ñðàâíèòå êîëè÷åñòâà ïîäñòàíîâîê ÷¼òíîãî è íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà â Sn.

Ñîïðÿæ¼ííûå ïîäñòàíîâêè è öåíòðàëèçàòîðû ïîäñòàíîâîê.
Ñîïðÿæåíèåì ïîäñòàíîâêè τ ∈ Sn ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà,

äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó: σ(i) 7→ σ(τ(i)) äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, òî åñòü ïîäñòàíîâêà στσ−1.
Ïîäñòàíîâêè τ, τ ′ ∈ Sn íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè, åñëè ∃σ ∈ Sn τ ′ = στσ−1.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ äàííîé, íàçûâàåòñÿ å¼ êëàññîì ñîïðÿæ¼ííîñòè.



16. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ½áûòü ñîïðÿæ¼ííûìè ïîäñòàíîâêàìè� ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

17. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäñòàíîâêà, ñîïðÿæ¼ííàÿ öèêëó äëèíû k, òîæå ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû k.

18. Äîêàæèòå, ÷òî öèêëû îäíîé äëèíû ñîïðÿæåíû.

Òåîðåìà.Äâå ïîäñòàíîâêè ñîïðÿæåíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâîå öèêëîâîå
ñòðîåíèå.

19. Âåðíî ëè, ÷òî ïîäñòàíîâêè σ è σ−1 âñåãäà ñîïðÿæåíû?

Öåíòðàëèçàòîðîì ïîäñòàíîâêè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîììóòèðóþùèõ ñ íåé ïîäñòàíî-
âîê:

CentSn(σ) := {τ ∈ Sn | στ = τσ}.

20. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè êàæäîì n > 3 òîëüêî òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà â Sn êîììóòèðóåò ñî
âñåìè, òî åñòü öåíòð Z(Sn) ãðóïïû Sn ðàâåí {e} (òðèâèàëåí) ïðè òàêèõ n.

21. Íàéäèòå: à) CentSn(12) (n > 2); á) CentSn(12)(34) (n > 4); â) CentSn(123) (n > 3).

22. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ â S5: à) σ(12)σ−1 = (34); á) (123)σ(132) = σ;
â) σ(123)(45)σ−1 = (12)(345); ã) σ(12)(345) = (12345)σ.

23∗. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn

|{τστ−1 | τ ∈ Sn}| · |CentSn(σ)| = n!.

Êîìáèíàòîðèêà.

24. Ñêîëüêî âñåãî èíâåðñèé âî âñåõ n! ïåðåñòàíîâêàõ ÷èñåë 1, . . . , n?

25. Íàéäèòå ìîùíîñòè êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè â à) S4; á) S5; â) S6 (ñì. çàäà÷ó 4).

26. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå à) X3 = e â S4; á) X4 = e â S5; â) X6 = e â S9?

27∗. Ïîñêîëüêó ïðè âñåõm,n ∈ N ÷èñëî
(mn)!

(m!)n
ðàâíî êîýôôèöèåíòó ïðè xm1 . . . x

m
n â ðàçëîæåíèè

(x1 + . . .+xn)mn, à ýòîò êîýôôèöèåíò öåëûé, òî (m!)n | (mn)!, â ÷àñòíîñòè, (n!)n | (n2)!. Äîêàæèòå,
÷òî (m!)nn! | (mn)!, â ÷àñòíîñòè, (n!)n+1 | (n2)!.

28. Ïóñòü ïîäñòàíîâêè èç Sn ïåðåñòàâëÿþò ïåðåìåííûå x1, . . . , xn. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñîñ÷èòàéòå, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî èç íåãî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêàìè
ïåðåìåííûõ, à òàêæå íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè, ñîõðàíÿþùèå ýòîò ìíîãî÷ëåí (÷èñëî n â êàæäîì
ñëó÷àå ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåííûõ):

à) x1x2 + x3; á) x1x2 + x1x3 + x2x3; â) (x1 + x2)(x3 + x4) . . . (x2k−1 + x2k);
ã) x1x2x3 + x4x5x6 + x7x8x9; ä)

∏
16i<j6k(xi − xj).

29∗. Ïóñòü P = P (x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí (íàä ëþáûì ïîëåì K). Äëÿ σ ∈ Sn îáîçíà÷èì ÷åðåç
P σ ìíîãî÷ëåí P (xσ(1), . . . , xσ(n)). Îïðåäåëèì îðáèòó è ñòàáèëèçàòîð ìíîãî÷ëåíà P :

Orb(P ) := {P σ | σ ∈ Sn} ⊆ K[x1, . . . , xn] è St(P ) := {σ | P σ = P} ⊆ Sn.

Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ñïðàøèâàëîñü, ÷åìó ðàâíû ìîùíîñòè |Orb(P )| è | St(P )| äëÿ çàäàííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ P . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P

|Orb(P )| · | St(P )| = n!.

30. Çàíóìåðóéòå â ëþáîì óäîáíîì âàì ïîðÿäêå âåðøèíû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ïðàâèëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ: à) òåòðàýäðà; á) êóáà; â)∗ äîäåêàýäðà. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê â Sn, ïåðåñòàâëÿÿ
âåðøèíû ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîãðàííèêà (ñîîòâåòñòâåííî ïðè n = 4, 8, 20), ðåàëèçóþò åãî èçî-
ìåòðèþ è ñêîëüêî � âðàùåíèå?



I âàðèàíò

1. Ðàññòàâüòå âìåñòî çâ¼çäî÷åê ïî öèôðå, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî:

(52413) = (1∗)(1∗)(1∗)(1∗).

2. Íàéäèòå ïîðÿäîê è çíàê ïîäñòàíîâêè

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 9 8 1 7 3 10 6 2 4

)
.

3. Âû÷èñëèòå σ55 äëÿ σ = (372)−1(1254)2(56).

4. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê ñîïðÿæåíû ñ ïîäñòàíîâêîé èç çàäà÷è 2?

II âàðèàíò

1. Ðàññòàâüòå âìåñòî çâ¼çäî÷åê ïî öèôðå, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî:

(35214) = (2∗)(2∗)(2∗)(2∗).

2. Íàéäèòå ïîðÿäîê è çíàê ïîäñòàíîâêè

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 7 1 5 3 9 2 6 8

)
.

3. Âû÷èñëèòå τ 37 äëÿ τ = (34)(4172)2(561)5.

4. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê ñîïðÿæåíû ñ ïîäñòàíîâêîé èç çàäà÷è 2?

III âàðèàíò

1. Ðàññòàâüòå âìåñòî çâ¼çäî÷åê ïî öèôðå, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî:

(13452) = (3∗)(3∗)(3∗)(3∗).

2. Íàéäèòå ïîðÿäîê è çíàê ïîäñòàíîâêè

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 1 8 9 7 5 6 2 4

)
.

3. Âû÷èñëèòå ρ37 äëÿ ρ = (475)−1(5316)2(26).

4. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê ñîïðÿæåíû ñ ïîäñòàíîâêîé èç çàäà÷è 2?

IV âàðèàíò

1. Ðàññòàâüòå âìåñòî çâ¼çäî÷åê ïî öèôðå, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî:

(24135) = (4∗)(4∗)(4∗)(4∗).

2. Íàéäèòå ïîðÿäîê è çíàê ïîäñòàíîâêè

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 7 1 2 9 8 5 6 4 3

)
.

3. Âû÷èñëèòå ξ23 äëÿ ξ = (25)(5471)2(634)5.

4. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê ñîïðÿæåíû ñ ïîäñòàíîâêîé èç çàäà÷è 2?



Ïîäñòàíîâêè (ïðîäîëæåíèå)
Ïîâòîðåíèå è êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ïóñòü i 6= 1 6= j. Âû÷èñëèòå (1i)(1j)(1i).

2. Âû÷èñëèòå (54)(43)(32)(21)(23)(34)(45).

3. Âû÷èñëèòå σ(12 . . . k)σ−1.

4. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèå à) äâóõ òðàíñïîçèöèé; á) äâóõ òðîéíûõ öèêëîâ?

5. Íàéäèòå õîòÿ áû äâå òàêèõ ïîäñòàíîâêè σ, ÷òî σ(1234)σ−1 = (3546).

6. ×åìó ðàâåí ïîðÿäîê è êàêîâà ÷¼òíîñòü ïîäñòàíîâêè (12)(345)(6789)?

7. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå X2 = (12) íåðàçðåøèìî â Sn (íè ïðè êàêîì n > 2).

8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò öèêëîâ äëèíû 5 â ãðóïïå à) S5; á) S7?

9. Âåðíî ëè, ÷òî äâå ñîïðÿæ¼ííûå ïîäñòàíîâêè èìåþò îäèíàêîâûå à) ÷¼òíîñòü; á) ïîðÿäîê?

10. Ïóñòü σ = (i1 . . . ik)(j1 . . . jl). Âåðíî ëè, ÷òî σ
−1 = (ik . . . i1)(jl . . . j1)?

11. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó ïîäñòàíîâêó â S6, êâàäðàò êîòîðîé ðàâåí (123)(456).

12. Ïóñòü σ7 = e 6= σ. Äîêàæèòå, ÷òî O(σ) = 7.

13. Íàéäèòå âñå òàêèå σ ∈ Sn, ÷òî σ5 = e = σ7.

14. ×òî ìîæíî ñêàçàòü à) ïðî ÷¼òíîñòü; á) ïðî ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè σ, åñëè σ55 = e?

15. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ ÷¼òíàÿ ïîäñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè?

16. Ìîæåò ëè öèêë äëèíû 10 áûòü à) êâàäðàòîì; á) êóáîì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè?

Êîìáèíàòîðèêà.

17. Ñêîëüêî ðåøåíèé à) â S4; á) â S7 èìååò óðàâíåíèå X
2 = e?

18. Ïóñòü 1 6 k1 < k2 < . . . < kt 6 n, k1 + . . .+ kt = n. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê â Sn ðàñêëàäûâà-
þòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ñ äëèíàìè k1, . . . , kt?

19. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâîê â S8, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ ïîäñòàíîâêîé (12)(34)(56)(78)?

20. Ïóñòü 1 6 k1 < k2 < . . . < kt 6 n, N1, . . . , Nt > 1, N1k1+ . . .+Ntkt = n. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê
â Sn ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ñ äëèíàìè k1, . . . , k1︸ ︷︷ ︸

N1

, . . . , kt . . . , kt︸ ︷︷ ︸
Nt

?

21∗. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê â Sn íå èìåþò íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ?

Óðàâíåíèÿ â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê.

22. Äîêàæèòå ÷òî óðàâíåíèå á) Xk = (12 . . . k) è, â ÷àñòíîñòè, à) X2 = (12) íåðàçðåøèìî â Sn.

23. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ â Sn:
à) σ(1234)σ−1 = (1243); á) σ(12)(34) = (13)(24)σ; â) σ(12)(345)(678)σ−1 = (36)(124)(597).

24. Ñîñ÷èòàéòå ÷èñëî ðåøåíèé ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé â Sn ïðè çàäàííûõ n:
à) σ3 = (12) ïðè n = 9; á) σ2 = (12)(34) ïðè n = 10; â) σ7 = (123456789) ïðè n = 9.

25. Ðåøèòå ñèñòåìû óðàâíåíèé â Sn: à)

{
σ2 = τ 3

τ 2 = σ3;
á)

{
σ2 = τ 3

τ 2 = σ−2.

Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâîê.
Ïóñòü ïîäñòàíîâêè èç Sn ïåðåñòàâëÿþò ÷èñëà 1, 2, . . . , n ïî ìîäóëþ n (òî åñòü êëàññû âû÷åòîâ).

Áóäåì çàïèñûâàòü ïîäñòàíîâêè ôîðìóëàìè. Íàïðèìåð, çàïèñü k 7→ k + 1 (mod n) çàäà¼ò öèêë
(12 . . . n).

26. Çàïèøèòå â âèäå òàáëèöû ïîäñòàíîâêè: à) k 7→ k + 2 (mod 5); á) k 7→ 2k (mod 5).

27. Çàäà¼ò ëè ôîðìóëà k 7→ k2 (mod 4) ïîäñòàíîâêó èç S4?



28. Ïðè êàæäîì n ∈ N îïðåäåëèòå ÷¼òíîñòü ïîäñòàíîâêè k 7→ n+ 1− k èç Sn.

29. Äëÿ êàæäîé ïàðû (n, b) ∈ N2 íàéäèòå çíàê è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè k 7→ k+ b (mod n) â Sn.

30. à) Ïðè êàæäîì n ∈ N íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû (a, b) ∈ N2, ÷òî îòîáðàæåíèå

k 7→ ak + b (mod n)

çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó èç Sn. Îïðåäåëèòå ÷èñëî òàêèõ ïîäñòàíîâîê.
á) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ ïîäñòàíîâîê èç ïóíêòà à), à òàêæå îáðàòíàÿ ê ëþáîé

ïîäñòàíîâêå èç ïóíêòà à) ÿâëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé òîãî æå âèäà.
â) Ïðè êàêèõ n ∈ N ëþáóþ ïîäñòàíîâêó èç Sn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå? Ïðèâåäèòå

ïðèìåð ïîäñòàíîâêè, íå ïðåäñòàâèìîé â òàêîì âèäå.



Îïðåäåëèòåëè
Âñþäó A = (aij)ij ∈ Mn(K) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïîëåì K.
Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ýëåìåíò ïîëÿ K:

detA = |A| =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n).

1. Îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû. Äîêàæèòå, ÷òî |At| = |A|.
Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèþ det ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îò ìàòðèöû, êàê ôóíêöèþ îò

íàáîðà å¼ ñòðîê (ñòîëáöîâ) èëè êàê ôóíêöèþ îò íàáîðà å¼ ýëåìåíòîâ (âñå íàáîðû óïîðÿäî÷åííûå!).

2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ.

(1) Ïîëèëèíåéíîñòü. Ôóíêöèÿ det êàê ôóíêöèÿ ñòðîê ïîëèëèíåéíà, òî åñòü ëèíåéíà ïî êàæ-
äîìó àðãóìåíòó; ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó îçíà÷àåò, ÷òî{

det(A1 + A′1, A2, . . . , An) = det(A1, A2, . . . , An) + det(A′1, A2, . . . , An)

det(cA1, A2, . . . , An) = c det(A1, A2, . . . , An)

äëÿ ëþáûõ ñòðîê A1, A
′
1, A2, . . . , An ∈ Kn è ëþáîãî ýëåìåíòà c ∈ K.

(2) Êîñîñèììåòðè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ det êàê ôóíêöèÿ ñòðîê êîñîñèììåòðè÷íà, òî åñòü ìåíÿåò
çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ ñòðîê ìåñòàìè è ðàâíà 0, åñëè êàêèå-òî äâå ñòðîêè îäèíàêîâû:{

det(. . . , Ai, . . . , Aj, . . .) = − det(. . . , Aj, . . . , Ai, . . .)

det(. . . , Ai, . . . , Ai, . . .) = 0

äëÿ ëþáûõ i 6= j è ëþáûõ ñòðîê Ai, Aj, . . . ∈ Kn (ìíîãîòî÷èÿ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïåðâîãî
ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó).

Çàäà÷à. Ïóñòü f : Kn × Kn → K � áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå ëîãè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó
ñëåäóþùèìè óòâåðæäåíèÿìè:

à) f(a, b) = −f(b, a) äëÿ âñåõ a, b ∈ Kn;
á) f(a, a) = 0 äëÿ âñåõ a ∈ Kn.

3. Îïðåäåëèòåëè òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. ×åìó ðàâíû îïðåäåëèòåëè ìàòðèö, ó êîòîðûõ íàä
èëè ïîä à) ãëàâíîé; á) ïîáî÷íîé äèàãîíàëüþ ñòîÿò íóëè?

4. Îïðåäåëèòåëü ñ óãëîì íóëåé. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö A ∈ Mn(K),
B ∈ Mm(K) è U ∈ Mn×m(K) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:∣∣∣∣A U

0 B

∣∣∣∣ = |A||B|.

á) Â îáîçíà÷åíèÿõ ïóíêòà à) âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣0 B
A U

∣∣∣∣.
5. Èçìåíåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Âûÿñíèòå, êàê ìå-

íÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) êàæäîãî òèïà.

6. Âûðîæäåííûå è íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà
ìàòðèöó A ðàâíîñèëüíû:

(1) ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû;
(2) ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû;
(3) |A| = 0.

Êâàäðàòíûå ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèì ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè, à îñòàëü-
íûå � íåâûðîæäåííûìè.



Ëþáîé îïðåäåëèòåëü, ñòîÿùèé â ïåðåñå÷åíèè êàêèõ-òî ñòðîê è êàêèõ-òî ñòîëáöîâ (â òîì æå
êîëè÷åñòâå) ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû, íàçûâàåòñÿ å¼ ìèíîðîì.

Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij)ij ìèíîð, ïîëó÷åííûé âû÷¼ðêèâàíèåì å¼ i-é ñòðîêè è j-ãî
ñòîëáöà, íàçûâàåòñÿ (äîïîëíÿþùèì) ìèíîðîì ýëåìåíòà aij. Âçÿâ ýòîò ìèíîð ñî çíàêîì (−1)i+j,
ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Aij ýëåìåíòà aij.

7. Ðàçëîæåíèå ïî ñòðîêå (ñòîëáöó). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ i, j, k ∈ {1, . . . , n}:
à) |A| = ai1Ai1 + . . .+ ainAin = a1jA1j + . . .+ anjAnj;

á) ai1Ak1 + . . .+ ainAkn = 0, åñëè k 6= i (ôàëüøèâîå ðàçëîæåíèå).

8. Ôîðìóëû Êðàìåðà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |A| 6= 0, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé AX = B, ãäå
X, B ∈ Mn×1(K), èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X = (x1, . . . , xn)t, è îíî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

xi =
|Ai|
|A|

, i = 1, . . . , n,

ãäå Ai � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö B ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

9. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è. Äîêàæèòå, ÷òî (n + 1)-é ÷ëåí Fn+1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è
F1 = F2 = 1, Fk+2 = Fk+1 + Fk, k ∈ N, ðàâåí ñëåäóþùåìó îïðåäåëèòåëþ ïîðÿäêà n:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 . . . 0 0
−1 1 1 0 . . . 0 0
0 −1 1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ N è x1, . . . , xn ∈ K∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21 . . . xn−11

1 x2 x22 . . . xn−12

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2n . . . xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

16i<j6n

(xi − xj).

11. Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Mn(K)→ K ïîëèëèíåéíà è êîñîñèììåò-
ðè÷íà êàê ôóíêöèÿ ñòðîê ìàòðèöû. Äîêàæèòå, ÷òî

f(A) = f(E) detA.

Êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèÿ det îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñâîéñòâàìè (1) è (2) èç çàäà÷è 2 è
óñëîâèåì íîðìèðîâêè |E| = 1.

12. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëèòåëÿ. Ïóñòü K = R.

à) Ìû óæå çíàåì, ÷òî ìîäóëü |a11a22 − a21a12| îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû

(
a11 a12
a21 a22

)
ðàâåí ïëî-

ùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ (a11, a12) è (a21, a22). Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäå-
íèå, ðàññìîòðåâ îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü S(u1, u2) ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
u1, u2 ∈ R2:

S(u1, u2) =


0, åñëè u1 ‖ u2,
S+(u1, u2), åñëè (u1, u2) � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé áàçèñ,

−S+(u1, u2), åñëè (u1, u2) � îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé áàçèñ,

ãäå S+(u1, u2) � ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ u1, u2.
Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ S óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (1) è (2) îïðåäåëèòåëÿ (âìåñòî det ïèøåì

S è ñòðîêè ìàòðèöû ñ÷èòàåì âåêòîðàìè) è óñëîâèþ íîðìèðîâêè, ïîýòîìó ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å
S(u1, u2) = a11a22 − a21a12, ãäå u1 = (a11, a12), u2 = (a21, a22).

á)Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé òðîéêè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ â R3 è
îðèåíòèðîâàííîãî îáú¼ìà V (u1, u2, u3) ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ u1, u2, u3 ∈ R3.
Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ V (u1, u2, u3) ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ.



I âàðèàíò

1. Íà îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè ìåõìàòà ïîñòóïèëè òðèñòà ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ
ìîæíî ïîðîâíó ðàñïðåäåëèòü ïî äâåíàäöàòè ãðóïïàì, åñëè äâà ðàñïðåäåëåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíà-
êîâûìè, êîãäà ó êàæäîãî ñòóäåíòà â îáîèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ îäíè è òå æå îäíîãðóïïíèêè?

2. Ïóñòü σ =
(
(654)(43)(321)

)−13(
(789 10 11)(10 11 12 13 14)

)5 ∈ S14. Íàéäèòå íàèìåíüøåå
n ∈ N, ïðè êîòîðîì ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè σn ðàâåí 6.

3. Äëÿ ïîäñòàíîâêè σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 3 2 1 5 6 4

)
îïèøèòå ñ óêàçàíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ:

à) êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè {τστ−1 | τ ∈ S7}; á) öåíòðàëèçàòîð {τ ∈ S7 | στ = τσ}.

4. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos γ 0 0 0 0 − sin γ
0 0 0 cosα sinα 0
0 0 0 − sinα cosα 0
0 cos β − sin β 0 0 0
0 sin β cos β 0 0 0

sin γ 0 0 0 0 cos γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S4, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå x1, x2, x3, x4, êîòîðûå ñîõðàíÿþò
ìíîãî÷ëåí

(x1x2 − x3x4)2(x1 − x3)(x2 − x4) ∈ R[x1, x2, x3, x4].

6. Ïîäñòàíîâêà σ ∈ S301 ïåðåñòàâëÿåò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 301 (mod 301) ïî ïðàâèëó

k 7→ 25k + 3 (mod 301).

Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó σ−1 òåì æå ñïîñîáîì.

II âàðèàíò

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ëîìàíûõ äëèíû 30 ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (0, 0, 0) è (10, 10, 10), âñå óçëû
êîòîðûõ èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû è êîòîðûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó (3, 4, 5)?

2. Ïóñòü σ = (10 11)(11 2 12 3 13 1)8(34)
(
(4567)(6789)

)4 ∈ S13. Íàéäèòå íàèìåíüøåå n ∈ N,
ïðè êîòîðîì ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè σn ðàâåí 2.

3. Äëÿ ïîäñòàíîâêè σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 2 7 5 6 9 1 8 4

)
îïèøèòå ñ óêàçàíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ:

à) êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè {τστ−1 | τ ∈ S9}; á) öåíòðàëèçàòîð {τ ∈ S9 | στ = τσ}.

4. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 a b c
0 0 0 0 a b
0 0 0 0 0 a
0 0 c 0 0 0
b 0 0 0 0 0
c b 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S4, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå x1, x2, x3, x4, êîòîðûå ñîõðàíÿþò
ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ

{x1x2 − x3x4, x1x3 − x2x4, x1x4 − x2x3} ⊂ R[x1, x2, x3, x4].

6. Ïîäñòàíîâêà τ ∈ S241 ïåðåñòàâëÿåò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 241 (mod 241) ïî ïðàâèëó

k 7→ 16k − 7 (mod 241).

Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó τ−1 òåì æå ñïîñîáîì.



III âàðèàíò

1. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè x14 ïîñëå ðàñêðûòèè ñêîáîê (a+ bx2 + cx3)10 ∈ R[x].

2. Ïóñòü σ =
(
(1234)(3456)

)4(
(596)(6 10 7 11)(11 8 12)

)10 ∈ S12. Íàéäèòå íàèìåíüøåå n ∈ N,
ïðè êîòîðîì ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè σn ðàâåí 2.

3. Äëÿ ïîäñòàíîâêè σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 5 3 4 1 7 6

)
îïèøèòå ñ óêàçàíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ:

à) êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè {τστ−1 | τ ∈ S7}; á) öåíòðàëèçàòîð {τ ∈ S7 | στ = τσ}.

4. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 cosα sinα 0 0
0 0 − sinα cosα 0 0
0 0 0 0 cos β − sin β
0 0 0 0 sin β cos β
sin γ cos γ 0 0 0 0
− cos γ sin γ 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S4, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå x1, x2, x3, x4, êîòîðûå ñîõðàíÿþò
ìíîãî÷ëåí

(x1 + x2 − x3 − x4)(x1 − x2 + x3 − x4)(x1 + x2 + x3 − x4) ∈ R[x1, x2, x3, x4].

6. Ïîäñòàíîâêà σ ∈ S1000 ïåðåñòàâëÿåò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 1000 (mod 1000) ïî ïðàâèëó

k 7→ 37k − 2 (mod 1000).

Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó σ−1 òåì æå ñïîñîáîì.

IV âàðèàíò

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü âåðøèíû êóáà â âîñåìü ðàçíûõ öâåòîâ, åñëè ðàñ-
êðàñêè, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà âðàùåíèåì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?

2. Ïóñòü σ =
(
(321)−4(234)4

)9(
(456)(678)

)6
(12 11 10 9)7 ∈ S12. Íàéäèòå íàèìåíüøåå n ∈ N, ïðè

êîòîðîì ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè σn ðàâåí 6.

3. Äëÿ ïîäñòàíîâêè σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 3 5 9 7 6 2 8 1

)
îïèøèòå ñ óêàçàíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ:

à) êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè {τστ−1 | τ ∈ S9}; á) öåíòðàëèçàòîð {τ ∈ S9 | στ = τσ}.

4. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 z 0 0
0 0 0 0 y x
0 0 0 0 0 y
z y x 0 0 0
y x 0 0 0 0
x 0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S4, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå x1, x2, x3, x4, êîòîðûå ñîõðàíÿþò
ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ

{(x1 + x2)(x3 + x4), (x1 + x3)(x2 + x4), (x1 − x4)(x2 − x3)} ⊂ R[x1, x2, x3, x4].

6. Ïîäñòàíîâêà τ ∈ S397 ïåðåñòàâëÿåò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 397 (mod 397) ïî ïðàâèëó

k 7→ 36k − 2 (mod 397).

Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó τ−1 òåì æå ñïîñîáîì.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê çàäà÷àì êîíòðîëüíîé ïî òåìå ½Ïîäñòàíîâêè�

I âàðèàíò

1. Ðàññìîòðèì òàáëèöó 25 × 12, ïî 12-òè ñòîëáöàì êîòîðîé çàïèñàíû ñòóäåíòû ïðè êàêîì-òî
ðàñïðåäåëåíèè. Âñåãî òàáëèö 300!, è äâå òàáëèöû çàäàþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå â òî÷íîñòè
òîãäà, êîãäà îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêàìè âíóòðè ñòîëáöîâ, à òàêæå ïåðåñòàíîâ-
êîé ñàìèõ ñòîëáöîâ.

Îòâåò:
300!

(25!)1212!
.

2. σ = (123456)(789 10)(11 12 13 14) =⇒ O(σ) = 12, O(σ2) = 6.
Îòâåò: n = 2.

3. σ = (174)(23). à) Ïîäñòàíîâêè, ñîïðÿæ¼ííûå ñ σ � â òî÷íîñòè òå, ÷òî èìåþò òî æå öèêëîâîå

ñòðîåíèå1: (ijk)(lm), ãäå i, j, k, l,m � ðàçíûå ÷èñëà ñðåäè 1. . . . , 7. Âñåãî òàêèõ ïîäñòàíîâîê:
7!

3 · 2 · 2
èëè (C3

7 · 2) · C2
4 .

á) Öåíòðàëèçàòîð ïîäñòàíîâêè σ:

Cent(σ) 3 τ ⇐⇒ τστ−1 = σ ⇐⇒ (τ(1)τ(7)τ(4))(τ(2)τ(3)) = (174)(23)⇐⇒

{
(τ(1)τ(7)τ(4)) = (174)

(τ(2)τ(3)) = (23)

(=⇒ τ{5, 6} = {5, 6}) ⇐⇒ ∃p ∈ {0, 1, 2} ∃q, r ∈ {0, 1} τ = (174)p(23)q(56)r, |Cent(σ)| = 3 · 2 · 2.

Îòâåò: à) {(ijk)(lm) | i, j, k, l,m � ðàçíûå ÷èñëà ñðåäè 1. . . . , 7}, 7!/12;

á) {(174)p(23)q(56)r | p = 0, 1, 2, q = 0, 1, r = 0, 1}, 12.

4. Ïåðåñòàâëÿåì ñòðîêè è ñòîëáöû ïî öèêëó (23456), çàòåì ìåíÿåì ìåñòàìè ñòðîêè 3 è 5,
à òàêæå 4 è 6. Çíàê îïðåäåëèòåëÿ íå ìåíÿåòñÿ. Ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ñîñòîèò èç òð¼õ áëîêîâ
2× 2 ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè, êàæäûé èç êîòîðûé ðàâåí 1.

Îòâåò: 1.

5. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà σ ∈ S4 ñîõðàíÿåò äàííûé ìíîãî÷ëåí P . Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:
1) x1 → x1 ⇒ x1 − x3 → x1 − x3, x2 − x4 → x2 − x4 ⇒ σ = e;
2) x1 → x2 ⇒ x1 − x3 ↔ x2 − x4 ⇒ σ = (12)(34)⇒ (x1x2 − x3x4)2 → (x1x2 − x3x4)2 è P σ = P ;
3) x1 → x3 ⇒ x1 − x3 → x3 − x1 ⇒ x2 − x4 → x4 − x2 ⇒ x1 ↔ x3, x2 ↔ x4 ⇒ σ = (13)(24) ⇒

⇒ (x1x2 − x3x4)2 → (x1x2 − x3x4)2 è P σ = P ;
4) x1 → x4 ⇒ σ = (14)(23) (àíàëîãè÷íî) è P σ = P .
Îòâåò: {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} (÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà V4).

6. Íàéä¼ì íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû a, b ∈ Z301 â èñêîìîé ïîäñòàíîâêå σ−1 : k 7→ ak + b:

∀k ∈ Z301 a(25k + 3) + b = k ⇐⇒

{
25a = 1

3a+ b = 0
⇐⇒

{
a = −12 (ò. ê. 25 · 12 = 300 ≡ −1)

b = 36.

Îòâåò: k 7→ −12k + 36 (mod 301).

II âàðèàíò

1. 1. Ïîñ÷èòàåì ñíà÷àëà ëîìàíûå, âêëþ÷àÿ òå, ÷òî ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó (3, 4, 5). Êàæäàÿ òàêàÿ
ëîìàíàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñòðîêîé äëèíû 30 èç 10 áóêâ x, 10 áóêâ y è 10 áóêâ z: êàæ-
äàÿ áóêâà îáîçíà÷àåò îäíî èç òð¼õ íàïðàâëåíèé, âäîëü êîòîðîãî ïðîõîäèò î÷åðåäíîé åäèíè÷íûé

îòðåçîê ëîìàíîé. Ïîýòîìó òàêèõ ëîìàíûõ
30!

10!3
.

1Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ïîäñòàíîâêè èìåþò ðîâíî äâà íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòà.



2. Àíàëîãè÷íî ñ÷èòàåì ëîìàíûå ñ êîíöàìè (0, 0, 0) è (3, 4, 5): òàêèõ m =
(3 + 4 + 5)!

3!4!5!
, è ëîìàíûå

ñ êîíöàìè (3, 4, 5) è (10, 10, 10): òàêèõ n =
(7 + 6 + 5)!

7!6!5!
.

3. Ñðåäè ëîìàíûõ, ïîñ÷èòàííûõ â ï. 1, ÷åðåç òî÷êó (3, 4, 5) ïðîõîäÿò mn.

Îòâåò:
30!

10!3
− 12!18!

3!4!5!26!7!
.

2. σ = (123456)(789)(10 11 12 13), ïîýòîìó åñëè O(σn) = 2, òî 3 | n è 2 | n. O(σ6) = 2.
Îòâåò: 6.

3. σ = (137)(4569).
Îòâåò: à) (ijk)(lmno), 9!/24; á) {(137)p(4569)q(28)r | p = 0, 1, 2, q = 0, 1, 2, 3, r = 0, 1}, 24.

4. Îòâåò: −a3b2c.

5. 1. Ïåðåìåííàÿ x1 äîëæíà îñòàâàòüñÿ íà ìåñòå, òàê êàê ýòî åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ, äëÿ
êîòîðîé â êàæäîì èç òð¼õ ìíîãî÷ëåíîâ ñîäåðæàùèé å¼ ìîíîì âõîäèò ñî çíàêîì +. (Åñëè xi → x1
ïðè i 6= 1, òî â íîâûõ òð¼õ ìíîãî÷ëåíàõ òàêîé ïåðåìåííîé áóäåò xi, õîòÿ xi âõîäèò â äâà èç
èñõîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñî çíàêîì −.)

2. Ëþáûå ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ x2, x3, x4 ñîõðàíÿþò äàííîå ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ.
Îòâåò: {σ ∈ S4 | σ(1) = 1} = S{2,3,4} ∼= S3.

6. Îòâåò: k 7→ −15k − 105 (mod 241).

III âàðèàíò

1. Ìîíîì x14 ìîæíî ïîëó÷èòü èç x2 è x3 òîëüêî òðåìÿ ñïîñîáàìè: (x3)4x2, (x3)2(x2)4, (x2)7.

Îòâåò:
10!

4!5!
a5bc4 +

10!

4!4!2!
a4b4c2 +

10!

3!7!
a3b7.

2. σ = (123)(45)(678)(9 10 11 12), ïîýòîìó åñëè O(σn) = 2, òî 3 | n è 2 | n. O(σ6) = 2.
Îòâåò: 6.

3. σ = (125)(67).
Îòâåò: à) (ijk)(lm), 7!/12; á) {(125)p(67)q(34)r | p = 0, 1, 2, q = 0, 1, r = 0, 1}, 12.

4. Îòâåò: 1.

5. 1. Ïîñìîòðèì íà çíàêè ïðè êóáàõ: x31, −x32, −x33, −x34. Çíà÷èò, x1 → x1.
2. Çíàê ó x4 ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó ó x1 â êàæäîé ñêîáêå, à çíàêàì ó x2 è x3 � íå â êàæäîé,

ïîýòîìó x4 → x4.
3. Òðàíñïîçèöèÿ (23) ïîäõîäèò.
Îòâåò: e, (23).

6. Îòâåò: −27k − 54 (mod 1000).

IV âàðèàíò

1. Êóá ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ ñîáîé 8 ·3 âðàùåíèÿìè: âðàùåíèå êóáà îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçîì îäíîé
èç âîñüìè âåðøèí è è îáðàçîì îäíîé èç òð¼õ ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí. Ïîýòîìó âñå 8! ðàñêðàñîê
âåðøèí êóáà ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ïî 24 ðàñêðàñêè â êàæäîì: ðàñêðàñêè, ïîëó÷àåìûå äðóã èç
äðóãà âðàùåíèåì, ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó.

Îòâåò: 8!/24.

2. σ = (12)(345678)(9 10 11 12). Îòâåò: 2.

3. σ = (149)(2357).
Îòâåò: à) (ijk)(lmno), 9!/24; á) {(149)p(2357)q(68)r | p = 0, 1, 2, q = 0, 1, 2, 3, r = 0, 1}, 24.

4. Îòâåò: x3y2z.

5. ßñíî, ÷òî (x1−x4)(x2−x3)→ (x1−x4)(x2−x3), ïîýòîìó îòâåò ⊆ {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
= V4. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå òîæå âåðíî. Îòâåò: V4.

6. Îòâåò: k 7→ −11k − 22 (mod 397).



Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü
â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K � ýòî àáåëåâà ãðóïïà (V,+) ñ îïåðàöèÿìè
óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû èç K: K×V → V, (k, v) 7→ kv, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) k(u+ v) = ku+ kv; (2) (k + l)u = ku+ lu; (3) (kl)u = k(lu); (4) 1v = v (k, l ∈ K, u, v ∈ V ).
Ïðè ýòîì ÷àñòî ïèøóò KV , ýëåìåíòû V íàçûâàþò âåêòîðàìè, à ýëåìåíòû ïîëÿK � ñêàëÿðàìè.

Áóäåì îáîçíà÷àòü íîëü â ïîëå K è íîëü â V îäíèì ñèìâîëîì 0.

1. Äîêàæèòå, ÷òî à) (−1)v = −v; á) 0v = 0, k0 = 0 è åñëè kv = 0, òî k = 0 èëè v = 0.

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî U âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà KV íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V ,
åñëè U çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû, òî åñòü åñëè KU � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî òåõ æå îïåðàöèé2, ÷òî è KV .

Ìåøîê ïðèìåðîâ.

2. Èçó÷èòå ïðåäëàãàåìûå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ, ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîäìíîæåñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâàìè, à òàêæå ïîïîëíèòå ìåøîê ñâîèìè ïðèìåðàìè.

à) Ïîëå íàä ñîáîé è, áîëåå îáùî, íàä ñâîèì ïîäïîëåì; îïåðàöèè � êàê â ñàìîì ïîëå.
Íàïðèìåð, QQ, QR, RC, QQ

[√
2
]
, QQ(π). Ïóñòü K � ïîäïîëå ïîëÿ L. ßâëÿåòñÿ ëè K ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì â LL? Îïèøèòå âñå ïîäïðîñòðàíñòâà â LL.
á) Àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òàê íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñòðîê èëè ñòîëáöîâ (â îá-

ùåì, óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ) îäíîé äëèíû èëè âûñîòû íàä äàííûì ïîëåì ñ îïåðàöèÿìè ïîêîì-
ïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû (íàñëåäóåìûìè ñ òîãî ñàìîãî ïîëÿ). ßâëÿåòñÿ
ëè Kn−1 ïîäïðîñòðàíñòâîì â Kn? (Ôîðìàëüíî, íåò, íî â Kn åñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, èçîìîðôíûå
Kn−1.) À ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñòðîê (x1, . . . , xn) ∈ Kn, ÷òî x1 + . . . + xn = 0; x1 = 0; x1 6= 0;
x1 = 1; x21 = x22?

â) Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé KX èç äàííîãî ìíîæåñòâà X â äàííîå ïîëå K ñ ïîòî÷å÷íûìè
îïåðàöèÿìè. Âî ÷òî îíî ïðåâðàùàåòñÿ â ñëó÷àå êîíå÷íîãî è â ñëó÷àå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà X?
Â ñëó÷àå, íàïðèìåð, K = R = X ìîæíî ðàññìîòðåòü öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ:

RR ) {íåïðåðûâíûå ôóíêöèè} ) {äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè} ) {àíàëèòè÷íûå ôóíêöèè}.
ã) Ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ K[x] íàä ïîëåì K ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì

ôèíèòíûõ3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé KN0 , òîëüêî ýëåìåí-
òû çàïèñûâàþòñÿ íå ñòðîêàìè âèäà (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .), à ôîðìàëüíûìè âûðàæåíèÿìè âèäà
a0 +a1x+ . . .+anx

n, ãäå a0, a1, . . . , an ∈ K, x � ôîðìàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ:
ìíîãî÷ëåíû ñ íóëåâûìè ÷ëåíàìè ïðè ôèêñèðîâàííûõ ñòåïåíÿõ x, â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåíû ñòå-
ïåíè 6 n (âêëþ÷àÿ íóëåâîé ìíîãî÷ëåí); ìíîãî÷ëåíû, êðàòíûå çàäàííîìó ìíîãî÷ëåíó.

ä) Ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö Mm×n(K) íàä ïîëåì K ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì Kmn, òîëüêî ýëåìåíòû çàïèñûâàþòñÿ íå ñòðîêàìè äëèíû mn, à òàáëèöàìè m× n
ñ ýëåìåíòàìè èç K. Îáðàçóþò ëè ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû ñ íóëÿìè íà çàäàííûõ ïîçèöèÿõ, ñ
ýëåìåíòàìè èç çàäàííîãî ïîäïîëÿ íà çàäàííûõ ïîçèöèÿõ? Ïóñòü m = n. Îáðàçóþò ëè ïîäïðî-
ñòðàíñòâà âåðõíåòðåóãîëüíûå, ñèììåòðè÷åñêèå, äèàãîíàëüíûå, ñêàëÿðíûå, âûðîæäåííûå, íåâû-
ðîæäåííûå ìàòðèöû?

å) Òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ íàä ïîëåì R. Ïðè ââåäåíèè êî-
îðäèíàò ñòàíîâèòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì R3. ßâëÿþòñÿ ëè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðÿìàÿ,
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàííóþ òî÷êó?

æ) Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä äàííûì
ïîëåì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê Kn, ãäå n � ÷èñëî íåèçâåñò-
íûõ ñèñòåìû. Îäíîðîäíîñòü ñèñòåìû âàæíà4! Ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïîëó÷àòü, åñëè äîáàâëÿòü
îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ñèñòåìó.

2Òî÷íåå èõ îãðàíè÷åíèé.
3Òî åñòü òàêèõ, â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
4Îõ, êàê âàæíà!



Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ.
Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {v1, . . . , vn} ⊆ V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé íàä K, åñëè ñóùå-

ñòâóþò ñêàëÿðû k1, . . . , kn ∈ K, íå âñå ðàâíûå 0, äëÿ êîòîðûõ k1v1 + . . . + knvn = 0. Áåñêîíå÷íàÿ
ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè îíà ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ëèíåéíî çàâèñè-
ìóþ ïîäñèñòåìó. Ñèñòåìà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

3. Îñíîâíàÿ ëåììà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Ïóñòü êàæäûé èç âåêòîðîâ v1, . . . , vm âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû u1, . . . , un, ïðè÷¼ì m > n. Òîãäà âåêòîðû v1, . . . , vm ëèíåéíî çàâèñèìû5.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû M ⊆ V âåêòîðîâ � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî â V , ïîðîæä¼ííîå ýòèìè
âåêòîðàìè: 〈M〉 :=

{∑n
i=1 kivi |n ∈ N, k1, . . . , kn ∈ K, v1, . . . , vn ∈M

}
.

Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ åãî áàçèñîì.

Òåîðåìà. Ëþáûå äâà áàçèñà â ëþáîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

4. Äîêàæèòå òåîðåìó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî èìååò êîíå÷íûé áàçèñ6. Òåîðåìà
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü dimK V ïðîñòðàíñòâà KV êàê ìîùíîñòü íåêîòîðîãî åãî áàçèñà,
à òàêæå ðàíã rkM ñèñòåìû M âåêòîðîâ êàê ðàçìåðíîñòü å¼ ëèíåéíîé îáîëî÷êè: rkM := dim〈M〉.

5. Ïóñòü dimV = n. Äîêàæèòå, ÷òî: à) âñÿêàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â V
ñîäåðæèò 6 n ýëåìåíòîâ, è åñëè < n, òî ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî áàçèñà V ;

á) âñÿêàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ â V ñîäåðæèò > n ýëåìåíòîâ è åñëè > n, òî ìîæåò áûòü
îãðàíè÷åíà äî áàçèñà V ;

â) åñëè U � ïîäïðîñòðàíñòâî â V , òî dimU 6 n, ïðè÷¼ì dimU = n⇐⇒ U = V .

6. Ïóñòü äàíà êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ (v1, . . . , vn) â V . Äîêàæèòå, ÷òî â íåé
ìîæíî âûáðàòü áàçèñ (u1, . . . , uk) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

1) u1 � ýòî ïåðâûé íåíóëåâîé âåêòîð ñðåäè v1, . . . , vn;
2) åñëè u1 = vi1 , . . . , um = vim óæå âûáðàíû, òî â êà÷åñòâå um+1 áåð¼ì ïåðâûé âåêòîð ïîñëå vim ,

ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ñî âñåìè u1, . . . , um; åñëè òàêîãî íåò, òî çàêàí÷èâàåì ïðîöåññ.

Ðåø¼òêà ïîäïðîñòðàíñòâ.
Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ U1, U2 ⊆ V îïðåäåëåíû èõ ïåðåñå÷åíèå U1 ∩ U2 è ñóììà

U1+U2 := {u1+u2 | u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè â V (î÷åâèäíî).

7. à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ íå äèñòðèáóòèâíî
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, òî åñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî ðàâåíñòâî (U1 +U2)∩V = U1∩V +U2∩V .

á) Çàêîí ìîäóëÿðíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî èç ïóíêòà à) âåðíî ïðè óñëîâèè U1 ⊆ V .

8. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâà U1, U2 ⊆ V ðàâíîñèëüíû:
(1) U1 ∩ U2 = {0};
(2) êàæäûé âåêòîð èç U1 + U2 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå u1 + u2, ãäå u1 ∈ U1, u2 ∈ U2;
(3) íåêîòîðûé âåêòîð èç U1 +U2 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå u1 +u2, ãäå u1 ∈ U1, u2 ∈ U2;
(4) åñëè ñèñòåìû M1 ⊆ U1 è M2 ⊆ U2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî òàêîâà æå è ñèñòåìà M1 ∪M2;
(5) åñëèM1 � áàçèñ â U1 èM2 � áàçèñ â U2, òîM1∪M2 � áàçèñ â U1 +U2,

à åñëè ïðîñòðàíñòâà U1 è U2 êîíå÷íîìåðíû, òî óñëîâèÿ (1)�(5) ðàâíîñèëüíû òàêæå ñëåäóþùåìó:
(6) dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2.
Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ñóììà U1 + U2 íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé è îáîçíà÷àåòñÿ U1 ⊕ U2.

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U â V ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå äîïîëíåíèå, òî åñòü
òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ′ ⊆ V , ÷òî U ⊕ U ′ = V . Îäíîçíà÷íî ëè îïðåäåëåíî U ′?

10. Äîêàæèòå, ÷òî dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2).
Ïîíÿòèå ïðÿìîé ñóììû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå7 ÷èñëî ïîäïðîñòðàíñòâ U1, . . . , Un

ñ ïîìîùüþ àíàëîãà óñëîâèÿ (2) çàäà÷è 8.

11. Îáîáùèòå óñëîâèÿ (1)�(6) çàäà÷è 8, ñîõðàíèâ èõ ðàâíîñèëüíîñòü, íà ñëó÷àé n ñëàãàåìûõ.

12. Îáîáùèòå ðåçóëüòàò çàäà÷è 10 íà ñëó÷àé à) òð¼õ; á)∗ n ñëàãàåìûõ.

5Åñëè ½ìíîãî� âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ½ìàëî�, òî ½ìíîãî� ëèíåéíî çàâèñèìû.
6Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ëåììà Öîðíà, ðàâíîñèëüíàÿ àêñèîìå âûáîðà èç òåîðèè ìíîæåñòâ.
7È áåñêîíå÷íîå, òîëüêî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ïðåäñòàâëåíèè êàæäîãî âåêòîðà êîíå÷íî.



Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü: ñòàíäàðòíûå çàäà÷è

0. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîëáöû ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû, ñîäåðæàùèå ëèäåðû ñòðîê, îáðàçóþò áàçèñ
â ñèñòåìå ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû.

Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . , vm ∈ Kn çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Çàïèøåì èõ ïî ñòîëáöàì ìàòðè-
öû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç A:

v1 =

a11...
an1

, . . . , vm =

a1m...
anm

, A =

a11 . . . a1m
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anm


1. ßâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé?
Ëèíåéíàÿ íåçàâècèìîñòü âåêòîðîâ v1, . . . , vm îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ k1, . . . , km ∈ K ðàâåíñòâî

k1v1 + . . .+ kmvm = 0⇐⇒


k1a11 + . . .+ kma1m = 0

. . .

k1an1 + . . .+ kmanm = 0

⇐⇒

a11 . . . a1m
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anm


k1

...
km

 =

0
...
0


âûïîëíåíî òîëüêî ïðè k1 = . . . = km = 0, òî åñòü ñèñòåìà AX = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå
X = (k1, . . . , km)t.

2. à) Âûðàæàåòñÿ ëè äàííûé âåêòîð ÷åðåç äàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ?

w = (b1, . . . , bn)t ∈ 〈v1, . . . , vm〉 ⇐⇒ ∃k1, . . . , km ∈ K : w = k1v1 + . . .+ kmvm ⇐⇒

⇐⇒ ∃

k1
...
km

 ∈ Km

a11 . . . a1m
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anm


k1

...
km

 =

b1...
bn

,
òî åñòü âîïðîñ ðàâíîñèëåí ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ñ ðàøèðåííîé ìàòðèöåé (A|w).

á) È åñëè âûðàæàåòñÿ, òî êàê? Ïðèâîäèì ìàòðèöó (A|w) ê ãëàâíîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó
(A′|w′) è âîçüì¼ì ñòîëáöû ñ ëèäåðàìè. Âûðàæåíèå âåêòîðà w′ ÷åðåç ýòè ñòîëáöû, åñëè îíî ñó-
ùåñòâóåò, ïîëó÷èòü ëåãêî (çàäà÷à 0). Âåêòîð w âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû ñ òåìè æå íîìåðàìè
ìàòðèöû A, ïðè÷¼ì ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè, ïîñêîëüêó

ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöû
ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó å¼ ñòîëáöàìè íå ìåíÿþòñÿ!

Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå â ðàìêå!

3. Êàê íàéòè áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè äàííûõ âåêòîðîâ?
Ïðèâîäèì ìàòðèöó A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó A′. Â ñèñòåìå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A′ áàçèñ îáðàçó-

þò ñòîëáöû, ñîäåðæàùèå ëèäåðû ñòðîê, à â ñèñòåìå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A � ñòîëáöû ñ òåìè æå
íîìåðàìè. Îáîñíîâàíèå � êàê â 2á).

4. Êàê çàäàòü ïîäïðîñòðàíñòâî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé?
Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé êîòîðîé

ñîâïàäàåò ñ 〈v1, . . . , vm〉. Â èñêîìóþ ñèñòåìó ìîæåò âîéòè óðàâíåíèå p1x1 + p2x2 + . . . + pnxn = 0
â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà åìó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ v1, . . . , vm, òî åñòü êîãäà

p1a11 + p2a21 + . . .+ pnan1 = 0

. . .

p1a1m + p2a2m + . . .+ pnanm = 0

⇐⇒ At

p1...
pn

 =

0
...
0

 .

Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî íàéòè ÔÑÐ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé At (êîîðäèíàòû çàäàííûõ âåêòîðîâ
çàïèñûâàåì ïî ñòðîêàì), è êàæäîå ðåøåíèå èç ÔÑÐ çàïèñàòü êàê íàáîð êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.



5. Êàê íàéòè áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê äàííûõ âåêòîðîâ?
I ñïîñîá. Ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó ê äâóì ðåø¼ííûì: 1) çàäàòü êàæäóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ëè-

íåéíîé ñèñòåìîé; 2) îáúåäèíèòü ïîëó÷åííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé â îäíó è ðåøèòü å¼.
II ñïîñîá.ÏóñòüB � (n×l)-ìàòðèöà, ïî ñòîëáöàì êîòîðîé ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðîâ w1, . . . , wl.

Òðåáóåòñÿ íàéòè áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ òàêèõ z = (b1, . . . , bn)t ∈ Kn, ÷òî

z ∈ 〈v1, . . . , vm〉 ∩ 〈w1, . . . , wl〉 ⇐⇒

⇐⇒ ∃α1, . . . , αm, β1, . . . , βl ∈ K : z = α1v1 + . . .+ αmvm = β1w1 + . . .+ βlwl ⇐⇒

⇐⇒ ∃


α1

·
αm
β1
·
βl

 ∈ K
m+l



(A| −B)︸ ︷︷ ︸
n×(m+l)


α1

·
αm
β1
·
βl

 =

0
...
0

 ∈ Kn (1)

A

α1

·
αm

 =

b1·
bn

 . (2)

Íàéä¼ì ÔÑÐ ñèñòåìû (1) � êîíå÷íîå ÷èñëî ñòîëáöîâ âûñîòûm+l. Âîçüì¼ì ó êàæäîãî ñòîëáöà
åãî ïåðâûå m êîîðäèíàò (çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ α1, . . . , αm) è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå m-ñòîëáöû
â (2). Ïîëó÷åííûå â ïðàâîé ÷àñòè (2) n-ñòîëáöû ïîðîæäàþò 〈v1, . . . , vm〉 ∩ 〈w1, . . . , wl〉, íî ìîãóò
áûòü ëèíåéíî çàâèñèìûìè, òàê ÷òî îñòà¼òñÿ âûáðàòü èç íèõ áàçèñ (çàäà÷à 3).

6. Êàê íàéòè áàçèñ ñóììû ëèíåéíûõ îáîëî÷åê, ñîãëàñîâàííûé ñ èõ ïåðåñå÷åíèåì
è ñ êàæäîé èç íèõ?

Äâà ïîäïðîñòðàíñòâà U1 è U2 â Kn çàäàíû ïîðîæäàþùèìè. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé áàçèñ
{u1, . . . , uk, v1, . . . , vp, w1, . . . , wq} â U1 +U2, ÷òî {u1, . . . , uk} � áàçèñ â U1∩U2. {u1, . . . , uk, v1, . . . , vp}
� áàçèñ â U1 è {u1, . . . , uk, w1, . . . , wq} � áàçèñ â U2.

Çàïèøåì äàííûå ïîðîæäàþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà U1 ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A, à ïîðîæäàþùèå
ïîäïðîñòðàíñòâà U2 � ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû B. Ñíà÷àëà, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, íàéä¼ì áàçèñ
â U1 ∩ U2; çàïèøåì íàéäåííûå âåêòîðû ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû C. Ïðèâåä¼ì ìàòðèöó (C|A|B) ê
ñòóïåí÷àòîìó âèäó, ïîñëå ÷åãî ñòàíåò ÿñíî, êàêèå ñòîëáöû ìàòðèöû A è êàêèå ñòîëáöû ìàòðèöû
B äîïîëíÿþò ñòîëáöû ìàòðèöû C ñîîòâåòñòâåííî äî áàçèñà ñèñòåìû ñòîëáöîâ ìàòðèöû (C|A)
(áàçèñ â U1) è ìàòðèöû (C|B) (áàçèñ â U2).

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà (e1, . . . , en) ê íîâîìó (e′1, . . . , e
′
n) � ýòî (n×n)-ìàòðèöà,

ïî ñòîëáöàì êîòîðîé çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà â ñòàðîì áàçèñå:
e′1 = c11e1 + c21e2 + . . .+ cn1en

e′2 = c12e1 + c22e2 + . . .+ cn2en

. . .

e′n = c1ne1 + c2ne2 + . . .+ cnnen

⇐⇒ (e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)C, ãäå C =


c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
...

...
. . .

...
cn1 cn2 . . . cnn

.
7. Êàê íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà, çíàÿ îáà áàçèñà?
Äàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ äâóõ áàçèñîâ e1, . . . , en è e

′
1, . . . , e

′
n â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàí-

ñòâà Kn. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó.
Åñëè ïåðâûé áàçèñ ñòàíäàðòíûé, òî ìàòðèöåé ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà êîîðäèíàò âåêòîðîâ-

ñòîëáöîâ âòîðîãî áàçèñà. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ýòîìó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïèøåì êîîðäè-
íàòû âåêòîðîâ ïåðâîãî áàçèñà ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A, à âòîðîãî � ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû B ðÿäîì
ñ A. Ïîëó÷èì (n× 2n)-ìàòðèöó (A|B), êîòîðóþ ïðèâåä¼ì ê ãëàâíîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Òàê êàê
ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, òî ìû ïîëó÷èì íà å¼ ìåñòå åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E: (A|B)  (E|C).
Òîãäà ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Îáîñíîâàíèå: ñòîëáöû ìàòðèöû C âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû E òî÷íî òàê æå, êàê
ñòîëáöû ìàòðèöû B ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû A (ñì. âûøå òåêñò â ðàìî÷êå), òî åñòü ñ ïîìîùüþ
èñêîìîé ìàòðèöû ïåðåõîäà.



Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö êàê ìàòðèöà
êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

Ïðèìåð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rϕ ïîâîðîò ïëîñêîñòè R2 íà óãîë ϕ ∈ R. Òîãäà Rϕ : R2 → R2 �
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå â ñòàíäàðòíîì áàçèñå (1, 0)t, (0, 1)t ïëîñêîñòè R2 çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé

Rϕ =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, òàê êàê Rϕ

(
1
0

)
=

(
cosϕ
sinϕ

)
, Rϕ

(
0
1

)
=

(
− sinϕ

cosϕ

)
.

ßñíî, ÷òî RαRβ = Rα+β. Ïåðåìíîæèì ìàòðèöû Rα è Rβ ïî îïðåäåëåíèþ:(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
cos β − sin β
sin β cos β

)
=

(
cosα cos β − sinα sin β cosα(− sin β)− sinα cos β
sinα cos β + cosα sin β sinα(− sin β) + cosα cos β

)
=

=

(
cos(α + β) − sin(α + β)
sin(α + β) cos(α + β)

)
� ìàòðèöà ïîâîðîòà íà óãîë α + β.

Ïî÷òè îáùèé1 ñëó÷àé. Ïóñòü K � ïîëå. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ A : K3 → K2

è B : K2 → K4 ñ ìàòðèöàìè A = (ajk) ∈ M2×3(K) è B = (bij) ∈ M4×2(K) ñîîòâåòñòâåííî:

A :

x1x2
x3

 7→ (
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)x1x2
x3

 :=

(
a11x1 + a12x2 + a13x3
a21x1 + a22x2 + a23x3

)
è B :

(
y1
y2

)
7→


b11y1 + b12y2
b21y1 + b22y2
b31y1 + b32y2
b41y1 + b42y2

 .

Òîãäà èõ êîìïîçèöèÿ BA : K3 → K4 èìååò âèä

x1x2
x3

 7→

b11(a11x1 + a12x2 + a13x3) + b12(a21x1 + a22x2 + a23x3)
b21(a11x1 + a12x2 + a13x3) + b22(a21x1 + a22x2 + a23x3)
b31(a11x1 + a12x2 + a13x3) + b32(a21x1 + a22x2 + a23x3)
b41(a11x1 + a12x2 + a13x3) + b42(a21x1 + a22x2 + a23x3)

 =

=


b11a11 + b12a21 b11a12 + b12a22 b11a13 + b12a23
b21a11 + b22a21 b21a12 + b22a22 b21a13 + b22a23
b31a11 + b32a21 b31a12 + b32a22 b31a13 + b32a23
b41a11 + b42a21 b41a12 + b42a22 b41a13 + b42a23


x1x2
x3

 =: C

x1x2
x3

 .

Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà C = (cik) ∈ M4×3(K), ãäå cik = bi1a1k + bi2a2k (i = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, 3),
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîìïîçèöèè BA : K3 → K4 è íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì BA ìàòðèö B è A:


b11 b12
b21 b22
b31 b32
b41 b42

(a11 a12 a13
a21 a22 a23

)
=


b11a11 + b12a21 b11a12 + b12a22 b11a13 + b12a23
b21a11 + b22a21 b21a12 + b22a22 b21a13 + b22a23
b31a11 + b32a21 b31a12 + b32a22 b31a13 + b32a23
b41a11 + b42a21 b41a12 + b42a22 b41a13 + b42a23

 (∗)

Äëÿ ìàòðèöû X ∈ Mm×n(K) îáîçíà÷èì ÷åðåç X1, . . . , Xm å¼ ñòðîêè, à ÷åðåç X̂1, . . . , X̂n � å¼

ñòîëáöû. Òîãäà X =

X1

. . .
Xm

 =
(
X̂1 . . . X̂n

)
. Ðàñïèøåì (∗) ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì:

Ci = bi1A1 + bi2A2 ïðè i = 1, 2, 3, 4; Ĉk = B̂1a1k + B̂2a2k ïðè k = 1, 2, 3.

1Îáùèì îí áóäåò, åñëè âìåñòî ÷èñåë 3, 2, 4 âçÿòü, ê ïðèìåðó, m,n, k.



Îáðàòíàÿ ìàòðèöà
Ìàòðèöû A,B ∈ Mn(K) íàä ïîëåì K, äëÿ êîòîðûõ AB = E = BA, íàçûâàþòñÿ âçàèìíî

îáðàòíûìè.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè AB = BA = E = AC = CA, òî B = C. Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè
îáîçíà÷åíèå A−1 äëÿ ìàòðèöû, îáðàòíîé ê A.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöû A−1 è B−1 ñóùåñòâóþò, òî (A−1)−1 = A, (AB)−1 = B−1A−1 è
(At)−1 = (A−1)t.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ìàòðèöó A ∈ Mn(K) ðàâíîñèëüíû:
(1) ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A−1;
(2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà B ∈ Mn(K), ÷òî AB = E;
(2)′ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà B ∈ Mn(K), ÷òî BA = E;
(3) ðàâåíñòâî AC = 0 äëÿ C ∈ Mn(K) âîçìîæíî ëèøü ïðè C = 0;
(3)′ ðàâåíñòâî CA = 0 äëÿ C ∈ Mn(K) âîçìîæíî ëèøü ïðè C = 0;
(4) îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = 0, ãäå X ∈ Mn×1(K), îïðåäåëåíà;
(5) ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = B, ãäå X,B ∈ Mn×1(K), îïðåäåëåíà;
(6) ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X ∈ Mn×m(K) äëÿ ëþáîé

ìàòðèöû B ∈ Mn×m(K);
(7) ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû;
(7)′ ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû;
(8) rkA = n;
(9) |A| 6= 0.

Äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå Mn(K) � â òî÷íîñòè íåîáðàòèìûå ìàòðèöû
� â òî÷íîñòè ìàòðèöû ñ íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, ìàòðèöà B êàê èç
óñëîâèÿ (2), òàê è èç óñëîâèÿ (2)′ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê A è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìó-

ëå A−1 =
1

|A|
(Aji)ij, ãäå Aji � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij ìàòðèöû A = (aij)ij.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àè1 n = 2 è n = 3:

(
a b
c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
,

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

−1= 1

|A|



∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣

 .

3. Ïóñòü A,B,C ∈ Mn(K) è ABC = E. Êàêèå èç ðàâåíñòâ: ACB = E, BAC = E, BCA = E,
CAB = E, CBA = 0 îòñþäà ñëåäóþò?

4. Ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ðàññìîòðèì òðè òèïà ìàòðèö èç Mn(K):
(1) E + cEij, c ∈ K, i 6= j; (2) E − Eii − Ejj + Eij + Eji, i 6= j; (3) E + (c− 1)Eii, c ∈ K.

à) Äîìíîæüòå ìàòðèöó A ∈ Mn×k(K) ñïðàâà íà êàæäóþ èç äàííûõ ìàòðèö.
á) Íàéäèòå ìàòðèöû, îáðàòíûå ê äàííûì ìàòðèöàì.

5. Ïóñòü A ∈ Mn(K). Ïðèâåä¼ì (n × 2n)-ìàòðèöó (A | E) ê ãëàâíîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê: (A | E)  (X | B). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X = E, òî
B = A−1, à åñëè X 6= E, òî ìàòðèöà A íå èìååò îáðàòíîé.

6. Îáîáùèòå ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è íà ñëó÷àé ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âèäà AX = B
(ñì. óñëîâèå (6) çàäà÷è 1).

1Ñëó÷àé n = 2 ñòîèò âûó÷èòü.



Ìàòðè÷íàÿ òåõíèêà
Áóêâàìè A,B,C, . . . ïî óìîë÷àíèþ îáîçíà÷åíû ìàòðèöû íàä ôèêñèðîâàííûì ïîëåì K, ïðè÷¼ì

â çàïèñÿõ âèäà A+B,AB ðàçìåðû ìàòðèö ñîãëàñîâàíû. Åñëè ïîðÿäîê ìàòðèöû íå óêàçàí, òî îí
ëèáî íå âàæåí, ëèáî ÿñåí èç êîíòåêñòà. Äàëåå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

diag(d1, . . . , dn) :=

d1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . dn

 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â ÷àñòíîñòè,

E = diag(1, . . . , 1) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è λE = diag(λ, . . . , λ) � ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà;

Eij � ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà (íà (ij)-ì ìåñòå ñòîèò åäèíèöà, íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè);

Jλ :=



λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ


� æîðäàíîâà êëåòêà ñ ýëåìåíòîì λ ∈ K íà äèàãîíàëè

(íàä äèàãîíàëüþ � åäèíèöû, îñòàëüíûå ýëåìåíòû � íóëè;

N := J0 � ñòàíäàðòíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà.

1. Ïóñòü C = BA. Äîêàæèòå, ÷òî à) ñòðîêè (ñòîëáöû) ìàòðèöû C ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ñòðîêè ìàòðèöû A (ñòîëáöû ìàòðèöû B); á) âñÿêîìó ëèíåéíîìó ñîîòíîøåíèþ ìåæäó ñòðîêàìè
ìàòðèöû B (ñòîëáöàìè ìàòðèöû A) óäîâëåòâîðÿþò ñòðîêè (ñòîëáöû) ìàòðèöû C, â ÷àñòíîñòè,
åñëè êàêèå-òî ñòðîêè ìàòðèöû B ëèíåéíî çàâèñèìû (íóëåâûå), òî òàêîâû æå ñòðîêè ñ òåìè æå
íîìåðàìè ó ìàòðèöû C.

2. Âû÷èñëèòå: à) diag(d1, . . . , dm)A è B diag(d1, . . . , dn); á) NA è BN ; â) EijA è BEij.

EijEkl = δjkEil =

{
Eil ïðè j = k,

0 ïðè j 6= k,
ãäå δjk =

{
1 ïðè j = k,

0 ïðè j 6= k
� ñèìâîë Êðîíåêåðà.

3. Öåíòð êîëüöà êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì. Íàéäèòå âñå êâàäðàòíûå ìàòðèöû,
êîììóòèðóþùèå ñî âñåìè êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè òîãî æå ïîðÿäêà.

Óêàçàíèå. Äëÿ êîììóòèðîâàíèÿ ñî âñåìè ìàòðèöàìè äîñòàòî÷íî êîììóòèðîâàòü ñ ìàòðè÷íûìè
åäèíèöàìè.

4. Âû÷èñëèòå à)
(
x y

)(a b
c d

)(
x
y

)
; á)

(
x1 . . . xn

)a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann


y1
. . .
yn

.
5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Mn(K) è ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ∈ K[x]

ìàòðèöû f(A) è g(A) êîììóòèðóþò.

6.

7. à) Îïèøèòå ìàòðèöû, êîììóòèðóþùèå ñ ìàòðèöåé N è ñ æîðäàíîâîé êëåòêîé.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ñ æîðäàíîâîé êëåòêîé Jλ êîììóòèðóþò â òî÷íîñòè ìàòðèöû âèäà f(Jλ), ãäå

f(x) ∈ K[x].

8. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë ñïðàâåäëèâû â êîëüöå Mn(K):

à) (A+B)n =
∑n

k=0
Ck
nA

kBn−k; á) An −Bn = (A−B)
∑n−1

k=0
AkBn−1−k;

à)′ (A+ E)n =
∑n

k=0
Ck
nA

k; á)′ An − E = (A− E)
∑n−1

k=0
Ak ?

9. Âû÷èñëèòå âñå ñòåïåíè á) æîðäàíîâîé êëåòêè Jλ è, â ÷àñòíîñòè, à) ìàòðèöû N = J0.



10. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è. Âû÷èñëèòå âñå ñòåïåíè ìàòðèöû

(
0 1
1 1

)
.

Áëî÷íàÿ òåõíèêà

11. Ïóñòü A ∈ Mm×n(K) è B ∈ Mn×k(K), òîãäà îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå AB. Ðàçîáü¼ì ìàò-
ðèöû A è B íà áëîêè.



Ðàíã ìàòðèöû
Âñå ìàòðèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì K.
Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ñëåäóþùèå ÷èñëà ðàâíû:
(1) ðàíã ñèñòåìû ñòðîê;
(2) ðàíã ñèñòåìû ñòîëáöîâ;
(3) ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê â ñòóïåí÷àòîì âèäå;
(4) íàèáîëüøèé ïîðÿäîê íåíóëåâîãî ìèíîðà.
Ýòî îáùåå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ rkA.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò èç ðåøåíèÿ çàäà÷ 1, 2, 8a).

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàòðèöû, èìåþùåé ñòóïåí÷àòûé âèä, íåíóëåâûå ñòðîêè îáðàçóþò áàçèñ
ñèñòåìû å¼ ñòðîê, à ñòîëáöû, ñîäåðæàùèå ëèäåðû ñòðîê, îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû å¼ ñòîáöîâ.

Â ñòóïåí÷àòûõ ìàòðèöàõ ÷èñëî ëèäåðîâ ñòðîê ðàâíî
êàê ðàíãó ñèñòåìû ñòðîê, òàê è ðàíãó ñèñòåìû ñòîëáöîâ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöû:
à) ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó å¼ ñòîëáöàìè íå ìåíÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðàíã ñèñòåìû ñòîëá-

öîâ íå ìåíÿåòñÿ;
á) ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå å¼ ñòðîêàìè, íå ìåíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðàíã ñèñòåìû ñòðîê íå

ìåíÿåòñÿ.

3. Ïóñòü A è B � ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà. Äîêàæèòå, ÷òî rk(A+B) 6 rkA+ rkB.

4. Ïóñòü A è B � ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòðîê. Äîêàæèòå, ÷òî rk(A|B) 6 rkA+ rkB.

5. Äîêàæèòå, ÷òî rkA = r â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è

ñòîëáöîâ ìàòðèöó A ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(
Er 0
0 0

)
, ãäå Er � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r.

6. Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = B, ãäå
A ∈ Mm×n(K), X ∈ Mn×1(K), B ∈ Mm×1(K). Äîêàæèòå, ÷òî

à) ñèñòåìà AX = B ñîâìåñòíà ⇐⇒ rk(A|B) = rk(A);
á) ñèñòåìà AX = B îïðåäåëåíà ⇐⇒ rk(A|B) = rk(A) = n.

7. Åäèíñòâåííîñòü ãëàâíîãî ñòóïåí÷àòîãî âèäà ìàòðèöû. Ïóñòü ìàòðèöà A ïðèâåäåíà
äâóìÿ ñïîñîáàìè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó: A B è A C. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) ëèäåðû ñòðîê â ìàòðèöàõ B è C ñòîÿò â ñòîëáöàõ ñ îäíèìè è òåìè æå íîìåðàìè;
á) åñëè îáå ìàòðèöû B è C èìåþò ãëàâíûé ñòóïåí÷àòûé âèä, òî B = C.

8. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
à) Íàèáîëüøèé ïîðÿäîê íåíóëåâîãî ìèíîðà ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèÿõ å¼ ñòðîê, à äëÿ ñòóïåí÷àòûõ ìàòðèö ðàâåí ÷èñëó ëèäåðîâ.
á) Îêàéìëÿþùèå ìèíîðû. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò íåíóëåâîé ìèíîð ïîðÿäêà r, à ëþáîé åãî

îêàéìëÿþùèé ìèíîð (òî åñòü ìèíîð ïîðÿäêà r + 1, åãî ñîäåðæàùèé) ðàâåí íóëþ. Òîãäà rkA = r.
â) Ïóñòü rkA = r. Òîãäà ëþáîé ìèíîð ïîðÿäêà r â ïåðåñå÷åíèè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê è

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñóùåñòâåííî ëè óñëîâèå rkA = r?

9. Äîêàæèòå, ÷òî à) rkAB 6 rkA, rkB, ïðè÷¼ì á) åñëè A ∈ Mn(K) è |A| 6= 0, òî rkAB = rkB.

10. Îáÿçàòåëüíî ëè rkAB = rkBA äëÿ A,B ∈ Mn(K)?

11. Ïóñòü A ∈ Mm×n(K). Äëÿ âñÿêîãî ëè k ∈ N ìîæíî íàéòè òàêèå ìàòðèöû B ∈ Mm×k(K) è
C ∈ Mk×n(K), ÷òî A = BC? Ñì. òàêæå çàäà÷ó 7.12 èç çàäà÷íèêà ïîä ðåä. À. È. Êîñòðèêèíà.

12. Íåðàâåíñòâî Ñèëüâåñòðà. Äîêàæèòå, ÷òî rkAB > rkA + rkB − n äëÿ ëþáûõ ìàòðèö
A ∈ Mm×n(K) è B ∈ Mn×k(K).

13. Ïóñòü A ∈ Mn(K), n > 2. Êàêèì ìîæåò áûòü ðàíã ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû Â = (Aji)ij,
ñîñòàâëåííîé èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé Aji ýëåìåíòîâ aji ìàòðèöû At? (Îïèøèòå âñå ñëó÷àè.)

14. Êàê ìîæåò èçìåíèòüñÿ ðàíã ìàòðèöû, åñëè êî âñåì å¼ ýëåìåíòàì ïðèáàâèòü 1?



Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è èõ ìàòðèöû
Âñþäó K � ëþáîå ïîëå, ýëåìåíòû èç Kn äëÿ n ∈ N � ñòîëáöû âûñîòû n íàä K.
Îòîáðàæåíèå A : Kn → Km íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

A(u+ v) = Au+Av äëÿ âñåõ u, v ∈ Kn è A(ku) = kAu äëÿ âñåõ k ∈ K è u ∈ Kn.

1. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê ëèíåéíîìó áèåêòèâíîìó, òîæå ëèíåéíî.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : V → W åãî ÿäðî Kerϕ := {v ∈ V | ϕ(v) = 0}
è îáðàç Imϕ := {ϕ(v) ∈ W | v ∈ V } ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè â V èW ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå
äîêàæèòå ðàâåíñòâî dim Kerϕ+ dim Imϕ = dimV .

3. Çàôèêñèðóåì âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ V . Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

Av1,...,vn = A :

{
Kn → V

(k1, . . . , kn) 7→ k1v1 + . . .+ knvn

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, à òàêæå óñòàíîâèòå êðèòåðèè åãî èíúåêòèâíîñòè è ñþðúåêòèâíîñòè.

4. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà V è W êîíå÷íîìåðíû. Äîêàæèòå ðàâíîñèëüíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(1) ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ èíúåêöèÿ (ìîíîìîðôèçì) V → W ;
(2) ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñþðúåêöèÿ (ýïèìîðôèçì) W → V ;
(3) dimV 6 dimW .

Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : Kn → Km � ýòî (m×n)-ìàòðèöà A íàä K ñî ñòîëáöàìè
Ae1, . . . ,Aen, ãäå ei � ñòîëáåö â Kn ñ åäèíèöåé íà i-ì ìåñòå è íóëÿìè íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî à) ðàçíûì îòîáðàæåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ìàòðèöû è á) ëþáàÿ ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äàëåå ìàòðèöû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé A,B, . . . áóäåì îáîçíà÷àòü A,B, . . . ñîîòâåòñòâåííî.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé A,B : Kn → Km (îïðåäåëÿåìàÿ ïîòî÷å÷íî)
à) ëèíåéíà è á) èìååò ìàòðèöó A+B.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ (èëè ïðîèçâåäåíèå) BA := B ◦ A : Kn → K l ëèíåéíûõ îòîá-

ðàæåíèé Kn A−→ Km B−→ K l ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì è á) íàéäèòå åãî ìàòðèöó.
Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö B ∈ Ml×m(K) è A ∈ Mm×n(K) è îáîçíà÷àåòñÿ

BA. Ïðîèçâåäåíèå BA ìàòðèö B ∈ Ml×m(K) è A ∈ Mm′×n(K) â ñëó÷àå m 6= m′ íå îïðåäåëåíî.

8. Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî è äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ
(ñëåâà è ñïðàâà).

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó AX = B íàä ïîëåì K è ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : Kn → Km

ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A = (aij)ij ∈ Mm×n(K):

(∗)


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

A :


x1
x2
...
xn

 7→

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn



x1
x2
...
xn


9. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) îòîáðàæåíèå A èíúåêòèâíî ⇐⇒ ñèñòåìà (∗) îïðåäåëåíà ïðè B = 0 =⇒ n 6 m;

á) îòîáðàæåíèå A ñþðúåêòèâíî ⇐⇒ ñèñòåìà (∗) ñîâìåñòíà ïðè ëþáîì B =⇒ n > m;

â) îòîáðàæåíèå A áèåêòèâíî ⇐⇒ ñèñòåìà (∗) îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì B =⇒ n = m.

Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Åñëè n = m, òî ëèáî ñèñòåìà (∗) îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì B,
ëèáî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.



Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê (êâàäðàòíîé òîãî æå
ïîðÿäêà) ìàòðèöå A, åñëè AB = E = BA. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòèìè ðàâåíñòâàìè ìàòðèöà B
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïèøóò B = A−1.

10. Åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : Kn → Kn áèåêòèâíî, òî îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå A−1
òàêæå ëèíåéíî, ïðè÷¼ì ìàòðèöû îòîáðàæåíèé A è A−1 âçàèìíî îáðàòíû.

11. Âàðèàöèè àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = m:
á) A èíúåêòèâíî ⇐⇒ A ñþðúåêòèâíî ⇐⇒ A áèåêòèâíî ⇐⇒ ýëåìåíòû Ae1, . . . ,Aen ∈ Kn

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K;
â) BA = E ⇐⇒ AB = E ⇐⇒ B = A−1 äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ B : Kn → Kn (E = id |Kn).
à) Ñðàâíèòå óòâåðæäåíèå ïóíêòà á) ñ ïðèíöèïîì Äèðèõëå â ñëåäóþùåé ôîðìå.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : M →M êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M â ñåáÿ:
f èíúåêòèâíî ⇐⇒ f ñþðúåêòèâíî ⇐⇒ f áèåêòèâíî.

Ðàíã ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A : Kn → Km � ýòî ðàíã åãî ìàòðèöû: rkA = rkA.

12. Äîêàæèòå, ÷òî à) rkA = dim ImA; á) dim KerA+ dim ImA = n.

13. Ïóñòü A,B ∈ Mn(K). Îáÿçàòåëüíî ëè rk(AB) = rk(BA)?

14. Ïóñòü C = AB. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîìó ëèíåéíîìó ñîîòíîøåíèþ ìåæäó ñòðîêàìè ìàòðèöû
A (ñòîëáöàìè ìàòðèöû B) óäîâëåòâîðÿþò òàêæå ñòðîêè (ñòîëáöû) ìàòðèöû C. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
êàêèå-òî ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû (íóëåâûå), òî òàêîâû æå ñòðîêè ñ òåìè æå íîìåðàìè
ó ìàòðèöû C.

Â çàäà÷àõ 15�17 ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïåðåõîä îò ìàòðèö ê ëèíåéíûì îòîáðàæåíèÿì.

15. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A ∈ Matm×n(K) è B ∈ Matn×k(K) âåðíû óòâåðæäåíèÿ:
à) rkAB 6 min{rkA, rkB};
á) åñëè n = k = rkB, òî rkAB = rkA;
â) rkA+ rkB 6 n+ rkAB.

16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B,C ∈ Matn×n(K) âåðíû óòâåðæäåíèÿ:
à) åñëè ABC = 0, òî rkA+ rkB + rkC 6 2n;
á) åñëè A2 = A, òî rkA+ rk(E − A) = n;
â) åñëè A2 = A è AB = 0 = BA, òî rkAB = rkA+ rkB.

17∗. Ðåãóëÿðíîñòü êîëüöà ìàòðèö íàä ïîëåì. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå AXA = A ðàçðå-
øèìî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàä ïîëåì.

Êîëüöà, â êîòîðûõ ðàçðåøèìî óðàâíåíèå axa = a äëÿ ëþáîãî a, íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ïî
ôîí Íåéìàíó (èëè ïðîñòî ðåãóëÿðíûìè). Íàïðèìåð, ëþáîå òåëî ðåãóëÿðíî. Óòâåðæäåíèå çàäà-
÷è 17 óñèëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Êîëüöî ìàòðèö íàä ðåãóëÿðíûì êîëüöîì ðåãóëÿðíî.

Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è 17 ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö
íàä ïîëåì.

18∗. Ïóñòü A,B : Kn → Kn � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. ßñíî, ÷òî rk(BA) 6 rkA. Äîêàæèòå, ÷òî

rkA− rk(BA) = dim(ImA ∩KerB).

19∗. Íåðàâåíñòâî Ôðîáåíèóñà. Ïóñòü A,B, C : Kn → Kn � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêà-
æèòå, ÷òî

rk(BA) + rk(AC) 6 rkA+ BAC.



Ê âîïðîñàì êîëëîêâèóìà ïî àëãåáðå
1. ×òî òàêîå (áèíàðíàÿ) îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå? Ïðèìåðû íåàññîöèàòèâíûõ îïåðàöèé. Âåê-

òîðíîå ïðîèçâåäåíèå × : R3 → R3 àññîöèàòèâíî?
3. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y : à) f îáðàòèìî ⇐⇒ f � áèåêöèÿ;
á) f � îáðàòèìî ñïðàâà ⇐⇒ ?; â) f � îáðàòèìî ñëåâà ⇐⇒ ?
ã) Ïðèìåðû îòîáðàæåíèé, îáðàòèìûõ ñëåâà, íî íå ñïðàâà, è íàîáîðîò (ñì. x 7→ x2,

√
x è äð.).

ä) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : Kn → Kn îáðàòèìîñòü ðàâíîñèëüíà êàê
îáðàòèìîñòè ñëåâà, òàê è îáðàòèìîñòè ñïðàâà.

4. à) Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû ½ê êàæäîìó óðàâíåíèþ ïðèáàâèì âñå îñòàëüíûå� ñâîäèòñÿ ëè ê
ïðèìåíåíèþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 1-ãî, 2-ãî, 3-ãî òèïîâ?

á) Ïðè êàêèõ α, β, γ, δ ∈ K ñèñòåìû

{
αX + βY = 0

γX + δY = 0
è

{
X = 0

Y = 0
ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó ýëåìåí-

òàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè?
5. à) Âûïèøèòå ìàòðèöû, ½îòâå÷àþùèå� çà ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê.
á) Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêóþ íåâûðîæäåííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê òðåóãîëü-

íîìó âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè 1-ãî òèïà (ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå äðóãîé ñ
êîýôôèöèåíòîì)?

â) Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè 1-ãî òèïà?

6. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àëüòåðíàòèâó Ôðåäãîëüìà äëÿ êâàäðàòíîé ñèñòåìû.
7. Óòâåðæäåíèå ýòîãî áèëåòà ïðèìåíÿåòñÿ â êëþ÷åâîé ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè,

íåîáõîäèìîé, ê ïðèìåðó äëÿ îïðåäåëåíèÿ áàçèñà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàíãà ñèñòåìû âåê-
òîðîâ.

9. à) Ïóñòü X0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû AX = B. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé
ñèñòåìû åñòü {X0 + Y | AY = 0}. Êðàòêî: ÎÐÍ=×ÐÍ+ÎÐÎ (Îáùåå Ðåøåíèå Íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû = ×àñòíîå Ðåøåíèå Íåîäíîðîäíîé + Îáùåå Ðåøåíèå Îäíîðîäíîé).

á) Åñëè X1, X2 � ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû AX = B, òî X1 − X2 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé
ñèñòåìû AX = 0.

â) Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû AX = B îáðàçóåò ïîäïðîñòàíñòâî (â ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ
çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ) ⇐⇒ B = 0 (íóëåâîé ñòîëáåö).

10. à) ×¼òíîñòü öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ åãî äëèíîé (ïî÷åìó è êàê?). ×¼òíîñòü ïîäñòàíîâêè îïðå-
äåëÿåòñÿ å¼ öèêëîâûì ñòðîåíèåì.

á) Ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿåòñÿ å¼ öèêëîâûì ñòðîåíèåì.
â) Îïðåäåëèòå ÷¼òíîñòü ïîäñòàíîâêè σ : X → X, ãäå X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòî-

ðîãî íå óïîðÿäî÷åíû, íàïðèìåð, X = {�,4,♦,F,©}. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè(
� 4 ♦ F ©
♦ © F � 4

)
.

11. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ êàê ôóíêöèè ñòðîê: ïîëèëèíåéíîñòü è êîñîñèììåòðè÷-
íîñòü. Îïðåäåëèòåëü îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè è óñëîâèåì íîðìèðîâêè |E| =
= 1.

13. Êàêîå ñâîéñòâî ïîäñòàíîâîê èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà |A| = |At|?
15. à) Ãäå â êóðñå ïðèìåíÿåòñÿ ëåììà î ôàëüøèâîì ðàçëîæåíèè?
á) Ïóñòü A ∈ Mn(K), n > 2. Êàêèì ìîæåò áûòü ðàíã ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû Â = (Aji)ij,

ñîñòàâëåííîé èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé Aji ýëåìåíòîâ aji ìàòðèöû At? (Îïèøèòå âñå ñëó÷àè.)
16.Ôîðìóëû Êðàìåðà êàê îäèí èç ñïîñîáîâ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû è, âîîáùå, ðåøåíèÿ

ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé AX = B ñ |A| 6= 0.
17. Çäåñü ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.
18. à) Äîêàæèòå ðàâíîñèëüíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(1) ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ìîíîìîðôèçì) Km → Kn;
(2) ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ýïèìîðôèçì) Kn → Km;
(3) m 6 n.



á) Çàôèêñèðóåì âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ V . Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

Av1,...,vn = A :

{
Kn → V

(k1, . . . , kn) 7→ k1v1 + . . .+ knvn

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, à òàêæå óñòàíîâèòå êðèòåðèè åãî èíúåêòèâíîñòè è ñþðúåêòèâíîñòè (â òåð-
ìèíàõ v1, . . . , vn).

19. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : Kn → Kn áèåêòèâíî, òî îáðàòíîå ê íåìó
îòîáðàæåíèå A−1 òàêæå ëèíåéíî, ïðè÷¼ì ìàòðèöû îòîáðàæåíèé A è A−1 âçàèìíî îáðàòíû.

20. Íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî áèëåòà. Íî íàäî óìåòü óñòàíàâëèâàòü áèåêöèþ ìåæäó
ìàòðèöàìè m× n íàä K è ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Kn → Km.

21. Âû÷èñëèòå âñå ñòåïåíè æîðäàíîâîé êëåòêè Jλ ïîðÿäêà n (λ ∈ C) è ìàòðèöû

(
0 1
1 1

)
.

22. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣0 B
A U

∣∣∣∣ (ðàçìåðû ìàòðèö ñîãëàñîâàíû).

24. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè AB = BA = E = AC = CA äëÿ A,B,C ∈ Mn(K), òî B = C.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî ìàòðèöà At òîæå îáðàòèìà è (At)−1 = (A−1)t.

â) Âû÷èñëèòå

(
a b
c d

)
, åñëè ñóùåñòâóåò. Ñì. 3ä).

ã) Êàêîâ êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû A ∈ Mn(Z)?
26. Íàéäèòå ëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó óñëîâèÿìè:
(1) ñèñòåìà {v1, . . . , vn} ëèíåéíî çàâèñèìà;
(2) ëþáîé âåêòîð ñèñòåìû {v1, . . . , vn} ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå;
(3) õîòÿ áû îäèí âåêòîð ñèñòåìû {v1, . . . , vn} ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå;
(4) ñèñòåìà {v1, . . . , vn} ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð.
27. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ A ∈ Mn(K): |A| = 0⇐⇒ ñòðîêè (ñòîëáöû) ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñè-

ìû ⇐⇒ ∃B,C ∈ Mn(K) AB = CA = 0.
28. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñèñòåìó âåêòîðîâ M = {v1, . . . , vn} â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V

ðàâíîñèëüíû:
(1) M � áàçèñ â V ;
(2) M � ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â V (åñëè äîáàâèòü ê M åù¼

îäèí âåêòîð, ñòàíåò ëèíåéíî çàâèñèìîé);
(3) M � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ â V (åñëè âû÷åðêíóòü èç íå¼ ëþáîé âåêòîð,

ïåðåñòàíåò ïîðîæäàòü V );
(4) M � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ â V .
29. Ïóñòü M = {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vm} ⊆ V , ïðè÷¼ì v1, . . . , vk � áàçèñ M (íå V !). Êîãäà â M

íåò äðóãèõ áàçèñîâ?
30. à) Ïóñòü A ∈ Mm×n(K) è rkA = r. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé ìèíîð ïîðÿäêà r ìàòðèöû A

îòëè÷åí îò 0?
á) Äëÿ ìàòðèöû, èìåþùåé ñòóïåí÷àòûé âèä, íåíóëåâûå ñòðîêè îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû å¼

ñòðîê, à ñòîëáöû, ñîäåðæàùèå ëèäåðû ñòðîê, îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû å¼ ñòîáöîâ.
â) Ïóñòü rkA = r. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ìèíîð ïîðÿäêà r â ïåðåñå÷åíèè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñòðîê è ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ îòëè÷åí îò íóëÿ.
ã) Îêàéìëÿþùèå ìèíîðû. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò íåíóëåâîé ìèíîð ïîðÿäêà r, à ëþáîé åãî

îêàéìëÿþùèé ìèíîð (òî åñòü ìèíîð ïîðÿäêà r + 1, åãî ñîäåðæàùèé) ðàâåí íóëþ. Òîãäà rkA = r.
31. Ïóñòü C = BA. Äîêàæèòå, ÷òî à) ñòðîêè (ñòîëáöû) ìàòðèöû C ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ñòðîêè ìàòðèöû A (ñòîëáöû ìàòðèöû B); á) âñÿêîìó ëèíåéíîìó ñîîòíîøåíèþ ìåæäó ñòðîêàìè
ìàòðèöû B (ñòîëáöàìè ìàòðèöû A) óäîâëåòâîðÿþò ñòðîêè (ñòîëáöû) ìàòðèöû C, â ÷àñòíîñòè,
åñëè êàêèå-òî ñòðîêè ìàòðèöû B ëèíåéíî çàâèñèìû (íóëåâûå), òî òàêîâû æå ñòðîêè ñ òåìè æå
íîìåðàìè ó ìàòðèöû C.

â) Íåðàâåíñòâî Ñèëüâåñòðà. Äîêàæèòå, ÷òî rkAB > rkA + rkB − n äëÿ ëþáûõ ìàòðèö
A ∈ Mm×n(K) è B ∈ Mn×k(K).

ã) Îáÿçàòåëüíî ëè rkAB = rkBA äëÿ A,B ∈ Mn(K)?



ä) Ïóñòü A ∈ Mm×n(K). Äëÿ âñÿêîãî ëè k ∈ N ìîæíî íàéòè òàêèå ìàòðèöû B ∈ Mm×k(K) è
C ∈ Mk×n(K), ÷òî A = BC? Ñì. òàêæå çàäà÷ó 7.12 èç çàäà÷íèêà ïîä ðåä. À. È. Êîñòðèêèíà.

32. Äîêàæèòå è êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè, è êðèòåðèé îïðåäåë¼ííîñòè (ïðÿìîóãîëüíîé) ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ ðàíãîâ ìàòðèö.

33. Ïóñòü A ∈ Mm×n(K). Êàê ñâÿçàíû ðàíã ìàòðèöû A è ðàíã ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé A?

34. à) Âûïîëíÿþòñÿ ëè àêñèîìû ïîëÿ äëÿ ìíîæåñòâà ìàòðèö (ñ îáû÷íûìè ìàòðè÷íûìè îïå-

ðàöèÿìè) âèäà

(
a −b
b a

)
, ãäå a, b ∈ R?

á) À äëÿ ôàêòîðêîëüöà R[x]/(x2 + 1)?

35. à) Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè îòîáðàæåíèå Rα :

{
C→ C
z 7→ (cosα + i sinα)z,

ãäå α ∈ R.

á) Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îòìå÷åíû ÷èñëà 1 è z 6= 0. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è
ëèíåéêè âñå çíà÷åíèÿ 4

√
z.

â) Ñòóäåíò Í. Å. Óäà÷íûé ñôîðìóëèðîâàë ôîðìóëó Ìóàâðà òàê:

(sinϕ+ i cosϕ)n = sinnϕ+ i cosnϕ.

×òî îí ïîëó÷èò çà êîëëîêâèóì è ïðè êàêèõ n ∈ Z âåðíà åãî ôîðìóëà?
36, 37, 38. Âîçüì¼ì ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî à) ëåììû î ïîâåäåíèè ìîäóëÿ ìíîãî-

÷ëåíà; á) ëåììû Äàëàìáåðà è â) îñíîâàííîì íà íèõ äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû.
Çàìåíèì âñþäó C íà R. Íàéäèòå âñå ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè â ïîëó÷åííûõ òåêñòàõ.



I âàðèàíò

1. Â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê K5 çàäàíû äâà ïîäïðîñòðàíñòâà:

U � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
x1 − x2 + x3 − x4 = 0

x1 − x3 + x5 = 0,

V = 〈(1, 0, 1, 0, 1), (0, 2, 1, 1, 0), (1, 2, 1, 2,−1)〉.
à) Ñîñòàâüòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé V .
á) Íàéäèòå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U ∩ V .
â) Äîïîëíèòå áàçèñ, íàéäåííûé â ïóíêòå á), êàê äî áàçèñà U , òàê è äî áàçèñà V .

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3. Âû÷èñëèòå ìàòðèöó A−n, åñëè∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 0 0 . . . 0 1
0 a2 0 . . . 0 1
0 0 a3 . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . an 1
1 1 1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. A =


1 2 3 . . . 2n− 1 2n
0 1 2 . . . 2n− 2 2n− 1
0 0 1 . . . 2n− 3 2n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 2
0 0 0 . . . 0 1

 .

4. Äëÿ âñåõ α ∈ R è n ∈ N âû÷èñëèòå

(
cosα +

√
3 sinα − sinα +

√
3 cosα

sinα−
√

3 cosα cosα +
√

3 sinα

)n
.

5. Ïðî ìàòðèöó A ∈ Mn(K) è ÷èñëî k ∈ N èçâåñòíî, ÷òî rkAk+1 < rkAk. Äîêàæèòå, ÷òî
rkAk < rkAk−1 è k < n.

II âàðèàíò

1. Â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê K5 çàäàíû äâà ïîäïðîñòðàíñòâà:

U � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
x1 − x2 − x4 − x5 = 0

x2 + x3 − x5 = 0,

V = 〈(0, 1, 1, 0, 1), (2, 0, 0,−1, 1), (2, 1,−1,−2, 1)〉.

à) Ñîñòàâüòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé V .
á) Íàéäèòå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U ∩ V .
â) Äîïîëíèòå áàçèñ, íàéäåííûé â ïóíêòå á), êàê äî áàçèñà U , òàê è äî áàçèñà V .

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3. Âû÷èñëèòå ìàòðèöó B−n, åñëè∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 . . . n− 2 n− 1
1 0 1 . . . n− 3 n− 2
2 1 0 . . . n− 4 n− 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n− 2 n− 3 n− 4 . . . 0 1
n− 1 n− 2 n− 3 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. B =


1 1 1 . . . 1 1
0 1 1 . . . 1 1
0 0 1 . . . 1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 . . . 0 1

 ∈ Mn(K).

4. Äëÿ âñåõ β ∈ R è n ∈ N âû÷èñëèòå

(√
3 cos β − sin β −

√
3 sin β − cos β√

3 sin β + cos β
√

3 cos β − sin β

)n
.

5. Ïðî ìàòðèöó A ∈ Mn(K) èçâåñòíî, ÷òî ∃k ∈ N Ak = 0. Äîêàæèòå, ÷òî An = 0.



III âàðèàíò

1. Â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê K5 çàäàíû äâà ïîäïðîñòðàíñòâà:

U � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
x1 + x2 + x3 − x5 = 0

x1 − x3 + x4 = 0,

V = 〈(1, 0, 1, 1, 0), (0,−2, 1, 0, 1), (1,−2, 1,−1, 2)〉.
à) Ñîñòàâüòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé V .
á) Íàéäèòå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U ∩ V .
â) Äîïîëíèòå áàçèñ, íàéäåííûé â ïóíêòå á), êàê äî áàçèñà U , òàê è äî áàçèñà V .

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3. Âû÷èñëèòå (2n× 2n)-ìàòðèöó∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an−1 an
−x1 x2 0 . . . 0 0

0 −x2 x3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . xn−1 0
0 0 0 . . . −xn−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(
0 C
Ct 0

)−1
äëÿ C =


1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 . . . 0 1

 ∈ Mn(K).

4. Äëÿ âñåõ γ ∈ R è n ∈ N âû÷èñëèòå

(
sin γ + cos γ − sin γ + cos γ
sin γ − cos γ sin γ + cos γ

)n
.

5. Ïðî ìàòðèöó A ∈ Mn(K) èçâåñòíî, ÷òî rkAn < rkAn−1. Äîêàæèòå, ÷òî rkAk = n − k äëÿ
âñåõ k = 1, . . . , n.

IV âàðèàíò

1. Â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê K5 çàäàíû äâà ïîäïðîñòðàíñòâà:

U � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
x1 − x2 + x4 − x5 = 0

x1 + x3 − x4 = 0,

V = 〈(1, 2,−1, 1, 2), (1, 0, 1, 1, 0), (0, 2, 0, 1, 1)〉.
à) Ñîñòàâüòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé V .
á) Íàéäèòå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U ∩ V .
â) Äîïîëíèòå áàçèñ, íàéäåííûé â ïóíêòå á), êàê äî áàçèñà U , òàê è äî áàçèñà V .

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3. Âû÷èñëèòå (2n× 2n)-ìàòðèöó∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n− 2 n− 1 n . . . n n n
n− 1 n n . . . n n n
n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(
0 Dt

D 0

)−1
äëÿ D =


1 0 . . . 0 0
1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 1 0
1 1 . . . 1 1

 ∈ Mn(K).

4. Äëÿ âñåõ δ ∈ R è n ∈ N âû÷èñëèòå

(
sin δ − cos δ sin δ + cos δ
− sin δ − cos δ sin δ − cos δ

)n
.

5. Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Mn(K) ïî òåîðåìå î ðàíãå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ñïðàâåäëèâà áåñêîíå÷íàÿ
öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

rkA > rkA2 > rkA3 > . . . .

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ìîæåò áûòü â ýòîé öåïî÷êå?



Îòâåòû

I.1. à)

{
x1 + x2 − x3 − x4 = 0

x1 + x2 − 2x3 + x5 = 0.

á) (1, 1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 0, 1).

â) Äî U : (0, 0, 1, 1, 1); äî V : (1, 0, 1, 0, 1).

II.1. à)

{
x1 + x2 − x3 + 2x4 = 0

x1 + x2 + x3 − 2x5 = 0.

á) (0,−1, 1, 1, 0), (1, 0, 1, 0, 1).

â) Äî U : (1, 1,−1, 0, 0); äî V : (0, 1, 1, 0, 1).

III.1. à)

{
x1 − x2 − 2x3 + x4 = 0

− x1 + x2 + x3 + x5 = 0.

á) (0,−1, 1, 1, 0), (1,−1, 1, 0, 1).

â) Äî U : (1,−2, 1, 0, 0); äî V : (1, 0, 1, 1, 0).

IV.1. à)

{
x1 + x2 + x3 − 2x4 = 0

x1 + x2 − x3 − 2x5 = 0.

á) (0, 1, 1, 1, 0), (1, 0,−1, 0, 1).

â) Äî U : (1, 1,−1, 0, 0); äî V : (1, 0, 1, 1, 0).

I.2. −
∑n

k=1

∏
i 6=k ai. II.2. (−1)n−12n−2(n− 1). III.2.

∑n
k=1 ak

∏
i 6=k xi. IV.2. (−1)

n(n−1)
2 n.

I.3.


C0

2n −C1
2n C2

2n . . . C2n−2
2n −C2n−1

2n

0 C0
2n −C1

2n . . . −C2n−3
2n C2n−2

2n

0 0 C0
2n . . . C2n−4

2n −C2n−3
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . C0

2n −C1
2n

0 0 0 . . . 0 C0
2n

 . A−1 =


1 −2 1 . . . 0 0
0 1 −2 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −2
0 0 0 . . . 0 1

 (= B−2).

II.3.


C0
n −C1

n C2
n . . . (−1)nCn−2

n (−1)n+1Cn−1
n

0 C0
n −C1

n . . . (−1)n+1Cn−3
n (−1)nCn−2

n

0 0 C0
n . . . (−1)nCn−4

n (−1)n+1Cn−3
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . C0

n C1
n

0 0 0 . . . 0 C0
n

 . B−1 =


1 −1 0 . . . 0 0
0 1 −1 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 . . . 0 1

 .

III.3.

(
0 (C−1)t

C−1 0

)
, ãäå C−1 =


1 −1 1 . . . (−1)n (−1)n+1

0 1 −1 . . . (−1)n+1 (−1)n

0 0 1 . . . (−1)n (−1)n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 . . . 0 1

 .

IV.3.

(
0 D−1

(D−1)t 0

)
, ãäå D−1 =


1 0 0 . . . 0 0
−1 1 0 . . . 0 0

0 −1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . −1 1

 . 4. R(ϕ) :=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

I.4. 2nR
(
nα− nπ

3

)
. II.4. 2nR

(
nβ + nπ

6

)
. III.4. 2n/2R

(
nγ − nπ

4

)
. IV.4. 2n/2R

(
nδ + 5nπ

4

)
.

5. 1. Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Mn(K) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : Kn → Kn

ïðîñòðàíñòâà Kn ñòîëáöîâ èìååì: rkA = dim{Y ∈ Kn | ∃X ∈ Kn AX = Y } = dim ImA.
2. Ïî ï. 1 äëÿ âñåõ k ∈ N âåðíû èìïëèêàöèè: rkAk = rkAk−1 ⇐⇒ ImAk = ImAk−1 =⇒

=⇒ ImAk+1 = A(ImAk) = A(ImAk−1) = ImAk ⇐⇒ rkAk+1 = rkAk.
3. Åñëè rkA = n, òî rkAk = n äëÿ âñåõ k ∈ N. Åñëè rkA < n, òî â öåïî÷êå rkA > rkA2 > . . .

íå áîëåå n− 1 ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, ïðè÷¼ì ðîâíî n− 1 èõ áóäåò òîëüêî â ñëó÷àå

n− 1 = rkA > rkA2 > . . . > rkAn = 0 ⇐⇒ rkAk = n− k äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n.

Ýòî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû A = N , Ni,i+1 = 1, Nij = 0 ïðè j 6= i+ 1.
4. Åñëè rkAn < rkAn−1, òî ïî ï. 2 rkAn < rkAn−1 < . . . < rkA � (n− 1) ñòðîãîå íåðàâåíñòâî,

ïîýòîìó ïî ï. 3 rkAk = n− k äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n.
5. Åñëè ∃k ∈ N Ak = 0, òî rkA < n è öåïî÷êà rkA > rkA2 > . . . ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà 0, ïðè÷¼ì

íå ïîçäíåå n-ãî øàãà (ìàêñèìóì (n− 1) ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ïî ï. 3), çíà÷èò, An = 0.



Êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû
Äëÿ n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç εn ëþáîé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç 1. Òîãäà

xn − 1 =
∏n

j=1
(x− εjn).

Ïåðåìíîæèâ òîëüêî ñêîáêè ñ ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè, ïîëó÷èì êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí (èëè
ìíîãî÷ëåí äåëåíèÿ êðóãà):

Φn(x) :=
∏

16j6n,
(j,n)=1

(x− εjn).

Â ÷àñòíîñòè, Φ1(x) = x− 1 è x− 1 - Φn(x) ïðè n > 1.
ßñíî, ÷òî deg Φn(x) = ϕ(n), ãäå ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

1. Âûïèøèòå ìíîãî÷ëåíû Φn(x) ïðè n = 2, 3, . . . , 10.

2. Íàéäèòå Φn(x) äëÿ à) ïðîñòîãî n = p è, âîîáùå, äëÿ á) ñòåïåíè n = pk ïðîñòîãî p.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé êîðåíü èç åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì ðîâíî äëÿ îäíîé
ñòåïåíè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî (Φm,Φn) = 1 ïðè m 6= n.

4. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, ïðåäâàðèòåëüíî ñðàâíèâ èõ ñòåïåíè:

à) xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x);

á) Φn(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d), ãäå µ � ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà;

â) Φpn(x) =

{
Φn(xp), åñëè ïðîñòîå p | n,
Φn(xp)/Φn(x), åñëè ïðîñòîå p - n;

ã) Φn(x) = Φp1...ps(x
n/p1...ps), ãäå p1, . . . , ps � âñå ïðîñòûå äåëèòåëè n;

ä) Φ2n(x) = Φn(−x) äëÿ íå÷¼òíûõ n > 1.

Ïóíêò à) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ìíîãî÷ëåíû Φn(x) ðåêóððåíòíî.
Èç à) èíäóêöèåé, à òàêæå èç á) âûòåêàåò, ÷òî Φn(x) = xϕ(n) + . . . ∈ Z[x].

5. Ïðè êàæäîì n ∈ N âû÷èñëèòå à) Φn(0); á) Φn(1).

6. Äîêàæèòå íåïðèâîäèìîñòü íàä Q ìíîãî÷ëåíîâ Φp(x) ïðè ïðîñòûõ p.
Óêàçàíèå. Ñäåëàéòå çàìåíó x = y + 1 è âîñïîëüçóéòåñü ïðèçíàêîì Ýéçåíøòåéíà.

Òåîðåìà. Âñå êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû íàä Q.
Ïóñòü xn − 1 = f(x)g(x), ãäå f(x) � óíèòàðíûé íåïðèâîäèìûé íàä Q ìíîãî÷ëåí ñ êîðíåì

ε = εn. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî f(x) = Φn(x). Äëÿ ýòîãî äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

7∗. f(x), g(x) ∈ Z[x].
Äàëåå p � ïðîñòîå ÷èñëî, p - n. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) ∈ Z[x] îáîçíà÷èì ÷åðåç P (x) ìíîãî÷ëåí

èç Zp[x], ïîëó÷åííûé èç P (x) ðåäóêöèåé êîýôôèöèåíòîâ ïî ìîäóëþ p.

8∗. Ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) âçàèìíî ïðîñòû.

9∗. à) f(x) | f(xp) èëè f(x) | g(xp);
á) åñëè f(x) | g(xp), òî óòâåðæäåíèå 8 íåâåðíî;
â) f(εp) = 0.

10∗. Åñëè k ∈ N, (k, n) = 1, òî f(εk) = 0. Çíà÷èò, f(x) = Φn(x).



Ìíîãî÷ëåíû è êîìïëåêñíûå ÷èñëà

1. Ïðè êàæäîì n ∈ N íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xn +x+ 1 íà à) x2− 1; á) x2 + 1.

2. Äîêàæèòå, ÷òî à) x2 + 1 | (cosϕ+ x sinϕ)n − cosnϕ− x sinnϕ ïðè âñåõ n ∈ N, ϕ ∈ R;
á) x2 − 2rx cosϕ+ r2 | xn sinϕ− rn−1x sinnϕ+ rn sin(n− 1)ϕ ïðè âñåõ n ∈ N, r > 0, ϕ ∈ R.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå (1 + x+ x2)(1 + x+ x2 + . . .+ x10) = (1 + x+ x2 + . . .+ x6)2.

4. Äîêàæèòå, ÷òî 1 + x+ x2 + x3 + x4 | 1 + x111 + x222 + x333 + x444.

5. Íàéäèòå âñå ïàðû (p, q) ∈ C2, ïðè êîòîðûõ x2 + px+ q | x4 + 1.

6. Íàéäèòå âñå ïàðû (a, b) ∈ C2, ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí x3 + ax2 + 18 è x3 + bx+ 12 èìåþò äâà
îáùèõ êîðíÿ.

7. à) Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà x − a ðàâåí A, à íà x − b � ðàâåí B. Íàéäèòå
îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(x) íà (x− a)(x− b).

á) Â óñëîâèÿõ ïóíêòà à) îñòàòîå îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà x−c ðàâåí C. Íàéäèòå îñòàòîê
îò äåëåíèÿ f(x) íà (x− a)(x− b)(x− c).

8. Ïóñòü f(x) ∈ C[x] è n ∈ N, ïðè÷¼ì x− 1 | f(xn). Äîêàæèòå, ÷òî xn − 1 | f(xn).

9. Íàéäèòå âñå n ∈ N, ïðè êîòîðûõ à) x2 + x+ 1 | x2n + xn + 1;
á) 1 + x+ x2 + . . .+ xn | 1 + x2 + x4 + . . .+ x2n.

10. Ïóñòü m,n ∈ N, a ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî 2x2m + axm + 3 - 3x2n + axn + 2.

Ìíîãî÷ëåíû è êîìïëåêñíûå ÷èñëà

1. Ïðè êàæäîì n ∈ N íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xn +x+ 1 íà à) x2− 1; á) x2 + 1.

2. Äîêàæèòå, ÷òî à) x2 + 1 | (cosϕ+ x sinϕ)n − cosnϕ− x sinnϕ ïðè âñåõ n ∈ N, ϕ ∈ R;
á) x2 − 2rx cosϕ+ r2 | xn sinϕ− rn−1x sinnϕ+ rn sin(n− 1)ϕ ïðè âñåõ n ∈ N, r > 0, ϕ ∈ R.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå (1 + x+ x2)(1 + x+ x2 + . . .+ x10) = (1 + x+ x2 + . . .+ x6)2.

4. Äîêàæèòå, ÷òî 1 + x+ x2 + x3 + x4 | 1 + x111 + x222 + x333 + x444.

5. Íàéäèòå âñå ïàðû (p, q) ∈ C2, ïðè êîòîðûõ x2 + px+ q | x4 + 1.

6. Íàéäèòå âñå ïàðû (a, b) ∈ C2, ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí x3 + ax2 + 18 è x3 + bx+ 12 èìåþò äâà
îáùèõ êîðíÿ.

7. à) Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà x − a ðàâåí A, à íà x − b � ðàâåí B. Íàéäèòå
îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(x) íà (x− a)(x− b).

á) Â óñëîâèÿõ ïóíêòà à) îñòàòîå îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà x−c ðàâåí C. Íàéäèòå îñòàòîê
îò äåëåíèÿ f(x) íà (x− a)(x− b)(x− c).

8. Ïóñòü f(x) ∈ C[x] è n ∈ N, ïðè÷¼ì x− 1 | f(xn). Äîêàæèòå, ÷òî xn − 1 | f(xn).

9. Íàéäèòå âñå n ∈ N, ïðè êîòîðûõ à) x2 + x+ 1 | x2n + xn + 1;
á) 1 + x+ x2 + . . .+ xn | 1 + x2 + x4 + . . .+ x2n.

10. Ïóñòü m,n ∈ N, a ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî 2x2m + axm + 3 - 3x2n + axn + 2.



Êóáè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Ôîðìóëà êîðíåé

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå x3 = 3uvx+ u3 + v3 ïðè ëþáûõ à) u, v ∈ C íàä C; á) u, v ∈ R íàä R.
2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ íàä C è R: à) x3−x− 2

3
√
3

= 0; á) x3 +6x−2 = 0; â) x3 +x2 +x+ 1
3

= 0.

3. Âû÷èñëèòå â R: à)
3
√

5
√

2 + 7− 3
√

5
√

2− 7; á) 3

√
1 +

√
28
27

+ 3

√
1−

√
28
27
.

Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû è òåîðåìà Âèåòà

4. Ïóñòü x1, x2, x3 � òðîéêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x3+ax2+bx+c. Ñîñòàâüòå êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ñ òðîéêîé êîðíåé:

à) x1 + x2, x1 + x3, x2 + x3; á) x1x2, x1x3, x2x3; â) x
3
1, x

3
2, x

3
3; ã) 1/x1, 1/x2, 1/x3 (ïðè c 6= 0).

5. Ïóñòü x, y, z � òðîéêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà t3 + pt+ q. Äîêàæèòå, ÷òî

x2 + xy + y2 = x2 + xz + z2 = y2 + yz + z2 = −p.

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè


x+ y + z = a

1

x
+

1

y
+

1

z
=

1

a
,
òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x, y, z ðàâíî a.

7. Ðàçëîæèòå íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè ñëåäóþùèå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû íàä C:
à) (a+ b+ c)3 − a3 − b3 − c3; á) (ab+ ac+ bc)(a+ b+ c)− abc;
â) a3 + b3 + c3 − 3abc; ã) (a− b)3 + (b− c)3 + (c− a)3.

8∗. Íàéäèòå âñå k ∈ C, ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí a3 + b3 + c3− kabc ∈ C[a, b, c] ðàñêëàäûâàåòñÿ íà
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

9. Ïóñòü êîðíè êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ′ èìååò äâîéíîé êîðåíü, ëåæàùèé â öåíòðå ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà.

10∗. Ïóñòü êîðíè êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f îáðàçóþò òðåóãîëüíèê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Äîêàæèòå, ÷òî îáà êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f ′ ëåæàò âíóòðè ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Äèñêðèìèíàíò

11. Óñòàíîâèòå êðèòåðèé òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí x3 +px+ q èìååò à) òðîéíîé êîðåíü; á) êðàòíûé
êîðåíü.

Âûðàæåíèå (x1−x2)2(x1−x3)2(x2−x3)2 íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì ïðèâåä¼ííîãî êóáè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ñ òðîéêîé êîðíåé x1, x2, x3.

12. Âûðàçèòå äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà x3 + px+ q ÷åðåç p è q.

13. Ïóñòü p, q ∈ R. Íàéäèòå ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x3+px+q â çàâèñèìîñòè
îò çíàêà åãî äèñêðèìèíàíòà.

Ìíîãî÷ëåíû ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè

14. Ìåòîä Ôåððàðè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x4 + px2 + qx+ r = 0 ñîñòîèò â ñâåäåíèè åãî ê âèäó

(x2 + a)2 +Q(x) = 0,

ãäå Q(x) � êâàäðàò ëèíåéíîãî äâó÷ëåíà. Êàê ïîäîáðàòü a?

15. Ïóñòü x1, x2, x3, x4 � ÷åòâ¼ðêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) = x4 + px2 + qx+ r.
à) Ñîñòàâüòå êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ òðîéêîé êîðíåé x1x2 + x3x4, x1x3 + x2x4, x1x4 + x2x3.
á) Ñîñòàâüòå êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ òðîéêîé êîðíåé (x1 + x2)(x3 + x4), (x1 + x3)(x2 + x4),

(x1 + x4)(x2 + x3).
â) Ïóñòü g(x) = x4 + . . . � ìíîãî÷ëåí ñ ÷¼òâåðêîé êîðíåé x21, x

2
2, x

2
3, x

2
4. Íàéäèòå îòíîøåíèå

äèñêðèìèíàíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ g(x) è f(x) ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè íåíóëåâûå.



Ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

1. Òåîðåìà î ðàöèîíàëüíûõ êîðíÿõ. Ïóñòü m ∈ Z, n ∈ N, (m,n) = 1 è m/n � êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà f(x) = akx

k + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x]. Òîãäà m | a0 è n | ak.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ak = 1, òî âñÿêèé ðàöèîíàëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû î ðàöèîíàëüíûõ êîðíÿõ âåðíî óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîãî
t ∈ Z ÷èñëî m− nt ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà f(t).

3. a) Íàéäèòå âñå n ∈ Z, ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí x3 + nx+ 2 ïðèâîäèì íàä Z.
á) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íàä Q.
4. Ïðèâîäèì ëè íàä Z ìíîãî÷ëåí x4 + x3 + x2 + x+ 12?

5. Íàéäèòå âñå n ∈ Z, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå x3 +nx2y+ y3 = 0 èìååò õîòÿ áû îäíî íåíóëåâîå
ðåøåíèå (x, y) ∈ Q2.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè êàæäîì n ∈ N ìíîãî÷ëåí xn − 2 íåïðèâîäèì íàä Q äâóìÿ ñïîñîáàìè:
1) ïåðåõîäÿ ê ðàñøèðåíèþ Q ⊂ C; 2) îñòàâàÿñü â ïîëå Q.
7. Òåîðåìà Áåçó äëÿ ìíîãî÷ëåíà íàä Z. Ïóñòü f(x) ∈ Z[x] è a, b ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî

a− b | f(a)− f(b).

8. Ïðî ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Z[x] è ÷èñëî n ∈ Z èçâåñòíî, ÷òî f(1) = 1 è f(n) = 0. Íàéäèòå n.

9. Ïóñòü f(x) ∈ Z[x]. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà f(2) è f(3) êðàòíû 6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî f(5)
êðàòíî 6.

10. Íà ãðàôèêå ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îòìå÷åíû äâå òî÷êè ñ öåëûìè êîîðäè-
íàòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè � öåëîå ÷èñëî, òî ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê
ïàðàëëåëåí îñè àáñöèññ.

11. Äîêàæèòå, ÷òî (1−x)(1−x2) . . . (1−xl) | (1−xk+1)(1−xk+2) . . . (1−xk+l) ïðè âñåõ k, l ∈ N.
12. Ìíîãî÷ëåíû Ãàóññà. Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 11 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ k, l ∈ N0 äðîáè

gk,l(x) :=
(1− xk+1)(1− xk+2) . . . (1− xk+l)

(1− x)(1− x2) . . . (1− xl)

ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè (gk,0 = g0,l = 1). Îíè íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Ãàóññà.
à) Âû÷èñëèòå deg gk,l(x).
á) Âû÷èñëèòå gk,l(1).
â) Äîêàæèòå àíàëîãè áèíîìèàëüíûõ òîæäåñòâ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ gk,l(x):

gk,l(x) = gl,k(x) = gk−1,l(x) + xkgk,l−1(x) ïðè k, l > 1.

13∗. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè êàæäîì ïðîñòîì p ÷èñëî k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå Zk+lp

(íàä ïîëåì Zp) ðàâíî gk,l(p).
Ìíîãî÷ëåí íàä Z íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè âñå åãî êîýôôèöèåíòû âçàèìíî ïðîñòû â ñî-

âîêóïíîñòè.

14. Ëåììà Ãàóññà. Ïðîèçâåäåíèå ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ìíîãî-
÷ëåíîì.

15. Òåîðåìà. Ìíîãî÷ëåí íàä Z íåïðèâîäèì íàä Z â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îí íåïðèâîäèì
íàä Q.

16. Ïðèçíàê1 Ýéçåíøòåéíà. Ìíîãî÷ëåí f(x) = anx
n+ . . .+a1x+a0 ∈ Z[x] íåïðèâîäèì, åñëè

äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p åãî êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
1) p - an;
2) p | an−1, . . . , a0;
3) p2 - a0.

1Êîòîðûé ÷àñòî, ïî òðàäèöèè, îøèáî÷íî íàçûâàþò êðèòåðèåì.



17. Äîêàæèòå, ÷òî êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φp(x) íåïðèâîäèì íàä Z ïðè êàæäîì ïðîñòîì p.
Óêàçàíèå. Ñäåëàéòå ïîäñòàíîâêó x = y + 1.

Òåîðåìà. Âñå êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû íàä Z.
Öåëîçíà÷íûå ìíîãî÷ëåíû. Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ C[x] íàçûâàåòñÿ öåëîçíà÷íûì, åñëè f(n) ∈ Z

ïðè âñåõ n ∈ Z. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí íàä Z öåëîçíà÷åí.

18. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû êàæäîãî öåëîçíà÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ðàöèîíàëüíû.

19. Ïðèâåäèòå ïðèìåð öåëîçíà÷íîãî ìíîãî÷ëåíà õîòÿ áû ñ îäíèì íåöåëûì êîýôôèöèåíòîì.

20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ïðèíèìàåò â n ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ òî÷êàõ
öåëûå çíà÷åíèÿ, òî îí öåëîçíà÷åí.

21∗. Íàéäèòå áàçèñ íàä Z â êîëüöå öåëîçíà÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò. å. òàêóþ ñèñòåìó öåëîçíà÷íûõ
ìíîãî÷ëåíîâ f0, . . . , fn, . . ., ÷òî ëþáîé öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâèì, è ïðèòîì îäíîçíà÷íî,
â âèäå a0f0 + . . .+ akfk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N0 è íåêîòîðûõ a0, . . . , ak ∈ Z.

22∗. Íàéäèòå èíäåêñ ïîäãðóïïû öåëîçíà÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 5 â ãðóïïå (ïî ñëîæåíèþ)
ìíîãî÷ëåíîâ íàä Z ñòåïåíè 6 5.

23∗. ×èñëà 7, 41, 997, 2011 ïðîñòûå, à ìíîãî÷ëåíû 7x, 4x+ 1, 9x2 + 9x+ 7, 2x3 + x+ 1 íåïðèâî-
äèìû íàä Z. Ïóñòü p = an . . . a1a0 � ïðîñòîå ÷èñëî, çàïèñàííîå â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí anx

n + . . .+ a1x+ a0 íåïðèâîäèì íàä Z.
24. Ñóììû Íüþòîíà. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ N

1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
=

1

2
n2 + . . . ,

12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

1

3
n3 + . . . ,

13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2 =
n2(n+ 1)2

4
=

1

4
n4 + . . . .

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì k ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí Pk+1(x) = 1
k+1

xk+1 + . . ., ÷òî

1k + 2k + . . .+ nk = Pk+1(n) äëÿ âñåõ n ∈ N.



Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðûòü ïðÿìîóãîëüíèê 2× n äîìèíîøêàìè èç äâóõ êëåòîê?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n èç íóëåé è åäèíèö, â êîòîðûõ äëèíà
êàæäîãî áëîêà èç åäèíèö ÷¼òíà?

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n èç íóëåé è åäèíèö, â êîòîðûõ íåò äâóõ
ïîäðÿä èäóùèõ íóëåé?

4. Ëÿãóøêà ïðûãàåò ïî âåðøèíàì à) òðåóãîëüíèêà ABC; á) ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE, ïåðåìå-
ùàÿñü êàæäûé ðàç íà îäíó èç ñîñåäíèõ âåðøèí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò ïîïàñòü èç A â
A ðîâíî çà n ïðûæêîâ?

5. Õàíîéñêàÿ áàøíÿ. Èìååòñÿ òðè êîëûøêà, íà ïåðâûé èç êîòîðûõ íàíèçàíû n äèñêîâ ñ
óìåíüøàþùèìèñÿ êâåðõó äèàìåòðàìè. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåíåñòè îäèí äèñê ñ ëþáîãî êîëûøêà
íà ëþáîé äðóãîé, ïðè÷¼ì íåëüçÿ êëàñòü áîëüøèé äèñê íà ìåíüøèé.

à) Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ìîæíî ïåðåíåñòè âñå n äèñêîâ íà òðåòèé êîëûøåê?
á) Òîò æå âîïðîñ ïðè óñëîâèè, ÷òî äèñêè ìîæíî ïåðåíîñèòü òîëüêî ïî öèêëó 1→ 2→ 3→ 1.

6. Àðèôìåòèêî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Òàê íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ äëÿ íåêîòîðûõ q è d ñîîòíîøåíèþ

xn = qxn−1 + d, n ∈ N.

Ïðè âñåõ q è d âûðàçèòå xn ÷åðåç n.

7. Ñêîëüêî n-ðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ,
à) íå ñîäåðæàò â ñâîåé çàïèñè äâóõ ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷¼òíûõ öèôð;
á) íå ñîäåðæàò â ñâîåé çàïèñè öèôðû 5 ïîñëå öèôðû 2?

8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðûòü ïðÿìîóãîëüíèê 2 × n, èñïîëüçóÿ êâàäðàòèêè 1 × 1,
äîìèíîøêè èç äâóõ êëåòîê è óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê?

9. Ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàéäèòå âñå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x : N0 → R,
÷òî ïðè âñåõ n ∈ N0: à) xn+2 = xn; á) xn+4 = xn; â) xn+3 = xn; ã)∗ xn+k = xn, ãäå k ∈ N.

10. Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà an è bn ðàâåíñòâàìè(
1 +
√

2
)n

= an + bn
√

2, n ∈ N0.

à) Âûðàçèòå ÿâíî an è bn ÷åðåç n (÷èñëî îïåðàöèé â ôîðìóëå íå äîëæíî çàâèñåòü îò n).
á)∗ ßñíî, ÷òî

(
1−
√

2
)n

= an − bn
√

2, è ïîýòîìó a2n − 2b2n = (−1)n. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå
Ïåëëÿ x2 − 2y2 = 1 íå èìååò äðóãèõ ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ, êðîìå (x, y) = (±a2k,±b2k), k ∈ N0.

11. Ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà. Äîêàæèòå, ÷òî

à) Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x) ïðè n > 2;

á) Tn(x) =

(
x+
√
x2 − 1

)n
+
(
x−
√
x2 − 1

)n
2

ïðè n > 0.

12∗. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n èç íóëåé è åäèíèö, â êîòîðûõ âñå áëîêè
èç íóëåé èìåþò äëèíó > 3?



I âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
x

x5 − 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëåì a) C; á) R; â) Q; ã) Z5.

2. Âû÷èñëèòå ñóììó îáðàòíûõ êâàäðàòîâ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 2x3 + 2x− 5.

3. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé èç 1 ñòåïåíè 55.

4. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî { 3
√
x+ 3
√
−x | x ∈ R}.

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñòðîê äëèíû n èç öèôð 0, 1, 2, 3, â êîòîðûõ ïîñëå 0 âñåãäà ñòîèò 1?

II âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
1

x5 + 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëåì a) C; á) R; â) Q; ã) Z2.

2. Âû÷èñëèòå ñóììó îáðàòíûõ êâàäðàòîâ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 2x3 − 3x+ 7.

3. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé èç 1 ñòåïåíè 45.

4. Íàéäèòå âñå a ∈ C, ïðè êîòîðûõ âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà z9−az3+1 ëåæàò â êðóãå {w | |w| 6 1}.
5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñòðîê äëèíû n èç áóêâ a, b, c, d, â êîòîðûõ íåò ôðàãìåíòà bb?

III âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
x

x5 + 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëåì a) C; á) R; â) Q; ã) Z5.

2. Âû÷èñëèòå ñóììó îáðàòíûõ êâàäðàòîâ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 3x3 − x+ 4.

3. Íàéäèòå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 75
√
−1 ∩

(
90
√

1 \ 45
√

1
)
â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

4. Íàéäèòå âñå a ∈ R, ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí 4x9− 3x3− a èìååò ðîâíî îäèí äåéñòâèòåëüíûé
êîðåíü.

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñòðîê äëèíû n èç öèôð 1, 2, 3, â êîòîðûõ íåò ôðàãìåíòà 22?

IV âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
1

x5 − 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëåì a) C; á) R; â) Q; ã) Z2.

2. Âû÷èñëèòå ñóììó îáðàòíûõ êâàäðàòîâ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 2x3 + 3x− 4.

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ
(

63
√

1
)15 ( 15

√
1
)7
.

4. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñå òàêèå z ∈ C, ÷òî ñðåäè êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé
âûðàæåíèÿ 4

√
z3 + 1 âñòðå÷àåòñÿ âåùåñòâåííîå.

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñòðîê äëèíû n èç áóêâ x, y, z, â êîòîðûõ ïåðåä z âñåãäà ñòîèò y?



Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ìíîãî÷ëåíû: îòâåòû

1. Åñëè g(x) = (x− x1) . . . (x− xn) íàä ïîëåì K, âñå xi ðàçëè÷íû è deg f < n, òî

f(x)

g(x)
=

n∑
k=1

ak
x− xk

, ãäå ak =
f(xk)

g′(xk)
, k = 1, . . . , n.

Îáîçíà÷èì ω := cos 2π
5

+ i sin 2π
5
. Òîãäà ω + ω4 = 2 cos 2π

5
= −1+

√
5

2
, ω2 + ω3 = 2 cos 4π

5
= −1−

√
5

2
.

I. à), á), â)
x

x5 − 1
=

1

5

(
1

x− 1
+

ω2

x− ω
+

ω3

x− ω4
+

ω4

x− ω2
+

ω

x− ω3

)
=

=
1

5

(
1

x− 1
+

2 cos 4π
5
x− 2 cos 2π

5

x2 − 2 cos 2π
5
x+ 1

+
2 cos 2π

5
x− 2 cos 4π

5

x2 − 2 cos 4π
5
x+ 1

)
=

1

5

(
1

x− 1
+

x3 + 2x2 + 3x− 1

x4 + x3 + x2 + x+ 1

)
.

II. à), á), â)
1

x5 + 1
=

1

5

(
1

x+ 1
+

ω

x+ ω
+

ω2

x+ ω2
+

ω3

x+ ω3
+

ω4

x+ ω4

)
=

=
1

5

(
1

x+ 1
+

2 cos 2π
5
x+ 2

x2 + 2 cos 2π
5
x+ 1

+
2 cos 4π

5
x+ 2

x2 + 2 cos 4π
5
x+ 1

)
=

1

5

(
1

x+ 1
− x3 − 2x2 + 3x− 4

x4 − x3 + x2 − x+ 1

)
;

III. à), á), â)
x

x5 + 1
=
−1

5

(
1

x+ 1
+

ω2

x+ ω
+

ω3

x+ ω4
+

ω4

x+ ω2
+

ω

x+ ω3

)
=

= −1

5

(
1

x+ 1
+

2 cos 4π
5
x+ 2 cos 2π

5

x2 + 2 cos 2π
5
x+ 1

+
2 cos 2π

5
x+ 2 cos 4π

5

x2 + 2 cos 4π
5
x+ 1

)
=

1

5

(
−1

x+ 1
+

x3 − 2x2 + 3x+ 1

x4 − x3 + x2 − x+ 1

)
.

IV. à), á), â)
1

x5 − 1
=

1

5

(
1

x− 1
+

ω

x− ω
+

ω2

x− ω2
+

ω3

x− ω3
+

ω4

x− ω4

)
=

=
1

5

(
1

x− 1
+

2 cos 2π
5
x− 2

x2 − 2 cos 2π
5
x+ 1

+
2 cos 4π

5
x− 2

x2 − 2 cos 4π
5
x+ 1

)
=

1

5

(
1

x− 1
− x3 + 2x2 + 3x+ 4

x4 + x3 + x2 + x+ 1

)
;

I, III. 1ã).
1

(x+ 1)4
− 1

(x+ 1)5
. II, IV. 1ã).

1

x+ 1
+

x3 + x

x4 + x3 + x2 + x+ 1
.

2. Ñóììà îáðàòíûõ êâàäðàòîâ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ax3 + bx2 + cx+ d ïðè a, d 6= 0 ðàâíà ñóììå
êâàäðàòîâ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà dy3 + cy2 + by + a, òî åñòü âåëè÷èíå σ2

1 − 2σ2 = c2

d2
− 2b

d
.

I. 4
25
. II. 9

49
. III. 1

16
. IV. 9

16
.

3.I. 1. 3.II. 0. 3.III. cos π+2πk
15

+ i sin π+2πk
15

, k = 0, . . . , 14. 3.IV.
(

63
√

1
)15 ( 15

√
1
)7

= 105
√

1.

4.I. Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 0, ñ óãëàìè π
6

+ π
3
Z. 4.II. a = 0. 4.III. |a| > 1.

4.IV. Òðè ïðÿìûå ñ óãëàìè 2π
3
Z è òðè îòðåçêà äëèíû 1 ñ óãëàìè π

3
+ 2π

3
Z, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 0.

4
√
z3 + 1 ∩ R 6= ∅⇐⇒ z3 + 1 > 0 (⇒ z3 ∈ R).

5.I. an = 3+
√
13

2
√
13

(
3+
√
13

2

)n
+ −3+

√
13

2
√
13

(
3−
√
13

2

)n
. an = 3an−1 + an−2. a1 = 3, a2 = 10 ⇒ a0 = 1.

5.II. bn = 5+
√
21

2
√
21

(
3+
√
21

2

)n
+ −5+

√
21

2
√
21

(
3−
√
21

2

)n
. bn = 3bn−1 + 3bn−2. b1 = 4, b2 = 15 ⇒ b0 = 1.

5.III. cn = 2+
√
3

2
√
3

(
1 +
√

3
)n

+ −2+
√
3

2
√
3

(
1−
√

3
)n
. cn = 2cn−1 + 2cn−2. c1 = 3, c2 = 8 ⇒ c0 = 1.

5.IV. dn = 1+
√
2

2
√
2

(
1 +
√

2
)n

+ −1+
√
2

2
√
2

(
1−
√

2
)n
. dn = 2dn−1 + dn−2. d1 = 2, d2 = 5 ⇒ d0 = 1.



I âàðèàíò
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà â q öâåòîâ,

åñëè ðàñêðàñêè, ïîëó÷àåìûå äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?

2. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(123)(2345)(456)(5678)(789)(9 10 11 12)

)3
.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ïîäñòàíîâîê σ ∈ S7, ÷òî O(σ3) = O(σ4)?

4. Îïèøèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè X ∈ S9, ÷òî X
2 = (123)(789), è óêàæèòå èõ êîëè÷åñòâî.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S5, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå x1, . . . , x5 è ñîõðàíÿþùèå ìíî-
ãî÷ëåí x1x2x3 + x3x4x5.

6. Ïîäñòàíîâêè σ, τ ∈ S10 ïåðåñòàâëÿþò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 11 ïî ïðàâèëàì: σ(k) = 2k+ 1,
τ(k) = 3k − 2 äëÿ âñåõ k ∈ Z11. Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó τ

−1στ ôîðìóëîé òîãî æå âèäà.

II âàðèàíò
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò âñòàòü â êðóã n ìàëü÷èêîâ è n äåâî÷åê òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêè è

äåâî÷êè ÷åðåäîâàëèñü? (Ðàññòàíîâêè îäèíàêîâû, åñëè ó êàæäîãî ðåá¼íêà îäíè è òå æå ñîñåäè.)

2. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(1234)(345)(5678)(789)(9 10 11 12)(11 12 13)

)3
.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ïîäñòàíîâîê τ ∈ S6, ÷òî O(τ 2) = O(τ 5)?

4. Îïèøèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè Y ∈ S9, ÷òî Y
3 = (45)(67)(89), è óêàæèòå èõ êîëè÷åñòâî.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S6, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå y1, . . . , y6 è ñîõðàíÿþùèå ìíî-
ãî÷ëåí y1y2y3y4 + y3y4y5y6.

6. Ïîäñòàíîâêè σ, τ ∈ S9 ïåðåñòàâëÿþò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 9 ïî ïðàâèëàì: σ(k) = 4k − 1,
τ(k) = 2k + 3 äëÿ âñåõ k ∈ Z9. Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó τστ

−1 ôîðìóëîé òîãî æå âèäà.

I âàðèàíò
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà â q öâåòîâ,

åñëè ðàñêðàñêè, ïîëó÷àåìûå äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?

2. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(123)(2345)(456)(5678)(789)(9 10 11 12)

)3
.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ïîäñòàíîâîê σ ∈ S7, ÷òî O(σ3) = O(σ4)?

4. Îïèøèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè X ∈ S9, ÷òî X
2 = (123)(789), è óêàæèòå èõ êîëè÷åñòâî.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S5, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå x1, . . . , x5 è ñîõðàíÿþùèå ìíî-
ãî÷ëåí x1x2x3 + x3x4x5.

6. Ïîäñòàíîâêè σ, τ ∈ S10 ïåðåñòàâëÿþò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 11 ïî ïðàâèëàì: σ(k) = 2k+ 1,
τ(k) = 3k − 2 äëÿ âñåõ k ∈ Z11. Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó τ

−1στ ôîðìóëîé òîãî æå âèäà.

II âàðèàíò
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò âñòàòü â êðóã n ìàëü÷èêîâ è n äåâî÷åê òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêè è

äåâî÷êè ÷åðåäîâàëèñü? (Ðàññòàíîâêè îäèíàêîâû, åñëè ó êàæäîãî ðåá¼íêà îäíè è òå æå ñîñåäè.)

2. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(1234)(345)(5678)(789)(9 10 11 12)(11 12 13)

)3
.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ïîäñòàíîâîê τ ∈ S6, ÷òî O(τ 2) = O(τ 5)?

4. Îïèøèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè Y ∈ S9, ÷òî Y
3 = (45)(67)(89), è óêàæèòå èõ êîëè÷åñòâî.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S6, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå y1, . . . , y6 è ñîõðàíÿþùèå ìíî-
ãî÷ëåí y1y2y3y4 + y3y4y5y6.

6. Ïîäñòàíîâêè σ, τ ∈ S9 ïåðåñòàâëÿþò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 9 ïî ïðàâèëàì: σ(k) = 4k − 1,
τ(k) = 2k + 3 äëÿ âñåõ k ∈ Z9. Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó τστ

−1 ôîðìóëîé òîãî æå âèäà.



I âàðèàíò

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà â q öâåòîâ,
åñëè ðàñêðàñêè, ïîëó÷àåìûå äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?

Îòâåò: q +
q7 − q

7
.

2. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(123)(2345)(456)(5678)(789)(9 10 11 12)

)3
.

Îòâåò: íå÷¼òíàÿ, 10. σ = (12)(34)(5)(67)(8 9 10 11 12), σ3 = (12)(34)(5)(67)(8 11 9 12 10).

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ïîäñòàíîâîê σ ∈ S7, ÷òî O(σ3) = O(σ4)?

Îòâåò: 1225 = 1 + C5
7 · 4! + 6!. e � 1, öèêëû äëèíû 5 � C5

7 · 4!, öèêëû äëèíû 7 � 6!.

4. Îïèøèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè X ∈ S9, ÷òî X
2 = (123)(789), è óêàæèòå èõ êîëè÷åñòâî.

Îòâåò: 16. X|{1,2,3,7,8,9} ∈ {(132)(798), (172839), (182937), (192738)} � 4 âàðèàíòà èX|{4,5,6} ∈
∈ {e, (45), (46), (56)} � 4 âàðèàíòà.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S5, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå x1, . . . , x5 è ñîõðàíÿþùèå ìíî-
ãî÷ëåí x1x2x3 + x3x4x5.

Îòâåò: (12)i(45)j, i, j ∈ {0, 1}, (14)(25), (15)(24), (1425), (1524) (âñåãî 8).

6. Ïîäñòàíîâêè σ, τ ∈ S10 ïåðåñòàâëÿþò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 11 ïî ïðàâèëàì: σ(k) = 2k+ 1,
τ(k) = 3k − 2 äëÿ âñåõ k ∈ Z11. Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó τ

−1στ ôîðìóëîé òîãî æå âèäà.

Îòâåò: k 7→ 2k − 4 (mod 11).

II âàðèàíò

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò âñòàòü â êðóã n ìàëü÷èêîâ è n äåâî÷åê òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêè è
äåâî÷êè ÷åðåäîâàëèñü? (Ðàññòàíîâêè îäèíàêîâû, åñëè ó êàæäîãî ðåá¼íêà îäíè è òå æå ñîñåäè.)

Îòâåò:
(n!)2

2n
ïðè n > 2 (â ÷àñòíîñòè, 1 ïðè n = 4).

2. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(1234)(345)(5678)(789)(9 10 11 12)(11 12 13)

)3
.

Îòâåò: íå÷¼òíàÿ, 12. σ = (123)(4567)(8 9 10 11)(12 13), σ3 = (7654)(11 10 9 8)(12 13).

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ïîäñòàíîâîê τ ∈ S6, ÷òî O(τ 2) = O(τ 5)?

Îòâåò: 81 = 1 + C3
6 · 2 +

6!

32 · 2
. e � 1, (abc) � C3

6 · 2 = 40, (abc)(def) �
6!

32 · 2
= 40.

4. Îïèøèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè Y ∈ S9, ÷òî Y
3 = (45)(67)(89), è óêàæèòå èõ êîëè÷åñòâî.

Îòâåò: 27. Y |{4,5,6,7,8,9} ∈ {(45)(67)(89), (468579), (478569), . . . , (487596), (497586)} � 1 + 8 =
= 9 âàðèàíòîâ, Y |{1,2,3} ∈ {e, (123), (132)} � 3 âàðèàíòà.

5. Íàéäèòå âñå ïîäñòàíîâêè â S6, ïåðåñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå y1, . . . , y6 è ñîõðàíÿþùèå ìíî-
ãî÷ëåí y1y2y3y4 + y3y4y5y6.

Îòâåò: (34)iσ, ãäå i = 0, 1, σ ∈ {e, (12), (56), (12)(56), (15)(26), (16)(25), (1526), (1625)}.

6. Ïîäñòàíîâêè σ, τ ∈ S9 ïåðåñòàâëÿþò êëàññû âû÷åòîâ 1, . . . , 9 ïî ïðàâèëàì: σ(k) = 4k − 1,
τ(k) = 2k + 3 äëÿ âñåõ k ∈ Z9. Çàäàéòå ïîäñòàíîâêó τστ

−1 ôîðìóëîé òîãî æå âèäà.

Îòâåò: k 7→ 4k + 7 (mod 9).



Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, I âàðèàíò

1. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñå ÷èñëà, êóáû êîòîðûõ âåùåñòâåííû.

2. Âû÷èñëèòå arctg 1
3

+ arctg 1
5

+ arctg 1
7

+ arctg 1
8
.

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ
√

3− 4i
√

3i−
√

12 + 9i.

4. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x55 + 2x4 + 3 íà ìíîãî÷ëåí x2 + x+ 1.

5. Âû÷èñëèòå C1
n + C6

n + C11
n + . . . ïðè êàæäîì n ∈ N.

6. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí ×åáûø¼âà II ðîäà U4(x): sin 5ϕ = sinϕU4(cosϕ) äëÿ âñåõ ϕ ∈ R.
7. Íàéäèòå êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φ175(x).

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, II âàðèàíò

1. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñå òàêèå òî÷êè z, ÷òî |z − 1| = 2|z + i|.
2. Âû÷èñëèòå arctg 3 + arctg 5 + arctg 7 + arctg 8.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå z2 + (i− 4)z + 5(i+ 1) = 0.

4. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà 2x100 − 3x12 + x2 íà ìíîãî÷ëåí x2 − x+ 1.

5. Âû÷èñëèòå C2
n + C7

n + C12
n + . . . ïðè êàæäîì n ∈ N.

6. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí ×åáûø¼âà I ðîäà T6(x): cos 6ϕ = T6(cosϕ) äëÿ âñåõ ϕ ∈ R.
7. Íàéäèòå êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φ99(x).

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, III âàðèàíò

1. Íàéäèòå îáðàç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè {z ∈ C | Im z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè z 7→ z−i
z+i

.

2. Âû÷èñëèòå
(1 + 2i)(1 + 3i) . . . (1 + 99i)(1 + 100i)

(2− i)(3− i) . . . (99− i)(100− i)
.

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ
√

9− 12i−
√

4i− 3
√
−3.

4. Íàéäèòå âñå òàêèå n ∈ N, ÷òî x2 + x+ 1 | (x+ 1)n + xn + 1.

5. Âû÷èñëèòå C3
n + C8

n + C13
n + . . . ïðè êàæäîì n ∈ N.

6. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí ×åáûø¼âà II ðîäà U5(x): sin 6ϕ = sinϕU5(cosϕ) äëÿ âñåõ ϕ ∈ R.
7. Íàéäèòå êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φ147(x).

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, IV âàðèàíò

1. Íàéäèòå ïðîîáðàç åäèíè÷íîãî êðóãà {z ∈ C | |z| < 1} ïðè îòîáðàæåíèè z 7→ iz+1
z+i

.

2. Îáîçíà÷èì ε = −1
2

+ i
√
3
2
. Íàéäèòå âñå òàêèå z ∈ C, ÷òî |z| = 1 è z + ε � êîðåíü íåêîòîðîé

ñòåïåíè èç åäèíèöû.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå z2 − 2(3 + i)z + 11 + 2i = 0.

4. Ïóñòü f(x), g(x) ∈ C[x] è x2 + x+ 1 | f(x3) + xg(x3). Äîêàæèòå, ÷òî f(1) = 0 = g(1).

5. Âû÷èñëèòå C4
n + C9

n + C14
n + . . . ïðè êàæäîì n ∈ N.

6. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí ×åáûø¼âà I ðîäà T6(x): cos 6ϕ = T6(cosϕ) äëÿ âñåõ ϕ ∈ R.
7. Íàéäèòå êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φ63(x).



Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, îòâåòû

I âàðèàíò

1. Imz = 0,±
√
3
2

Re z.

2. π
4
.

3. 0,±
√

6(3 + i).

4. 3x+ 3.

5.
2n + ω4(1 + ω)n + ω3(1 + ω2)n + ω2(1 + ω3)n + ω(1 + ω4)n

5
, ãäå ω = e

2πi
5 .

6. U4(x) = 16x4 − 12x2 + 1.

7. Φ175(x) = x120−x115+x95−x90+x85−x80+x70−x65+x60−x55+x50−x40+x35−x30+x25−x5+1.

II âàðèàíò

1. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì
(
−1

3
,−4

3

)
è ðàäèóñîì 2

√
2

3
.

2. 7π
4
.

3.

4− i±
(√√

809−5
2
− i
√√

809+5
2

)
2

.

4. −x+ 2.

5.
2n + ω3(1 + ω)n + ω(1 + ω2)n + ω4(1 + ω3)n + ω2(1 + ω4)n

5
, ãäå ω = e

2πi
5 .

6. T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1.

7. Φ99(x) = x60 − x57 + x51 − x48 + x42 − x39 + x33 − x30 + x27 − x21 + x18 − x12 + x9 − x3 + 1.

III âàðèàíò

1. |w| < 1.

2. −1.

3. 0,±
√

3(−2 + i).

4. n ≡ 2, 4 (mod 6).

5.
2n + ω2(1 + ω)n + ω4(1 + ω2)n + ω(1 + ω3)n + ω3(1 + ω4)n

5
, ãäå ω = e

2πi
5 .

6. U5(x) = 32x5 − 32x3 + 6x.

7. Φ147(x) = x84 − x77 + x63 − x56 + x42 − x28 + x21 − x7 + 1.

IV âàðèàíò

1. Imw > 0.

2. z = 1, ε2.

3. 2− i, 4 + 3i.

4. Ïîäñòàâèì ε è ε2.

5.
2n + ω(1 + ω)n + ω2(1 + ω2)n + ω3(1 + ω3)n + ω4(1 + ω4)n

5
, ãäå ω = e

2πi
5 .

6. T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1.

7. Φ63(x) = x36 − x33 + x27 − x24 + x18 − x12 + x9 − x3 + 1.



I âàðèàíò
1. Íàéäèòå âñå òðîéêè (a, b, k) ∈ R3, ïðè êîòîðûõ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå R2 → R2 ñ ìàòðèöåé(

3k ak
4k bk

)
ñîõðàíÿåò äëèíû îòðåçêîâ.

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3. Âû÷èñëèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 C1

2 C1
3 . . . C1

n

1 C2
3 C2

4 . . . C2
n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 Cn−1

n Cn−1
n+1 . . . Cn−1

2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


1 1 1 . . . 1 1
1 0 1 . . . 1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0 1
1 1 1 . . . 1 0

 ∈ Mn(Q).

4. Ïîñëå ñåìèíàðà ïî àëãåáðå íà äîñêå îñòàëèñü ÷àñòè÷íî ñò¼ðòûå ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé è îäíà èç å¼ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé:

2x1 + x2 − x3 + 3x4 + x5 = 0

3x1 − x3 + 2x4 + x5 = 0

x1 + 2x2 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = 0

ÔÑÐ:

(1 1 1 ∗ ∗)
(−1 1 1 ∗ ∗)
(2 ∗ ∗ ∗ ∗)

à) Íàéäèòå êàêóþ-íèáóäü ÔÑÐ ñèñòåìû èç ïåðâûõ äâóõ óöåëåâøèõ óðàâíåíèé.
á) Çàïîëíèòå ïðîïóñêè õîòÿ áû îäíèì ïðàâèëüíûì ñïîñîáîì. Êàêèå ïðîïóñêè âîññòàíàâëèâà-

þòñÿ îäíîçíà÷íî?

5. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n è ðàíãà n − 1 íàä ïîëåì K. Êàêèå çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü ðàíã ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû Â? (Âij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà
aji ìàòðèöû A.)

II âàðèàíò

1. Íàéäèòå âñå ïàðû (a, n) ∈ R× N, ïðè êîòîðûõ

(
a −a
a a

)n
=

(
1 0
0 1

)
.

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3. Âû÷èñëèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 C1

n C2
n . . . Cn

n

1 C1
n+1 C2

n+1 . . . Cn
n+1

1 C1
n+2 C2

n+2 . . . Cn
n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 C1

2n C2
2n . . . Cn

2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


3 1 1 . . . 1 1
1 3 1 . . . 1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 3 1
1 1 1 . . . 1 3

 ∈ Mn(Q).

4. Ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ñòóäåíò ïîëó÷èë ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòå-
ìó ðåøåíèé è ñâåðèëñÿ ñ îòâåòîì â çàäà÷íèêå:

Îòâåò ñòóäåíòà:

(5 3 −1 0 0)

(6 4 1 1 0)

(5 4 1 1 1)

Îòâåò â çàäà÷íèêå:

(1 1 2 1 0)

(0 1 2 1 1)

(3 2 −3 −1 1)

à) Ñîñòàâüòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îòâåòîì êàê â çàäà÷íèêå.
á) Ýêâèâàëåíòåí ëè îòâåò â çàäà÷íèêå îòâåòó, ïîëó÷åííîìó ñòóäåíòîì?

5. Ïóñòü A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà n íàä ïîëåì K, ïðè÷¼ì AB = 0.
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà rkA+ rkB.



III âàðèàíò

1. Íàéäèòå âñå ïàðû (x, y) ∈ R2, ïðè êîòîðûõ

(
x −xy
xy x

)6

=

(
1 0
0 1

)
.

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3. Âû÷èñëèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 C1

2 C2
3 . . . Cn

n+1

1 C1
3 C2

4 . . . Cn
n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 C1

n+1 C2
n+2 . . . Cn

2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


0 1 1 . . . 1 1
1 0 1 . . . 1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0 1
1 1 1 . . . 1 0

 ∈ Mn(Q).

4. Ïîñëå ñåìèíàðà ïî àëãåáðå íà äîñêå îñòàëèñü ÷àñòè÷íî ñò¼ðòûå ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé è îäíà èç å¼ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé:

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − x3 + x4 + 2x5 = 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −x4 + x5 = 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ 5x5 = 0

ÔÑÐ:

(0 1 1 1 − 1)

(−2 0 1 − 1 2)

(∗ ∗ 1 0 0)

à) Ñîñòàâüòå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ÔÑÐ èç ïåðâûõ äâóõ
óöåëåâøèõ ñòðîê íà äîñêå ñïðàâà.

á) Çàïîëíèòå ïðîïóñêè õîòÿ áû îäíèì ïðàâèëüíûì ñïîñîáîì. Êàêèå ïðîïóñêè âîññòàíàâëèâà-
þòñÿ îäíîçíà÷íî?

5. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïîëåì K, ïðè÷¼ì A2 = A. Íàéäèòå âñå
çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà rkA+ rk(E − A).

IV âàðèàíò

1. Ïóñòü A =

(
1 1
1 −1

)(
1
√

3√
3 −1

)
. Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå R2 → R2

ñ ìàòðèöåé A. Íàéäèòå íàèìåíüøåå n ∈ N, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà An ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé.

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü 3. Âû÷èñëèòå ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 . . . 0 0
1 C1

2 1 0 . . . 0 0
1 C1

3 C2
3 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 C1

n−1 C2
n−1 C3

n−1 . . . Cn−2
n−1 1

1 C1
n C2

n C3
n . . . Cn−2

n Cn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.


2 −1 0 0 . . . 0 0
−1 2 −1 0 . . . 0 0

0 −1 2 −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . 2 −1
0 0 0 0 . . . −1 2

 ∈ Mn(Q).

4. Â çàäà÷íèêå ïî àëãåáðå äðóã ïîä äðóãîì çàïèñàíû äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâ-
íåíèé. Âëàä ðåøèë ïåðâóþ èç íèõ, Ëåíà � âòîðóþ, à Âëàäèëåí ïî íåâíèìàòåëüíîñòè ðåøèë
ñèñòåìó, îáúåäèí¼ííóþ èç ýòèõ äâóõ. Âëàä è Ëåíà ïðàâèëüíî íàøëè ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû
ðåøåíèé ñâîèõ ñèñòåì:

ÔÑÐ Âëàäà: (1,−1, 2, 3), (0, 1, 2,−1). ÔÑÐ Ëåíû: (1,−2, 3, 4), (−1, 3, 5,−5).

à) Ñîñòàâüòå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó ñ ÔÑÐ êàê ó Ëåíû.
á) Âëàäèëåí ïðàâèëüíî ðåøèë ñâîþ ñèñòåìó. Êàêîé ó íåãî ìîã ïîëó÷èòüñÿ îòâåò?

5. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n è ðàíãà r íàä ïîëåì K. Íàéäèòå âñå k ∈ N, ïðè
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû B ∈ Mn×k(K) è C ∈ Mk×n(K), ÷òî A = BC.



Îòâåòû

1. I. (a, b) = (∓4,±3), k = ±1
5
. II. a = 1√

2
, n ∈ 8Z. III. (x, y) = (±1, 0), (x, y) =

(
±1

2
,±
√

3
)
(6

ïàð). IV. Ãîìîòåòèÿ ñ k = 2
√

2 ïëþñ ïîâîðîò íà − π
12
. nmin = 12.

3. I.


2− n 1 1 . . . 1

1 −1 0 . . . 0
1 0 −1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 0 0 . . . −1

. II. − 1

2(n+ 2)


−n− 1 1 1 . . . 1

1 −n− 1 1 . . . 1
1 1 −n− 1 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . −n− 1

.

III.
1

n− 1


2− n 1 1 . . . 1

1 2− n 1 . . . 1
1 1 2− n . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2− n

. IV.
1

n+ 1


n n− 1 n− 2 . . . 1

n− 1 2(n− 1) 2(n− 2) . . . 2
n− 2 3(n− 2) 3(n− 2) . . . 3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 2 3 . . . n

.

4. I. a) 3x1 = x3 − 2x4 − x5, 3x2 = x3 − 5x4 − 13x5.

á) (3) = 2(1)− (2) : x1 + 2x2 − x3 + 4x4 + x5 = 0.

ÔÑÐ: (1, 1, 1, 0,−2), (−1, 1, 1,−2, 8), (2, ∗, ∗, ∗, ∗). x4 = x1 − x2, x5 = −5x1 + 2x2 + x3.

II. à)

{
7x1 − 11x2 + 2x3 + 7x5 = 0

x2 + 3x3 − 7x4 = 0.

III. à) Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû: 2p1 = p3 − p4 + 2p5, p2 = −p3 − p4 + p5.

á)


x1 + 2x2 − x3 + x4 + 2x5 = 0

2x1 + 1x2 + 1x3 − x4 + x5 = 0

4x1 + 5x2 − 1x3 + 1x4 + 5x5 = 0.
Òðåòüå ðåøåíèå (íåîäíîçíà÷íî, çàâèñèò îò âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû): (−1, 1, 1, 0, 0).

IV. à) Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû Ëåíû: p1 = −19p3 − 2p4, p2 = −8p3 + p4.

Ïðèìåð ñèñòåìû Ëåíû:

{
− 19x1 − 8x2 + x3 = 0

− 2x1 + x2 + x4 = 0.

á) Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû Âëàäà: p1 = −4p3 − 2p4, p2 = −2p3 + p4.

Ïðèìåð ñèñòåìû Âëàäà:

{
4x1 + 2x2 − x3 = 0

2x1 − x2 − x4 = 0.

Îòâåò Âëàäèëåíà: (2,−5,−2, 9).



I âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
2x4 − x3 + 4x

x6 − 2x5 + x4 + 4x2 − 8x+ 4
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè:

a) C; á) R; â) Q; ã) Z5.

2. Íàéäèòå òàêîé ìíîãî÷ëåí P (x) ∈ R[x], ÷òî äëÿ âñåõ ϕ ∈ R

cos5 ϕ+ sin5 ϕ = P (cosϕ+ sinϕ).

3. Ïðè âñåõ n ∈ N è ϕ ∈ R íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ n
√

1 + sinϕ+ i cosϕ.

4. Ïóñòü f(x) ∈ R[x] è f(t) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ R. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû
g(x), h(x) ∈ R[x], ÷òî f = g2 + h2.

5. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N0 îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà an, bn, cn, dn ðàâåíñòâàìè(√
2 +
√

3
)n

= an + bn
√

2 + cn
√

3 + dn
√

6.

Âûðàçèòå an ÷åðåç n (êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íå äîëæíî çàâèñåòü îò n).

II âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
2x4 − x

x6 + 2x5 + 2x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè:

a) C; á) R; â) Q; ã) Z3.

2. Íàéäèòå òàêîé ìíîãî÷ëåí Q(x) ∈ C[x], ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ C \ {0}

t7 + t−7 = Q(t+ t−1).

3. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè áåç ìàñøòàáà îòìå÷åíû ÷èñëà z è z2. Ïîêàæèòå, êàê ñ ïîìîùüþ
öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîèòü âñå çíà÷åíèÿ 8

√
iz.

4. Íàéäèòå âñå a ∈ C, ïðè êîòîðûõ âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà x5+(a80+1)x+a48−1 äåéñòâèòåëüíû.

5. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N0 îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà an, bn, cn, dn ðàâåíñòâàìè(√
2 + i

)n
= an + bn

√
2 + cni+ dn

√
2i.

Âûðàçèòå dn ÷åðåç n (êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íå äîëæíî çàâèñåòü îò n).

III âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
2x4 + 2x3 − x

x6 + 2x5 − 2x3 + 2x+ 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè:

a) C; á) R; â) Q; ã) Z3.

2. Ïðè êàæäîì a ∈ C ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé xk + yk + zk = ak, k = 1, 2, 3.

3. Äëÿ êàæäîé ïàðû (m,n) ∈ N2 íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ m
√
−1 è n

√
−1.

4. Äëÿ âñåõ n ∈ N è α ∈ R íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà (x + 1)n íà ìíîãî÷ëåí
x2 − 2x cosα + 1.

5. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A = (aij)ij ∈ Mn(Z), ãäå aij = ij−1 ïðè âñåõ 1 6 i, j 6 n.



IV âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
8x4 − 4x3 + x

4x6 − 8x5 + 4x4 + x2 − 2x+ 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè:

a) C; á) R; â) Q; ã) Z5.

2. Ïóñòü f(x) = x3 +ax2 + bx+ c ∈ C[x] � ìíîãî÷ëåí áåç êðàòíûõ êîðíåé, g(x) ∈ C[x] � ìíîãî-
÷ëåí, êîðíè êîòîðîãî � êâàäðàòû êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x). Íàéäèòå îòíîøåíèå äèñêðèìèíàíòîâ
ìíîãî÷ëåíîâ f è g.

3. Íàéäèòå âñå n ∈ N, ïðè êîòîðûõ

n
√
−1 ∩ 1000

√
−1 6= ∅.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ p, q ∈ C è âñåõ
íå÷¼òíûõ n ∈ N ìíîãî÷ëåí

(x+ p+ q)n − xn − pn − qn

äåëèòñÿ â C[x] íà ìíîãî÷ëåí

(x+ p+ q)3 − x3 − p3 − q3.

5. Ïðè âñåõ a, b ∈ C âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab 0 0 . . . 0 0
1 a+ b ab 0 . . . 0 0
0 1 a+ b ab . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . a+ b ab
0 0 0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïîðÿäêà n.

IV âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
8x4 − 4x3 + x

4x6 − 8x5 + 4x4 + x2 − 2x+ 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè:

a) C; á) R; â) Q; ã) Z5.

2. Ïóñòü f(x) = x3 +ax2 + bx+ c ∈ C[x] � ìíîãî÷ëåí áåç êðàòíûõ êîðíåé, g(x) ∈ C[x] � ìíîãî-
÷ëåí, êîðíè êîòîðîãî � êâàäðàòû êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x). Íàéäèòå îòíîøåíèå äèñêðèìèíàíòîâ
ìíîãî÷ëåíîâ f è g.

3. Íàéäèòå âñå n ∈ N, ïðè êîòîðûõ

n
√
−1 ∩ 1000

√
−1 6= ∅.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ p, q ∈ C è âñåõ
íå÷¼òíûõ n ∈ N ìíîãî÷ëåí

(x+ p+ q)n − xn − pn − qn

äåëèòñÿ â C[x] íà ìíîãî÷ëåí

(x+ p+ q)3 − x3 − p3 − q3.

5. Ïðè âñåõ a, b ∈ C âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab 0 0 . . . 0 0
1 a+ b ab 0 . . . 0 0
0 1 a+ b ab . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . a+ b ab
0 0 0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïîðÿäêà n.



III âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
2x4 + 2x3 − x

x6 + 2x5 − 2x3 + 2x+ 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè:

a) C; á) R; â) Q; ã) Z3.

2. Ïðè êàæäîì a ∈ C ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé xk + yk + zk = ak, k = 1, 2, 3.

3. Äëÿ êàæäîé ïàðû (m,n) ∈ N2 íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ m
√
−1 è n

√
−1.

4. Äëÿ âñåõ n ∈ N è α ∈ R íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà (x + 1)n íà ìíîãî÷ëåí
x2 − 2x cosα + 1.

5. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A = (aij)ij ∈ Mn(Z), ãäå aij = ij−1 ïðè âñåõ 1 6 i, j 6 n.

III âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
2x4 + 2x3 − x

x6 + 2x5 − 2x3 + 2x+ 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè:

a) C; á) R; â) Q; ã) Z3.

2. Ïðè êàæäîì a ∈ C ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé xk + yk + zk = ak, k = 1, 2, 3.

3. Äëÿ êàæäîé ïàðû (m,n) ∈ N2 íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ m
√
−1 è n

√
−1.

4. Äëÿ âñåõ n ∈ N è α ∈ R íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà (x + 1)n íà ìíîãî÷ëåí
x2 − 2x cosα + 1.

5. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A = (aij)ij ∈ Mn(Z), ãäå aij = ij−1 ïðè âñåõ 1 6 i, j 6 n.

III âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
2x4 + 2x3 − x

x6 + 2x5 − 2x3 + 2x+ 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè:

a) C; á) R; â) Q; ã) Z3.

2. Ïðè êàæäîì a ∈ C ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé xk + yk + zk = ak, k = 1, 2, 3.

3. Äëÿ êàæäîé ïàðû (m,n) ∈ N2 íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ m
√
−1 è n

√
−1.

4. Äëÿ âñåõ n ∈ N è α ∈ R íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà (x + 1)n íà ìíîãî÷ëåí
x2 − 2x cosα + 1.

5. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A = (aij)ij ∈ Mn(Z), ãäå aij = ij−1 ïðè âñåõ 1 6 i, j 6 n.

III âàðèàíò

1. Ðàçëîæèòå äðîáü
2x4 + 2x3 − x

x6 + 2x5 − 2x3 + 2x+ 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè:

a) C; á) R; â) Q; ã) Z3.

2. Ïðè êàæäîì a ∈ C ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé xk + yk + zk = ak, k = 1, 2, 3.

3. Äëÿ êàæäîé ïàðû (m,n) ∈ N2 íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ m
√
−1 è n

√
−1.

4. Äëÿ âñåõ n ∈ N è α ∈ R íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà (x + 1)n íà ìíîãî÷ëåí
x2 − 2x cosα + 1.

5. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A = (aij)ij ∈ Mn(Z), ãäå aij = ij−1 ïðè âñåõ 1 6 i, j 6 n.



Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ìíîãî÷ëåíû: îòâåòû

1. I.
1

x− 1
+

1

(x− 1)2
− 1

4

(
1

x+ 1 + i
+

1

x+ 1− i
+

1

x− 1 + i
+

1

x− 1− i

)
=

=
1

x− 1
+

1

(x− 1)2
− 1

2

(
x+ 1

x2 + 2x+ 2
+

x− 1

x2 − 2x+ 2

)
.

Íàä Z5:
2

x− 1
+

1

(x− 1)2
+

1

x+ 1
+

1

x− 2
+

1

x+ 2
.

II. − 1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
+

1

12

(
3 + i

√
3

x− 1
2
− i
√
3

2

+
3− i

√
3

x− 1
2

+ i
√
3

2

+
3− i

√
3

x+ 1
2
− i
√
3

2

+
3 + i

√
3

x+ 1
2

+ i
√
3

2

)
=

= − 1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
+

1

2

(
x− 1

x2 − x+ 1
+

x+ 1

x2 + x+ 1

)
.

Íàä Z3:
1

x+ 1
+

2

x− 1
+

1

(x− 1)2
.

III. − 1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
+

1

12

(
3− i

√
3

x−
√
3
2
− i

2

+
3 + i

√
3

x−
√
3
2

+ i
2

+
3 + i

√
3

x+
√
3
2
− i

2

+
3− i

√
3

x+
√
3
2

+ i
2

)
=

= − 1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
+

1

6

(
3x−

√
3

x2 −
√

3x+ 1
+

3x+
√

3

x2 +
√

3x+ 1

)
= − 1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
+

x3

x4 − x2 + 1
.

Íàä Z3: −
1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2
+

x

x2 + 1
− x

(x2 + 1)2
.

IV.
1

x− 1
+

1

(x− 1)2
− 1

4

(
1

x+ 1+i
2

+
1

x+ 1−i
2

+
1

x− 1−i
2

+
1

x− 1+i
2

)
=

1

x− 1
+

1

(x− 1)2
− 2x+ 1

2x2 + 2x+ 1
− 2x− 1

2x2 − 2x+ 1
.

Íàä Z5:
2

x− 1
+

1

(x− 1)2
+

1

x+ 1
+

1

x− 2
+

1

x+ 2
.

2. I. −1
4
x5 + 5

4
x. II. x7 − 7x5 + 14x3 − 7x. IV. (ab− c)2.

3. I. n

√
|2 cos ψ

2
|e
ψ
2
+
2πk
n , ãäå ψ = π

2
− ϕ.



I âàðèàíò

1. Âû÷èñëèòå

(
a b
b −a

)6

.

2. Íàéäèòå êàêîé-íèáóäü áàçèñ ñèñòåìû ñòðîê è âûðàçèòå ÷åðåç íåãî îñòàëüíûå ñòðîêè:
a1 = (2, 3,−4,−1), a2 = (1,−2, 1, 3), a3 = (5,−3,−1, 8), a4 = (3, 8,−9,−5).

3. Ïðè êàæäîì a ∈ Q íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû


a 1 2 3 1
1 a 3 2 1
2 3 a 1 1
3 2 1 a 1

.

4. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè: à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + x x . . . x
x a2 + x . . . x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x . . . an + x

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 0 . . . 0
1 3 2 . . . 0
0 1 3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Íàéäèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè σ ∈ S9, ÷òî σ
2 = (12)(34)(56789).

6. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(123)(2345)(456)(5678)(789)(9 10 11 12)

)3
.

7. Ïóñòü σ = (123)(456)(10 11) ∈ S11. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê â ìíîæåñòâå {τστ−1 | τ ∈ S11}?
8. Âûïèøèòå àðãóìåíòû âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x9 + x6 + x3 + 1.

9. Ðàçëîæèòå äðîáü
6x(x− 1)

x4 + 2x3 + 8x+ 16
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè à) C; á) R; â) Z7.

10. Ïóñòü x1, x2, x3, x4 � ÷åòâ¼ðêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x4 + px2 + qx + r, à x1x2 + x3x4, x1x3 +
+ x2x4, x1x4 + x2x3 � òðîéêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà y3 + ay2 + by + c. Âûðàçèòå b ÷åðåç p, q, r.

II âàðèàíò

1. Ïðè âñåõ a, b, c, d ∈ C ðåøèòå ñèñòåìó

{
ax+ by = c

−bx+ ay = d.

2. Âûðàçèòå ñòðîêó x = (7, 14,−1, 2) ÷åðåç ñòðîêè e1 = (1, 2,−1,−2), e2 = (2, 3, 0,−1), e3 =
= (1, 2, 1, 4), e4 = (1, 3,−1, 0).

3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ b ∈ Q, ïðè êîòîðûõ ìàòðèöà


3 1 1 4
b 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

 èìååò íàèìåíüøèé ðàíã.

4. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè: à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1 1 1
a1 . . . a1 a1 − b1 a1
a2 . . . a2 − b2 a2 a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an − bn . . . an an an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Íàéäèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè σ ∈ S8, ÷òî σ
2 = (123)(678).

6. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(1234)(345)(5678)(789)(9 10 11 12)(11 12 13)

)3
.

7. Ïóñòü σ = (1234)(89)(10 11) ∈ S11. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê â ìíîæåñòâå {τστ−1 | τ ∈ S11}?
8. Íàéäèòå âñå êîðíè 10-é ñòåïåíè èç 1, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè 25-é còåïåíè èç −1.

9. Ðàçëîæèòå äðîáü
3x(2x+ 1)

x4 − x3 − x+ 1
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè à) C; á) R; â) Z7.

10. Ïóñòü x1, x2, x3, x4 � ÷åòâ¼ðêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x4 + ax2 + bx + c, à (x1 + x2)(x3 + x4),
(x1 + x3)(x2 + x4), (x1 + x4)(x2 + x3) � òðîéêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà z3 + pz2 + qz + r. Âûðàçèòå r
÷åðåç a, b, c.



III âàðèàíò

1. Âû÷èñëèòå

(
2 n
0 2

)5

.

2. Íàéäèòå êàêîé-íèáóäü áàçèñ ñèñòåìû ñòðîê è âûðàçèòå ÷åðåç íåãî îñòàëüíûå ñòðîêè:
b1 = (−2, 1, 1, 3), b2 = (3, 2,−4,−1), b3 = (−3, 5,−1, 8), b4 = (8, 3,−9,−5).

3. Ïðè êàæäîì c ∈ Q íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû

1 c −1 2
2 −1 c 5
1 10 −6 1

.

4. Âû÷èñëèòå: à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 . . . an−1 an
1 a1 a2 . . . an−1 an + bn
1 a1 a2 . . . an−1 + bn−1 an
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 a1 a2 + b2 . . . an−1 an
1 a1 + b1 a2 . . . an−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 0 . . . 0 0 0
1 3 1 0 . . . 0 0 0
0 2 3 2 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 3 1
0 0 0 0 . . . 0 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Íàéäèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè σ ∈ S8, ÷òî σ
3 = (12)(34)(56)(78).

6. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(123)(2345)(456)(5678)(789)(9 10 11 12)

)3
.

7. Ïóñòü σ = (123)(456)(789) ∈ S9. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê â ìíîæåñòâå {τστ−1 | τ ∈ S9}?
8. Âûïèøèòå àðãóìåíòû âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x8 − x6 + x4 − x2 + 1.

9. Ðàçëîæèòå äðîáü
2x2 + 5x+ 3

x4 + 2x3 + 3x2
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè à) C; á) R; â) Z11.

10. Ïóñòü x1, x2, x3, x4 � ÷åòâ¼ðêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x4 + px2 + qx + r, à x1x2 + x3x4, x1x3 +
+ x2x4, x1x4 + x2x3 � òðîéêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà y3 + ay2 + by + c. Âûðàçèòå c ÷åðåç p, q, r.

IV âàðèàíò

1. Âû÷èñëèòå

(
cosα sinα
− sinα cosα

)n
.

2. Âûðàçèòå ñòðîêó x = (−1, 7, 14, 2) ÷åðåç ñòðîêè e1 = (−1, 1, 2,−2), e2 = (0, 2, 3,−1), e3 =
= (1, 1, 2, 4), e4 = (−1, 1, 3, 0).

3. Ïðè êàæäîì d ∈ Q íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû

7− d −12 6
10 −19− d 10
12 −24 13− d

.

4. Âû÷èñëèòå: à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 + y b2 . . . bn
b1 b2 + y . . . bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b1 b2 . . . bn + y

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 3 0 0 . . . 0
2 5 3 0 . . . 0
0 2 5 3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Íàéäèòå âñå òàêèå ïîäñòàíîâêè σ ∈ S7, ÷òî σ
2 = (12)(67).

6. Íàéäèòå ÷¼òíîñòü è ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè
(
(1234)(345)(5678)(789)(9 10 11 12)(11 12 13)

)3
.

7. Ïóñòü σ = (1234)(5678)(9 10) ∈ S10. Ñêîëüêî ïîäñòàíîâîê â ìíîæåñòâå {τστ−1 | τ ∈ S10}?
8. Ðàçëîæèòå ìíîãî÷ëåí x8 + x4 + 1 íà íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì R.

9. Ðàçëîæèòå äðîáü
4x2 − 3x

x4 − 4x3 + 5x2 − 4x+ 4
íà ïðîñòåéøèå íàä ïîëÿìè à) C; á) Q; â) Z5.

10. Ïóñòü x1, x2, x3, x4 � ÷åòâ¼ðêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x4 + ax2 + bx + c, à (x1 + x2)(x3 + x4),
(x1 + x3)(x2 + x4), (x1 + x4)(x2 + x3) � òðîéêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà z3 + pz2 + qz + r. Âûðàçèòå q
÷åðåç a, b, c.



1. I. (a2 + b2)3E. III.

(
32 80n
0 32

)
. IV.

(
cosnα − sinnα
sinnα cosnα

)
.

2. I. x = 2e2 + e3 + 2e4. II, IV. a1, a2; a3 = a1 + 3a2, a4 = 2a1 − a2.
III. b1, b2; b3 = 3b1 + b2, b4 = −b1 + 2b2.

3. I. 3 ïðè a = 0, 2, 4, èíà÷å 4. II. rkB = 3 ïðè b = 3 (èíà÷å 2). III. 2 ïðè c = 3, èíà÷å 3.
IV. 1 ïðè d = 1; 2 ïðè d = −1; 3 èíà÷å.

4. à) I. a1 . . . an + σn−1(ai)x. II. (−1)n(n+1)/2b1 . . . bn. III. (−1)n(n−1)/2b1 . . . bn.
IV. yn + (b1 + . . .+ bn)yn−1. á) I, III. 2n+1 − 1. II. n+ 1. IV, 3n+1 − 2n+1.

5.

6. I, III. Íå÷¼òíàÿ, 10. σ = (12)(34)(5)(67)(8 9 10 11 12), σ3 = (12)(34)(5)(67)(8 11 9 12 10).
II, IV. Íå÷¼òíàÿ, 12. σ = (123)(4567)(8 9 10 11)(12 13), σ3 = (7654)(11 10 9 8)(12 13).

7. I.
11!

3 · 3 · 2 · 3!
. II.

11!

4 · 3! · 23
. III.

9!

33 · 3!
. IV.

10!

42 · 22
.

8. I. πn/6, 4 - n. II. 5
√
−1. III. π

10
+ πk

5
, k 6≡ 2 (mod 5).

IV. (x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 −
√

3x+ 1)(x2 +
√

3x+ 1).

9. I.
2i
√

3

x− 1− i
√

3
− 2i

√
3

x− 1 + i
√

3
− 1

x+ 2
+

3

(x+ 2)2
=

x− 1

x2 − 2x+ 4
− 1

x+ 2
+

3

(x+ 2)2
.

Íàä Z7:
4

x− 3
− 4

x+ 1
− 1

x+ 2
+

3

(x+ 2)2
.

II.
1

x+ 1
2

+ i
√
3
2

− 1

x− 1
2
− i

√
3
2

+
2

x− 1
+

3

(x− 1)2
= − 2x+ 1

x2 + x+ 1
+

2

x− 1
+

3

(x− 1)2
.

Íàä Z7:
1

x+ 3
+

1

x− 2
+

2

x− 1
+

3

(x− 1)2
.

III.
1

x
+

1

x2
− x+ 1

x2 + 2x+ 3
. Íàä Z11: −

x+ 1

x2 + 2x+ 3
=

5

x+ 4
+

5

x− 2
.

IV.
1

x− 2
+

2

(x− 2)2
− x

x2 + 1
. Íàä Z5:

2

(x− 2)2
+

2

x− 2
+

1

x+ 2
.

10. I. b = −4r. III. c = 4pr − q2.



Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ
Âñþäó K � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ò. å. 1 + . . .+ 1 6= 0 â K äëÿ ëþáîãî ÷èñëà åäèíèö.
Ýëåìåíò a ∈ K íàçûâàåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k ∈ N ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x], åñëè (x − a)k |

| f(x) è (x− a)k+1 - f(x).
Êîðíè êðàòíîñòè 1 íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè, êîðíè êðàòíîñòè > 2 � êðàòíûìè.
Ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(x) =

∑n
k=0 akx

k íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí f ′(x) =
∑n

k=1 kakx
k−1.

Â ÷àñòíîñòè, C ′ = 0 äëÿ êîíñòàíòû C ∈ K ⊂ K[x] è deg f ′ = deg f − 1, åñëè deg f > 1.
Ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ: f ′′(x) = (f ′(x))′, . . ., f (m) = (f (m−1))(x))′

� ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà m. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò f (0) := f .

1. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (f + g)′ = f ′+ g′ è (cf)′ = cf ′ äëÿ âñåõ
f, g ∈ K[x] è c ∈ K, ò. å. îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ f 7→ f ′ ëèíååí. Èñïîëüçóÿ ýòî, äîêàæèòå
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

à) (fg)′ = f ′g + fg′, (fg)′′ = f ′′ + 2f ′g′ + g′′ è, âîîáùå,

(fg)(n) =
n∑
k=0

Ck
nf

(k)g(n−k) (ïðàâèëî Ëåéáíèöà);

á) (f1 . . . fk)
′ = ?

â) (f(g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x) (ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè).

2. Ôîðìóëà Òåéëîðà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x] ñòåïåíè n è ýëåìåíòà a ∈ K
âåðíî ðàâåíñòâî:

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k = f(a) + f ′(a)(x− a) +

f ′′(a)

2
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n.

3. Äîêàæèòå, ÷òî êîðåíü ìíîãî÷ëåíà êðàòíîñòè k > 2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì åãî ïðîèçâîäíîé êðàò-
íîñòè k − 1; ïðîñòîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì åãî ïðîèçâîäíîé.

4. Îòäåëåíèå êðàòíûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí
f

(f, f ′)
èìååò òå æå êîðíè, ÷òî è

f , íî âñå � ïðîñòûå.

5∗. Ïóñòü f(z) = (z − a)(z − b)(z − c) ∈ C[z]. Äîêàæèòå, ÷òî îáà êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f ′(z) ëåæàò
âíóòðè òðåóãîëüíèêà abc (èëè íà åãî ñòîðîíàõ � åñëè îí âûðîæäåí).

Òåîðåìà Ãàóññà�Ëþêà. Êîðíè ïðîèçâîäíîé f ′(z) ëåæàò âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà f(z).



Ãåîìåòðèÿ â Rn
Äëÿ âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ÷åðåç |x| îáîçíà÷èì åãî äëèíó: |x| =

√∑n
i=1 x

2
i .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ x, y ∈ Rn îïðåäåëÿåòñÿ èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(x, y) =

{
0, åñëè x = 0 èëè y = 0,

|x||y| cos∠(x, y), èíà÷å.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áèëèíåéíî, òî åñòü ëèíåéíî ïî êàæäîìó èç äâóõ
ñâîèõ àðãóìåíòîâ; ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó îçíà÷àåò, ÷òî (x + y, z) = (x, z) + (y, z) è
(kx, y) = k(x, y) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ Rn è k ∈ R.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì áèëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðíîå òîæäåñòâî:

|x+ y|2 = |x|2 + 2(x, y) + |y|2 äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn.

2. Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f : Rn ×Rn →
→ R, à èìåííî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

(1) f áèëèíåéíà;
(2) f ñèììåòðè÷íà, òî åñòü f(x, y) = f(y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn;
(3) f(x, x) = |x|2 äëÿ âñåõ x ∈ Rn,

3. Êîîðäèíàòíûé ïîäõîä. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈
∈ Rn âåðíî ðàâåíñòâî

(x, y) = x1y1 + . . .+ xnyn.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà èç ï. à) âåðíà â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (è íè â êàêîì
äðóãîì!).

4. Êîýôôèöèåíòû Ýéëåðà�Ôóðüå. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ x = x1e1 +
+ . . .+ xnen ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x ∈ Rn ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó e1, . . . , en ðàâíû

xi = (x, ei), i = 1, . . . , n.

5. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, y1, . . . , xn, yn ∈ R
âåðíî íåðàâåíñòâî

(x1y1 + . . .+ xnyn)2 6 (x21 + . . .+ x2n)(y21 + . . .+ y2n)

è íàéäèòå êðèòåðèé åãî îáðàùåíèÿ â ðàâåíñòâî.

Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : Rn → Rn ñ ìàòðèöåé A (â ñòàíäàðòíîì áàçèñå) îáîçíà÷èì ÷åðåç
A∗ îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé At(= A∗) (íàçûâàåìûé ñîïðÿæ¼ííûì ê A).

6. Äîêàæèòå, ÷òî (Ax, y) = (x,A∗y) äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â Rn è ëþáûõ x, y ∈ Rn.

Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (äâèæåíèÿ, èçîìåòðèè). Òàê íàçûâàþòñÿ (áèåêòèâíûå)
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå äëèíû îòðåçêîâ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ϕ : Rn → Rn è ϕ(0) = 0, òî

ϕ � èçîìåòðèÿ ⇐⇒ ∀x ∈ Rn |ϕ(x)| = |x| ⇐⇒ ∀x, y ∈ Rn (ϕ(x), ϕ(y)) = (x, y).

8. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Rn → Rn ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ⇐⇒ A∗ = A−1 ⇐⇒
⇐⇒ At = A−1. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö îáðàçóåò ãðóïïó. Îíà íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà Rn è îáîçíà÷àåòñÿ On(R).



â) Äîêàæèòå, ÷òî |A| = ±1 äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ On(R), ïðè ýòîì |A| = 1⇐⇒ A � ìàòðèöà
ñîáñòâåííîãî (ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ) äâèæåíèÿ â Rn. Òàêèå ìàòðèöû îáðàçóþò ïîäãðóïïó â
On(R), íàçûâàåìóþ ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåìóþ SOn(R).

9. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ èçîìåòðèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ 0, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

10. Òåîðåìà Ýéëåðà. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå R3 èìååò íåïîäâèæíóþ
îñü.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà R3 èìååò ñîáñòâåííûé
âåêòîð, òî åñòü òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ R3, ÷òî Ax = λx äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R. (×èñëî λ
íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, îòâå÷àþùåì âåêòîðó x.)

Ïî îïðåäåëåíèþ, âåêòîðû u, v ∈ Rn îðòîãîíàëüíû (ïèøóò u ⊥ v), åñëè (u, v) = 0. Ïîäïðîñòðàí-
ñòâà U, V ⊆ Rn îðòîãîíàëüíû (U ⊥ V ), åñëè u ⊥ v äëÿ âñåõ u ∈ U , v ∈ V .

11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊆ Rn ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå, òî åñòü òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî U⊥ ⊆ Rn, ÷òî U ⊕ U⊥ = Rn è U ⊥ U⊥.
Â ÷àñòíîñòè, dimU⊥ = n− dimU .

Îðòîãîíàëüíûå îòðàæåíèÿ (ñèììåòðèè). Òàê íàçûâàþòñÿ èçîìåòðèè, ÿâëÿþùèåñÿ ñèì-
ìåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà:

S : Rn → Rn � ñèììåòðèÿ ⇐⇒ ∃ ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊆ Rn

{
S|U = idU

S|U⊥ = − idU⊥ .

12. Îïèøèòå âñå òèïû ñèììåòðèé â ñëó÷àÿõ n = 2 è n = 3 (â çàâèñèìîñòè îò dimU).

13. Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ ñèììåòðèÿ S ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, òî åñòü S2 = id. Äîêàæèòå îáðàòíîå:
âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ èíâîëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé.

Ïðîåêòîðû. Òàê íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ, ïðîåêòèðóþùèå âñ¼ ïðîñòðàíñòâî Rn íà íåêîòîðîå
ïîäïðîñòðàíñòâî U âäîëü êàêîãî-íèáóäü äîïîëíèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V :

P : Rn → Rn � ïðîåêòîð ⇐⇒ ∃ ïîäïðîñòðàíñòâà U, V ⊆ Rn :


U ⊕ V = Rn

P|U = idU

P|V = 0.

Åñëè ïðè ýòîì U ⊥ V , òî ïðîåêòîð íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûì, èëè îðòîïðîåêòîðîì.

14. Î÷åâèäíî, ëþáîé ïðîåêòîð P èäåìïîòåíòåí, òî åñòü P2 = P . Äîêàæèòå, ÷òî âåðíî îáðàò-
íîå: âñÿêèé ëèíåéíûé èäåìïîòåíòíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì.

15. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòîð P ÿâëÿåòñÿ îðòîïðîåêòîðîì ⇐⇒ P = P2 = P∗.

×àñòè÷íûå èçîìåòðèè � ýòî ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èçîìåòðè÷íî íà îðòîãî-
íàëüíîì äîïîëíåíèè ê ñâîåìó ÿäðó:

A � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ ⇐⇒ ∃ ïîäïðîñòðàíñòâà U, V ⊆ Rn

{
A|VU : U → V � èçîìåòðèÿ

A|U⊥ = 0.

16. Ïóñòü A � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ. Êàê äåéñòâóþò îïåðàòîðû A∗, AA∗, A∗A?
17. à) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ A óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó AA∗A = A.
á) Äîêàæèòå, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: ëèíåéíûé îïåðàòîð A òàêîé, ÷òî AA∗A = A, ÿâëÿåòñÿ

÷àñòè÷íîé èçîìåòðèåé.

18. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïðîåêòîðîâ ÷àñòè÷íûìè èçîìåòðèÿìè ÿâëÿþòñÿ îðòîïðîåêòîðû è
òîëüêî îíè.



Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîâàðèê

A∗ = A−1 ⇐⇒ A � èçîìåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå)

S∗ = S−1 = S ⇐⇒ S � ñèììåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå)

P2 = P ⇐⇒ P � ïðîåêòîð

P∗ = P2 = P ⇐⇒ P � îðòîïðîåêòîð

AA∗A = A ⇐⇒ A � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ

Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîâàðèê

A∗ = A−1 ⇐⇒ A � èçîìåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå)

S∗ = S−1 = S ⇐⇒ S � ñèììåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå)

P2 = P ⇐⇒ P � ïðîåêòîð

P∗ = P2 = P ⇐⇒ P � îðòîïðîåêòîð

AA∗A = A ⇐⇒ A � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ

Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîâàðèê

A∗ = A−1 ⇐⇒ A � èçîìåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå)

S∗ = S−1 = S ⇐⇒ S � ñèììåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå)

P2 = P ⇐⇒ P � ïðîåêòîð

P∗ = P2 = P ⇐⇒ P � îðòîïðîåêòîð

AA∗A = A ⇐⇒ A � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ

Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîâàðèê

A∗ = A−1 ⇐⇒ A � èçîìåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå)

S∗ = S−1 = S ⇐⇒ S � ñèììåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå)

P2 = P ⇐⇒ P � ïðîåêòîð

P∗ = P2 = P ⇐⇒ P � îðòîïðîåêòîð

AA∗A = A ⇐⇒ A � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ

Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîâàðèê

A∗ = A−1 ⇐⇒ A � èçîìåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå)

S∗ = S−1 = S ⇐⇒ S � ñèììåòðèÿ (îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå)

P2 = P ⇐⇒ P � ïðîåêòîð

P∗ = P2 = P ⇐⇒ P � îðòîïðîåêòîð

AA∗A = A ⇐⇒ A � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ



Ïîëÿ
Ìíîæåñòâî K ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè +, · è äâóìÿ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè 0, 1

íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(1) (K,+) � àáåëåâà ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0;
(2) (K∗, ·) � àáåëåâà ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 1;
(3) a(b+ c) = ab+ ac äëÿ âñåõ a, b, c ∈ K (çíàê · îïóñêàåòñÿ).
1. à) Â ëþáîì ïîëå ñïðàâåäëèâû ñòàíäàðòíûå ôîðìóëû: ïîëèíîìèàëüíàÿ (â ÷àñòíîñòè, ôîð-

ìóëà áèíîìà Íüþòîíà), ðàçëîæåíèå ðàçíîñòè n-õ ñòåïåíåé è å¼ ïðèëîæåíèå � ñóììèðîâàíèå ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïî÷åìó?

á) Â ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ: åñëè ab = 0, òî a = 0 èëè b = 0. Ïî÷åìó?

2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé â R:
{0, 1}, N, Z, Q, R, R \Q?

Ïîäìíîæåñòâî ïîëÿ K, ñîäåðæàùåå 0, 1 è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îáåèõ îïåðàöèé, íàçûâàåòñÿ
ïîäïîëåì â K.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëÿ K è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊆ K ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå
(â ñìûñëå ⊆) ïîäïîëå L â K, ñîäåðæàùåå M .

4. Ïîñòðîéòå ïîäïîëå L èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ K = R è
à) M =

{√
2
}
; M =

{√
2,
√

3
}
; â) M =

{
3
√

2
}
; ã) M = ∅.

Îòîáðàæåíèå f : K → L èç ïîëÿ K â ïîëå L íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïîëåé, åñëè
f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b) äëÿ âñåõ a, b ∈ K, f(0) = 0 è f(1) = 1.

5. à) Êàêàÿ íåàêêóðàòíîñòü äîïóùåíà â äàííîì âûøå îïðåäåëåíèè ãîìîìîðôèçìà ïîëåé?
á) Ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå f(0) = 0 ìîæíî îïóñòèòü, à óñëîâèå f(1) = 1 íåëüçÿ îïóñòèòü.
â) Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ãîìîìîðôèçì ïîëåé èíúåêòèâåí. (È ïîòîìó ÷àñòî íàçûâàåòñÿ âëî-

æåíèåì.)

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âëîæåíèé ïîëåé Q→ L äëÿ ïîëåé L èç êàæäîãî ïóíêòà çàäà÷è 4?

7. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå C 3 a + bi 7→
(
a −b
b a

)
∈ Mat2×2(R) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

ïîëåé.

8. Ìîæíî ëè íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . .} èç n ýëåìåíòîâ ââåñòè ñòðóêòóðó ïîëÿ è ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè, åñëè à) n = 2; á) n = 3; â) n = 4?

9. Íàéäèòå âñå òàêèå n ∈ N, ÷òî ìíîæåñòâî Zn = {0, 1, . . . , n − 1} ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ðàññìîòðèì â (K,+) öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó 〈1〉 = {0,±1,±2, . . .}. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
ïîäãðóïïà 〈1〉 ëèáî ñ÷¼òíà, ëèáî êîíå÷íà. Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå 0
â ïåðâîì ñëó÷àå è ðàâíîå ïîðÿäêó óêàçàííîé ïîäãðóïïû âî âòîðîì ñëó÷àå. Îáîçíà÷åíèå: charK.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî âëîæåíèå ïîëåé Q→ K.

10. Äîêàæèòå, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå:
à) ïîðÿäîê p ãðóïïû 〈1〉 � ïðîñòîå ÷èñëî;
á) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî âëîæåíèå ïîëåé Zp → K.

11. á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäîê âñÿêîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà.
à) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëÿ èç øåñòè ýëåìåíòîâ.
â) Ïîñòðîéòå ïîëÿ èç äåâÿòè è âîñüìè ýëåìåíòîâ.

12. Ïîñòðîéòå ñ÷¼òíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå ïîäïîëå Z2.



Êîëüöà
Ìíîæåñòâî R ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè, ñëîæåíèåì + è óìíîæåíèåì ·, íàçûâàåòñÿ êîëü-

öîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) (R,+) � àáåëåâà ãðóïïà;

2) ∀a, b, c ∈ R

{
a(b+ c) = ab+ ac (äèñòðèáóòèâíîñòü ñëåâà)

(b+ c)a = ba+ ca (äèñòðèáóòèâíîñòü ñïðàâà)
(çíàê · ÷àñòî îïóñêàåòñÿ).

Êàê è â ëþáîé àääèòèâíîé ãðóïïå, íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî ñëîæåíèþ îáû÷íî îáîçíà÷àþò 0
(íîëü), à îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ ê ýëåìåíòó a ∈ R � ÷åðåç −a (ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò ê a).

Åñëè êîëüöî R ñîäåðæèò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò 1 ïî óìíîæåíèþ è ïðè ýòîì 1 6= 0, òî êîëüöî
R íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Åñëè óìíîæåíèå â êîëüöå êîììóòàòèâíî (àññîöèàòèâíî), òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâ-
íûì (àññîöèàòèâíûì).

Ïðèìåðû.

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû: à) êîëüöà áåç åäèíèöû; á) àññîöèàòèâíîãî íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà.

2. Ïóñòü × � âåêòîðíîå óìíîæåíèå â R3. Ïîêàæèòå, ÷òî (R3,+,×) � íåêîììóòàòèâíîå íåàñ-
ñîöèàòèâíîå êîëüöî áåç åäèíèöû.

3. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ êîëüöà R îïðåäåëÿåòñÿ êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[x] (èçâåñòíî, êàê).
Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè êîëüöî R îáëàäàåò êàêèì-ëèáî èç ñâîéñòâ: êîììóòàòèâíî, àññîöèàòèâíî, ñî-
äåðæèò åäèíèöó, íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ, òî è êîëüöî R[x] îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.

4. Êîëüöî ìàòðèö. Äëÿ êîëüöà R è ÷èñëà n ∈ N îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íîå êîëüöî Rn ñ ïî-
êîìïîíåíòíûì ñëîæåíèåì è îáû÷íûì ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì, èíäóöèðîâàííûìè ñ êîëüöà R.
Ïîêàæèòå, ÷òî:

à) Rn ñîäåðæèò åäèíèöó ⇐⇒ R ñîäåðæèò åäèíèöó;
á) Rn àññîöèàòèâíî ⇐⇒ R àññîöèàòèâíî;
â) åñëè R 6= {0}, òî Rn êîììóòàòèâíî ⇐⇒ R êîììóòàòèâíî è n = 1;
ã) åñëè R 6= {0} è n > 1, òî Rn ñîäåðæèò íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû (è, â ÷àñòíîñòè, äåëèòåëè

íóëÿ);
ä) åñëè R � ïîëå, òî äåëèòåëè íóëÿ â Rn � ýòî â òî÷íîñòè íåíóëåâûå ìàòðèöû ñ íóëåâûì

îïðåäåëèòåëåì.

Íåíóëåâîé ýëåìåíò a êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè ab = 0
(ba = 0) äëÿ íåêîòîðîãî 0 6= b ∈ R. Â êîììóòèâíîì êîëüöå ãîâîðÿò ïðîñòî î äåëèòåëÿõ íóëÿ.

Ýëåìåíò êîëüöà, íå ÿâëÿþùèéñÿ íè ëåâûì, íè ïðàâûì äåëèòåëåì íóëÿ, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿð-
íûì.

Àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé íóëÿ íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n: Zn � îáëàñòü ⇐⇒ Zn � ïîëå ⇐⇒ n ïðîñòîå.
×àñòíûì ñëó÷àåì äåëèòåëÿ íóëÿ ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò � òàêîé íåíóëåâîé ýëå-

ìåíò, íåêîòîðàÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà íóëþ.
Àññîöèàòèâíîå êîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n: Zn � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî ⇐⇒ n ñâîáîäíî
îò êâàäðàòîâ.

Â êîëüöå R ñ åäèíèöåé ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ:
îáðàòíûé (ëåâûé îáðàòíûé, ïðàâûé îáðàòíûé) ê ýëåìåíòó a ∈ R � òàêîé ýëåìåíò b ∈ R, òî

ab = 1 = ba (ba = 1, ab = 1);
îáðàòèìûé (îáðàòèìûé ñëåâà, îáðàòèìûé ñïðàâà) ýëåìåíò � ýëåìåíò, èìåþùèé îáðàòíûé

(ëåâûé îáðàòíûé, ïðàâûé îáðàòíûé).

7. Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò êîëüöà ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ëåâûõ îáðàòíûõ.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýëåìåíò àññîöèàòèâíîãî êîëüöà îáðàòèì ñëåâà è ñïðàâà, òî âñÿêèé åãî
ëåâûé îáðàòíûé ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì è íàîáîðîò.



Îáëàñòü, â êîòîðîé êàæäûé íåíóëåâûé ýëåìåíò îáðàòèì, íàçûâàåòñÿ òåëîì. Êîììóòàòèâíîå
òåëî (êàê ìû çíàåì) íàçûâàåòñÿ ïîëåì.

9. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

Òåîðåìà Âåääåðáàðíà. Âñÿêîå êîíå÷íîå òåëî êîììóòàòèâíî.


