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Введение

В данной работе мы рассматриваем элементарные свойства (т.е. свой-
ства, выразимые в языке первого порядка) моноидов эндоморфизмов
свободных полигонов над моноидами.

Первые результаты о связи элементарных свойств некоторых моде-
лей с элементарными свойствами производных моделей были получены
А.И. Мальцевым в 1961 году в работе [1]. Он доказал, что группы Gn(K)
и Gm(L) (где G = GL, SL,PGL,PSL, n,m ≥ 3, K, L — поля характери-
стики 0) элементарно эквивалентны тогда и только тогда, когда m = n
и поля K и L элементарно эквивалентны.

Изучение этих вопросов было продолжено в 1992 году, когда с по-
мощью конструкции ультрастепени и теоремы об изоморфизме [2] К.И.
Бейдар и А.В. Михалев [3] сформулировали общий подход к проблемам
элементарной эквивалентности различных алгебраических структур, и
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обобщили теорему Мальцева на случай, когда K и L — тела и ассоциа-
тивные кольца.

В 1998–2005 Е.И. Бунина продолжила изучать некоторые проблемы
этого типа (см. [4, 5, 6]). Она обобщила результаты А.И. Мальцева для
унитарных линейных групп над телами и ассоциативными кольцами с
инволюциями, а также для групп Шевалле над полями и локальными
коммутативными кольцами.

В 2000 году В. Толстых в [7] установил связь между свойствами вто-
рого порядка тел и свойствами первого порядка групп автоморфизмов
бесконенчомерных линейных пространств над ними.

В 2003 году (см. [8]) авторы изучали связь между свойствами второго
порядка ассоциативных колец и элементарными свойствами категорий
модулей, колец эндоморфизмов, групп автоморфизмов и проективных
пространств бесконечного ранга над этими кольцами.

В 2004 году авторами (см. [9]) была установлена связь между эле-
ментарной эквивалентностью колец эндоморфизмов абелевых p-групп и
эквивалентностью в логике второго порядка этих групп.

В данной статье мы доказываем, что для свободных полигонов A и A′

рангов κ и κ′ над моноидами S и S ′ соответственно моноиды эндомор-
физмов EndA и EndA′ элементарно эквивалентны тогда и только тогда,
когда структуры ⟨S,κ⟩ и ⟨S ′,κ′⟩ эквивалентны в некотором специальном
ограничении (с помощью кардинальных чисел κ и κ′ соответственно) ло-
гики второго порядка.

В первый параграф мы поместили необходимые определения и утвер-
ждения, касающиеся моноидов, полигонов и категории Act−S (см. кни-
гу [10]).

Второй параграф содержит определение структуры ⟨S,κ⟩, состоящей
из множества мощности κ без каких-либо отношений и моноида S с
обычной операцией умножения, описание логики второго порядка такой
структуры, определение ограничения Thκ2 (⟨S,κ⟩) теории второго поряд-
ка такой структуры кардинальным числом κ, а также доказательство
следующих двух теорем:

Теорема 1. Если S ≡ S ′, то

End
( ·∪

n

SS

)
≡ End

( ·∪
n

S ′
S′

)
.
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Теорема 2. Если κ,κ′ — бесконечные кардинальные числа,

Thκ2 (⟨S,κ⟩) = Thκ
′

2 (⟨S ′,κ′⟩),

то

End
( ·∪

κ

SS

)
≡ End

( ·∪
κ′

S ′
S′

)
.

В третьем параграфе мы переходим (с помощью формул) от моноида
эндоморфизмов EndA к актегории ActA − S, являющейся подкатегори-
ей в категории Act − S полигонов над моноидом S и состоящей из всех
подполигонов полигона A, являющихся его образами при гомоморфиз-
мах, и всех гомоморфизмов между ними. Перейдя к этой категории, мы
характеризуем с помощью формул неокторые важные классы полигонов
и гомоморфизмов, и доказываем следующие две теоремы (обратные к
теоремам 1 и 2):

Теорема 3. Если

End
( ·∪

n

SS

)
≡ End

( ·∪
m

S ′
S′

)
,

то n = m и S ≡ S ′.

Теорема 4. Если κ,κ′ — бесконечные кардинальные числа,

End
( ·∪

κ

SS

)
≡ End

( ·∪
κ′

S ′
S′

)
,

то
Thκ2 (⟨S,κ⟩) = Thκ

′

2 (⟨S ′,κ′⟩).

Из теорем 1–4 естественно вытекают
Следствие 1.

End
( ·∪

n

SS

)
≡ End

( ·∪
m

S ′
S′

)
,

тогда и только тогда, когда n = m и S ≡ S ′.
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Следствие 2. Если κ,κ′ — бесконечные кардинальные числа, то

End
( ·∪

κ

SS

)
≡ End

( ·∪
κ′

S ′
S′

)
,

тогда и только тогда, когда

Thκ2 (⟨S,κ⟩) = Thκ
′

2 (⟨S ′,κ′⟩).

1 Основные определения

Помимо языков первого порядка и их моделей, определение которых
можно найти в книге [2], мы будем вынуждены рассматривать языки вто-
рого порядка, в которых можно навешивать кванторы на предикатные
символы, то есть использовать предикатные символа как переменные.
Определение формул такого языка, понятие выводимости в них, модели
языков второго порядка, истинность формул второго порядка в соответ-
ствующих моделях описаны авторами в работе [9].

Определение 1.1. Полугруппа S с единицей называется моноидом.

Определение 1.2. Пусть S — моноид, а A ̸= ∅ — множество. Если
имеется отображение µ : A× S → A, (a, s) 7→ as := µ(a, s), такое, что

(а) a · 1 = a;
(b) a(st) = (as)t для a ∈ A, s, t ∈ S,

то A называется правым S-полигоном или правым полигоном над S и
обозначается через AS.

Аналогично определяется левый S-полигон A, который обозначается
через SA.

Определение 1.3. Назовем AS циклическим S-полигоном, если AS =
uS.

Если мы рассмотрим моноид S как правый полигон SS над самим
собой, то получим SS = 1S.
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Определение 1.4. Категория C задается
(1) классом ObjC, элементы которого называются объектами кате-

гории C;
(2) для каждой пары (A,B) объектов из C множеством MorC(A,B)

морфизмов из A в B с условием

MorC(A,B) ∩MorC(A
′, B′) = ∅, если A ̸= A′ или B ̸= B′;

(3) определением композиции морфизмов, т.е. для любой тройки (A,B,C)
объектов из C, отображением

MorC(A,B)×MorC(B,C) →MorC(A,C)

(f, g) 7→ g ◦ f

таким, что
(а) композиция ассоциативна, т.е. для объектов A,B,C,D в C и f ∈

MorC(A,B), g ∈MorC(B,C), h ∈MorC(C,D) имеет место

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f);

(б) существуют тождественные отображения, т.е. ∀A ∈ ObC суще-
ствует 1A ∈ MorC(A,A), тождественный морфизм на A, такой, что для
любых f ∈MorC(A,B), B ∈ ObC, имеет место

f ◦ 1A = 1B ◦ f = f.

Класс всех морфизмов категории C обозначается через MorC.
Мы называем A областью определения, а B — областью значений

для каждого элемента из MorC(A,B), и пишем

f : A→ B или A f→ для f ∈Mor(A,B).

Определение 1.5. Категория Act − S (S − Act) правых (левых) поли-
гонов над моноидом S состоит из всех правых (левых) S-полигонов в
качестве класса ObC и всех S-гомоморфизмов в качестве класса мор-
физмов MorC. S-гомоморфизмом f : AS → BS называется отображение
из AS в BS такое, что f(as) = f(a)s для любых a ∈ AS и s ∈ S.
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Определение 1.6. Рассмотрим морфизм A
f→ B в категории C. Тогда

(1) f называется мономорфизмом, если fk = fh ⇒ k = h для всех
k, h ∈Mor(C,A). Тогда A называется подобъектом в B; эпиморфизмом,
если kf = hf ⇒ k = h для всех k, h ∈ Mor(B,D). Тогда B называется
факторобъектом в A.

(2) f называется коретракцией, если f обратим слева, т.е. существует
g ∈ Mor(B,A) такой, что gf = idA, A называется коретрактом для B;
f называется ретракцией, если f обратим справа, т.е. существует g ∈
Mor(B,A) такой, что fg = idB, B называется ретрактом для A.

(3) f называется изоморфизмом, если он является одновременно ре-
тракцией и коретракцией. В этом случае объекты A и B называются
изоморфными, A ∼= B.

Определение 1.7. Пусть C — категория, I — множество, а (Xi)i∈I —
семейство объектов в C. Пара ((ui)i∈I , C) называется копроизведением
семейства (Xi)i∈I в C, если

(1) C ∈ ObC и ui ∈Mor(Xi, C) для любого i ∈ I;
(2) Пара ((ui)i∈I , C) универсальна в следующем смысле: для любого

объекта K ∈ ObC и любого семейства (ki ∈MorC(Xi, K))i∈I существует
и единственен морфизм k ∈ MorC(C,K) такой, что kui = ki для всех
i ∈ I.

Мы пишем
∪
i∈I
Xi для C, ui называется i-й инъекцией.

Если все Xi
∼= X для всех i ∈ I, то мы используем обозначение

⨿
I

X

вместо
⨿
i∈I
Xi и называем данный объект костепенью объекта X.

В категории Act− S для I ̸= ∅ мы имеем

⨿
i∈I

Xi =
·∪

i∈I

Xi,

где
·∪

i∈I
Xi — это непересекающееся объединение Xi ∈ Act − S, i ∈ I, с

инъекциями ui : Xi →
·∪

i∈I
Xi, определяемыми как

ui = id ·∪
Xi

|Xi
, i ∈ I.
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Предложение 1.1. ([10], стр. 108) Копроизведение семейства объектов,
если оно существует, определено с точностью до изоморфизма.

Определение 1.8. В категории C объект P ∈ ObC называется про-
ективным, если для любого морфизма f ∈ MorC(P, Y ) и любого эпи-
морфизма π ∈MorC(X,Y ) существует морфизм f ∈MorC(X, Y ) такой,
что

πf = f.

Определение 1.9. Объект G ∈ ObC называется образующим (порож-
дающим) в категории C, если для любых X, Y ∈ ObC и любых f, g ∈
MorC(X, Y ) если f ̸= g, то существует морфизм α ∈MorC(G,X) такой,
что fα ̸= gα.

Определение 1.10. S-полигон AS называется разложимым, если су-
ществует два подполигона BS, CS ⊆ AS такие, что AS = BS ∪ CS и
BS ∩ CS = ∅. В этом случае AS = BS ∪ CS называется разложением
полигона AS.

В противном случае полигон AS называется неразложимым.

Предложение 1.2. ([10], стр. 66) Любой циклический полигон AS = aS,
a ∈ AS, неразложим.

Предложение 1.3. ([10], стр. 66) Любой S-полигон AS имеет един-
ственное разложение на неразложимые подполигоны.

Определение 1.11. Множество U порождающих элементов правого S-
полигона AS называется базисом полигона AS, если любой элемент a ∈
AS может быть единственным образом представлен в виде a = us, u ∈ U ,
s ∈ S.

Если полигон AS имеет базис U , то он называется свободным полиго-
ном, или, более точно, |U |-свободным полигоном.

Предложение 1.4. ([10], стр. 67) S-полигон AS свободен тогда и только
тогда, когда он изоморфен непересекающемуся объединению полигонов,

каждый из которых изморфен SS, т.е. AS
∼=

·∪
i∈I
Ai, Ai

∼= SS для всех

i ∈ I.

Предложение 1.5. ([10], стр. 68) Для любого S-полигона AS существу-
ет свободный правый S-полигон FS такой, что AS является эпиморф-
ным образом FS.
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2 Если моноиды эквивалентны, то и моно-
иды эндоморфизмов свободных полигонов
над ними эквивалентны.

2.1 Свободные полигоны конечного ранга.

Теорема 2.1. Если моноиды S и S ′ элементарно эквивалентны, то для
конечно порожденных свободных полигонов A ∼=

∪
n

SS и A′ ∼=
∪
n

S ′
S′ мо-

ноиды эндоморфизмов EndA и EndA′ элементарно эквивалентны.

Доказательство. Рассмотрим полигон A = A1 ∪ · · · ∪ An, где для всех
i = 1, . . . , n Ai

∼= SS.
Любой его эндоморфизм f ∈ EndA полностью определяется образа-

ми порождающих элементов e1, . . . , en, где ei порождает Ai (например,
ei является единицей в Ai

∼= SS).
Очевидно, что f(ei) = eσi

ξi, ξi ∈ S, σi ∈ {1, . . . , n}, так как любой
элемент из A представляется в таком виде. Значит, любой эндоморфизм
f ∈ EndA полностью определяется двумя строками длины n: строкой из
натуральных чисел от 1 до n и строкой из n элементов моноида.

Композиция двух эндоморфизмов дает нам композицию строк перво-
го вида и произведение строк второго вида.

Именно, пусть S ≡ S ′ и мы имеем некоторое предложение φ пер-
вого порядка группового языка, которое мы рассматриваем на моноиде

End(A) ∼= End(
·∪
n

SS).

Построим алгоритм, переводящий его в предложение φ̃ первого по-
рядка группового языка таким образом, что

End(A) � φ⇐⇒ S � φ̃.

Пусть φ̃1 ∧ φ2 = φ̃1 ∧ φ̃2 и ¬̃φ = ¬φ̃. Таким образом, нам остается
перевести подформулы ∀f φ(f), f = g и f = g ◦ h.

Так как у нас нет натуральных чисел, то нам нужно их каким-то
образом “закодировать”. Например, мы можем считать, что наш моно-
ид состоит из по крайней мере двух элементов и кодировать число k
последовательностью из k единиц в ее начале и n−k неединицы в конце.
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Перейдем к переводам:
1) подформулу ∀fφ(f) мы переведем в подформулу

∀ξf1 . . .∀ξfn∀x
f
11 . . .∀xfnn

n∧
j=1

(
xfj1 = 1 ∧

n−1∧
i=2

(xfji ̸= 1 ⇒ xj,i+1 ̸= 1)

)
⇒

⇒ φ̃(ξf1 , . . . , ξ
f
n, x

f
11, . . . , x

f
nn);

2) подформулу f = g мы переведем в подформулу(
n∧

i=1

ξfi = ξgi

)
∧

(
n∧

i,j=1

((xfij = 1 ∧ xgij = 1) ∨ (xfij ̸= 1 ∧ xgij ̸= 1))

)
;

3) посмотрим, в какую формулу нужно перевести подформулу f =
g ◦ h. Если f = g ◦ h, то для любого i = {1, . . . , n}

eσf
i
ξfi = f(ei) = g(h(ei)) = g(eσh(i)ξ

h
i ) = g(eσh

i
)ξhi = eσg

σh
i

ξg
σh
i
ξhi .

Таким образом, получаем формулу

n∧
i=1

( n∧
j=1

(
xhi1 = 1 ∧ · · · ∧ xhij = 1 ∧ xhi,j+1 ̸= 1 ⇒ ξfi = ξfj ◦ ξhi ∧

∧
( n∧
k=1

xgj1 = 1∧· · ·∧xgjk = 1∧xgj,k+1 ̸= 1 ⇒ xfi1 = 1∧· · ·∧xfik = 1∧xfi,k+1 ̸= 1
)))

.

Теперь мы видим, что

EndA � φ⇔ S � φ̃⇔ S ′ � φ̃⇔ EndA′ � φ.

2.2 Структура ⟨Mon,κ⟩.
Рассмотрим структуру ⟨Mon,κ⟩, состоящую из некоторого множества
мощности κ (без каких-либо отношений) и моноида Mon с обычной опе-
рацией умножения ◦.
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Логика второго порядка этой структуры L2(⟨Mon,κ⟩) позволяет ис-
пользовать в формулах произвольные предикатные символы вида Pl,m,
где l — “местность” предиката P по переменным из κ, а m — его “мест-
ность” по переменным из моноида Mon.

Таким образом, в формулах данного языка мы можем использовать
следующие подформулы:

1. ∀s ∈Mon (∃s ∈Mon);
2. ∀i ∈ κ (∃i ∈ κ);
3. s1 = s2, s1 = s2 ◦ s3, где каждая из переменных s1, s2, s3 либо явля-

ется свободной переменной формулы φ , либо определена в формуле φ
ранее (с помощью подформул ∀si ∈Mon или ∃si ∈Mon);

4. i1 = i2, где каждая из переменных i1, i2 либо является свободной
переменной формулы φ, либо определена в формуле φ ранее (с помощью
подформулы ∀i ∈ κ или ∃i ∈ κ);

5. ∀Pl,m, ∃Pl,m;
6. Pl,m(i1, . . . , il; s1, . . . , sm), где каждая из переменных i1, . . . , il, s1, . . . , sm,

а также “предикативная” переменная Pl,m либо является свободной пе-
ременной формулы φ, либо определена в формуле φ ранее.

Теорией второго порядка модели ⟨Mon,κ⟩ (Th2(⟨Mon,κ⟩)) называ-
ется множество всех предложений второго порядка, истинных в данной
модели.

Ограничением теории второго порядка модели ⟨Mon,κ⟩ кардиналь-
ным числом µ называется множество всех предложений второго порядка,
истинных в данной модели на последовательности, в которой мощность
каждого из множеств не превышает µ (точное определение см. в [9]).

2.3 Теорема для полигонов бесконечного ранга.

Теорема 2.2. Если для моноидов S и S ′ и бесконечных кардинальных
чисел κ и κ′

Thκ2 (⟨S,κ⟩) = Thκ
′

2 (⟨S ′,κ′⟩),

то

EndA = End

(∪
κ

SS

)
≡ End

(∪
κ′

S ′
S′

)
= EndA′.

Доказательство. Аналогично предыдущей теореме любой эндоморфизм
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f ∈ EndA полигона
A =

∪
i∈κ

Ai, Ai
∼= SS,

полностью задается набором образов f(ei), i ∈ κ, где ei — единица в Ai.
Для каждого i ∈ κ имеем f(ei) = eσi

ξi, σi ∈ κ.
Таким образом, образ f(ei) для каждого i ∈ κ есть пара ξi ∈ S, xi ∈ κ,

а сам эндоморфизм f полностью задается множеством троек (i, xi, ξi),
i, xi ∈ κ, ξi ∈ S, где для каждого i ∈ κ тройка, соответствующая i,
существует и единственна.

Соответственно, взяв предложение φ группового языка первого по-
рядка, переведем его в предложение φ̃ второго порядка языка структуры
⟨Mon,κ⟩ таким образом, что

EndA � φ⇐⇒ ⟨S,κ⟩ � φ̃.

1. Подформулу ∀fφ(f) преведем в подформулу

∀P f
2,1

(
(∀i ∈ κ∃j ∈ κ∃s ∈ S(P f

2,1(i, j; s)))∧
∧ ∀i, j, j′ ∈ κ∀s, s′ ∈ S(P f

2,1(i, j; s) ∧ P
f
2,1(i, j

′; s′) ⇒ j = j′ ∧ s = s′)) ⇒
⇒ φ̃(P f

2,1)
)
.

2. Подформулу f = g мы переведем в подформулу

∀i, j ∈ κ∀s ∈ S(P f
2,1(i, j; s) ⇔ P g

2,1(i, j; s)).

3. Подформулу f = g ◦ h мы переведем в подформулу

∀i, j ∈ κ∀s ∈ S(P f
2,1(i, j; s) ⇔

⇔ ∃k ∈ κ∃s1, s2 ∈ S(P h
2,1(i, k; s1) ∧ P

g
2,1(k, j; s2) ∧ s = s1 ◦ s2)).

Аналогично предыдущей теореме заключаем, что EndA ≡ EndA′.

3 Если моноиды эндоморфизмов свободных
полигонов эквивалентны, то и сами моно-
иды эквивалентны.
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3.1 Переход от моноида EndA к категории ActA − S.

Пусть мы имеем моноид EndA = End

(
·∪

i∈κ
Ai

)
, Ai

∼= SS для всех

i ∈ κ.
Мы хотим рассматривать вместо моноида EndA малую категорию

ActA − S, объектами которой являются те полигоны категории Act− S,
которые являются одновременно подполигонами и образами при гомо-
морфизме полигона A, а морфизмами — гомоморфизмы между ними.

Для того, чтобы можно было произвести такую замену объектов, нам
нужно охарактеризовать объекты, морфизмы и операции этой категории
элементарными средствами (т.е. формулами первого порядка) только с
помощью моноида EndA.

Чтобы определить объекты категории ActA − S, разобьем все эндо-
морфизмы полигона A на классы эквивалентности с помощью отноше-
ния эквивалентности ∼Im:

f ∼Im g ⇔ ∃h1, h2(f = gh1 ∧ g = fh2).

Лемма 3.1. Для любых эндоморфизмов f, g ∈ EndA имеем f ∼Im g ⇔
Im f = Im g.

Доказательство. Если f = gh1 для некоторого h1 ∈ EndA, то Im f ⊆
Im g, поэтому мы видим, что если f ∼Im g, то Im f ⊆ Im g ∧ Im g ⊆ Im f ,
откуда следует, что Im f = Im g.

Теперь пусть Im f = Im g, т.е. Im f ⊆ Im g ∧ Im g ⊆ Im f . Пусть
{ei|i ∈ κ} — множество порождающих элементов в {Ai|i ∈ κ}. Тогда
эндоморфизм f полностью определяется образами f(ei), при этом про-
образы g−1(f(ei)) непусты для всех i ∈ κ. Выберем для каждого i ∈ κ
по одному элементу λi ∈ g−1(f(ei)) и положим h1(ei) = λi. Тогда эндо-
морфизм будет полностью определен и для каждого i ∈ κ мы получим
gh1(ei) = g(λi) = f(ei), откуда f = gh1. Второе равенство получаем ана-
логично.

Теперь через Obf мы можем обозначать класс эквивалентности эндо-
морфизма f при отношении эквивалентности ∼Im и отождествлять Obf
с полигоном Im f .
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Заметим, что два эндоморфизма φ1, φ2 ∈ EndA совпадают на подпо-
лигоне Im f ⊂ A тогда и только тогда, когда

∀f ′(f ′ ∼Im f ⇒ φ1 ◦ f ′ = φ2 ◦ f ′).

Таким образом, через Mor(Obf , Obg) мы можем обозначить множе-
ство таких эндоморфизмов φ ∈ EndA, что Imφ ⊆ Im g (т.е. ∃h(φ = gh)),
причем считаем, что два таких эндоморфизма φ и φ′ совпадают на Obf
(обозначаем через φ =f φ

′) тогда и только тогда, когда ∀f ′(f ′ ∼Im f ⇒
φ ◦ f ′ = φ′ ◦ f ′).

Таким образом, мы определили класс (в нашем случае множество)
объектов, для каждой пары объектов множество морфизмов из одного
в другой, композиция морфизмов определяется как умножение элемен-
тов моноида EndA, поэтому остается только для каждого объекта Obf
определить тождественный морфизм 1f ∈Mor(Obf , Obf ).

Именно,

φ = 1f ⇔ φ ∈Mor(Obf , Obf ) ∧ φ ∼Im f∧
∧ ∀g(g ∼Im f ⇒ φg = g ∧ gφ =f g),

что означает, что эндоморфизм φ тождественен на подполигоне Im f .
Таким образом, с помощью моноида EndA мы построили искомую

малую категорию ActA − S, причем очевидно, что EndA ≡ EndA′ ⇔
ActA − S ≡ ActA

′ − S ′. Теперь забудем про моноид EndA и будем писать
формулы и предложения на языке первого порядка теории категорий,
имея в виду категорию ActA − S.

3.2 Элементарная характеризация различных объек-
тов в категории ActA − S.

Следующие три леммы не нужны нам для доказательства основных тео-
рем, но они показывают, что в полученной нами категории можно фор-
мульно охарактеризовать некоторые важные классы объектов.

Лемма 3.2. Для морфизма φ ∈Mor(Obf , Obg) формула

Epi(φ) := φ ◦ f ∼Im g

выполняется тогда и только тогда, когда φ — эпиморфизм Im f на Im g.
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Доказательство. Это очевидно следует из определения эпиморфизма
(определение 1.6 (1)).

Лемма 3.3. Формула

Proj(f) := ∀g1, g2∀φ ∈Mor(Obf , Obg2)∀π ∈Mor(Obg1 , Obg2)(Epi(π) ⇒
⇒ ∃φ ∈Mor(Obf , Obg1)(π ◦ φ = φ))

выделяет в категории ActA − S проективные объекты.

Доказательство. Это очевидно следует из определения проективных
объектов (определение 1.8).

Лемма 3.4. Формула

Gener(f) := ∀g1, g2∀φ1, φ2 ∈Mor(Obg1 , Obg2)

(φ1 ̸=g1 φ2 ⇒ ∃α ∈Mor(Obf , Obg1)(φ1α ̸=f φ2α))

выделяет в категории ActA − S образующие.

Доказательство. Это очевидно следует из определения образующего
(определение 1.9).

Очевидно, что формула

Mon(f) := ∀φ1, φ2(fφ1 = fφ2 ⇒ φ1 = φ2)

выделяет в категории ActA − S мономорфизмы.

Лемма 3.5. Формула

Decomp(f) := ∃f1, f2∃φ ∈Mor(Obf1 , Obf )

∃ψ ∈Mor(Obf2 , Obf )(∀g∀µ1 ∈Mor(Obf1 , Obg)∀µ2 ∈Mor(Obf2 , Obg)

(∃µ ∈Mor(Obf , Obg)(µφ = µ1 ∧ µψ = µ2)) ∧ (∀µ, µ′ ∈Mor(Obf , Obg)

(µφ = µ1 ∧ µ′φ = µ1 ∧ µψ = µ2 ∧ µ′ψ = µ2 ⇒ µ = µ′)))

истинна в категории ActA−S для полигонов Obf , которые можно пред-

ставить в виде Obf ∼= Obf1
·∪
Obf2, и только для них;

формула
Undecomp(f) := ¬Decomp(f)

истинна в категории ActA − S для неразложимых полигонов Obf , и
только для них.
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Доказательство. Первая формула является формальной записью того,
что полигон Obf есть копроизведение полигонов Obf1 и Obf2 (см. опре-

деление 1.7), но в категории ActA − S имеем Obf1
⨿
Obf2 = Obf1

·∪
Obf2 ,

поэтому Obf ∼= Obf1
·∪
Obf2 , т.е. полигон Obf разложим (см. определе-

ние 1.10). Из этого же определения получаем второе утверждение лем-
мы.

Заметим, что класс тождественного отображения Ob1 соответствует
самому полигону A.

Лемма 3.6. Формула

Find(f) := ∃g(Ob1 = Obf
∪

Obg) ∧ Undecomp(f)

истинна для полигонов Obf = Ai (для некоторого i ∈ κ), и только для
них.

Доказательство. Мы знаем (см. предложение 1.3, что разложение по-
лигона в объединение непересекающихся компонент единственно, откуда
следует, что

·∪
i∈κ

Ai = Obf

·∪
Obg ⇒ Obf =

·∪
i∈I

Ai, где I ⊂ κ.

Так как полигон Obf неразложим, то |I| = 1.

3.3 Моноиды эндоморфизмов конечно порожденных
свободных полигонов.

Теперь мы можем довольно легко доказать основную теорему для
конечно порожденных свободных полигонов.

Теорема 3.1. Если A ∼=
·∪
n

SS, A′ ∼=
∪
m

S ′
S′, и моноиды эндоморфизмов

EndA и EndA′ элементарно эквивалентны, то m = n и моноиды S и
S ′ элементарно эквивалентны.
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Доказательство. Сначала докажем, что n = m. Для этого напишем
предложение

Size′n := ∃f1, . . . , ∃fn
( n∧
i=1

Find(fi)
)
∧
( n∧
i,j=1,i̸=j

¬(fi ∼Im fj)
)
.

Очевидно, что это предложение может выполняться только для свобод-
ного полигона A, имеющего ранг, не меньший n. Таким образом, пред-
ложение

Sizen := Size′n ∧ ¬Size′n+1

выполняется для свободных полигонов A ранга n, и только для них.
Теперь мы можем считать, что n = m.
Мы уже знаем, что для того, чтобы показать, что S ≡ S ′, нам доста-

точно указать алгоритм, переводящий каждое предложение φ группово-
го языка в предложение φ̃ категорного языка таким образом, чтобы

S � φ⇔ ActA − S � φ̃.
Мы переведем наше предложение φ в предложение

φ̃ = ∃f(Find(f) ∧ φ̃′(f)),

где формула φ̃′ получается из предложения φ следующими заменами
подформул, входящих в φ:

1) подформула ∀x(. . . ) заменяется на подформулу ∀µx ∈Mor(Obf , Obf )(. . . );
2) подформула x = y заменяется на подформулу µx =f µy;
3) подформула x = yz заменяется на подформулу µx =f µyµz.
Таким образом, мы рассматриваем предложение φ на моноиде эн-

доморфизмов некоторого подполигона Ai
∼= SS. Так как этот моноид

эндоморфизмов изоморфен SS, то искомый алгоритм построен.

3.4 Моноиды эндоморфизмов бесконечно порожден-
ных свободных полигонов.

Теорема 3.2. Если A ∼=
·∪
κ
SS, A′ ∼=

∪
κ′
S ′
S′, где κ,κ′ — некоторые беско-

нечные кардинальные числа, и моноиды эндоморфизмов EndA и EndA′

элементарно эквивалентны, то

Thκ2 (⟨S,κ⟩) = Thκ
′

2 (⟨S ′,κ′⟩).
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Доказательство. Как и раньше, построим алгоритм перевода формул φ
языка второго порядка, ограниченного кардинальным числом κ, струк-
туры ⟨S,κ⟩ в формулы φ̃ языка первого порядка теории категорий так,
что

φ ∈ Thκ2 (⟨S,κ⟩) ⇔ φ̃ ∈ Th(ActA − S).

Сначала фиксируем некоторый f ∈ EndA такой, что Im f = Ai0 , и
будем использовать его во всех переводах.

Именно, переведем предложение φ в предложение

φ̃ = ∃f(Find(f) ∧ φ̃′(f)),

где φ̃′(f) получается из φ следующим образом:
1) подформула ∀i ∈ κ(. . . ) переводится в подформулу

∀fi(Find(fi) ⇒ . . . ),

т. е. элементам i ∈ κ мы ставим в соответствие подполигоны Ai, i ∈ κ.
2) подформула ∀s ∈ S переводится в подформулу

∀µs ∈Mor(Obf , Obf )(. . . ),

т.е. элементам моноида S мы ставим в соответствие элементы из EndAi0
∼=

S.
3) подформула i = j переводится в подформулу

fi ∼Im fj,

что означает, что эндоморфизмы задают один и тот же подполигон Ak,
если их образы совпадают с ним.

4) подформула s = r при уже определенных s, r ∈ S переводится в
подформулу

µs =f µr,

то есть элементы из EndAi0 совпадают, если они равны на Im f = Ai0 .
7) подформула s = r ◦ t при уже определенных s, r, t ∈ S переводится

в подформулу
µs =f µr ◦ µt.

8) Для дальнейших переводов нам требуется одно допольнительное
замечание.
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Заметим, что в формулах языка L2(⟨S,κ⟩) можно обойтись только
лишь двухместными предикатными символами следующих двух видов:

а) P2,0, являющихся функциями κ → κ;
б) P1,1, являющихся функциями κ → S.
Нам понадобится фиксировать эндоморфизм λ ∼Im f , отображаю-

щий изоморфно каждый подполигон Ai, i ∈ κ, в наш фиксированный
подполигон Ai0 .

Напишем формулу, харктеризующую такие отображения:

Self (λ) := (λ ∼Im f) ∧ ∀g(Find(g) ⇒
⇒ ∃h ∈Mor(Ogf , Obg)(λ ◦ h =f 1Obf )).

Теперь перейдем к самим переводам:
а) подформула ∀P2,0(. . . ) переводится в подформулу ∀λP2,0(. . . ). Мы

хотим “закодировать” функцию P2,0 : κ → κ следующим образом. Оче-
видно, что для любого эндоморфизма γ ∈ EndA для любого i ∈ κ имеет
место включение γ(Ai) ⊂ Aσi

для некоторого σi ∈ κ. Значит, такой эн-
доморфизм γ задает функцию κ → κ, для которой i 7→ σi.

Следовательно, подформулу P2,0(i, j) следует перевести в подформу-
лу

Im γP2,0 |Im fi ⊆ Im fj.

б) Теперь мы хотим произвести перевод подформулы ∀P1,1(. . . ), т.е.
“закодировать” функцию κ → S.

Переведем подформулу ∀P1,1(. . . ) в подформулу

∀λP11∀ηP11(Self (λP11) ∧ ηP1,1 ∼Im f ⇒ . . . ).

Мы хотим сопоставить каждой функции P : κ → S два эндоморфизма,
один из которых (λP ) отображает каждый подполигон Ai на наш фикси-
рованный подполигон Ai0 изоморфно, а другой (ηP ) отображает каждый
Ai в Ai0 некоторым произвольным образом. Такой паре отображений мы
можем однозначно сопоставить множество {βi|i ∈ κ} эндоморфизмов
полигона Ai0 таких, что для любого i ∈ κ имеет место равенство

ηP |Ai
= βi ◦ λP |Ai

.

Таким образом, мы построим искомую функцию P : κ → EndAi0
∼= S,

для которой P (i) = βi.
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Соответственно, формулу P1,1(i, s) мы должны перевести в формулу

ηP1,1 =fi µs ◦ λP1,1 .

Таким образом, мы построили искомый алгоритм, из чего и следует
утверждение теоремы.
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