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КОНЕЧНЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ

Напомним ключевую лемму, которую мы доказали на прошлой лек-
ции.

Лемма 1. Пусть A— конечная абелева p-группа, a ∈ A— элемент с мак-
симальным порядком O(a) = pr в группе A. Тогда A = ⟨a⟩ ⊕ H для
некоторой подгруппы H (другими словами, циклическая подгруппа ⟨a⟩,
порожденная элементом a, является прямым слагаемым группы A).

В качестве непосредственного следствия леммы получаем теорему
о строении конечной абелевой p-группы.

Теорема 1. 1) Каждая конечная абелева p-группа A, |A| = pr, r ≥ 1,
разлагается в прямую сумму p-примарных циклических групп (далее не
разложимых в прямую сумму)

A = A1 ⊕ . . .⊕ Ak, Ai = ⟨ai⟩, O(ai) = pcii , 1 ≤ c1 ≤ . . . ≤ ck,

|A| = pr = pc1+c2+...+ck , r = c1 + c2 + . . .+ ck,

A ∼= Zpc1 ⊕ . . .⊕ Zpck .
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2) последовательность элементарных делителей

pc1 , . . . , pck , c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ ck

(совпадающая в этом случае с последовательностью инвариантных мно-
жителей 1 ≤ d1 = pc1 | d2 = pc2 | . . . | dk = pck) определена однозначно, а
именно: если

A ∼=
k⊕

i=1

Zpci
∼=

l⊕
j=1

Z
p
c′
j
,

1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ ck, 1 ≤ c′1 ≤ c′2 ≤ . . . ≤ c′l,

то k = l, c1 = c′1,. . . , ck = c′k.

Доказательство.
1) В силу доказанной леммы: A = ⟨a⟩ ⊕H, a ∈ A, O(a)— максималь-

ный порядок элементов группы A. Проведем индукцию по |A|. Пусть,
в силу индуктивного предположения,

H = A1 ⊕ . . .⊕ Ak−1, Ai = ⟨ai⟩, O(ai) = pci , 1 ≤ c1 ≤ . . . ≤ ck−1,

при этом pck−1 ≤ O(a). Полагая ak = a, pck = O(a), Ak = ⟨a⟩, получаем,
что

A = A1 ⊕ . . .⊕ Ak−1 ⊕ Ak,

Ai = ⟨ai⟩, O(ai) = pci , 1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ ck−1 ≤ ck,

и следовательно,

|A| = pr = pc1+c2+...+ck , r = c1 + . . .+ ck,

A ∼= Zpc1 ⊕ . . .⊕ Zpck .

Как мы отмечали, прямые слагаемые Ai
∼= Zpci , являющиеся примарны-

ми циклическими группами, далее в нетривиальную прямую сумму уже
не разлагаются.

2а) Пусть

A ∼=
k⊕

i=1

Zpci
∼=

l⊕
j=1

Z
p
c′
j
,

1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ ck, 1 ≤ c′1 ≤ c′2 ≤ . . . ≤ c′l.
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Для доказательства равенства k = l вычислим, используя эти два пря-
мых разложения, подгруппу A[p] = {x ∈ A | px = 0} группы A, зная,
что ( k⊕

i=1

Ai

)
[p] =

k⊕
i=1

Ai[p]

и
(Zpt)[p] ∼= Zp :

A[p] ∼=
k⊕

i=1

(Zpci )[p] ∼= Zp ⊕ . . .⊕ Zp︸ ︷︷ ︸
k

,

A[p] ∼=
l⊕

j=1

(Zpdj )[p]
∼= Zp ⊕ . . .⊕ Zp︸ ︷︷ ︸

l

.

Поэтому |A[p]| = pk = pl, и следовательно, k = l.
2б) Допустим противное, т. е. что последовательности (c1, . . . , ck) и

(c′1, . . . , c
′
k), k = l, различны. Пусть u— такой индекс, что c1 = c′1,. . . ,

cu−1 = c′u−1, cu ̸= c′u, скажем cu < c′u. Так как pcuZpci = 0 для ci ≤ cu, то,
используя первое разложение, получаем

pcuA ∼=
k⊕

i=1

pcuZpci
∼=

k⊕
i=u+1

Zpci−cu ,

где
cu+1 − cu ≤ cu+2 − cu ≤ . . . ≤ ck − cu

(здесь k − u ненулевых прямых слагаемых). Поскольку ci = c′i для i < u
и cu < c′u, то, используя второе разложение, получаем

pcuA ∼=
k=l⊕
j=1

pcuZ
p
c′
j

∼=
k=l⊕
i=u

Z
p
c′
j
−cu ,

где
1 ≤ c′u − cu ≤ c′u+1 − cu ≤ . . . ≤ c′k − cu, k = l

(здесь k − (u− 1) = (k − u) + 1 ненулевых прямых слагаемых).
Таким образом, для конечной абелевой p-группы pcuA получили два

разложения в прямую сумму ненулевых p-примарных циклических групп,
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содержащих разное число слагаемых (k−u и (k−u)+1 соответственно),
что невозможно в силу уже доказанного утверждения 2а). Тем самым
мы пришли к противоречию, что завершает доказательство.

Теперь мы готовы собрать вместе все полученные факты, сформули-
ровать и доказать основную теорему о конечных абелевых группах.

Теорема 2 (о строении и классификации конечных абелевых
групп).

1) Конечная абелева группа A порядка n = |A| = pr11 pr22 . . . prtt , где
{p1, p2, . . . , pt}— все различные простые делители числа n, ri ≥ 1, 1 ≤
i ≤ t, разлагается в прямую сумму примарных циклических групп

A =
t⊕

i=1

( ki⊕
j=1

Aij

)
, Aij = ⟨aij⟩, O(aij) = p

cij
i ,

где 
1 ≤ c11 ≤ c12 ≤ . . . ≤ c1k1 ,

. . .

1 ≤ ct1 ≤ ct2 ≤ . . . ≤ ctkt ,

n = |A| = p
c11+...+c1k1
1 p

c21+...+c2k2
2 . . . p

ct1+...+ctkt
t =

t∏
i=1

ki∏
j=1

p
cij
i ,

r1 = c11 + . . .+ c1k1 , . . . , rt = ct1 + . . .+ ctkt .

Таким образом,

A ∼=
t⊕

i=1

( kj⊕
j=1

Z
p
cij
j

)
.

2) Таблица элементарных делителей

pc111 , pc121 , . . . , p
c1k1
1 , 1 ≤ c11 ≤ c12 ≤ . . . ≤ c1k1 ,

pc212 , pc222 , . . . , p
c2k2
2 , 1 ≤ c21 ≤ c22 ≤ . . . ≤ c2k2 ,

. . .

pct1t , pct2t , . . . , p
ctkt
t , 1 ≤ ct1 ≤ ct2 ≤ . . . ≤ ctkt ,
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прямого разложения в п. 1) определена однозначно и однозначно опре-
деляет конечную абелеву группу A (с точностью до изоморфизма).

Доказательство.
1) В силу теоремы о разложении конечной абелевой группы A, |A| =

pr11 . . . prtt , имеем

A =
t⊕

i=1

Api , |Api| = prii .

Применяя к каждой конечной абелевой pi-группе Api теорему 1 о стро-
ении конечных абелевых p-групп, получаем

Api =

ki⊕
j=1

Aij, Aij = ⟨aij⟩, O(aij) = p
cij
i ,

где
1 ≤ ci1 ≤ ci2 ≤ . . . ≤ ciki , |Api| = p

ci1+...+ciki
i = prii .

Таким образом,

A =
t⊕

i=1

( ki⊕
j=1

Aij

)
, Aij = ⟨aij⟩, O(aij) = p

cij
i ,

1 ≤ c11 ≤ c12 ≤ . . . ≤ c1k1 ,

. . .

1 ≤ ct1 ≤ ct2 ≤ . . . ≤ ctkt ,

n = |A| = pr11 . . . prtt = p
c11+...+c1k1
1 p

c21+...+c2k2
2 . . . p

ct1+...+ctkt
t ,

поэтому
r1 = c11 + . . .+ c1k1 , . . . , rt = ct1 + . . .+ ctkt .

Отсюда следует, что

A ∼=
t⊕

i=1

( ki⊕
j=1

Z
p
cij
i

)
.

6



2) Пусть

pd111 , pd121 , . . . , p
d1l1
1 , 1 ≤ d11 ≤ d12 ≤ . . . ≤ d1l1 ,

pd212 , pd222 , . . . , p
d2l2
2 , 1 ≤ d21 ≤ d22 ≤ . . . ≤ d2l2 ,

. . .

pdt1t , pdt2t , . . . , p
dtlt
t , 1 ≤ dt1 ≤ dt2 ≤ . . . ≤ dtlt , —

таблица элементарных делителей другого разложения конечной абелевой
группы A в прямую сумму примарных циклических групп,

A =
t⊕

i=1

( li⊕
j=1

A′
ij

)
, A′

ij = ⟨a′ij⟩, O(a′ij) = p
dij
i ,

n = |A| = pr11 . . . prtt = p
d11+...+d1l1
1 p

d21+...+d2l2
2 . . . p

dt1+...+dtlt
t ,

r1 = d11 + . . .+ d1l1 , . . . , rt = dt1 + . . .+ dtlt .

Для каждого простого числа pi ∈ {p1, . . . , pt} вычислим однозначно опре-
деленную pi-примарную компоненту Api конечной абелевой группы Ai по
первому и второму разложениям (см. теорему о единственности разло-
жения в сумму примарных абелевых групп по разным простым числам):

Api =

ki⊕
j=1

Aij =

li⊕
j=1

A′
ij,

|Aij| = p
cij
i , |A′

ij| = p
dij
i , 1 ≤ ci1 ≤ . . . ≤ ciki , 1 ≤ di1 ≤ . . . ≤ dili ,

|Api| = prii = p
ci1+...+ciki
i = p

di1+...+dili
i .

К pi-примарной конечной абелевой группе Api применим теорему о един-
ственности последовательности элементарных делителей):

ki = li, ci1 = di1, . . . , ciki = diki = dili .

Таким образом, таблица элементарных делителей, определяющая раз-
ложение конечной абелевой группы в прямую сумму примарных цикли-
ческих групп, определена однозначно. Ясно, что две прямые суммы при-
марных циклических групп с одной и той же таблицей элементарных
делителей изоморфны.
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СВОБОДНЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ

Совокупность элементов {e1, . . . , em} абелевой группы F называется
базисом, если:

1) любой элемент a ∈ F является целочисленной линейной комбина-
цией

a = k1e1 + . . .+ kmem, ki ∈ Z;

2) совокупность элементов {e1, . . . , em} линейно независима над Z:
если

l1e1 + . . .+ lmem, li ∈ Z,

то
l1 = l2 = . . . = lm = 0.

Замечание 1. а) Из условий 1) и 2) следует:
если

a = k1e1 + . . .+ knen = k′
1e1 + . . .+ k′

nen, ki, k
′
i ∈ Z,

то
k1 = k′

1, . . . , kn = k′
n.

Действительно,

0 = (k1 − k′
1)e1 + . . .+ (kn − k′

n)en,

в силу 2)
k1 − k′

1 = 0, . . . , kn − k′
n = 0.

б) Из 1) и 2′) следует 2). Действительно,

l1e1 + . . .+ lnen = 0 = 0 · e1 + . . .+ 0 · en,

в силу 2′)
l1 = 0, . . . , ln = 0.
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в) Таким образом, системы условий {1), 2)} и {1), 2′)} равносильны,
при этом отображение

a = k1e1 + . . .+ knen ∈ F 7→ (k1, . . . , kn) ∈ Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

является изоморфизмом,

F ∼= Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

.

Если абелева группа F обладает базисом {e1, . . . , en}, то она называ-
ется свободной абелевой группой.

Лемма 2. Если {e1, . . . , em} и {f1, . . . , fn}— два базиса свободной абеле-
вой группы F , то m = n (это число n называется рангом свободной
абелевой группы F , обозначение: m = n = rk (F ), F = Fn).

Доказательство. Если f : G → G′ — изоморфизм абелевых групп, то
f(2G) = 2f(G) = 2G′, и поэтому отображение

f̄ : G/2G → G′/2G′, x+ 2G 7→ f(x) + 2G′,

является изоморфизмом групп.
Так как

F ∼= Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m

∼= Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

,

то
2F ∼= 2Z⊕ . . .⊕ 2Z︸ ︷︷ ︸

m

∼= 2Z⊕ . . .⊕ 2Z︸ ︷︷ ︸
n

,

и поэтому
F/2F ∼= Z2 ⊕ . . .⊕ Z2︸ ︷︷ ︸

m

∼= Z2 ⊕ . . .⊕ Z2︸ ︷︷ ︸
n

.

Таким образом, 2m = 2n, следовательно, m = n.
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Лемма 3. Пусть {e1, . . . , en}— один из базисов свободной абелевой груп-
пы Fn ранга n, A— абелева группа, f, g : Fn → A— два гомоморфизма
такие, что f(ei) = g(ei), 1 ≤ i ≤ n. Тогда f = g.

Доказательство. Для любого x ∈ Fn имеем

x = k1e1 + . . .+ knen, ki ∈ Z,

поэтому

f(x) =
n∑

i=1

kif(ei) =
n∑

i=1

kig(ei) = g(x).

Итак, f = g.

Лемма 4. F = Fm ⊕ Fn
∼= Fm+n.

Доказательство. Пусть {e1, . . . , em}, {f1, . . . , fn}— базисы свободных абе-
левых групп Fm и Fn соответственно. Тогда {e1, . . . , em, f1, . . . , fn}— ба-
зис абелевой группы Fm ⊕ Fn.

Действительно, если a ∈ Fm ⊕ Fn, то a = b + c, где b ∈ Fm, c ∈ Fn.
Поэтому

b = k1e1 + . . .+ kmem, c = l1f1 + . . .+ lnfn, ki, lj ∈ Z,

и следовательно,

a = b+ c = k1e1 + . . .+ kmem + l1f1 + . . .+ lnfn.

Если же
t1e1 + . . .+ tmem + tm+1f1 + . . .+ tm+nfn = 0,

то
t1e1 + . . .+ tmem = −(tm+1f1 + . . .+ tm+nfn) ∈ Fm ∩ Fn = 0,

и поэтому
t1 = . . . = tm = tm+1 = . . . = tm+n = 0.

Таким образом, rk (F ) = m+ n, F ∼= Fm+n.
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Теорема 3. Свободная абелева группа F (в частности, свободная абе-
лева группа конечного ранга F = Fn) является группой без кручения,
т. е. T(F ) = 0.

Доказательство. Пусть {e1, . . . , en}— базис свободной абелевой группы
F = Fn и

a = k1e1 + . . .+ knen ∈ T(F ), ki ∈ Z.

Если ra = 0 для 0 < r ∈ Z, то

ra = (rk1)e1 + . . .+ (rkn)en = 0.

Следовательно,
rk1 = . . . = rkn = 0.

Так как r > 0, то k1 = . . . = kn = 0. Таким образом,

a = k1e1 + . . .+ knen = 0.

Итак, мы показали, что T(Fn) = 0.
В общем случае надо отметить лишь, что если 0 ̸= a ∈ F , то a ∈ Fn ⊂

F .

На самом деле для свободной абелевой группы Fn конечного ранга
верно и обратное утверждение.

Теорема 4 (о свободе конечно порожденной абелевой груп-
пы без кручения). Конечно порожденная абелева группа A является
свободной абелевой группой тогда и только тогда, когда A— абелева
группа без кручения (другими словами, когда ее периодическая часть
равна нулю, T(A) = 0).
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Доказательство. 1) Мы отмечали выше, что свободная абелева груп-
па A не имеет кручения (T(A) = 0).

2) Пусть A = ⟨a1, . . . , an⟩— конечно порожденная абелева группа и
T(A) = 0. Проведем доказательство свободы группы A индукцией по n.
Начало индукции: n = 1, A = ⟨a1⟩ ∼= Z = F1, поскольку O(a1) = ∞.

Пусть n > 1. Если {a1, . . . , an}— базис абелевой группы A, то A = Fn,
и наше утверждение доказано.

Допустим теперь, что система образующих {a1, . . . , an} линейно за-
висима над Z и

k1a1 + . . .+ knan = 0, ki ∈ Z, — (∗)

нетривиальное линейное соотношение между элементами a1, . . . , an (это
означает, что хотя бы один из коэффициентов ki ненулевой). Пусть d =
НОД(k1, . . . , kn), ki = dk′

i, i = 1, . . . , n. Тогда

d(k′
1a1 + . . .+ k′

nan) = 0.

Так как d ̸= 0 и A— абелева группа без кручения, то

k′
1a1 + . . .+ k′

nan = 0, (k′
1, . . . , k

′
n) = 1.

Итак, можно считать, что

(k1, k2, . . . , kn) = 1.

Если k1 = 1, то
a1 = −(k2a2 + . . .+ knan),

и поэтому в силу индуктивного предположения абелева группа A =
⟨a2, . . . , an⟩ свободна. Аналогично, A— свободная абелева группа, если
k1 = −1.

Далее, мы будем менять систему образующих с целью получить в со-
отношении между новыми образующими один из коэффициентов рав-
ным ±1.

Если k2 = . . . = kn = 0, то k1a1 = 0, k1 ̸= 0, и так как A— группа без
кручения, то a1 = 0, и поэтому, в силу индуктивного предположения,
A = ⟨a2, . . . , an⟩— свободная абелева группа.

Итак, допустим, что |k1| ≥ |k2| > 0, и в этом случае заменим обра-
зующий a2 на a′2 = a2 + ka1, k ∈ Z (a2 = a′2 − ka1). В новой системе
образующих {a1, a′2, a3, . . . , an} наше соотношение ∗ имеет вид

(k1 − kk2)a1 + k2a
′
2 + k3a3 + . . .+ knan = 0.
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В силу алгоритма деления в евклидовом кольце целых чисел Z выбе-
рем k ∈ Z так, чтобы |k1 − kk2| < |k2|, строго уменьшив модуль коэффи-
циента при a1. Продолжая этот процесс, мы приходим к рассмотренному
случаю, когда k1 = ±1, что завершает доказательство.

Теорема 5 (универсальное свойство свободной абелевой груп-
пы конечного ранга). Пусть F = Fn — свободная абелева группа,
rk (F ) = n, {e1, . . . , en}— один из базисов в F = Fn.

Если A— абелева группа, φ : {e1, . . . , en} → A— отображение мно-
жеств (т. е. заданы элементы a1 = φ(e1), . . . , an = φ(en) ∈ A), то су-
ществует и единственный гомоморфизм групп f : Fn → A такой, что
f(ei) = φ(ei) для всех 1 ≤ i ≤ n.

Доказательство. Для элемента

x = k1e1 + . . .+ knen ∈ Fn, ki ∈ Z,

положим
f(x) = k1a1 + . . .+ knan ∈ A.

Если
y = l1e1 + . . .+ lnen ∈ Fn, li ∈ Z,

то

x+ y = (k1 + l1)e1 + . . .+ (kn + ln)en,

f(y) = l1a1 + . . .+ lnan ∈ A,

f(x+ y) = (k1 + l1)a1 + . . .+ (kn + ln)an =

= (k1a1 + . . .+ knan) + (l1a1 + . . .+ lnan) = f(x) + f(y).

Таким образом, f — гомоморфизм групп. Ясно, что f(ei) = ai = φ(ei)
для всех 1 ≤ i ≤ n.

Так как любой гомоморфизм g : Fn → A однозначно определяется
значениями g(e1), . . . , g(en), то условием условием f(ei) = φ(ei) для всех
1 ≤ i ≤ n гомоморфизм f определен однозначно.
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Теорема 6 (накрывающее свойство свободной абелевой груп-
пы конечного ранга). Пусть A = ⟨a1, a2, . . . , an⟩— конечно порож-
денная абелева группа, {a1, a2, . . . , an}— одна из ее систем образующих.
Тогда:

1) существует сюръективный гомоморфизм f : Fn → A;
2) группа A изоморфна фактор-группе Fn/ ker f .

Доказательство. Пусть F = Fn — свободная абелева группа с базисом
{e1, . . . , en}. В силу предыдущей теоремы существует гомоморфизм f : Fn →
A, для которого f(ei) = ai, 1 ≤ i ≤ n. Так как {a1, . . . , an}— система об-
разующих группы A, A = Za1 + . . .+ Zan, то Im f = A. В силу теоремы
о гомоморфизме Fn/ ker f ∼= A.

Теорема 7 (расщепляющее свойство свободной абелевой груп-
пы). Пусть A— абелева группа, Fn — свободная абелева группа ранга n,
f : A → Fn — сюръективный гомоморфизм. Тогда:

1) существует гомоморфизм h : Fn 99K A, для которого fh = 1 (т. е.
имеем ретракт f : A → Fn, h : Fn → A, fh = 1Fn);

2) для некоторой подгруппы B в A A = B ⊕ ker f , B ∼= Fn.

Доказательство. Пусть {e1, . . . , en}— один из базисов свободной абеле-
вой группы Fn, n = rk (Fn). Так как f : A → Fn — сюръективное отоб-
ражение, то выберем такие элементы {a1, . . . , an} в A, что f(ai) = ei,
1 ≤ i ≤ n. Отображение {e1, . . . , en} → {a1, . . . , an}, ei → ai, продолжа-
ется до гомоморфизма h : Fn → A, для которого h(ei) = ai. Так как для
(fh) : Fn → Fn имеем

(fh)(ei) = f
(
h(ei)

)
= f(ai) = ei = 1Fn(ei),

то fh = 1Fn . Итак, получили ретракт, fh = 1Fn .
В силу леммы о ретракте A = Imh ⊕ ker f . Полагая B = Imh =

⟨a1, . . . , an⟩, получаем A = B ⊕ ker f .
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Так как f(B) = f(A) = Fn, то f |B — сюръективное отображение, при
этом

ker(f |B) = ker f ∩B = ker f ∩ Imh = 0.

Итак, f |B : B → Fn — изоморфизм групп, B ∼= Fn.

Рассмотрим теперь подгруппы свободной абелевой группы конечно-
го ранга (это расширяет нашу информацию о подгруппах бесконечной
циклической группы).

Теорема 8. Ненулевая подгруппа B свободной абелевой группы Fn ко-
нечного ранга n является свободной абелевой группой ранга m, B ∼= Fm,
где 1 ≤ m ≤ n.

Доказательство. проведем индукцией по n.
Случай n = 1: F1

∼= Z; ненулевая подгруппа B в Z имеет вид Zk,
0 ̸= k ∈ Z, поэтому B ∼= Z, и следовательно, B является свободной
абелевой группой ранга m = 1 = n.

Пусть наше утверждение верно для всех рангов n′ < n, n > 1, B —
ненулевая подгруппа группы

Fn = Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1 ⊕ Zen,

где {e1, . . . , en}— один из базисов свободной абелевой группы Fn. Рас-
смотрим короткую точную последовательность абелевых групп

0 → Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1
i→ Fn

π→ Zen → 0,

где i— естественное вложение, π(k1e1 + . . .+ knen) = knen (т. е. π — есте-
ственная проекция на прямое слагаемое Zen, kerπ = Ze1 ⊕ . . . ⊕ Zen−1).
Рассмотрим ограничение π|B : B → Zen гомоморфизма π на подгруп-
пу B. Так как

ker(π|B) = B ∩ kerπ = B ∩ (Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1),

то короткая точная последовательность абелевых групп

0 → B ∩ (Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen) → B
π|B−−→ π(B) → 0
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является точной.
В силу индуктивного предположения для подгруппы B ∩ (Ze1 ⊕ . . .⊕

Zen−1) группы Fn−1 = Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1 имеем

B ∩ (Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1) ∼= Fl,

где l ≤ n− 1.
Если π(B) = 0, то

B ⊆ kerπ = Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1,

и в силу нашего индуктивного предположения для n′ = n − 1 < n: B ∼=
Fm, m ≤ n− 1 < n.

Если
0 ̸= π(B) ⊆ Zen ∼= Z = F1,

то
π(B) ∼= Zt ⊆ Z, 0 ̸= t ∈ Z,

и поэтому π(B) ∼= Z = F1 — свободная абелева группа ранга 1. В силу
расщепляющего свойства свободной абелевой группы:

B = C ⊕
(
B ∩ (Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1)

)
,

где C ∼= π(B) ∼= F1. Итак, B ∼= F1⊕Fl = Fl+1, где l+1 ≤ (n−1)+1 = n.

СТРУКТУРНАЯ ТЕОРЕМА

Теорема 9. Пусть A— конечно порожденная абелева группа.
1) Тогда имеет место прямое разложение

A = T(A)⊕ A′,

где периодическая часть T(A) является конечной абелевой группой, |T(A)| <
∞, и T(A) выделяется в A прямым слагаемым,
подгруппа A′ является свободной абелевой группой конечного ранга r <
∞ и определена однозначно (с точностью до изоморфизма), A′ ∼= A/T(A) ∼=

16



Fr, r = rk
(
A/T(A)

)
— инвариант группы A.

Таким образом, конечно порожденная абелева группа A является пря-
мой суммой конечной абелевой группы T(A) и свободной абелевой груп-
пы A′ ∼= Fr конечного ранга r; если A = T(A) ⊕ A′ = T(A) ⊕ A′′, то
A′ ∼= A′′.

2) Это прямое разложение единственно в следующем смысле: если

A = B ⊕ C = B′ ⊕ C ′,

где B и B′ — конечные абелевы группы, C ∼= Fr и C ′ ∼= Fs — свободные
абелевы группы конечных рангов r и s соответственно, то

B = B′ = T(A), C ∼= C ′ ∼= Fr (r = s = rk (A/T(A))).

Доказательство.
1) Если A = ⟨a1, . . . , an⟩— конечно порожденная абелева группа, то

A/T(A) = ⟨ā1, . . . , ān⟩, āi = ai +T(A) ∈ A/T(A), T
(
A/T(A)

)
= 0,

и поэтому A/T(A)— конечно порожденная абелева группа без кручения.
В силу теоремы ?? A/T(A)— свободная абелева группа конечного ранга,
A/T(A) ∼= Fr, где r = rk

(
A/T(A)

)
. В силу расщепляющего свойства

свободной абелевой группы (см. теорему 7) имеем: A = T(A) ⊕ A′, где
A′ — подгруппа в A, A′ ∼= A/T(A) ∼= Fr (r < ∞, поскольку A/T(A)—
конечно порожденная абелева группа).

Так как T(A) ∼= A/A′ — конечно порожденная периодическая абелева
группа, то в силу теоремы прошлой лекции |T(A)| < ∞. Итак, T(A)—
конечная абелева группа.

Если A = T(A)⊕ A′ = T(A)⊕ A′′, то A′ ∼= A/T(A) ∼= A′′.
2) Если

A = B ⊕ C = B′ ⊕ C ′, |B| < ∞, |B′| < ∞, C ∼= Fr, C ′ ∼= Fs,

то
T(B) = B, T(C) = 0, T(B′) = B′, T(C ′) = 0,

и поэтому

B = T(B) = T(B)⊕T(C) = T(B ⊕ C) = T(A) =

= T(B′ ⊕ C ′) = T(B′)⊕T(C ′) = T(B′) = B′.
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Следовательно, B = T(A) = B′. Поэтому

Fr
∼= C ∼= A/B = A/T(A) = A/B′ ∼= C ′ ∼= Fs,

и следовательно, r = s.
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