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В работе доказывается, что для линейно упорядоченного тела группа частных полугруппы 
совпадает с группой  при .
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DG ( )n
DGL ( )n ≥ 3n

В данной работе приводится доказательство
для полугрупп над линейно упорядоченными те-
лами, а не полями, как было доказано ранее [1].
Кроме того, доказательство приведено для всех
размеров матриц, начиная с , а не только кон-
кретно этого размера.

Пусть  – линейно упорядоченное тело. Рас-
смотрим  – подполугруппу в группе ,
состоящую из всех матриц с неотрицательными
коэффициентами.

Существует понятие (например, введенное
А.И. Мальцевым в работе [2]) группы частных для
полугруппы. Группа частных полугруппы  – это
группа с теми же порождающими, что и полу-
группа , соотношения в которой – только след-
ствия соотношений полугруппы .

Поскольку над линейно упорядоченным телом
порождающие полугруппы  гарантированно
совпадают с порождающими группы , то
естественно задаться вопросом, не совпадет ли груп-
па частных полугруппы  с группой .

В работе [3] В.Г. Фаянс рассмотрел этот вопрос
для  и получил отрицательный ответ. В рабо-
те [1] Е.И. Бунина и В.В. Немиро доказали, что в
случае, когда  и  – линейно упорядоченное
поле, ответ на поставленный вопрос является по-
ложительным.

В данной работе мы доказываем, что для ли-
нейно упорядоченного тела группа частных полу-
группы  совпадает с группой  при

. В этой работе будут частично использовать-
ся результаты работы [1].
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Полугруппа  для различных типов упо-
рядоченных колец  с точки зрения ее автомор-
физмов, эндоморфизмов и элементарной эквива-
лентности изучалась различными авторами:
А.В. Михалевым, М.А. Шаталовой, Е.И. Буни-
ной, П.П. Семеновым [4]– [11].

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Пусть имеется некоторая непустая полугруппа

. Каждому элементу  из  поставим в соответ-
ствие новый элемент , не входящий в . Обо-
значим через  совокупность всех конечных слов,
состоящих из новых элементов и элементов полу-
группы . Определим следующие элементарные
преобразования:

1) между любыми двумя соседними элемента-
ми слова вставляется пара  или пара ;

2) из слова выбрасывается либо пара , либо
пара ;

3) два соседние элемента слова, принадлежа-
щие к , заменяются элементом, равным их про-
изведению;

4) элемент  заменяется парой элементов
из , произведение которых равно .

Все слова относительно этих элементарных
преобразований распадаются на классы эквива-
лентных между собой. Пусть  означает класс, к
которому принадлежит слово . По определению
полагаем . Классы относительно та-
кого умножения образуют группу .

О п р е д е л е н и е  1. Построенная группа 
называется г р у п п о й  ч а с т н ы х  полугруппы .

Обозначим положительные и отрицательные
элементы тела  через  и  соответственно.
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О п р е д е л е н и е  2. Введем для матриц эле-
ментарных преобразований следующие обозна-
чения:

.

Через  обозначим матрицу перестановки, соот-
ветствующую . Обозначим  =
= , где .

Будем называть перечисленные матрицы
э л е м е н т а р н ы м и.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть  – подполугруппа
в , порожденная всеми матрицами 
( ),  ( ) и ,

.
О п р е д е л е н и е  4. Две матрицы 

называются -э к в и в а л е н т н ы м и  (см. [4]),
если существуют матрицы , j = 0, 1, ...,
k, , , и матрицы ,

 такие, что .
Над линейно упорядоченным телом полугруп-

па, порожденная всеми матрицами, -эквива-
лентными матрицам из , совпадает с всей полу-
группой .

В случае  в работе [2] рассматривалась
следующая система образующих полугруппы ,
совпадающей в этой размерности со всей :

где , .
При  полугруппа  строго меньше полу-

группы  (см. далее).
В данной системе образующих при  соот-

ношения принимают следующий вид:
1. ;
2. ;
3. ;

4. ;
5. , где α = 1 + xy,

, , ;
6. ;
7. ;

8. ;
9. .
При  появляются (по крайней мере) сле-

дующие дополнительные соотношения:

= + ⋅ , ≠( ) гдеij ijt a E a E i j

σ
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> 2n P
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, = 12diag[1 1] (0)t
α,β γ,δ = αγ,βδdiag[ ]diag[ ] diag[ ]

= +12 12 12( ) ( ) ( )t a t b t a b
−α,β = α β α,β1

12 12diag[ ] ( ) ( )diag[ ]t x t x
= α,β v12 21 21 12( ) ( ) diag[ ] ( ) ( )t x t y t u t

−β = + 1(1 )yx = αu y = βv x
σ α,β = β,α σdiag[ ] diag[ ]
σ σ =12 21( ) ( )t a t a

σ = ,2 diag[1 1]
, σ = σdiag[1 1]

> 2n

Обозначим через  элемент, соответствующий
единичной матрице.

Во всей группе  определяющие соотно-
шения примут следующий вид:

1. ;

2. ;

3. ;

4. ;

5. , где  – диагональ-

ная матрица , , ,
;

6. ;

7. ;

8. , где  – перестановка  в ;
9. ;
10. , где  и ;

11. , где .
З а м е ч а н и е  1. Очевидно, что группа 

не содержит собственной подгруппы, содержа-
щей . Таким образом, группа  явля-
ется минимальной группой, содержащей полу-
группу .

2. ГРУППА ЧАСТНЫХ
ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО 

Приведем несколько важных определений и
предложений из работы [1].

В случае  с помощью элементарных по-
рождающих ,  и  невозможно
представить все элементы полугруппы .
Простейшим примером элемента, который таким
образом не выражается, является матрица с нуле-
выми элементами на главной диагонали и поло-
жительными вне нее.

Введем матрицу

П р е д л о ж е н и е  1. ([1, предложение 1]). Си-
стема , , , , где ,

 и , является полной системой
образующих для полугруппы .

= , ≠ ≠
= , ≠ .
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П р е д л о ж е н и е  2. ([1, предложение 2]).
В группе частных полугруппы  элемент

 является элементом порядка 6, где
– линейно упорядоченное поле.

Докажем дополнительное предложение, ана-
логичное предложению 2.

П р е д л о ж е н и е  3. В группе частных полу-
группы  элемент  является эле-
ментом порядка 6, где  – линейно упорядоченное
тело.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим минималь-
ный элемент . Разложим его на элементар-
ные матрицы (в том числе с отрицательными ко-
эффициентами):

Таким образом, получаем новое соотношение,
которое имеет следующий вид:

Транспонировав и заменив  на , получим
следующее равенство:

Это значит, что у нас есть еще одно дополни-
тельное соотношение:

Таким образом, получаем дополнительное со-
отношение

В конечном итоге получим следующее соотно-
шение, выраженное через элементы полугруппы

:

Возведем равенство в квадрат и справа полу-
чим следующее:

F3G ( )
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Таким образом, имеем следующие равенства:

Значит, в полугруппе частных выполняется
соотношение .

Предложение доказано.
Теперь мы можем доказать основную теорему

этой работы.
Т е о р е м а  1. Для линейно упорядоченного тела

 группа частных полугруппы  изоморфна
группе .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через 
группу частных полугруппы . В силу того,
что  является минимальным расширением

, группа  является расширением группы
 (или совпадает с ней).

Поскольку определяющее соотношение (t12(–1)
t21(1))6 = e группы  является следствием
образующих соотношений полугруппы  (по
предложению 3), а остальные соотношения груп-
пы  очевидным образом выводятся из об-
разующих соотношений полугруппы , то
группа  является расширением группы .

Значит, .
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