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СВОБОДНЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ

Совокупность элементов {e1, . . . , em} абелевой группы F назы-
вается базисом, если:

1) любой элемент a ∈ F является целочисленной линейной
комбинацией

a = k1e1 + . . . + kmem, ki ∈ Z;

2) совокупность элементов {e1, . . . , em} линейно независима над Z:
если

l1e1 + . . . + lmem, li ∈ Z,
то

l1 = l2 = . . . = lm = 0.
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Замечание 1. а) Из условий 1) и 2) следует, что если

a = k1e1 + . . . + knen = k′1e1 + . . . + k′nen, ki, k
′
i ∈ Z,

то
k1 = k′1, . . . , kn = k′n.

Действительно,

0 = (k1 − k′1)e1 + . . . + (kn − k′n)en,

в силу 2)
k1 − k′1 = 0, . . . , kn − k′n = 0.

б) Из 1) и 2′) следует 2). Действительно,

l1e1 + . . . + lnen = 0 = 0 · e1 + . . . + 0 · en,

в силу 2′)
l1 = 0, . . . , ln = 0.

в) Таким образом, системы условий {1), 2)} и {1), 2′)} равно-
сильны, при этом отображение

a = k1e1 + . . . + knen ∈ F 7→ (k1, . . . , kn) ∈ Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

является изоморфизмом,

F ∼= Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

.
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Если абелева группа F обладает базисом {e1, . . . , en}, то она
называется свободной абелевой группой.

Лемма 1. Если {e1, . . . , em} и {f1, . . . , fn}— два базиса свободной
абелевой группы F , то m = n (это число n называется рангом
свободной абелевой группы F , обозначение: m = n = rk (F ), F =

Fn).

Доказательство. Если f : G→ G′—изоморфизм абелевых групп,
то f (2G) = 2f (G) = 2G′, и поэтому отображение

f̄ : G/2G→ G′/2G′, x + 2G 7→ f (x) + 2G′,

является изоморфизмом групп.
Так как

F ∼= Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m

∼= Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

,

то
2F ∼= 2Z⊕ . . .⊕ 2Z︸ ︷︷ ︸

m

∼= 2Z⊕ . . .⊕ 2Z︸ ︷︷ ︸
n

,

и поэтому

F/2F ∼= Z2 ⊕ . . .⊕ Z2︸ ︷︷ ︸
m

∼= Z2 ⊕ . . .⊕ Z2︸ ︷︷ ︸
n

.

Таким образом, 2m = 2n, следовательно, m = n.
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Лемма 2. Пусть {e1, . . . , en}— один из базисов свободной абеле-
вой группы Fn ранга n, A— абелева группа, f, g : Fn → A— два
гомоморфизма такие, что f (ei) = g(ei), 1 6 i 6 n. Тогда f = g.

Доказательство. Для любого x ∈ Fn имеем

x = k1e1 + . . . + knen, ki ∈ Z,

поэтому

f (x) =

n∑
i=1

kif (ei) =

n∑
i=1

kig(ei) = g(x).

Итак, f = g.
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Лемма 3. F = Fm ⊕ Fn ∼= Fm+n.

Доказательство. Пусть {e1, . . . , em}, {f1, . . . , fn}— базисы сво-
бодных абелевых групп Fm и Fn соответственно. Тогда {e1, . . . , em,
f1, . . . , fn}— базис абелевой группы Fm ⊕ Fn.

Действительно, если a ∈ Fm ⊕ Fn, то a = b + c, где b ∈ Fm,
c ∈ Fn. Поэтому

b = k1e1 + . . . + kmem, c = l1f1 + . . . + lnfn, ki, lj ∈ Z,

и следовательно,

a = b + c = k1e1 + . . . + kmem + l1f1 + . . . + lnfn.

Если же

t1e1 + . . . + tmem + tm+1f1 + . . . + tm+nfn = 0,

то

t1e1 + . . . + tmem = −(tm+1f1 + . . . + tm+nfn) ∈ Fm ∩ Fn = 0,

и поэтому

t1 = . . . = tm = tm+1 = . . . = tm+n = 0.

Таким образом, rk (F ) = m + n, F ∼= Fm+n.
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Теорема 1. Свободная абелева группа F (в частности, свобод-
ная абелева группа конечного ранга F = Fn) является группой
без кручения, т. е. T(F ) = 0.

Доказательство. Пусть {e1, . . . , en}— базис свободной абелевой
группы F = Fn и

a = k1e1 + . . . + knen ∈ T(F ), ki ∈ Z.

Если ra = 0 для 0 < r ∈ Z, то

ra = (rk1)e1 + . . . + (rkn)en = 0.

Следовательно,
rk1 = . . . = rkn = 0.

Так как r > 0, то k1 = . . . = kn = 0.

Таким образом,

a = k1e1 + . . . + knen = 0.

Итак, мы показали, что T(Fn) = 0.

В общем случае надо отметить лишь, что если 0 6= a ∈ F , то
a ∈ Fn ⊂ F .
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На самом деле для свободной абелевой группы Fn конечного
ранга верно и обратное утверждение.

Теорема 2 (о свободе конечно порожденной абелевой группы
без кручения). Конечно порожденная абелева группа A являет-
ся свободной абелевой группой тогда и только тогда, когда A—
абелева группа без кручения (другими словами, когда ее перио-
дическая часть равна нулю, T(A) = 0).

Доказательство. 1) Мы отмечали выше, что свободная абелева
группа A не имеет кручения (T(A) = 0).

2) ПустьA = 〈a1, . . . , an〉—конечно порожденная абелева груп-
па и T(A) = 0. Проведем доказательство свободы группы A ин-
дукцией по n. Начало индукции: n = 1, A = 〈a1〉 ∼= Z = F1,
поскольку O(a1) =∞.

Пусть n > 1. Если {a1, . . . , an}— базис абелевой группы A, то
A = Fn, и наше утверждение доказано.

Допустим теперь, что система образующих {a1, . . . , an} линей-
но зависима над Z и

k1a1 + . . . + knan = 0, ki ∈ Z, — (∗)

нетривиальное линейное соотношение между элементами a1, . . . , an
(это означает, что хотя бы один из коэффициентов ki ненулевой).
Пусть d = НОД(k1, . . . , kn), ki = dk′i, i = 1, . . . , n. Тогда

d(k′1a1 + . . . + k′nan) = 0.

Так как d 6= 0 и A— абелева группа без кручения, то

k′1a1 + . . . + k′nan = 0, (k′1, . . . , k
′
n) = 1.
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Итак, можно считать, что

(k1, k2, . . . , kn) = 1.

Если k1 = 1, то

a1 = −(k2a2 + . . . + knan),

и поэтому в силу индуктивного предположения абелева группа
A = 〈a2, . . . , an〉 свободна. Аналогично, A— свободная абелева
группа, если k1 = −1.

Далее, мы будем менять систему образующих с целью полу-
чить в соотношении между новыми образующими один из коэф-
фициентов равным ±1.

Если k2 = . . . = kn = 0, то k1a1 = 0, k1 6= 0, и так как A—
группа без кручения, то a1 = 0, и поэтому, в силу индуктивного
предположения, A = 〈a2, . . . , an〉— свободная абелева группа.

Итак, допустим, что |k1| ≥ |k2| > 0, и в этом случае заменим
образующий a2 на a′2 = a2 + ka1, k ∈ Z (a2 = a′2 − ka1). В но-
вой системе образующих {a1, a′2, a3, . . . , an} наше соотношение ∗
имеет вид

(k1 − kk2)a1 + k2a
′
2 + k3a3 + . . . + knan = 0.

В силу алгоритма деления в кольце целых чисел Z выберем
k ∈ Z так, чтобы |k1 − kk2| < |k2|, строго уменьшив модуль
коэффициента при a1. Продолжая этот процесс, мы приходим
к рассмотренному случаю, когда k1 = ±1, что завершает доказа-
тельство.
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Теорема 3 (универсальное свойство свободной абелевой груп-
пы конечного ранга). Пусть F = Fn— свободная абелева группа,
rk (F ) = n, {e1, . . . , en}— один из базисов в F = Fn.

Если A— абелева группа, ϕ : {e1, . . . , en} → A— отображе-
ние множеств (т. е. заданы элементы a1 = ϕ(e1), . . . , an =

ϕ(en) ∈ A), то существует и единственный гомоморфизм групп
f : Fn → A такой, что f (ei) = ϕ(ei) для всех 1 6 i 6 n.

Доказательство. Для элемента

x = k1e1 + . . . + knen ∈ Fn, ki ∈ Z,

положим
f (x) = k1a1 + . . . + knan ∈ A.

Если
y = l1e1 + . . . + lnen ∈ Fn, li ∈ Z,

то

x + y = (k1 + l1)e1 + . . . + (kn + ln)en,

f (y) = l1a1 + . . . + lnan ∈ A,
f (x + y) = (k1 + l1)a1 + . . . + (kn + ln)an =

= (k1a1 + . . . + knan) + (l1a1 + . . . + lnan) = f (x) + f (y).

Таким образом, f — гомоморфизм групп. Ясно, что f (ei) = ai =

ϕ(ei) для всех 1 ≤ i ≤ n.
Так как любой гомоморфизм g : Fn → A однозначно опреде-

ляется значениями g(e1), . . . , g(en), то условием условием f (ei) =

ϕ(ei) для всех 1 ≤ i ≤ n гомоморфизм f определен однознач-
но.
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Теорема 4 (накрывающее свойство свободной абелевой группы
конечного ранга). Пусть A = 〈a1, a2, . . . , an〉— конечно порож-
денная абелева группа, {a1, a2, . . . , an}— одна из ее систем обра-
зующих. Тогда:

1) существует сюръективный гомоморфизм f : Fn → A;

2) группа A изоморфна фактор-группе Fn/ ker f .

Доказательство. Пусть F = Fn— свободная абелева группа с ба-
зисом {e1, . . . , en}. В силу предыдущей теоремы существует гомо-
морфизм f : Fn → A, для которого f (ei) = ai, 1 6 i 6 n. Так как
{a1, . . . , an}— система образующих группы A, A = Za1+. . .+Zan,
то Im f = A. В силу теоремы о гомоморфизме Fn/ ker f ∼= A.
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Теорема 5 (расщепляющее свойство свободной абелевой груп-
пы). Пусть A— абелева группа, Fn— свободная абелева группа
ранга n, f : A→ Fn— сюръективный гомоморфизм. Тогда:

1) существует гомоморфизм h : Fn → A, для которого fh = 1

(т. е. имеем ретракт f : A→ Fn, h : Fn → A, fh = 1Fn);

2) для некоторой подгруппы B в A A = B ⊕ ker f , B ∼= Fn.

Доказательство. Пусть {e1, . . . , en}— один из базисов свободной
абелевой группы Fn, n = rk (Fn).

Так как f : A → Fn— сюръективное отображение, то выберем
такие элементы {a1, . . . , an} в A, что f (ai) = ei, 1 6 i 6 n.

Отображение {e1, . . . , en} → {a1, . . . , an}, ei → ai, продолжа-
ется до гомоморфизма h : Fn → A, для которого h(ei) = ai.

Так как для (fh) : Fn → Fn имеем

(fh)(ei) = f
(
h(ei)

)
= f (ai) = ei = 1Fn(ei),

то fh = 1Fn. Итак, получили ретракт, fh = 1Fn.

В силу леммы о ретрактеA = Imh⊕ker f . ПолагаяB = Imh =

〈a1, . . . , an〉, получаем A = B ⊕ ker f .

Так как f (B) = f (A) = Fn, то f |B — сюръективное отображе-
ние, при этом

ker(f |B) = ker f ∩B = ker f ∩ Imh = 0.

Итак, f |B : B → Fn—изоморфизм групп, B ∼= Fn.
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Рассмотрим теперь подгруппы свободной абелевой группы ко-
нечного ранга (это расширяет нашу информацию о подгруппах
бесконечной циклической группы).

Теорема 6. Ненулевая подгруппа B свободной абелевой груп-
пы Fn конечного ранга n является свободной абелевой группой
ранга m, B ∼= Fm, где 1 6 m 6 n.

Доказательство. Проведем индукцией по n.

Случай n = 1: F1
∼= Z; ненулевая подгруппа B в Z имеет вид

Zk, 0 6= k ∈ Z, поэтому B ∼= Z, и следовательно, B является
свободной абелевой группой ранга m = 1 = n.

Пусть наше утверждение верно для всех рангов n′ < n, n > 1,
B —ненулевая подгруппа группы

Fn = Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1 ⊕ Zen,

где {e1, . . . , en}— один из базисов свободной абелевой группы Fn.

Рассмотрим короткую точную последовательность абелевых
групп

0→ Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1
i→ Fn

π→ Zen → 0,

где i— естественное вложение, π(k1e1+. . .+knen) = knen (т. е. π—
естественная проекция на прямое слагаемое Zen, kerπ = Ze1 ⊕
. . . ⊕ Zen−1). Рассмотрим ограничение π|B : B → Zen гомомор-
физма π на подгруппу B. Так как

ker(π|B) = B ∩ kerπ = B ∩ (Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1),
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то короткая точная последовательность абелевых групп

0→ B ∩ (Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen)→ B
π|B−−→ π(B)→ 0

является точной.
В силу индуктивного предположения для подгруппы B∩(Ze1⊕

. . .⊕ Zen−1) группы Fn−1 = Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1 имеем

B ∩ (Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1) ∼= Fl,

где l 6 n− 1.
Если π(B) = 0, то

B ⊆ kerπ = Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1,

и в силу нашего индуктивного предположения для n′ = n−1 < n:
B ∼= Fm, m 6 n− 1 < n.

Если
0 6= π(B) ⊆ Zen ∼= Z = F1,

то
π(B) ∼= Zt ⊆ Z, 0 6= t ∈ Z,

и поэтому π(B) ∼= Z = F1 — свободная абелева группа ранга 1.
В силу расщепляющего свойства свободной абелевой группы:

B = C ⊕
(
B ∩ (Ze1 ⊕ . . .⊕ Zen−1)

)
,

где C ∼= π(B) ∼= F1. Итак, B ∼= F1 ⊕ Fl = Fl+1, где l + 1 6
(n− 1) + 1 = n.
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СТРУКТУРНАЯ ТЕОРЕМА

Теорема 7. Пусть A— конечно порожденная абелева группа.

1) Тогда имеет место прямое разложение

A = T(A)⊕ A′,

где периодическая часть T(A) является конечной абелевой груп-
пой, |T(A)| <∞, и T(A) выделяется в A прямым слагаемым,
подгруппа A′ является свободной абелевой группой конечного ран-
га r <∞ и определена однозначно (с точностью до изоморфиз-
ма), A′ ∼= A/T(A) ∼= Fr, r = rk

(
A/T(A)

)
—инвариант груп-

пы A.

Таким образом, конечно порожденная абелева группа A явля-
ется прямой суммой конечной абелевой группы T(A) и свободной
абелевой группы A′ ∼= Fr конечного ранга r; если A = T(A)⊕A′ =

T(A)⊕ A′′, то A′ ∼= A′′.

2) Это прямое разложение единственно в следующем смысле:
если

A = B ⊕ C = B′ ⊕ C ′,
где B и B′— конечные абелевы группы, C ∼= Fr и C ′ ∼= Fs— сво-
бодные абелевы группы конечных рангов r и s соответственно,
то

B = B′ = T(A), C ∼= C ′ ∼= Fr (r = s = rk (A/T(A))).
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Доказательство.
1) Если A = 〈a1, . . . , an〉—конечно порожденная абелева груп-

па, то

A/T(A) = 〈ā1, . . . , ān〉,
āi = ai + T(A) ∈ A/T(A), T

(
A/T(A)

)
= 0,

и поэтому A/T(A) —конечно порожденная абелева группа без
кручения. В силу теоремы ?? A/T(A) — свободная абелева груп-
па конечного ранга, A/T(A) ∼= Fr, где r = rk

(
A/T(A)

)
. В силу

расщепляющего свойства свободной абелевой группы (см. тео-
рему 5) имеем: A = T(A) ⊕ A′, где A′—подгруппа в A, A′ ∼=
A/T(A) ∼= Fr (r < ∞, поскольку A/T(A) —конечно порожден-
ная абелева группа).

Так как T(A) ∼= A/A′—конечно порожденная периодическая
абелева группа, то в силу теоремы прошлой лекции |T(A)| <∞.
Итак, T(A) —конечная абелева группа.

Если A = T(A)⊕ A′ = T(A)⊕ A′′, то A′ ∼= A/T(A) ∼= A′′.

2) Если

A = B ⊕C = B′ ⊕C ′, |B| <∞, |B′| <∞, C ∼= Fr, C ′ ∼= Fs,

то
T(B) = B, T(C) = 0, T(B′) = B′, T(C ′) = 0,

и поэтому

B = T(B) = T(B)⊕T(C) = T(B ⊕ C) = T(A) =

= T(B′ ⊕ C ′) = T(B′)⊕T(C ′) = T(B′) = B′.

Следовательно, B = T(A) = B′. Поэтому

Fr ∼= C ∼= A/B = A/T(A) = A/B′ ∼= C ′ ∼= Fs,

и следовательно, r = s.
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