
Ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò ñòàðîãî (óïîðÿäî÷åííîãî) áàçèñà (e1, . . . , en) ê íîâîìó (e′1, . . . , e
′
n) � ýòî ìàòðèöà, ïî ñòîëáöàì êîòîðîé

çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà â ñòàðîì áàçèñå:
e′1 = c11e1 + c21e2 + . . .+ cn1en

e′2 = c12e1 + c22e2 + . . .+ cn2en

. . .

e′n = c1ne1 + c2ne2 + . . .+ cnnen

⇐⇒ (e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)C, ãäå C =


c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
...

...
. . .

...
cn1 cn2 . . . cnn

.
Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû è òîëüêî îíè ìîãóò áûòü ìàòðèöàìè ïåðåõîäà.

2. Åñëè (e1, . . . , en)
C→ (e′1, . . . , e

′
n)

D→ (e′′1, . . . , e
′′
n), òî (e′1, . . . , e

′
n)

C−1

→ (e1, . . . , en) è (e1, . . . , en)
CD→ (e′′1, . . . , e

′′
n).

Êàê íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà, çíàÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ îáîèõ áàçèñîâ (e1, . . . , en) è (e′1, . . . , e
′
n)

ïðîñòðàíñòâà Kn â ñòàíäàðòíîì áàçèñå. Çàïèøåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïåðâîãî áàçèñà ïî ñòîëáöàì ìàò-
ðèöû A, à âòîðîãî � ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû B ðÿäîì ñ A. Ïîëó÷èì (n × 2n)-ìàòðèöó (A|B), êîòîðóþ
ïðèâåä¼ì ê ãëàâíîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Òàê êàê ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, òî ìû ïîëó÷èì íà å¼ ìåñòå
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E: (A|B) (E|C). Òîãäà C � èñêîìàÿ ìàòðèöà.

Îáîñíîâàíèå: ñòîëáöû ìàòðèöû C âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû E òî÷íî òàê æå, êàê ñòîëáöû
ìàòðèöû B ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû A (ïî÷åìó?), òî åñòü ñ ïîìîùüþ èñêîìîé ìàòðèöû ïåðåõîäà.

Èçìåíåíèå êîîðäèíàò âåêòîðîâ ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó. Ïóñòü X = (x1, . . . , xn)t ∈ Kn

� ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà x ∈ V â áàçèñå (e1, . . . , en), ò. å.

x = x1e1 + . . .+ xnen = (e1, . . . , en)X

� ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû (e1, . . . , en) ∈ M1×n(V ) íà ìàòðèöó X ∈ Mn×1(K). Äàëåå ïóñòü X ′ � ñòîëáåö
êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå (e′1, . . . , e

′
n) è ïóñòü C � ìàòðèöà ïåðåõîäà (e1, . . . , en)→ (e′1, . . . , e

′
n). Òîãäà

(e1, . . . , en)X = (e′1, . . . , e
′
n)X ′ = (e1, . . . , en)CX ′ ⇐⇒ X = CX ′.
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Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

A : V → V â óïîðÿäî÷åííîì áàçèñå (e1, . . . , en) ïðîñòðàíñòâà V � ýòî ìàòðèöà A ∈ Mn(K), ïî ñòîëáöàì
êîòîðîé ñòîÿò êîîðäèíàòû îáðàçîâ Ae1, . . . ,Aen áàçèñíûõ âåêòîðîâ â òîì æå áàçèñå e1, . . . , en. Íàïðèìåð,

A =


2 0 0 0
0 1 3 1
0 0 2 0
0 0 0 5

 ⇐⇒


Ae1 = 2e1

Ae2 = e2

Ae3 = 3e2 + 2e3

Ae4 = e2 + 5e4

Êàê ìåíÿåòñÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó.

Áåñêîîðäèíàòíàÿ çàïèñü Â áàçèñå (e1, . . . , en) Â áàçèñå (e′1, . . . , e
′
n)

y = Ax Y = AX Y ′ = A′X ′

x, y ∈ V, A : V → V X, Y ∈ Kn � ñòîëáöû, A ∈ Mn(K) X ′, Y ′ ∈ Kn � ñòîëáöû, A′ ∈ Mn(K)

Òàê êàê X = CX ′ è Y = CY ′, òî

Y = AX ⇐⇒ CY ′ = ACX ′ ⇐⇒ CA′X ′ = ACX ′ � äëÿ âñåõ X ′ ∈ Kn, îòêóäà

CA′ = AC ⇐⇒ A′ = C−1AC .

Êàê áûñòðî íàéòè ìàòðèöó C−1AC? Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè: (C | AC) (E | C−1AC).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Êàê ìåíÿåòñÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà ïðè ïåðåñòàíîâêå áàçèñíûõ âåêòîðîâ?
2. Cêàëÿðíûå îïåðàòîðû è òîëüêî îíè èìåþò âî âñåõ áàçèñàõ îäíó è òó æå ìàòðèöó (ñêàëÿðíóþ).
3. Ìàòðèöû A è C−1AC èìåþò îäèíàêîâûå ðàíãè, îïðåäåëèòåëè, ñëåäû.
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Àëãåáðû

Àëãåáðà KA íàä ïîëåì K � ýòî îäíîâðåìåííî êîëüöî è âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K, ïðè÷¼ì êîëü-
öåâîå óìíîæåíèå · è óìíîæåíèå íà ñêàëÿðû èç K äëÿ âñåõ a, b ∈ A, k ∈ K ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè:

k(a · b) = (ka) · b = a · (kb)

Íàïîìíèì îñòàëüíûå àêñèîìû, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîëüöî A àññîöèàòèâíî è ñîäåðæèò åäèíèöó 1A 6= 0A:

a+ b = b+ a a · (b+ c) = a · b+ a · c k(a+ b) = ka+ kb
(a+ b) + c = a+ (b+ c) (a+ b) · c = a · c+ b · c (k + l)a = ka+ la (a, b, c ∈ A,
a+ 0A = a (a · b) · c = a · (b · c) (kl)a = k(la) k, l ∈ K)
a+ (−a) = 0A a · 1A = a = 1A · a 1Ka = a

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Â êîëüöå (R; +, ·): ∀r ∈ R 0 · r = 0 = r · 0.
2. Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå KV : ∀k ∈ K ∀v ∈ V (kv = 0⇔ k = 0 èëè v = 0).

Ïðèìåðû: K[x], K[x1, . . . , xn], KL (ðàñøèðåíèå ïîëÿ K) � êîììóòàòèâíûå àëãåáðû;
H (êâàòåðíèîíû), Mn(K), L(V ) (ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå V ) � íåêîììóòàòèâíûå àëãåáðû.

Ïîäàëãåáðà àëãåáðû A � ýòî å¼ íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî B, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé,
ò. å. è ïîäêîëüöî, è âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïðè÷¼ì åñëè A 3 1A, òî èíîãäà òðåáóþò, ÷òîáû B 3 1A.

Ãîìîìîðôèçì f : A→ A′ àëãåáð KA è KA
′ � ýòî ãîìîìîðôèçì è êîëåö, è âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ:

f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b), f(ka) = kf(a) äëÿ âñåõ a, b ∈ A, k ∈ K.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(0A) = 0B è f(−a) = −f(a) (ïî÷åìó?), íî íå ñëåäóåò, ÷òî f(1A) = 1B, åñëè A è B
� àëãåáðû ñ åäèíèöàìè (âîçìîæíî, f = 0). Îäíàêî òîãäà ýòî ñâîéñòâî îáû÷íî âêëþ÷àþò â îïðåäåëåíèå
êîëüöåâîãî ãîìîìîðôèçìà. Áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì f : A→ A′ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Åñëè ìåæäó
àëãåáðàìè A è A′ ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì, òî èõ íàçûâàþò èçîìîðôíûìè è ïèøóò A ∼= A′.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 3. Åñëè f : A→ B � èçîìîðôèçì, òî f−1 : B → A òîæå èçîìîðôèçì.
4. Ïðèìåðû ïîäàëãåáð, â òîì ÷èñëå òåõ, êîòîðûå èçîìîðôíû ñàìèì àëãåáðàì.
5. Ïðèìåð àëãåáðû A ñ åäèíèöåé 1A è å¼ ïîäàëãåáðû B ñî ñâîåé åäèíèöåé 1B 6= 1A.

Âëîæåíèå ïîëÿ K â àëãåáðó KA ñ åäèíèöåé 1A: ôîðìàëüíî K * A, íî åñëè A � àëãåáðà ñ åäè-
íèöåé 1A, òî ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå � èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

K ↪→ A, k 7→ k1A,

îáðàç K1A êîòîðîãî ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò ñ ïîëåì K. Íàïðèìåð, K ↪→ Mn(K), k 7→ kE.

Èçîìîðôèçì àëãåáðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è àëãåáðû ìàòðèö

Òåîðåìà. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K ðàçìåðíîñòè n ∈ N. Òîãäà L(V ) ∼= Mn(K).

C Âûáåðåì áàçèñ (e1, . . . , en) â V è êàæäîìó îïåðàòîðó èç L(V ) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åãî ìàòðèöó
â ýòîì áàçèñå. [Âñå ïðîâåðêè.] B ×òî íàäî ïðîâåðèòü?

Ñëåäñòâèå. dimL(V ) = dim Mn(K) = n2.

Ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè. Ìû çíàåì, ÷òî ìàòðè-
öû A,A′ ∈ Mn(K) ïîäîáíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíè ñîïðÿæåíû, ò. å. êîãäà A′ = C−1AC äëÿ íåêîòîðîé
ìàòðèöû C ∈ GLn(K).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ìàòðèö Mn(K) ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ñîïðÿæ¼ííûõ. Âîçíèêàåò çàäà÷à:
íàéòè â êàæäîì êëàññå íàèáîëåå ïðîñòóþ ìàòðèöó, èëè äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà íàéòè áàçèñ, â êîòîðîì
åãî ìàòðèöà âûãëÿäèò êàê ìîæíî ïðîùå.

Ìû ïîëíîñòüþ ðåøèì ýòó çàäà÷ó â ñëó÷àå ïîëÿ K = C (âàæíà àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü).

Ïðèìåð. Ìàòðèöà

(
−1 4
−2 5

)
, îêàçûâàåòñÿ, ïîäîáíà ìàòðèöå

(
1 0
0 3

)
. Çíà÷èò, â íåêîòîðîì áàçèñå

(e1, e2) ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð äåéñòâóåò òàê: âåêòîð e1 îñòàâëÿåò íà ìåñòå, âåêòîð e2 ðàñòÿãèâàåò
â òðè ðàçà.



Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð â V .
Íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ V íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, åñëè Av = λv äëÿ íåêî-
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Êîãäà ñóììà äâóõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì?
2. Åñëè äëÿ îïåðàòîðà âñå íåíóëåâûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè, òî îí ñêàëÿðåí.
3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A (ìàòðèöû A), îòâå÷àþùèå äàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ,

âìåñòå ñ íóëåâûì âåêòîðîì îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Vλ(A) (Vλ(A)).

4. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ åãî ñïåêòðîì è îáîçíà÷àåòñÿ SpA.
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Ìíîãî÷ëåí |A−xE| ∈ K[x] íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A, à òàêæå îïåðàòîðà
A è îáîçíà÷àåòñÿ χA(x) = χA(x).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 5. Îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíà χA(x) êîððåêòíî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà
áàçèñà, îïðåäåëÿþùåãî ìàòðèöó A: χA(x) = χC−1AC(x) äëÿ âñåõ ìàòðèö A ∈ Mn(K) è C ∈ GLn(K).

6. ×åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà χA(x) ïðè xn, xn−1, x0?

7. A = λE ∈ Mn(K) =⇒ χA(x) = (x− λ)n =⇒ SpA = {λ}, íî îáðàòíûå èìïëèêàöèè íåâåðíû.

8. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χRϕ(x) ìàòðèöû Rϕ =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
∈ M2(C), åãî êîðíè è ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

9. ∀µ ∈ K Sp(A+ µE) = SpA+ µ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðîâ A è A+ µE îäíè è òå æå.

10. Ñâÿçü ìåæäó Sp(A2) è (SpA)2, Vλ(A) è Vλ2(A2) â ñëó÷àÿõ ëþáîãî ïîëÿ K è ïîëÿ C.

A =

(
a b
c d

)
=⇒ χA(x) = x2 − (trA)x+ |A| = x2 − (a+ d)x+ ad− bc

Êàê èñêàòü ñïåêòð è ñîáñòâåííûå âåêòîðû äàííîé ìàòðèöû?

SpA = {λ ∈ K | |A− λE| = 0} ∀λ ∈ SpA Vλ(A) = Ker(A− λE)

Ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð A èìååò ïðîñòîé ñïåêòð, åñëè ìíîãî÷ëåí χA(x) ∈ K[x] ðàñêëàäûâàåòñÿ íà
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä K è âñå åãî êîðíè ïðîñòûå (èìåþò êðàòíîñòü îäèí). Íàïðèìåð, ñëó÷àéíûé
îïåðàòîð íàä C ñêîðåå âñåãî èìååò ïðîñòîé ñïåêòð.

Äèàãîíàëèçèðóåìûé îïåðàòîð, ïî îïðåäåëåíèþ, â íåêîòîðîì áàçèñå çàäà¼òñÿ äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöåé.

A èìååò ïðîñòîé ñïåêòð =⇒ A äèàãîíàëèçèðóåì =⇒
=⇒ ìíîãî÷ëåí χA(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ: äîêàæèòå èìïëèêàöèè è îïðîâåðãíèòå îáðàòíûå, íåâåðíûå èìïëèêàöèè.



Ïîäîáíûå ìàòðèöû: çàòðàâêà

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû diag(λ1, . . . , λn) è diag(µ1, . . . , µn) ïîäîáíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà íàáîðû
(λ1, . . . , λn) è (µ1, . . . , µn) ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, ïðè λ 6= µλ 0 0

0 λ 0
0 0 µ

 ∼
λ 0 0

0 µ 0
0 0 λ

 �
µ 0 0

0 µ 0
0 0 λ

 .

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû äâóõ íåñêàëÿðíûõ íåïîäîáíûõ ìàòðèö ñ îäèíàêîâûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ìíîãî÷ëåíàìè.

3. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ìàòðèöà A ∈ M2(C) ïîäîáíà ðîâíî îäíîé èç ñëåäóþùèõ (λ, µ ∈ C, λ 6= µ):(
λ 0
0 λ

)
,

(
λ 0
0 µ

)
,

(
λ 1
0 λ

)
.

4. Çàìåíèì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å âñþäó C íà R.
à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìàòðèöû, îïðîâåðãàþùåé óòâåðæäåíèå çàäà÷è â òàêîé ôîðìóëèðîâêå.
á) Ïîïîëíèòå ñïèñîê åù¼ îäíèì, ÷åòâ¼ðòûì òèïîì ìàòðèö, ÷òîáû óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñòàëî âåðíûì.

5. à) Êàê âû äóìàåòå, êàê áûëà áû ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à 3 äëÿ ìàòðèöû A ∈ M3(C)?
á) Âîçìîæíî, âû óæå ìîæåòå äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííîå â ïóíêòå à) óòâåðæäåíèå.
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V âàðèàíò

1. Ïðî ìàòðèöó A ∈ M4(R) èçâåñòíî, ÷òî SpCA = {1,±i}. à) Êàêîé ìîæåò áûòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A (âñå âàðèàíòû)? á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ìàòðèöû A. â) Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò
ïðèíèìàòü dimR{X ∈ R4 | AX = X}?

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ìàòðèöû A ∈ M3(C), ÷òî SpA = {0}, íî χA(x) 6= −x3.

3. Íàéäèòå âñå òàêèå ñòîëáöû X ∈ R3, ÷òî AX = 2X, ãäå A =

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

.
4. Äëÿ ìàòðèöû

(
2 −1
1 2

)
íàéäèòå: à) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí; á) åãî êîðíè; â) äèàãîíàëüíóþ

ïîäîáíóþ ìàòðèöó, åñëè îíà ñóùåñòâóåò è ìàòðèöó ïåðåõîäà ê íåé.

5. Äëÿ ìàòðèöû

(
2 −1
1 2

)
íàéäèòå: à) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí; á) åãî êîðíè; â) äèàãîíàëüíóþ

ïîäîáíóþ ìàòðèöó, åñëè îíà ñóùåñòâóåò è ìàòðèöó ïåðåõîäà ê íåé.



Ìíîãî÷ëåíû îò ìàòðèö

Â ëþáîé àëãåáðå íàä ïîëåì K ýëåìåíòû ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü äðóã íàä äðóãà è íà ñêàëÿðû
èç K, à çíà÷èò, ìîæíî áðàòü ìíîãî÷ëåíû îò ýëåìåíòîâ àëãåáðû. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû A ∈ Mn(K):

f(x) = amx
m + . . .+ a1x+ a0 ∈ K[x] =⇒ f(A) := amA

m + . . .+ a1A+ a0E ∈ Mn(K).

(fg)(A) = f(A)g(A), â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ìàòðèöû êîììóòèðóþò.

Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Mn(K) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí, ò. å. òàêîé ìíîãî-
÷ëåí f(x) ∈ K[x] \ {0}, ÷òî f(A) = 0. Ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ åñòü ìíîãî÷ëåí µA(x), íà êîòîðûé
äåëèòñÿ ëþáîé äðóãîé. Îí îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè, íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ µA(x).

Ïðèìåðû. à) A = diag(λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , λm, . . . , λm︸ ︷︷ ︸
km

), ãäå λ1, . . . , λm ïîïàðíî ðàçëè÷íû =⇒

=⇒ χA(x) = (λ1 − x)k1 . . . (λm − x)km , µA(x) = (x− λ1) . . . (x− λm).

á) A =

1 a b
0 1 c
0 0 2

 =⇒ χA(x) = (1− x)2(2− x), µA(x) =

{
(x− 1)(x− 2), åñëè a = 0,

(x− 1)2(x− 2), åñëè a 6= 0.

Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè. χA(A) = 0. Ñëåäñòâèå. µA | χA.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè â ñëó÷àå n = 2.
2. Ìîæíî ëè òàê äîêàçàòü òåîðåìó Ãàìèëüòîíà�Êýëè: χA(A) = det(A− xE)|x=A = |A−AE| = |0| = 0?

3. A =

(
B ∗
0 C

)
=⇒ χA = χBχC , íî íå îáÿçàòåëüíî µA = µBµC .

4. {λ ∈ K | µA(λ) = 0} = {λ ∈ K | χA(λ) = 0} = Sp(A).
5. à) Ó ïîäîáíûõ ìàòðèö ðàâíû íå òîëüêî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå, íî è ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.
á) Ïðèìåðû íåïîäîáíûõ ìàòðèö c ðàâíûìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè, è ìèíèìàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè.
6. Ïóñòü f(x) ∈ K[x]. Òîãäà à) f(SpA) ⊆ Sp f(A); á) åñëè K = C, òî f(SpA) = Sp f(A).

Ìíîãî÷ëåíû îò ìàòðèö
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äåëèòñÿ ëþáîé äðóãîé. Îí îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè, íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ µA(x).

Ïðèìåðû. à) A = diag(λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , λm, . . . , λm︸ ︷︷ ︸
km

), ãäå λ1, . . . , λm ïîïàðíî ðàçëè÷íû =⇒

=⇒ χA(x) = (λ1 − x)k1 . . . (λm − x)km , µA(x) = (x− λ1) . . . (x− λm).

á) A =

1 a b
0 1 c
0 0 2

 =⇒ χA(x) = (1− x)2(2− x), µA(x) =

{
(x− 1)(x− 2), åñëè a = 0,

(x− 1)2(x− 2), åñëè a 6= 0.

Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè. χA(A) = 0. Ñëåäñòâèå. µA | χA.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 1. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè â ñëó÷àå n = 2.
2. Ìîæíî ëè òàê äîêàçàòü òåîðåìó Ãàìèëüòîíà�Êýëè: χA(A) = det(A− xE)|x=A = |A−AE| = |0| = 0?

3. A =

(
B ∗
0 C

)
=⇒ χA = χBχC , íî íå îáÿçàòåëüíî µA = µBµC .

4. {λ ∈ K | µA(λ) = 0} = {λ ∈ K | χA(λ) = 0} = Sp(A).
5. à) Ó ïîäîáíûõ ìàòðèö ðàâíû íå òîëüêî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå, íî è ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.
á) Ïðèìåðû íåïîäîáíûõ ìàòðèö c ðàâíûìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè, è ìèíèìàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè.
6. Ïóñòü f(x) ∈ K[x]. Òîãäà à) f(SpA) ⊆ Sp f(A); á) åñëè K = C, òî f(SpA) = Sp f(A).



Ìàòðèöû è îïåðàòîðû: ïîñòàíîâêè çàäà÷

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A ∈ Mn(C) ñ èçâåñòíûì ñïåêòðîì. Òðåáóåòñÿ íàéòè:

• ìàòðèöó f(A), ãäå f(x) ∈ C[x];

• ðàçìåðíîñòü å¼ öåíòðàëèçàòîðà, ò. å. ïîäàëãåáðû Cent(A) = {B ∈ Mn(K) | AB = BA};

• âñå å¼ èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà (èëè îïåðàòîðà A ñ ìàòðèöåé A, ò. å. òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà
U , ÷òî AU ⊆ U).

1. Äîïóñòèì, çàäà÷è ðåøåíû äëÿ äàííîé ìàòðèöû A. Ðåøèòå èõ äëÿ ìàòðèöû A′ = C−1AC, ãäå
C ∈ GLn(C).

2. Ïóñòü A =

(
B 0
0 C

)
è f ∈ K[x]. Äîêàæèòå, ÷òî f(A) =

(
f(B) 0

0 f(C)

)
.

3. Ðåøèòå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è äëÿ à) äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû; á) äëÿ æîðäàíîâîé êëåòêè.

4. Ðåøèòå çàäà÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû èç M2(C).

Ïðèìåð: A =

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 =⇒ A100 =

 9601 −4850 4750
9400 −4749 4650
−9800 4950 −4849

, dim Cent(A) = 3,

4 èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà: {0}, 〈(1, 1,−1)〉, 〈(1, 1,−1), (1, 2, 0)〉, C3.

Ìàòðèöû è îïåðàòîðû: ïîñòàíîâêè çàäà÷

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A ∈ Mn(C) ñ èçâåñòíûì ñïåêòðîì. Òðåáóåòñÿ íàéòè:

• ðàçìåðíîñòü å¼ öåíòðàëèçàòîðà, ò. å. ïîäàëãåáðû Cent(A) = {B ∈ Mn(K) | AB = BA};

• ìàòðèöó f(A), ãäå f(x) ∈ C[x];

• âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà A ñ ìàòðèöåé A, ò. å. òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà U , ÷òî
AU ⊆ U .

1. Äîïóñòèì, çàäà÷è ðåøåíû äëÿ äàííîé ìàòðèöû A. Ðåøèòå èõ äëÿ ìàòðèöû A′ = C−1AC, ãäå
C ∈ GLn(C).

2. Ïóñòü A =

(
B 0
0 C

)
è f ∈ K[x]. Äîêàæèòå, ÷òî f(A) =

(
f(B) 0

0 f(C)

)
.

3. Ðåøèòå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è äëÿ à) äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû; á) æîðäàíîâîé êëåòêè.

4. Ðåøèòå çàäà÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû èç M2(C).

Ïðèìåð: A =

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 =⇒ A100 =

 9601 −4850 4750
9400 −4749 4650
−9800 4950 −4849

, dim Cent(A) = 3,

4 èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà: {0}, 〈(1, 1,−1)〉, 〈(1, 1,−1), (1, 2, 0)〉, C3.



Êîðíåâûå âåêòîðû è ïîäïðîñòðàíñòâà

ðåøàþò ïðîáëåìó ¾ìàëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ � îïåðàòîð íå äèàãîíàëèçèðóåì :( ¿

Ïóñòü A : CV → CV , dimV = n ∈ N, χA(x) = (−1)n
∏m
i=1(x− λi)ki , ãäå λ1, . . . , λm ðàçëè÷íû, λ ∈ SpA.

Vλ = Ker(A− λE)︸ ︷︷ ︸
ñîáñòâåííûå âåêòîðû
èëè êîðíåâûå âûñîòû 1

⊆ Ker(A− λE)2︸ ︷︷ ︸
êîðíåâûå âåêòîðû

âûñîòû 62

⊆ Ker(A− λE)3︸ ︷︷ ︸
êîðíåâûå âåêòîðû

âûñîòû 63

⊆ . . . ⊆
⋃∞

k=1
Ker(A− λE)k =: V λ︸ ︷︷ ︸
êîðíåâûå âåêòîðû

.

Vλ = {v ∈ V | Av = λv} � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå êîðíþ λ,

V λ = {v ∈ V | ∃k ∈ N (A− λE)kv = 0} � êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå êîðíþ λ,

dimVλ � ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîðíÿ λ,

ki � àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîðíÿ λi.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû: • dimVλi 6 dimV λi = ki • V =
⊕m

i=1
V λi :)

• Âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà â áàçèñå, ñîãëàñîâàííîì ñ êîðíåâûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

• Êðèòåðèè äèàãîíàëèçèðóåìîñòè îïåðàòîðà A: V =
⊕

λ∈SpA
Vλ ⇐⇒ ∀λ ∈ SpA Vλ = V λ

• Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A, òî

U =
⊕

λ∈SpA
(U ∩ V λ),

à åñëè îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì, òî îïåðàòîð A|U òîæå äèàãîíàëèçèðóåì è U =
⊕

λ∈SpA(U ∩ Vλ).

• Êîðíåâûå âåêòîðû îïåðàòîðà d/dt : C∞(R)→ C∞(R) � êâàçèìíîãî÷ëåíû � ôóíêöèè âèäà

t 7→ eλtP (t), ãäå λ ∈ R, P (x) ∈ R[x].

Êîðíåâûå âåêòîðû è ïîäïðîñòðàíñòâà

ðåøàþò ïðîáëåìó ¾ìàëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ � îïåðàòîð íå äèàãîíàëèçèðóåì :( ¿

Ïóñòü A : CV → CV , dimV = n ∈ N, χA(x) = (−1)n
∏m
i=1(x− λi)ki , ãäå λ1, . . . , λm ðàçëè÷íû, λ ∈ SpA.

Vλ = Ker(A− λE)︸ ︷︷ ︸
ñîáñòâåííûå âåêòîðû
èëè êîðíåâûå âûñîòû 1

⊆ Ker(A− λE)2︸ ︷︷ ︸
êîðíåâûå âåêòîðû

âûñîòû 62

⊆ Ker(A− λE)3︸ ︷︷ ︸
êîðíåâûå âåêòîðû

âûñîòû 63

⊆ . . . ⊆
⋃∞

k=1
Ker(A− λE)k =: V λ︸ ︷︷ ︸
êîðíåâûå âåêòîðû

.

Vλ = {v ∈ V | Av = λv} � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå êîðíþ λ,

V λ = {v ∈ V | ∃k ∈ N (A− λE)kv = 0} � êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå êîðíþ λ,

dimVλ � ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîðíÿ λ,

ki � àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîðíÿ λi.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû: • dimVλi 6 dimV λi = ki • V =
⊕m

i=1
V λi :)

• Âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà â áàçèñå, ñîãëàñîâàííîì ñ êîðíåâûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

• Êðèòåðèè äèàãîíàëèçèðóåìîñòè îïåðàòîðà A: V =
⊕

λ∈SpA
Vλ ⇐⇒ ∀λ ∈ SpA Vλ = V λ

• Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A, òî

U =
⊕

λ∈SpA
(U ∩ V λ),

à åñëè îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì, òî îïåðàòîð A|U òîæå äèàãîíàëèçèðóåì è U =
⊕

λ∈SpA(U ∩ Vλ).

• Êîðíåâûå âåêòîðû îïåðàòîðà d/dt : C∞(R)→ C∞(R) � êâàçèìíîãî÷ëåíû � ôóíêöèè âèäà

t 7→ eλtP (t), ãäå λ ∈ R, P (x) ∈ R[x].



Æîðäàíîâà ôîðìà è æîðäàíîâ áàçèñ íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà

N : V → V îïðåäåëÿþòñÿ öåïî÷êàìè âåêòîðîâ âèäà:

KerN 3 N d1e1 . . .�oo �oo N e1�oo e1
�oo

. . .

KerN 3 N dkek . . .�oo �oo N 2ek
�oo N ek�oo ek

�oo

(∗)

1. Åñëè âåêòîðû N d1e1, . . . ,N dkek ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî òàêîâû è âñå âåêòîðû â (∗). Äîêàæèòå.
Åñëè óäàëîñü íàéòè íåñêîëüêî öåïî÷åê ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè âåêòîðàìè (â ÷àñòíîñòè,

îäíó öåïî÷êó ñ íåíóëåâûì ïåðâûì âåêòîðîì) è îáùèì ÷èñëîì n = dimV , òî âñå âåêòîðû ýòèõ öåïî÷åê
îáðàçóþò æîðäàíîâ áàçèñ îïåðàòîðà N ; ðàçìåðû æîðäàíîâûõ êëåòîê ðàâíû äëèíàì öåïî÷åê d1, . . . , dk.

2. Ïóñòü âåêòîðû N d1e1, . . . ,N dkek ëèíåéíî çàâèñèìû. Êàê, ñîõðàíèâ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
â (∗), óìåíüøèòü èõ êîëè÷åñòâî? Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû öåïî÷åê (∗):

1) îòáðàñûâàíèå íóëåâûõ âåêòîðîâ îò íà÷àëà öåïî÷êè (â ÷àñòíîñòè, öåïî÷êè èç îäíèõ íóëåé);
2) ïðèáàâëåíèå êî âñåì âåêòîðàì îäíîé öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ (îò íà÷àëà) âåêòîðîâ äðóãîé, íå ìå-

íåå êîðîòêîé, öåïî÷êè, óìíîæåííûõ íà îäèí è òîò æå ñêàëÿð, íàïðèìåð,(
N e1 ← e1

N 2e2 ← N e2 ← e2

)
 

(
N e1 + αN 2e2 ← e1 + αN e2

N 2e2 ← N e2 ← e2

)
Ïðè ýòîì öåïî÷êè ïåðåõîäÿò â öåïî÷êè è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû (∗) íå ìåíÿåòñÿ.
Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåìó (∗) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèñòåìå öåïî÷åê ñ

ìåíüøèì ÷èñëîì âåêòîðîâ. Îòñþäà âûòåêàåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ æîðäàíîâà áàçèñà íèëüïîòåíòíîãî
îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé N â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Kn:

1) ñòðîèì öåïî÷êè ïî áàçèñó e1, . . . , en (âåêòîðû N e1, . . . ,N en � ñòîëáöû ìàòðèöû N);
2) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèì ïîñòðîåííóþ ñèñòåìó öåïî÷åê ê âèäó, â êîòîðîì âñå

âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû � îíè îáðàçóþò æîðäàíîâ áàçèñ.

Æîðäàíîâà ôîðìà è æîðäàíîâ áàçèñ íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà

N : V → V îïðåäåëÿþòñÿ öåïî÷êàìè âåêòîðîâ âèäà:

KerN 3 N d1e1 . . .�oo �oo N e1�oo e1
�oo

. . .

KerN 3 N dkek . . .�oo �oo N 2ek
�oo N ek�oo ek

�oo

(∗)

1. Åñëè âåêòîðû N d1e1, . . . ,N dkek ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî òàêîâû è âñå âåêòîðû â (∗). Äîêàæèòå.
Åñëè óäàëîñü íàéòè íåñêîëüêî öåïî÷åê ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè âåêòîðàìè (â ÷àñòíîñòè,

îäíó öåïî÷êó ñ íåíóëåâûì ïåðâûì âåêòîðîì) è îáùèì ÷èñëîì n = dimV , òî âñå âåêòîðû ýòèõ öåïî÷åê
îáðàçóþò æîðäàíîâ áàçèñ îïåðàòîðà N ; ðàçìåðû æîðäàíîâûõ êëåòîê ðàâíû äëèíàì öåïî÷åê d1, . . . , dk.

2. Ïóñòü âåêòîðû N d1e1, . . . ,N dkek ëèíåéíî çàâèñèìû. Êàê, ñîõðàíèâ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
â (∗), óìåíüøèòü èõ êîëè÷åñòâî? Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû öåïî÷åê (∗):

1) îòáðàñûâàíèå íóëåâûõ âåêòîðîâ îò íà÷àëà öåïî÷êè (â ÷àñòíîñòè, öåïî÷êè èç îäíèõ íóëåé);
2) ïðèáàâëåíèå êî âñåì âåêòîðàì îäíîé öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ (îò íà÷àëà) âåêòîðîâ äðóãîé, íå ìå-

íåå êîðîòêîé, öåïî÷êè, óìíîæåííûõ íà îäèí è òîò æå ñêàëÿð, íàïðèìåð,(
N e1 ← e1

N 2e2 ← N e2 ← e2

)
 

(
N e1 + αN 2e2 ← e1 + αN e2

N 2e2 ← N e2 ← e2

)
Ïðè ýòîì öåïî÷êè ïåðåõîäÿò â öåïî÷êè è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû (∗) íå ìåíÿåòñÿ.
Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåìó (∗) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèñòåìå öåïî÷åê ñ

ìåíüøèì ÷èñëîì âåêòîðîâ. Îòñþäà âûòåêàåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ æîðäàíîâà áàçèñà íèëüïîòåíòíîãî
îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé N â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Kn:

1) ñòðîèì öåïî÷êè ïî áàçèñó e1, . . . , en (âåêòîðû N e1, . . . ,N en � ñòîëáöû ìàòðèöû N);
2) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèì ïîñòðîåííóþ ñèñòåìó öåïî÷åê ê âèäó, â êîòîðîì âñå

âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû � îíè îáðàçóþò æîðäàíîâ áàçèñ.



Ëèíåéíûå îïåðàòîðû: ôóíäàìåíòàëüíûå ôàêòû â çàäà÷àõ

Âñþäó V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K ðàçìåðíîñòè n ∈ N.
1. Ïóñòü N : V → V � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, ïðè÷¼ì dim KerN = 1. Äîêàæèòå, ÷òî
à) dim ImN = n− 1 è, áîëåå òîãî,
á) dim ImN k = n− k äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, ñîîòâåòñòâåííî, dim KerN k = k ïðè òåõ æå k;

â) â V ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ e1, . . . , en, ÷òî 0 e1
�Noo . . .�Noo en

�Noo , îí íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâûì

áàçèñîì, ìàòðèöà îïåðàòîðà N â í¼ì ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé;
ã) äëÿ ëþáîãî v ∈ V \ ImN âåêòîðû v,N v,N 2v, . . . ,N n−1v ëèíåéíî íåçàâèñèìû (à ïîòîìó îáðàçóþò

áàçèñ, ïðè÷¼ì æîðäàíîâ, åñëè èõ çàïèñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå).

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà A : V → V ðàññìîòðèì öåïî÷êè

ImA ⊇
KerA ⊆

ImA2 ⊇
KerA2 ⊆

ImA3 ⊇ . . .
KerA3 ⊆ . . .

Äîêàæèòå, ÷òî
à) â êàæäîé öåïî÷êå ïîñëå ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóþò òîëüêî ðàâåíñòâà (öåïî÷êà ñòàáèëèçèðóåòñÿ);
á) îáå öåïî÷êè ðàíî èëè ïîçäíî ñòàáèëèçèðóþòñÿ, ïðè÷¼ì îäíîâðåìåííî, ñêàæåì, íà k-ì øàãå;
â) ïîäïðîñòðàíñòâà ImAm è KerAm âïåðâûå îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó ïðè òîì æå çíà÷åíèè m = k:

ImAm = ImAm+1 ⇐⇒ KerAm = KerAm+1 ⇐⇒ ImAm ⊕KerAm = V.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö A,B ∈ Mn(K) ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû C,D ∈ GLn(K), ÷òî îáå
ìàòðèöû C−1AC è D−1BD äèàãîíàëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè AB = BA, òî ìàòðèöû C è D ìîæíî âçÿòü
ðàâíûìè.

Íà ÿçûêå îïåðàòîðîâ: ëþáûå äâà êîììóòèðóþùèõ äèàãîíàëèçèðóåìûõ îïåðàòîðà ìîæíî îäíîâðåìåííî
ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû: ôóíäàìåíòàëüíûå ôàêòû â çàäà÷àõ

Âñþäó V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K ðàçìåðíîñòè n ∈ N.
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á) dim ImN k = n− k äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, ñîîòâåòñòâåííî, dim KerN k = k ïðè òåõ æå k;

â) â V ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ e1, . . . , en, ÷òî 0 e1
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�Noo , îí íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâûì
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2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà A : V → V ðàññìîòðèì öåïî÷êè
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â) ïîäïðîñòðàíñòâà ImAm è KerAm âïåðâûå îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó ïðè òîì æå çíà÷åíèè m = k:

ImAm = ImAm+1 ⇐⇒ KerAm = KerAm+1 ⇐⇒ ImAm ⊕KerAm = V.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö A,B ∈ Mn(K) ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû C,D ∈ GLn(K), ÷òî îáå
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Íà ÿçûêå îïåðàòîðîâ: ëþáûå äâà êîììóòèðóþùèõ äèàãîíàëèçèðóåìûõ îïåðàòîðà ìîæíî îäíîâðåìåííî
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Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû

Ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå k-ãî ïîðÿäêà: xn = a1xn−1 + . . .+ akxn−k, (ai ∈ C, ak 6= 0) (1)

åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí: tk − a1tk−1 − . . .− ak (2)

1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ k-ãî ïîðÿäêà � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k.

2. Ïóñòü P (t) è Q(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé (A) è (B) ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðè÷¼ì P (t) | Q(t). Òîãäà âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (A), óäîâëå-
òâîðÿåò òàêæå è óðàâíåíèþ (B), êîðî÷å (A) ⇒ (B).

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ⇔ λ = 0 èëè λ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà (2).

4. Åñëè ìíîãî÷ëåí (2) èìååò ðàçëè÷íûå êîðíè λ1, . . . , λk, òî

(1) ⇐⇒ xn = C1λ
n
1 + . . .+ Ckλ

n
k .

5. Åñëè ìíîãî÷ëåí (2) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü λ (êðàòíîñòè k), òî

(1) ⇐⇒ xn = λn(C0 + C1n+ C2n
2 + . . .+ Ck−1λ

k−1).

Ôóíêöèè òàêîãî âèäà (ò. å. λnP (n), ãäå P (n) � ìíîãî÷ëåí) íàçûâàþòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè.

6. Ïóñòü λ1, . . . , λm ðàçëè÷íû è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m ìíîãî÷ëåíû P i1, . . . , P
i
ki
íåíóëåâûå è èìåþò

ðàçíûå ñòåïåíè. Òîãäà êâàçèìíîãî÷ëåíû

λn1P
1
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n
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1
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m
1 , . . . , λ

n
mP

m
km

ëèíåéíî íåçàâèñèìû (êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N0 → C) è îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðåêóð-
ðåíòíîãî óðàâíåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì f(t) = (t− λ1)m1 . . . (t− λm)km .
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ñòâåííî, ïðè÷¼ì P (t) | Q(t). Òîãäà âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (A), óäîâëå-
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5. Ïóñòü λ1, . . . , λm ðàçëè÷íû è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m ìíîãî÷ëåíû P i1, . . . , P
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ðàçíûå ñòåïåíè. Òîãäà êâàçèìíîãî÷ëåíû
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ëèíåéíî íåçàâèñèìû (êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N0 → C) è îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðåêóð-
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1. Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû
ÿñíà (âàæíà îäíîðîäíîñòü óðàâíåíèÿ). Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðàâíà êîëè÷åñòâó íà÷àëüíûõ
÷ëåíîâ, ïî êîòîðûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ, ò. å. ÷èñëó k.

2. Ïóñòü T : (xn)n 7→ (xn+1)n � îïåðàòîð ñäâèãà (äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (A)⇔ P (T )a = 0. Òàê êàê ïî óñëîâèþ Q(t) = P (t)R(T ),
òî Q(t)a = R(T )P (T )a = R(t)(0) = 0.

3. ∀n ∈ N0 λ
n = a1λ

n−1 + . . .+ akλ
n−k ⇐⇒ λ = 0 èëè λk = a1λ

k−1 + . . .+ ak.

4. Ïî 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn1 , . . . λ
n
k � ðåøåíèÿ (1), ïîýòîìó â ñèëó 1 〈λn1 , . . . , λnk〉 ⊆ dim{xn | (1)}.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà ðàçìåðíîñòåé: òàê êàê ÷èñëà λ1, . . . , λk ðàçëè÷íû, òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè λn1 , . . . , λ

n
k ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ñì. îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà).

5. Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé n = 3: (t−λ)3 = t3−3λt2 +3λ2t−λ3 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðåêóððåíòû

xn+2 = 3λxn+1 − 3λ2xn + λ3xn−1 ⇐⇒
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6. Â ñèëó 2 äàííûå êâàçèîäíî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ ñ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì f(t). Êâàçèîäíî÷ëåíû λn, nλn, n2λn, . . . , nk−1λn ïðè λ 6= 0, î÷åâèäíî, ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, à ïî 5 � îáðàçóþò áàçèñ êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà ñäâèãà T , ñîîòâåòñòâóþùåãî
çíà÷åíèþ λ, ïîñêîëüêó (T − λE)k(nk−1λn) = 0. Îñòà¼òñÿ ñîñëàòüñÿ íà òîò ôàêò, ÷òî êîðíåâûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ëþáîãî îïåðàòîðà, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó.
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òî Q(t)a = R(T )P (T )a = R(t)(0) = 0.

3. ∀n ∈ N0 λ
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n−k ⇐⇒ λ = 0 èëè λk = a1λ

k−1 + . . .+ ak.
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n
k � ðåøåíèÿ (1), ïîýòîìó â ñèëó 1 〈λn1 , . . . , λnk〉 ⊆ dim{xn | (1)}.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà ðàçìåðíîñòåé: òàê êàê ÷èñëà λ1, . . . , λk ðàçëè÷íû, òî ïîñëåäî-
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çíà÷åíèþ λ, ïîñêîëüêó (T − λE)k(nk−1λn) = 0. Îñòà¼òñÿ ñîñëàòüñÿ íà òîò ôàêò, ÷òî êîðíåâûå ïîäïðî-
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Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ è å¼ ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïðîåöèðîâàíèå ïðÿìîé ïðÿìîé l íà ïðÿìóþ l′ � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå l→ l′ îäíîãî èç äâóõ òèïîâ:
1) ïðîåöèðîâàíèå èç òî÷êè O, íå ëåæàùåé íè íà l, íè íà l′, ïðè êîòîðîì êàæäîé òî÷êå A ∈ l ñîïî-

ñòàâëÿåòñÿ òî÷êà A′ = OA ∩ l′;
2) ïàðàëëåëüíîå ïðîåöèðîâàíèå âäîëü ïðÿìîé c, íå ïàðàëëåëüíîé íè l, íè l′, ïðè êîòîðîé êàæäîé òî÷êå

A ∈ l ñîïîñòàâëÿåòñÿ òàêàÿ òî÷êà A′ ∈ l′, ÷òî AA′ ‖ c.
Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå ñîäåðæèò îøèáêó (êàêóþ?). ×òîáû å¼ èñïðàâèòü, íàäî äîáàâèòü ê êàæäîé

èç ïðÿìûõ l è l′ ñâîþ ¾áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ òî÷êó¿, ïîëó÷èâ ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå l = l ∪ {∞l} è
l′ = l′ ∪ {∞l′}. Ïîäêîððåêòèðóéòå äîëæíûì îáðàçîì îïðåäåëåíèÿ.

Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé l � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå l → l, ÿâëÿþùååñÿ
êîìïîçèöèåé êàêèõ-ëèáî ïðîåöèðîâàíèé l→ l′ → l.

1. Ðåàëèçóéòå ïðåîáðàçîâàíèÿ à) x 7→ x+ 1; á) x 7→ 2x; â) x 7→ 1/x ðàñøèðåííîé ïðÿìîé R = R∪{∞}
êîìïîçèöèÿìè ïðîåöèðîâàíèé, ïîêàçàâ òåì ñàìûì, ÷òî âñå îíè � ïðîåêòèâíûå.

Òåîðåìà. Ïóñòü l, l′ � äâå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå, A,B,C ∈ l, A′, B′, C ′ ∈ l′. Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì
åäèíñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå l→ l′, ïðè êîòîðîì A 7→ A′, B 7→ B′, C 7→ C ′.

2. Äîêàæèòå ÷àñòü ¾ñóùåñòâóåò¿. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç çàäà÷è 5.

Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûð¼õ òî÷åê A,B,C,D, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé l, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

[A,B,C,D] :=
CA

CB
:
DA

DB
, èëè â êîîðäèíàòàõ [a, b, c, d] =

c− a
c− b

:
d− a
d− b

(ñëåâà áåðóòñÿ îðèåíòèðîâàííûå äëèíû îòðåçêîâ, ÷òî ÿñíî èç íàïèñàííîãî ñïðàâà).

3. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ò. å. [A,B,C,D] =
= [A′, B′, C ′, D′], ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åí îáðàç ïðè íåêîòîðîì ïðîåöèðîâàíèè.

4. Ïóñòü [a, b, c, d] = θ. Íàéäèòå à) [a, b, d, c]; á) [a, c, b, d]; â) âñå çíà÷åíèÿ äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ÷èñåë
a, b, c, d ïðè âñåõ èõ ïåðåñòàíîâêàõ.

Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ è å¼ ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïðîåöèðîâàíèå ïðÿìîé ïðÿìîé l íà ïðÿìóþ l′ � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå l→ l′ îäíîãî èç äâóõ òèïîâ:
1) ïðîåöèðîâàíèå èç òî÷êè O, íå ëåæàùåé íè íà l, íè íà l′, ïðè êîòîðîì êàæäîé òî÷êå A ∈ l ñîïî-

ñòàâëÿåòñÿ òî÷êà A′ = OA ∩ l′;
2) ïàðàëëåëüíîå ïðîåöèðîâàíèå âäîëü ïðÿìîé c, íå ïàðàëëåëüíîé íè l, íè l′, ïðè êîòîðîé êàæäîé òî÷êå

A ∈ l ñîïîñòàâëÿåòñÿ òàêàÿ òî÷êà A′ ∈ l′, ÷òî AA′ ‖ c.
Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå ñîäåðæèò îøèáêó (êàêóþ?). ×òîáû å¼ èñïðàâèòü, íàäî äîáàâèòü ê êàæäîé

èç ïðÿìûõ l è l′ ñâîþ ¾áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ òî÷êó¿, ïîëó÷èâ ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå l = l ∪ {∞l} è
l′ = l′ ∪ {∞l′}. Ïîäêîððåêòèðóéòå äîëæíûì îáðàçîì îïðåäåëåíèÿ.

Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé l � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå l → l, ÿâëÿþùååñÿ
êîìïîçèöèåé êàêèõ-ëèáî ïðîåöèðîâàíèé l→ l′ → l.

1. Ðåàëèçóéòå ïðåîáðàçîâàíèÿ à) x 7→ x+ 1; á) x 7→ 2x; â) x 7→ 1/x ðàñøèðåííîé ïðÿìîé R = R∪{∞}
êîìïîçèöèÿìè ïðîåöèðîâàíèé, ïîêàçàâ òåì ñàìûì, ÷òî âñå îíè � ïðîåêòèâíûå.

Òåîðåìà. Ïóñòü l, l′ � äâå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå, A,B,C ∈ l, A′, B′, C ′ ∈ l′. Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì
åäèíñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå l→ l′, ïðè êîòîðîì A 7→ A′, B 7→ B′, C 7→ C ′.

2. Äîêàæèòå ÷àñòü ¾ñóùåñòâóåò¿. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç çàäà÷è 5.

Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûð¼õ òî÷åê A,B,C,D, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé l, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

[A,B,C,D] :=
CA

CB
:
DA

DB
, èëè â êîîðäèíàòàõ [a, b, c, d] =

c− a
c− b

:
d− a
d− b

(ñëåâà áåðóòñÿ îðèåíòèðîâàííûå äëèíû îòðåçêîâ, ÷òî ÿñíî èç íàïèñàííîãî ñïðàâà).

3. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ò. å. [A,B,C,D] =
= [A′, B′, C ′, D′], ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åí îáðàç ïðè íåêîòîðîì ïðîåöèðîâàíèè.

4. Ïóñòü [a, b, c, d] = θ. Íàéäèòå à) [a, b, d, c]; á) [a, c, b, d]; â) âñå çíà÷åíèÿ äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ÷èñåë
a, b, c, d ïðè âñåõ èõ ïåðåñòàíîâêàõ.



5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé R � ýòî â òî÷íîñòè äðîáíî-

ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ � îòîáðàæåíèÿ âèäà x 7→ ax+ b

cx+ d
, ãäå ad 6= bc.

¾Ðàâíîïðàâèå¿ âñåõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Ïóñòü òî÷êà O íå ëåæèò íà ïðÿìîé l. Êàæäóþ
òî÷êó A ∈ l îòîæäåñòâèì ñ ïðÿìîé OA, à áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ òî÷êó ∞l ∈ l � ñ ïðÿìîé OB ‖ l.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ RP1 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
äàííóþ òî÷êó O. Ïðè ýòîì ëþáóþ òî÷êó ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé (= îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â R2)
ìîæíî îáúÿâèòü ¾áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé¿ è ñ÷èòàòü, ÷òî îñòàëüíûå òî÷êè îáðàçóþò ¾îáû÷íóþ ïðÿìóþ¿.

Êàæäàÿ ïðÿìàÿ OA çàäà¼òñÿ óãëîì ïîâîðîòà xOA, ïðè÷¼ì ýòîò óãîë îïðåäåë¼í ïî ìîäóëþ π. Êàæäàÿ
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O â äâóõ òî÷êàõ, ïîýòîìó ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ ìîæíî ìûñëèòü
ñåáå êàê îêðóæíîñòü, ó êîòîðîé îòîæäåñòâëåíû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè.

Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû. Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå R2 \ {(0, 0)} îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ xy′ = x′y ⇐⇒ ∃λ ∈ R \ {0} (x′, y′) = (λx, λy).

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû (x, y) îáîçíà÷àåòñÿ (x : y). Òàêèì îáðàçîì, (x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ (x : y) =
= (x′ : y′), íàïðèìåð, (1 : 2) = (2 : 4), (1 : 0) = (−2 : 0). Ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
ìíîæåñòâî êëàññîâ (x : y), ãäå (0, 0) 6= (x, y) ∈ R2.

Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé RP1 òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü êàê å¼ áè-
åêöèè íà ñåáÿ, èíäóöèðîâàííûå íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïëîñêîñòè R2. Èìåííî,

êàæäàÿ ìàòðèöà A =

(
a b
c d

)
∈ GL2(R) çàäà¼ò áèåêòèâíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå R2 → R2 è ïðè

í¼ì ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O, ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O. Ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå
A : RP1 → RP1:

A :

(
x
y

)
7→
(
ax+ by
cx+ dy

)
 A :

x

y
7→ ax+ by

cx+ dy
 A : R 3 x 7→ ax+ b

cx+ d
∈ R

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé R � ýòî â òî÷íîñòè äðîáíî-

ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ � îòîáðàæåíèÿ âèäà x 7→ ax+ b

cx+ d
, ãäå ad 6= bc.

¾Ðàâíîïðàâèå¿ âñåõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Ïóñòü òî÷êà O íå ëåæèò íà ïðÿìîé l. Êàæäóþ
òî÷êó A ∈ l îòîæäåñòâèì ñ ïðÿìîé OA, à áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ òî÷êó ∞l ∈ l � ñ ïðÿìîé OB ‖ l.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ RP1 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
äàííóþ òî÷êó O. Ïðè ýòîì ëþáóþ òî÷êó ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé (= îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â R2)
ìîæíî îáúÿâèòü ¾áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé¿ è ñ÷èòàòü, ÷òî îñòàëüíûå òî÷êè îáðàçóþò ¾îáû÷íóþ ïðÿìóþ¿.

Êàæäàÿ ïðÿìàÿ OA çàäà¼òñÿ óãëîì ïîâîðîòà xOA, ïðè÷¼ì ýòîò óãîë îïðåäåë¼í ïî ìîäóëþ π. Êàæäàÿ
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O â äâóõ òî÷êàõ, ïîýòîìó ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ ìîæíî ìûñëèòü
ñåáå êàê îêðóæíîñòü, ó êîòîðîé îòîæäåñòâëåíû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè.

Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû. Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå R2 \ {(0, 0)} îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ xy′ = x′y ⇐⇒ ∃λ ∈ R \ {0} (x′, y′) = (λx, λy).

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû (x, y) îáîçíà÷àåòñÿ (x : y). Òàêèì îáðàçîì, (x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ (x : y) =
= (x′ : y′), íàïðèìåð, (1 : 2) = (2 : 4), (1 : 0) = (−2 : 0). Ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
ìíîæåñòâî êëàññîâ (x : y), ãäå (0, 0) 6= (x, y) ∈ R2.

Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé RP1 òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü êàê å¼ áè-
åêöèè íà ñåáÿ, èíäóöèðîâàííûå íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïëîñêîñòè R2. Èìåííî,

êàæäàÿ ìàòðèöà A =

(
a b
c d

)
∈ GL2(R) çàäà¼ò áèåêòèâíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå R2 → R2 è ïðè

í¼ì ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O, ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O. Ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå
A : RP1 → RP1:

A :

(
x
y

)
7→
(
ax+ by
cx+ dy

)
 A :

x

y
7→ ax+ by

cx+ dy
 A : R 3 x 7→ ax+ b

cx+ d
∈ R



Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü RP2: ìîäåëè è âèçóàëüíûå îáðàçû

1. RP2 = {(x : y : z) | (0, 0, 0) 6= (x, y, z) ∈ R3}, ãäå (x : y : z) = {(λx, λy, λz) | 0 6= λ ∈ R}.
Îáùèé âèä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé:

{(ax1 + bx2 : ay1 + by2 : az1 + bx2) | (0, 0) 6= (a, b) ∈ R2}, ãäå (x1 : y1 : z1) 6= (x2 : y2 : z2).

2. RP2 � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â R3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç O = (0, 0, 0).
Ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå � ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O.

3. RP2 � îáû÷íàÿ ïëîñêîñòü R2, ïîïîëíåííàÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûìè òî÷êàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
êàæäîìó íàïðàâëåíèþ � ïó÷êó ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ, ñêàæåì, ïðÿìîé l, ñîïîñòàâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
óäàë¼ííàÿ òî÷êà ∞l. Ïðè ýòîì ñ÷èòàþò, ÷òî ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå � ýòî ïðÿìûå âèäà l = l ∪ {∞l}, à
òàêæå áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ ïðÿìàÿ∞ = {∞l | l � îáû÷íàÿ ïðÿìàÿ} � ïðÿìàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç áåñêîíå÷íî
óäàë¼ííûõ òî÷åê. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(1) åñëè l1 ‖ l2, òî l1 ∩ l2 = {∞l1} = {∞l2};
(2) ∞∩ l = l∞, òàêèì îáðàçîì,

ëþáûå äâå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå
è ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ.

4. RP2 � ñôåðà â R3 ñ öåíòðîì â O, ó êîòîðîé îòîæäåñòâëåíû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè,
ò. å. ôîðìàëüíî ôàêòîðìíîæåñòâî S2/∼, ãäå S2 � ñôåðà, ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà S2: x ∼
∼ y ⇔ x = ±y.

5. Êîëü ñêîðî òî÷êè x è −x ýêâèâàëåíòíû, äîñòàòî÷íî âçÿòü îäíó èç íèõ, ò. å. âìåñòî ñôåðû ðàññìàò-
ðèâàòü ïîëóñôåðó. Îäíàêî âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî äåëàòü ñ å¼ ãðàíèöåé � ýêâàòîðîì. Ýòî � îêðóæíîñòü
ñ îòîæäåñòâë¼ííûìè òî÷êàìè x è −x, ò. å. ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ. Êàê âèäèì, âî âñåõ ïîäõîäàõ

ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü = îáû÷íàÿ ïëîñêîñòü ∪ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ.

Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü RP2: ìîäåëè è âèçóàëüíûå îáðàçû

1. RP2 � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â R3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç O = (0, 0, 0).
Ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå � ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O.

2. RP2 = {(x : y : z) | (0, 0, 0) 6= (x, y, z) ∈ R3}, ãäå (x : y : z) = {(λx, λy, λz) | 0 6= λ ∈ R}.
Îáùèé âèä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé:

{(ax1 + bx2 : ay1 + by2 : az1 + bx2) | (0, 0) 6= (a, b) ∈ R2}, ãäå (x1 : y1 : z1) 6= (x2 : y2 : z2).

3. RP2 � îáû÷íàÿ ïëîñêîñòü R2, ïîïîëíåííàÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûìè òî÷êàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
êàæäîìó íàïðàâëåíèþ � ïó÷êó ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ, ñêàæåì, ïðÿìîé l, ñîïîñòàâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
óäàë¼ííàÿ òî÷êà ∞l. Ïðè ýòîì ñ÷èòàþò, ÷òî ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå � ýòî ïðÿìûå âèäà l = l ∪ {∞l}, à
òàêæå áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ ïðÿìàÿ∞ = {∞l | l � îáû÷íàÿ ïðÿìàÿ} � ïðÿìàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç áåñêîíå÷íî
óäàë¼ííûõ òî÷åê. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(1) åñëè l1 ‖ l2, òî l1 ∩ l2 = {∞l1} = {∞l2};
(2) ∞∩ l = l∞, òàêèì îáðàçîì,

ëþáûå äâå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå
è ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ.

4. RP2 � ñôåðà â R3 ñ öåíòðîì â O, ó êîòîðîé îòîæäåñòâëåíû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè,
ò. å. ôîðìàëüíî ôàêòîðìíîæåñòâî S2/∼, ãäå S2 � ñôåðà, ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà S2: x ∼
∼ y ⇔ x = ±y.

5. Êîëü ñêîðî òî÷êè x è −x ýêâèâàëåíòíû, äîñòàòî÷íî âçÿòü îäíó èç íèõ, ò. å. âìåñòî ñôåðû ðàññìàò-
ðèâàòü ïîëóñôåðó. Îäíàêî âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî äåëàòü ñ å¼ ãðàíèöåé � ýêâàòîðîì. Ýòî � îêðóæíîñòü
ñ îòîæäåñòâë¼ííûìè òî÷êàìè x è −x, ò. å. ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ. Êàê âèäèì, âî âñåõ ïîäõîäàõ

ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü = îáû÷íàÿ ïëîñêîñòü ∪ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ.



Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2

èíäóöèðóþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè â R3, ò. å. ìàòðèöàìè

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ GL3(R):

xy
z

 7→
a1x+ b1y + c1z
a2x+ b2y + c2z
a3x+ b3y + c3z

  

xÿ
z̈

 7→
a1x+ b1y + c1z

¨a2x+ b2y + c2z
¨a3x+ b3y + c3z

  

(
x
y

)
7→


a1x+ b1y + c1
a3x+ b3y + c3

a2x+ b2y + c2
a3x+ b3y + c3


(ïîñëåäíèé ïåðåõîä: (x, y) � êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè {z = 1}.)

Ýêâèâàëåíòíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä: ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � êîìïîçèöèè öåíòðàëü-
íûõ è ïàðàëëåëüíûõ ïðîåöèðîâàíèé ïëîñêîñòåé â R3. Êàê è â ñëó÷àå, ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿ-
ìîé, ïðîåöèðîâàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíû íå íà âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè (ïî÷åìó?), íî ñòàíîâÿòñÿ
âñþäó îïðåäåë¼ííûìè è âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè ïðè äîáàâëåíèè ê êàæäîìó ïó÷êó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
ïëîñêîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè (ïîñëå ÷åãî ïëîñêîñòü ñòàíîâèòñÿ ïðîåêòèâíîé).

Òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé,
íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïåðåâåñòè ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
â ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðè÷¼ì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå åäèíñòâåííî.

Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2

èíäóöèðóþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè â R3, ò. å. ìàòðèöàìè

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ GL3(R):

xy
z

 7→
a1x+ b1y + c1z
a2x+ b2y + c2z
a3x+ b3y + c3z

  

xÿ
z̈

 7→
a1x+ b1y + c1z

¨a2x+ b2y + c2z
¨a3x+ b3y + c3z

  

(
x
y

)
7→


a1x+ b1y + c1
a3x+ b3y + c3

a2x+ b2y + c2
a3x+ b3y + c3


(ïîñëåäíèé ïåðåõîä: (x, y) � êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè {z = 1}.)

Ýêâèâàëåíòíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä: ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � êîìïîçèöèè öåíòðàëü-
íûõ è ïàðàëëåëüíûõ ïðîåöèðîâàíèé ïëîñêîñòåé â R3. Êàê è â ñëó÷àå, ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿ-
ìîé, ïðîåöèðîâàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíû íå íà âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè (ïî÷åìó?), íî ñòàíîâÿòñÿ
âñþäó îïðåäåë¼ííûìè è âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè ïðè äîáàâëåíèè ê êàæäîìó ïó÷êó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
ïëîñêîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè (ïîñëå ÷åãî ïëîñêîñòü ñòàíîâèòñÿ ïðîåêòèâíîé).

Òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé,
íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïåðåâåñòè ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
â ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðè÷¼ì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå åäèíñòâåííî.



1. Íàáîð (x1 : . . . : xn) îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò îïðåäåë¼í ⇔ ∃i xi 6= 0 è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî
âñåõ íåíóëåâûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ íàáîðó (x1, . . . , xn). Âåðíî ëè, ÷òî

(x1 : y1 : z1) = (x2 : y2 : z2) ⇐⇒ (x1 : x2) = (y1 : y2) = (z1 : z2),

åñëè äîïóñòèòü îòíîøåíèå (0 : 0), êîòîðîå ñ÷èòàòü ðàâíûì ëþáîìó îòíîøåíèþ è ïðîñòî âûáðàñûâàòü èç
öåïî÷êè ðàâåíñòâ?

2. à) ×åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) â RP2 ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ
ïðÿìàÿ {a1 : a2 : a3}. Êàêàÿ?

á) Âîïðîñ, äâîéñòâåííûé âîïðîñó â ïóíêòå à) (è îòâåò íà íåãî).

3. à) Êàêîâ êðèòåðèé òîãî, ÷òî òðè òî÷êè (x1 : y1 : z1), (x2 : y2 : z2), (x3 : y3 : z3) â RP2 ëåæàò íà îäíîé
ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé?

á) Âîïðîñ, äâîéñòâåííûé âîïðîñó â ïóíêòå à) (è îòâåò íà íåãî).



Çàäà÷è äëÿ çàòðàâêè

1. Ïèðàò çàðûë êëàä íà îñòðîâå ñðåäè ñòà äåðåâüåâ è óêàçàë, êàê åãî èñêàòü: íàäî âñòàòü ê ïåðâîìó
äåðåâó, ïðîéòè ïîëîâèíó ðàññòîÿíèÿ äî âòîðîãî, çàòåì ïîâåðíóòü ê òðåòüåìó è ïðîéòè òðåòü ðàññòîÿíèÿ
äî íåãî, ..., íàêîíåö, ïîâåðíóòü ê ñîòîìó äåðåâó è ïðîéòè ñîòóþ ÷àñòü ðàññòîÿíèÿ äî íåãî. Ê ñîæàëåíèþ,
ïèðàò çàáûë óêàçàòü, êàê çàíóìåðîâàíû äåðåâüÿ! Ñêîëüêî ÿì ïðèä¼òñÿ âûêîïàòü, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî
íàéòè êëàä?

2. Òåîðåìà ×åâû. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè C1, A1 è B1 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (òàêèå îòðåçêè íàçûâàþòñÿ
÷åâèàíàìè) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1. (1)

3. Òåîðåìà Ìåíåëàÿ. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè C1 è A1, à íà ïðîäîë-
æåíèè ñòîðîíû AC çà òî÷êó C � òî÷êà B1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (1).

4. Òåîðåìà Âàí-Îáåëÿ. ×åâèàíû AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K.
Äîêàæèòå, ÷òî

AK

KA1
=
AB1

B1C
+
AC1

C1B
.

Õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Âàðèíüîíà: ñåðåäèíû ñòîðîí âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ âåð-
øèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà. Âîò å¼ îáîáùåíèå è îäíî èç åãî ëþáîïûòíûõ ïðèëîæåíèé.

5. Íà ðèñóíêå ABCD � âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî

AK

KB
=
DM

MC
=
AN

ND
=
BL

LC
= k =⇒ KO

OM
=
NO

OL
= k.

(Â òåîðåìå Âàðèíüîíà k = 1.)

A

B

C

D

K

L

M

N

O

6. Êàæäàÿ èç ñòîðîí âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàçäåëåíà íà ïÿòü ðàâíûõ ÷àñòåé è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå òî÷êè ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ñîåäèíåíû (ñì. ÷åðò¼æ). Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ñðåäíåãî (çàøòðè-
õîâàííîãî) ÷åòûð¼õóãîëüíèêà â 25 ðàç ìåíüøå ïëîùàäè èñõîäíîãî.

7. Íà ñòîðîíàõ BC è CD ïàðàëåëëîãðàììà ABCD âçÿòû òî÷êè K è L òàê, ÷òî BK : KC = CL : LD.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà AKL ëåæèò íà äèàãîíàëè BD.



Öåíòð ìàññ

Öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû òî÷åê A1, . . . , An ñ ìàññàìè m1, . . . ,mn > 0 ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàåòñÿ òàêàÿ

òî÷êà M , ÷òî m1

−−−→
MA1 + . . .+mn

−−−→
MAn =

−→
0 . Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå M = C

(
A1 . . . An
m1 . . . mn

)
.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû òî÷åê ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìàññàìè öåíòð ìàññ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí.

Ïðàâèëî ðû÷àãà. C

(
A B
mA mB

)
� òàêàÿ òî÷êà C íà îòðåçêå AB, ÷òî AC : CB = mB : mA.

Òåîðåìà î ãðóïïèðîâêå ìàññ. Åñëè â íåêîòîðîé ñèñòåìå çàìåíèòü ÷àñòü òî÷åê íà èõ öåíòð ìàññ è
ïîìåñòèòü òóäà ìàññó, ðàâíóþ ñóììå ìàññ èñõîäíûõ òî÷åê, òî öåíòð ìàññ âñåé ñèñòåìû íå èçìåíèòñÿ:

C

(
A1 . . . An B1 . . . Bk
m1 . . . mn p1 . . . pk

)
= C

C

(
A1 . . . An
m1 . . . mn

)
B1 . . . Bk

m1 + . . .+mn p1 . . . pk


Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè òî÷åê è áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ïóñòü A0, . . . , An � òî÷êè (äîïóñòèì, â RN ) è k0, . . . , kn ∈ R. Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó O è ðàñ-

ñìîòðèì âåêòîð
−−→
OB =

∑
i k1
−−→
OAi. Åñëè òî÷êà B ïîëó÷àåòñÿ îäíà è òà æå äëÿ ëþáîé òî÷êè O, òî ìîæíî

íàïèñàòü B =
∑

i kiAi è ñêàçàòü, ÷òî B � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê A0, . . . , An ñ êîýôôèöèåíòàìè
k0, . . . , kn.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. 0. Ìîæíî ãîâîðèòü î ïîëóñóììå òî÷åê A è B (ýòî ñåðåäèíà îòðåçêà AB),
íî î ñóììå � íåëüçÿ.

1. Êðèòåðèé (∗) (óñëîâèå íà k0, . . . , kn) îïðåäåë¼ííîñòè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ëþáûõ n+ 1 òî÷åê.

2. C

(
A0 . . . An
m0 . . . mn

)
=
m0A0 + . . .+mnAn
m0 + . . .+mn

3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê A0, . . . , An îïèøèòå ìíîæåñòâî {k0A0 + . . .+ knAn | (∗)}.
4. Êàêîìó óñëîâèþ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òî÷êè A0, . . . , An, ÷òîáû âî âñÿêîé èõ êîððåêòíîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè
∑

i kiAi êîýôôèöèåíòû k0, . . . , kn îïðåäåëÿëèñü îäíîçíà÷íî?

5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè A0, . . . , An ∈ RN òàêîâû, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè B ∈ RN ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé òàêîé íàáîð ÷èñåë (k0, . . . , kn) ∈ Rn+1, ÷òî (∗) è B =

∑
i kiAi. Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëà k0, . . . , kn íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè B îòíîñè-
òåëüíî àôôèííî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû òî÷åê A0, . . . , An.

Ðàâíîñèëüíî: (k0, . . . , k̂i, . . . , kn) � íàáîð êîîðäèíàò âåêòîðà
−−→
AiB â áàçèñå (

−−−→
AiA0, . . . ,

−̂−−→
AiAi, . . . ,

−−−→
AiAn).



Îïåðàòîðû â ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Äàëåå V � ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî, ò. å. ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C ñ ôèêñèðîâàííûì ýðìèòîâûì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·).

Çàìå÷àíèå-çàòðàâêà. 1) Â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (áåç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) îñîáåííî ïðî-
ñòî óñòðîåíû äèàãîíàëèçèðóåìûå îïåðàòîðû, ò. å. òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ.

2) Â åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ óäîáíî ðàáîòàòü â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.
3) Ïðè ðàññìîòðåíèè îïåðàòîðîâ â åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿþò îïåðàòîðû, êîòîðûå äèàãîíàëèçèðóþòñÿ â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Ñòà-
âèòñÿ çàäà÷à îïèñàòü êëàññ òàêèõ îïåðàòîðîâ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, òî A∗ = At � ìàòðèöà
îïåðàòîðà A∗ â òîì æå áàçèñå. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà?

Îïåðàòîð A : V → V íàçûâàåòñÿ

• ýðìèòîâûì èëè ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, åñëèA∗ = A (â åâêëèäîâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò ¾ñàìîñîïðÿæ¼ííûé¿);

• êîñîýðìèòîâûì, åñëè A∗ = −A (â åâêëèäîâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò ¾êîñîñèììåòðè÷åñêèé¿);

• óíèòàðíûì, åñëè A∗ = A−1 (àíàëîã îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå).

2. Ïóñòü dimV = 1. Âî ÷òî ïðåâðàùàþòñÿ ïîíÿòèÿ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà ê äàííîìó, ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííîãî, êîñîýðìèòîâà è óíèòàðíîãî îïåðàòîðà?

3. Îáîáùèòå óòâåðæäåíèå
(
∀z ∈ C ∃!x, y ∈ R z = x+ iy

)
íà îïåðàòîðû: äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé îïåðàòîð

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå A+ iB, ãäå A,B � ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû.

4. Îáîáùèòå íà îïåðàòîðû: à) ∀x ∈ R
∣∣∣∣x+ i

x− i

∣∣∣∣ = 1; á) ∀z ∈ C
(
|z| = 1 6= z ⇒ ∃x ∈ R z =

x+ i

x− i

)
.

5. Âåðíû ëè óòâåðæäåíèÿ: à) åñëè Av = λv, òî A∗v = λv; á) Sp(A∗) = SpA?
6. Òåîðåìà. Ýðìèòîâû îïåðàòîðû � â òî÷íîñòè òå, ÷òî äèàãîíàëèçèðóþòñÿ â íåêîòîðîì îðòîíîðìè-

ðîâàííîì áàçèñå è èìåþò âåùåñòâåííûé ñïåêòð.
Øàã 0. Ýðìèòîâîñòü óêàçàííûõ î÷åâèäíà: åñëè A = diag(λ1, . . . , λn) è âñå λk ∈ R, òî A∗ = A.
Øàã 1. Åñëè A∗ = A, òî SpA ⊂ R. Ïî÷åìó?
Øàã 2. Åñëè u � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ A = A∗, òî 〈u〉⊥ � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A (ïî÷åìó?)

è ìîæíî ïåðåéòè ê îïåðàòîðó A|〈u〉⊥ .

7. Òåîðåìà. Ïóñòü A � îïåðàòîð îäíîãî èç òð¼õ òèïîâ: A∗ = A, A∗ = −A èëè A∗ = A−1.
à) Äîêàæèòå èìïëèêàöèþ

(
AU ⊆ U =⇒ A∗U⊥ ⊆ U⊥

)
äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊆W .

á) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

â) Äîêàæèòå, ÷òî SpA ⊂ R â ñëó÷àå A∗ = A, SpA ⊂ iR â ñëó÷àå A∗ = −A è SpA ⊂ T := {z ∈ C |
| |z| = 1} â ñëó÷àå A∗ = A−1.

Îïðåäåëèì ïîëîæèòåëüíûé (íåîòðèöàòåëüíûé) îïåðàòîð êàê òàêîé ýðìèòîâ îïåðàòîð A, ÷òî êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ V 3 v 7→ (Av, v) ïîëîæèòåëüíà (íåîòðèöàòåëüíà), ò. å. ∀v ∈ V \ {0} (Av, v) > 0
(∀v ∈ V (Av, v) > 0).

8. Ïóñòü A∗ = A. à) Òîãäà

{
A ïîëîæèòåëåí ⇐⇒ SpA ⊂ (0,∞) ⇐⇒ ∃B ∈ GL(V ) B2 = A
A íåîòðèöàòåëåí ⇐⇒ SpA ⊂ [0,∞) ⇐⇒ ∃B ∈ L(V ) B2 = A.

á) Äëÿ êàæäîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ýðìèòîâà îïåðàòîðà A îïðåäåëèòå îäíîçíà÷íî îïåðàòîð
√
A.

9. Äëÿ âñÿêîãî îïåðàòîðà A îïåðàòîðû A∗A è AA∗ íåîòðèöàòåëüíû (è ïîëîæèòåëüíû ⇔ A íåâûðîæ-
äåí). Îïåðàòîð A, äëÿ êîòîðîãî A∗A = AA∗, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì.

Âñ¼ ãîòîâî äëÿ àíàëîãà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà � ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

10. à) Âñÿêèé îïåðàòîð A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = CU , à òàêæå â âèäå U ′C′, ãäå C, C′ �
íåîòðèöàòåëüíûå îïåðàòîðû, à U ,U ′ � óíèòàðíûå îïåðàòîðû. Ïðè ýòîì îïåðàòîðû C è C′ îïðåäåëåíû
îäíîçíà÷íî âñåãäà, à îïåðàòîðû U è U ′ � òîëüêî äëÿ íåâûðîæäåííîãî îïåðàòîðà A.

á) Ïðè ýòîì C = C′ ⇐⇒ ? (óñëîâèå íà A) ⇐⇒ CU = UC äëÿ âñÿêîãî òàêîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà
U , ÷òî A = CU .



Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîâàðèê

A∗ = A−1 ⇐⇒ A � óíèòàðíûé îïåðàòîð (èçîìåòðèÿ)

S∗ = S−1 = S ⇐⇒ S � îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå

P2 = P ⇐⇒ P � ïðîåêòîð

P∗ = P2 = P ⇐⇒ P � îðòîïðîåêòîð

AA∗A = A ⇐⇒ A � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ

11. Ïðîåêòîð. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà îïåðàòîð P ðàâíîñèëüíû:

(1) P2 = P;

(2) ∃ ïîäïðîñòðàíñòâà U,W ⊆ V


V = U ⊕W
P|U = idU

P|W = 0;
(3) îïåðàòîð P äèàãîíàëèçèðóåì è Sp(P) ⊆ {0, 1}.

12. Îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà îïåðàòîð P ðàâíîñèëüíû:

(1) P2 = P = P∗;

(2) ∃ ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊆ V

{
P|U = idU

P|U⊥ = 0;

(3) îïåðàòîð P äèàãîíàëèçèðóåì â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå è Sp(P) ⊆ {0, 1}.

13. Îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà îïåðàòîð S ðàâíîñèëüíû:

(1) S = S−1 = S∗;

(2) ∃ ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊆ V

{
S|U = idU

S|U⊥ = − idU⊥ ;

(3) îïåðàòîð S äèàãîíàëèçèðóåì â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå è Sp(S) ⊆ {−1, 1}.

14∗. ×àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà îïåðàòîð C ðàâíîñèëüíû:
(1) C äåéñòâóåò èçîìåòðè÷íî íà îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê ñâîåìó ÿäðó, ò. å. (Cx, Cy) = (x, y) äëÿ

âñåõ x, y ∈ (Ker C)⊥;
(2) CC∗C = C.

15∗. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà îïåðàòîð A ðàâíîñèëüíû:

(1)

(2) îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå;

(3)

(4)

(5)

(6)



Êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà RV
� ýòî êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî V C, ñîñòîÿùåå èç ôîðìàëüíûõ ñóìì âèäà u + iv, ãäå u, v ∈ V , êîòîðûå
ñêëàäûâàþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî è óìíîæàþòñÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïî ïðàâèëó

(a+ ib)(u+ iv) := (au− bv) + i(av + bu), ãäå a, b ∈ R, u, v ∈ V.

Âåêòîðû èç V íàçûâàþòñÿ âåùåñòâåííûìè âåêòîðàìè â V C.
Êîîðäèíàòíûé ïîäõîä: (Rn)C = Cn.
1. Ïóñòü âåêòîðû u, v ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû
à) u, v; á) u+ iv, u− iv ∈ V C ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä C.

2. Âñÿêèé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ òàêæå áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V C. dimC(V C) = dimR V

3. Åñëè e1, . . . , en � áàçèñ â CW , òî e1, . . . , en, ie1, . . . , ien � áàçèñ â RW . dimR(V C) = 2 dimR V

Ðåàêöèÿ îïåðàòîðîâ

Âñÿêèé îïåðàòîð A : V → V îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî îïåðàòîðà AC : V C → V C îò áåçûñõîäíîñòè

ïî ïðèíöèïó íåèçáåæíîñòè: AC(u+ iv) := Au+ iAv, u, v ∈ V

4. Åñëè u+ iv � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ îïåðàòîðà AC (u, v ∈ V ), òî ïîäïðîñòðàíñòâî 〈u, v〉 èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A. Òàêèì îáðàçîì,

âñÿêèé îïåðàòîð â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå èìååò 6 2-ìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

5. Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷è 4 A(u+ iv) = (a+ ib)(u+ iv), a, b ∈ R.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåêòîðû u è v ëèíåéíî çàâèñèìû, òî îíè îáà ñîáñòâåííûå äëÿ AC è b = 0.

Â ñëó÷àå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ u è v çàïèøèòå ìàòðèöó îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà AC íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî 〈u, v〉 â áàçèñå á) u, v; â) u+ iv, u− iv (ýòî áàçèñû â ñèëó çàäà÷è 1).

Ðåàêöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ïóñòü òåïåðü íà V çàäàíî åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·).
6. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ íà V C.

7. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ u+iv, u−iv ∈ V C, ãäå u, v ∈ V , â âåùåñòâåííûõ
òåðìèíàõ.

8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A : V → V (A∗)C = (AC)∗ è ïîýòîìó

A ñàìîñîïðÿæ¼í ⇔ AC ýðìèòîâ, A êîñîñèììåòðè÷åí ⇔ AC êîñîýðìèòîâ, A îðòîãîíàëåí ⇔ AC óíèòàðåí.

Ïðèìåíåíèå: ñòðîåíèå îïåðàòîðîâ â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

9. Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è A : V → V � îïåðàòîð îäíîãî èç òð¼õ òèïîâ: A∗ = A, A∗ = −A
èëè A∗ = A−1. Äîêàæèòå, ÷òî â V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà
A èìååò âèä:

à) diag{λ1, . . . , λn} â ñëó÷àå A∗ = A;

á) diag

{(
0 1
−1 0

)
, . . . ,

(
0 1
−1 0

)
, 0, . . . , 0

}
â ñëó÷àå A∗ = −A;

â) diag

{(
cosϕ1 − sinϕ1

sinϕ1 cosϕ1

)
, . . . ,

(
cosϕk − sinϕk
sinϕk cosϕk

)
,±1, . . . ,±1

}
â ñëó÷àå A∗ = A−1.



Ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà î íîðìàëüíûõ îïåðàòîðàõ

Òåîðåìà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà îïåðàòîð A â êîíå÷íîìåðíîì ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå V ðàâíîñèëü-
íû:

(1) A � íîðìàëüíûé îïåðàòîð, ò. å. ïî îïðåäåëåíèþ AA∗ = A∗A;
(2) îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå;
(3) ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ äëÿ âñåõ x ∈ V ;
(4) ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð C è óíèòàðíûé îïåðàòîð U , äëÿ êîòîðûõ A = CU = UC;
(4)′ åñëè C � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð, U � óíèòàðíûé îïåðàòîð è A = CU , òî A = UC;
(5) A∗ = f(A) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(t) ∈ C[t];
(6) êàæäûé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà A∗.

1. Äîêàæèòå òåîðåìó.

2. Âûâåäèòå èç òåîðåìû ñëåäñòâèÿ î ñòðîåíèè ýðìèòîâûõ, êîñîýðìèòîâûõ è óíèòàðíûõ îïåðàòîðàõ â
êîíå÷íîìåðíûõ ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

3. Íàéäèòå íàèáîëåå ïðîñòîé âèä íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå íà åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè R2.

4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïîëíûé àíàëîã òåîðåìû î ñòðîåíèè íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷-
íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ò. å. çàìåíèòå êàæäîå óñëîâèå (1)�(6) ïîäõîäÿùèì åâêëèäîâûì
àíàëîãîì).

Óêàçàíèå: çàäàíèå ïåðåñòà¼ò áûòü òâîð÷åñêèì, åñëè èñïîëüçîâàòü ¾(R → C)-ëèôò¿ (êîìïëåêñèôèêà-
öèþ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà). Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íîðìàëüíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ âîâñå íå îáÿçàíû äèàãîíàëèçèðîâàòüñÿ (ïðèìåð?), íî òåì íå ìåíåå óñëîâèå (2) èìååò åñòåñòâåííûé
âåùåñòâåííûé àíàëîã (ñì. çàäà÷ó 3).

5. Ñëåäñòâèÿ î ñòðîåíèè ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ, êîñîñèììåòðè÷åñêèõ è îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî
âûâåñòè èç çàäà÷è 4, ìîæíî âûâåñòè èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûõ àíàëîãîâ (çàäà÷à 2), à ìîæíî
ïðîâåñòè íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî â êàæäîì èç òð¼õ ñëó÷àåâ, íè íà ÷òî íå ññûëàÿñü. Âûáåðèòå
ëþáîé ïóòü.



Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ê ãëàâíûì îñÿì

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n ïðèíèìàåò
â ïîäõîäÿùåì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå âèä λ1x

2
1+ . . .+λnx

2
n; ïðè ýòîì ÷èñëà λ1, . . . , λn ∈ R îïðåäåëåíû

îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè. Òàêîé âèä íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, à âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî áàçèñà � ãëàâíûìè îñÿìè äëÿ äàííîé ôóíêöèè (îñè îïðåäåëåíû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäíîçíà÷íî).

Ïåðåôîðìóëèðîâêà. Äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A ∈ Mn(R) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà C, ÷òî ìàòðèöà CtAC äèàãîíàëüíà, ïðè ýòîì íà äèàãîíàëè îáÿçàòåëüíî ñòîÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû A:

A = At ∈ Mn(R), SpA = {λ1, . . . , λn} =⇒ ∃C ∈ On(R) CtAC = diag(λ1, . . . , λn)

C Îïåðàòîð A : Rn → Rn ñ ìàòðèöåé A â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ñàìîñîïðÿæ¼í, à ïîòîìó äèàãîíàëè-
çèðóåì â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, ò. å. ∃C ∈ On(R) : CtAC = C−1AC = diag(λ1, . . . , λn),
ãäå {λ1, . . . , λn} = SpA (ìàòðèöà C îðòîãîíàëüíà êàê ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó îðòîíîðìèðîâàííûìè
áàçèñàìè). B

Ïðèâåäåíèå ïàðû ôîðì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

Òåîðåìà 2. ÏóñòüQ,B : V → R � êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè n,
ïðè÷¼ì Q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì ôóíêöèÿ Q ïðèíèìàåò âèä
x21 + . . .+ x2n, à ôóíêöèÿ B ïðèíèìàåò âèä λ1x

2
1 + . . .+ λnx

2
n.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà. Ïóñòü Q è B � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû â Mn(R), ïðè÷¼ì XtQX > 0 äëÿ âñåõ X ∈
∈ Mn×1(R)\0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà C ∈ GLn(R), ÷òî CtQC = E, à ìàòðèöà CtBC äèàãîíàëüíà.

C Ôóíêöèÿ Q çàäà¼ò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå V . Äàëåå ïðèìåíÿåì òåîðåìó 1. B

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî CtQC = E îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû (à òàêæå ñòðîêè) ìàòðèöû C îáðàçóþò îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé Q.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ïàðû ôîðì

Ïóñòü äàíû ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû Q,B ∈ Mn(R), ïðè÷¼ì Q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
×èñëî λ ∈ R íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ïàðû ôîðì (Q,B), åñëè |B − λQ| = 0.
Âåêòîð v ∈ V \ 0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ïàðû ôîðìû (Q,B), îòâå÷àþùèì çíà÷åíèþ λ,

åñëè (B − λQ)v = 0.

Òåîðåìà 3. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 2 è å¼ ïåðåôîðìóëèðîâêè: λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ïàðû ôîðì (Q,B), ñòîëáöû ìàòðèöû C � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïàðû ôîðì (Q,B), îáðàçóþùèå îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé Q.

C Îáîçíà÷èâ D := diag(λ1, . . . , λn), èìååì CtQC = E, CtBC = D. Òîãäà äëÿ âñåõ λ ∈ R:

|B − λQ| = 0 ⇐⇒ |Ct(B − λQ)C| = |D − λE| = 0 ⇐⇒ λ ∈ {λ1, . . . , λn}.

Äàëåå i-é ñòîëáåö Ĉi ìàòðèöû C � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé çíà÷åíèþ λi:

0 = ̂(D − λiE)i = ̂(
Ct(B − λQ)C

)
i

= Ct(B − λQ)Ĉi =⇒ (B − λQ)Ĉi. B



I âàðèàíò

1. Ïðè êàæäîì a ∈ R íàéäèòå ñèãíàòóðó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ ìàòðèöåé


0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 a 1
1 1 1 1

.
2. Ìàòðèöà A ∈ Mn(C) òàêîâà, ÷òî AAt = AtA. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû

C ∈ GLn(R) ìàòðèöà à) C−1AC; á) CtAC ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé?

3. Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö è ÷åòûð¼õ òèïîâ îïåðàòîðîâ îòâåòüòå íà âîïðîñ: ½Åñëè ïðî îïå-
ðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðîì áàçèñå îí çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé ..., òî ÿâëÿåòñÿ
ëè îí ...?� � äëÿ ýòîãî çàïèøèòå â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû íîìåðà ïóíêòîâ.

Òèï îïåðàòîðà Òî÷íî äà Òî÷íî íåò Íå ÿñíî

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé

Êîñîñèììåòðè÷åñêèé

Îðòîãîíàëüíûé

Íîðìàëüíûé

à) (2); á) (0); â)

(
1 −1
1 3

)
; ã)

(
1 2
0 3

)
; ä)

(
3 0
0 3

)
; å)

(
−1 1
−2 1

)
; æ)

(
−1 1
−1 0

)
.

4. Íàéäèòå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ê ãëàâíûì îñÿì:

x21 − 5x22 + x23 + 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3.



II âàðèàíò

1. Íàéäèòå âñå λ ∈ R, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé

λ 2 1
2 λ −2
1 −2 −1

 îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåíà.

2. Äëÿ âñÿêîé ëè ìàòðèöû A ∈ Mn(R) íàéä¼òñÿ òàêàÿ ìàòðèöà C ∈ GLn(R), ÷òî ìàòðèöà à) C−1AAtC;
á) CtAAtC äèàãîíàëüíà?

3. Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö è ÷åòûð¼õ òèïîâ îïåðàòîðîâ îòâåòüòå íà âîïðîñ: ½Åñëè ïðî
îïåðàòîð â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðîì áàçèñå îí çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé ..., òî ÿâëÿåòñÿ
ëè îí ...?� � äëÿ ýòîãî çàïèøèòå â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû íîìåðà ïóíêòîâ.

Òèï îïåðàòîðà Òî÷íî äà Òî÷íî íåò Íå ÿñíî

Ýðìèòîâ

Êîñîýðìèòîâ

Óíèòàðíûé

Íîðìàëüíûé

à) (i); á) (−1); â)

(
0 1
2 0

)
; ã)

(
i 2
0 1

)
; ä)

(
1 1
−3 −1

)
; å)

(
3 0
0 3

)
; æ)

(
−i 5
−2 i

)
.

4. Íàéäèòå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ê ãëàâíûì îñÿì:

x21 + x22 + x23 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3.



Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ

Â ïðîñòðàíñòâå R4 îòîæäåñòâèì âåêòîð âèäà (a, 0, 0, 0) ñ ÷èñëîì a ∈ R, à òàêæå îáîçíà÷èì

i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0), k = (0, 0, 0, 1).

Ýëåìåíòû 1, i, j, k íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè êâàòåðíèîíàìè. Âîò èõ òàáëèöà óìíîæåíèÿ:

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i, ik = −j.
Ýòî óìíîæåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè (äèñòðèáóòèâíîñòè) íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî R4, êîòîðîå

òàêèì îáðàçîì ïðåâðàùàåòñÿ â àëãåáðó íàä R. Îíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ è îáîçíà÷àåòñÿ
áóêâîé H â ÷åñòü îòêðûâøåãî å¼ â 1843 ãîäó èðëàíäñêîãî ìàòåìàòèêà Ãàìèëüòîíà (Hamilton).

1. Äîêàæèòå, ÷òî à) ýòà àëãåáðà àññîöèàòèâíà è á) êàæäûé å¼ íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì. Òåì ñàìûì,
H ÿâëÿåòñÿ òåëîì. (Â ÷àñòíîñòè, â H íåò äåëèòåëåé íóëÿ.)

2. Ïóñòü êâàòåðíèîíû 1, q1, q2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîêàæèòå, ÷òî êâàòåðíèîíû 1, q1, q2, q1q2 òîæå
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

3. Ðåøèòå â H óðàâíåíèÿ à) x2 = 1; á) x2 = −1.

4. Íàéäèòå âñå òàêèå q ∈ H, ÷òî à) qi = iq; á) qi = −iq.
5. ßñíî, ÷òî R ⊕ iR, R ⊕ jR, R ⊕ kR � ïîäàëãåáðû â H, èçîìîðôíûå àëãåáðå C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ïîäàëãåáðû â H, èçîìîðôíûå C?
6. Îçíà÷àåò ëè òîæäåñòâî a+ bi+ cj + dk = (a+ bi) + (c+ di)j, ÷òî H � àëãåáðà íàä ïîëåì C?

Äëÿ êâàòåðíèîíà q = a+ bi+ cj + dk îïðåäåëèì ñîïðÿæ¼ííûé êâàòåðíèîí q := a− bi− cj − dk.
7. Âåðíî ëè, ÷òî q1q2 = q1 q2 äëÿ âñåõ q1, q2 ∈ H?
8. Íàéäèòå âñå òàêèå q ∈ H, ÷òî à) q = q; á) q = q−1; â) q = −q.
9∗. Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ÷åòûð¼õ ïîëíûõ êâàä-

ðàòîâ. (Ïîêàæèòå, ÷òî òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë.)

Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ

Â ïðîñòðàíñòâå R4 îòîæäåñòâèì âåêòîð âèäà (a, 0, 0, 0) ñ ÷èñëîì a ∈ R, à òàêæå îáîçíà÷èì

i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0), k = (0, 0, 0, 1).

Ýëåìåíòû 1, i, j, k íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè êâàòåðíèîíàìè. Âîò èõ òàáëèöà óìíîæåíèÿ:

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i, ik = −j.
Ýòî óìíîæåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè (äèñòðèáóòèâíîñòè) íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî R4, êîòîðîå

òàêèì îáðàçîì ïðåâðàùàåòñÿ â àëãåáðó íàä R. Îíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ è îáîçíà÷àåòñÿ
áóêâîé H â ÷åñòü îòêðûâøåãî å¼ â 1843 ãîäó èðëàíäñêîãî ìàòåìàòèêà Ãàìèëüòîíà (Hamilton).

1. Äîêàæèòå, ÷òî à) ýòà àëãåáðà àññîöèàòèâíà è á) êàæäûé å¼ íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì. Òåì ñàìûì,
H ÿâëÿåòñÿ òåëîì. (Â ÷àñòíîñòè, â H íåò äåëèòåëåé íóëÿ.)

2. Ïóñòü êâàòåðíèîíû 1, q1, q2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîêàæèòå, ÷òî êâàòåðíèîíû 1, q1, q2, q1q2 òîæå
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

3. Ðåøèòå â H óðàâíåíèÿ à) x2 = 1; á) x2 = −1.

4. Íàéäèòå âñå òàêèå q ∈ H, ÷òî à) qi = iq; á) qi = −iq.
5. ßñíî, ÷òî R ⊕ iR, R ⊕ jR, R ⊕ kR � ïîäàëãåáðû â H, èçîìîðôíûå àëãåáðå C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ïîäàëãåáðû â H, èçîìîðôíûå C?
6. Îçíà÷àåò ëè òîæäåñòâî a+ bi+ cj + dk = (a+ bi) + (c+ di)j, ÷òî H � àëãåáðà íàä ïîëåì C?

Äëÿ êâàòåðíèîíà q = a+ bi+ cj + dk îïðåäåëèì ñîïðÿæ¼ííûé êâàòåðíèîí q := a− bi− cj − dk.
7. Âåðíî ëè, ÷òî q1q2 = q1 q2 äëÿ âñåõ q1, q2 ∈ H?
8. Íàéäèòå âñå òàêèå q ∈ H, ÷òî à) q = q; á) q = q−1; â) q = −q.
9∗. Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ÷åòûð¼õ ïîëíûõ êâàä-

ðàòîâ. (Ïîêàæèòå, ÷òî òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë.)



Ãåîìåòðèÿ êâàòåðíèîíîâ

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïîìîãàþò îïèñàòü äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, à êâàòåðíèîíû � â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

10. Ïåðåìíîæüòå êâàòåðíèîíû q1 = a1 + v1 è q2 = a2 + v2, ãäå a1, a2 ∈ R è v1, v2 ∈ 〈i, j, k〉, â òåðìèíàõ
ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ v1, v2 (è ñêàëÿðîâ a1, a2). Ïðèìåð (÷àñòíûé ñëó÷àé):

[i, j] = k

11. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êâàòåðíèîí íîðìû 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå cosϕ+ v sinϕ, ãäå ϕ ∈ R è v �
÷èñòî ìíèìûé êâàòåðíèîí íîðìû 1.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñ ïîìîùüþ çàäàííîãî êâàòåðíèîíà z 6= 0:

Cz : H→ H, q 7→ zqz−1.

12. Ïóñòü |z| = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî Cz � äâèæåíèå â R4, à òàêæå (è ýòî ãëàâíîå!) è â R3 = 〈i, j, k〉.
13. Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè äâèæåíèå Cz â ïðîñòðàíñòâå 〈i, j, k〉 äëÿ à) z = i; á) z = cosϕ+ i sinϕ;

â) cosϕ+ v sinϕ, ãäå v � ÷èñòî ìíèìûé êâàòåðíèîí íîðìû 1.

14. Íàéäèòå êîìïîçèöèè âðàùåíèé â R3 îòíîñèòåëüíî îñåé l1 è l2 íà óãëû ϕ1 è ϕ2 ñîîòâåòñòâåííî
(óòî÷íèâ âûáðàííûå íàïðàâëåíèÿ îñåé è ïîâîðîòîâ): à) l1 = (1 : 1 : 1), ϕ1 = 2π/3 è l2 = (1 : 0 : 0),
ϕ2 = π/2; á) l1 = (1 : 0 : 2), ϕ1 = π/3 è l2 = (−3 : 1 : 0), ϕ2 = π/4.

15. Ìàòðè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàòåðíèîíîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû âèäà

(
z w
−w z

)
îáðàçóþò

ïîäàëãåáðó â R-àëãåáðå M2(C), èçîìîðôíóþ R-àëãåáðå H, ïðè÷¼ì èçîìîðôèçì äîñòàâëÿåò îòîáðàæåíèå

q = a+ bi+ cj + dk 7→ A(q) =

(
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
.

Ãåîìåòðèÿ êâàòåðíèîíîâ

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïîìîãàþò îïèñàòü äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, à êâàòåðíèîíû � â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

10. Ïåðåìíîæüòå êâàòåðíèîíû q1 = a1 + v1 è q2 = a2 + v2, ãäå a1, a2 ∈ R è v1, v2 ∈ 〈i, j, k〉, â òåðìèíàõ
ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ v1, v2 (è ñêàëÿðîâ a1, a2). Ïðèìåð (÷àñòíûé ñëó÷àé):

[i, j] = k

11. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êâàòåðíèîí íîðìû (äëèíû) 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå cosϕ+v sinϕ, ãäå ϕ ∈ R
è v � ÷èñòî ìíèìûé êâàòåðíèîí íîðìû 1.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñ ïîìîùüþ çàäàííîãî êâàòåðíèîíà z 6= 0:

Cz : H→ H, q 7→ zqz−1.

12. Ïóñòü |z| = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî Cz � äâèæåíèå â R4, à òàêæå (è ýòî ãëàâíîå!) è â R3 = 〈i, j, k〉.
13. Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè äâèæåíèå Cz â ïðîñòðàíñòâå 〈i, j, k〉 äëÿ à) z = i; á) z = cosϕ+ i sinϕ;

â) cosϕ+ v sinϕ, ãäå v � ÷èñòî ìíèìûé êâàòåðíèîí íîðìû 1.

14. Íàéäèòå êîìïîçèöèè âðàùåíèé â R3 îòíîñèòåëüíî îñåé l1 è l2 íà óãëû ϕ1 è ϕ2 ñîîòâåòñòâåííî
(óòî÷íèâ âûáðàííûå íàïðàâëåíèÿ îñåé è ïîâîðîòîâ): à) l1 = (1 : 1 : 1), ϕ1 = 2π/3 è l2 = (1 : 0 : 0),
ϕ2 = π/2; á) l1 = (1 : 0 : 2), ϕ1 = π/3 è l2 = (−3 : 1 : 0), ϕ2 = π/4.

15. Ìàòðè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàòåðíèîíîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû âèäà

(
z w
−w z

)
îáðàçóþò

ïîäàëãåáðó â R-àëãåáðå M2(C), èçîìîðôíóþ R-àëãåáðå H, ïðè÷¼ì èçîìîðôèçì äîñòàâëÿåò îòîáðàæåíèå

q = a+ bi+ cj + dk 7→ A(q) =

(
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
.



Ýêñïîíåíòà ìàòðèöû 1× 1

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
1 +

1

n

)n
ñõîäèòñÿ (âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó), e := lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n
.

2. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë: lim
x→0

ex − 1

x
= 1 =⇒ (ex)′ = ex =⇒ ∀k ∈ N0 (ex)(k)|x=0 = 1

=⇒ ∀k ∈ N0 ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+ . . .+

xk

k!
+ o(xk), x→ 0.

Îòñþäà åù¼ íå ñëåäóåò àíàëèòè÷íîñòü ýêñïîíåíòû:

∀x ∈ R ex =
∞∑
k=0

xk

k!

3. ×òîáû äîêàçàòü àíàëèòè÷íîñòü, äîñòàòî÷íî îöåíèòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí rn(x) := ex−
n∑
k=0

xk

k!
è ïîêàçàòü,

÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ R îí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Íüþòîíà�
Ëåéáíèöà è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

ex − 1 =

∫ x

0
etdt =

∫ x

0
etd(t− x) = et(t− x)|x0 +

∫ x

0
et(x− t)d(t− x) = x− 1

2

∫ x

0
etd(t− x)2 =

= x− 1

2
et(t− x)2|x0 +

1

2

∫ x

0
et(t− x)2d(t− x) = x+

x2

2
+

1

2 · 3

∫ x

0
etd(t− x)3 = . . . =

= x+
x2

2!
+
x3

3!
. . .+

xn

n!
+

1

n!

∫ x

0
et(x− t)ndt︸ ︷︷ ︸
rn(x)

=⇒

=⇒ |rn(x)| 6 max{ex, 1}|x|
n!

·
∣∣∣∣∫ x

0
(t− x)ndt

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
|x|n+1

n+1

→ 0, n→∞ äëÿ êàæäîãî x ∈ R (ò. ê. |x|
n+1

(n+1)! → 0).

4. Òåïåðü åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ ez =
∞∑
k=0

zk

k!
äëÿ z ∈ C (ðÿä, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî). Òîãäà íàäî ïðîâåðèòü îñíîâíîå ñâîéñòâî ýêñïîíåíòû ez+w = ez · ew

5. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä: àíàëîãè÷íî ïóíêòàì 2, 3 äîêàçûâàåì àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèé cos, sin : R→
→ R (èñïîëüçóÿ ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë lim

x→0
sinx/x = 1) è òàêæå ïðîäîëæàåì èõ íà C ðàçëîæåíè-

ÿìè Òåéëîðà

cos z =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
, sin z =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
.

Íà ýòîì ïóòè Ë. Ýéëåð ïîëó÷èë ñâîþ çíàìåíèòóþ ôîðìóëó

ex+iy = ex(cos y + i sin y)

Îòñþäà òàêæå ñëåäóþò òîæäåñòâà

cos z =
ez + e−z

2
, sin z =

ez − e−z

2i
.

Ýòè ôîðìóëû ìîæíî áûëî áû ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå ez, cos z, sin z äëÿ z ∈ C.



Ýêñïîíåíòà ìàòðèöû è ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (îáùèé ñëó÷àé)

Ïðîñòðàíñòâî Mn(C) (è èçîìîðôíîå åìó ïðîñòðàíñòâî L(V ), ãäå V � n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C)
êîíå÷íîìåðíî (dim Mn(C) = n2), à ïîòîìó âñå íîðìû â í¼ì ýêâèâàëåíòíû è, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿþò îäíó
è òó æå ñõîäèìîñòü (ñì. íèæå). Ïóñòü ‖·‖ : Mn(C) → R � ëþáàÿ íîðìà (íàïðèìåð, ìàêñèìóì ìîäóëåé
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû).

• Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Am ñõîäèòñÿ ê ìàòðèöå A
def⇐⇒ ‖Am−A‖ → 0 ïðè m→∞ (íå âàæíî,

êàêàÿ èìåííî íîðìà âûáðàíà).

•
∑∞

k=0Ak = S (∈ Mn(C))
def⇐⇒

∑m
k=0Ak → S, m→∞.

• Ðÿä
∑∞

k=0Ak ìàòðèö ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
def⇐⇒ ðÿä

∑∞
k=0‖Ak‖ ñõîäèòñÿ.

• Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì ‖
∑∞

k=0Ak‖ 6
∑∞

k=0‖Ak‖
C Ïðîâåðèì êðèòåðèé Êîøè:

∥∥∑m2
k=m1

Ak
∥∥→ 0 ïðè m1,m2 →∞. Ýòî ñëåäóåò èç îöåíêè∥∥∥∥∥∥

m2∑
k=m1

Ak

∥∥∥∥∥∥ 6
m2∑

k=m1

‖Ak‖ 6
∞∑

k=m1

‖Ak‖ → 0.

Èç òåõ æå íåðàâåíñòâ ñëåäóåò òðåáóåìîå (áåð¼ì m1 = 0 è óñòðåìëÿåì m2 →∞). B

Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî, ÷òîáû äàòü îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû ìàòðèöû A ∈ Mn(C):

eA = exp(A) :=
∞∑
k=0

Ak

k!

Ðàçîáðàííûé íà îáîðîòå ñëó÷àé n = 1 (ï. 3) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû ìàòðèöû èñïîëüçóåòñÿ å¼ æîðäàíîâà ôîðìà è ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• eC−1AC = C−1eAC;

• ediag(A1,...,Ad) = diag(eA1 , . . . , eAd);

• eA+B = eAeB, åñëè AB = BA;

• eN = 1 +N +
N2

2!
+ . . .+

Nn−1

(n− 1)!
, åñëè Nn = 0.

1. Äîêàæèòå, ÷òî eA+B = eAeB, åñëè AB = BA.

2. Âû÷èñëèòå exp

(
0 −1
1 0

)
.

3. Äîêàæèòå, ÷òî |eA| = etrA.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A = A∗ ∈ Mn(C), òî eiA ∈ Un(C).

5. Ëîãàðèôì ìàòðèöû. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå eX = A â ìíîæåñòâå Mn(C) ìîæåò èìåòü ðåøåíèå
X òîëüêî â ñëó÷àå |A| 6= 0. Èìååò ëè îíî ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå? (Íà÷íèòå ñî ñëó÷àÿ n = 1.)



I âàðèàíò

1. Ïóñòü A è B � îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíîì ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷¼ì AA∗ = A∗A è AB =
= BA. Äîêàæèòå, ÷òî AB∗ = B∗A.

2. Ðàññìîòðèì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R[x] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
∫ 1
0 f(x)g(x) dx. Äëÿ

êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà P (x, y) ∈ R[x, y] íàéäèòå îïåðàòîð, ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîðó

AP f =

∫ 1

0
P (x, y)f(y) dy.

3. Ïîñëå ñåìèíàðà ïî ëèíåéíîé àëãåáðå íà äîñêå îñòàëàñü ÷àñòè÷íî ñò¼ðòàÿ ìàòðèöàcosα cosβ − sinα ∗
sinα cosβ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

 .

à) Çàïîëíèòå ïðîïóñêè ëþáûì ñïîñîáîì ôóíêöèÿìè îò α è β òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà áûëà
îðòîãîíàëüíîé äëÿ âñåõ α, β ∈ R.

á) Íàéäèòå êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû, íàéäåííîé â ïóíêòå à).

4. Íàéäèòå òàêèå ìàòðèöû C è U , ÷òî 4 −2 2
4 4 −1
−2 4 2

 = UC,

÷òî C � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà, U � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

5. Ïóñòü P1 è P2 � äâå ïëîñêîñòè â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A íàä R, ïðè÷¼ì 〈P1∪P2〉 = A, P1∩P2 = ∅.
Äëÿ êàæäîãî λ ∈ R\{0, 1} íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê λa1+(1−λ)a2, ãäå ai ïðîáåãàåò Pi, i = 1, 2.

6. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : R3 → R3 ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì, è îïèøèòå åãî ãåîìåòðè÷åñêè, åñëè

Df =
1

3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

 , f(O) = (1, 0,−1).

II âàðèàíò

1. Ïóñòü A � íîðìàëüíûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå, f, g ∈ C[x], (f, g) = 1.
Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðî Ker(fg)(A) åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ÿäåð Ker f(A) è Ker g(A).

2. Ïóñòü Mn(C) � ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (A,B) = tr(AB
t
). Äëÿ ìàòðè-

öû A ∈ Mn(C) îïðåäåëèì îïåðàòîð LA : Mn(C)→ Mn(C), X 7→ AX. à) Íàéäèòå îïåðàòîð, ñîïðÿæ¼ííûé
îïåðàòîðó LA. á) Íàéäèòå âñå ìàòðèöû A, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð LA ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì.

3. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó X, äëÿ êîòîðîé X2 =

13 14 4
14 24 18
4 18 29

 .

4. Íàéäèòå òàêèå ìàòðèöû C è U , ÷òî 4 −2 2
4 4 −1
−2 4 2

 = CU,

÷òî C � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà, U � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

5. Ïóñòü P1 = a1 + L1 è P2 = a2 + L2 � ñêðåùèâàþùèåñÿ ïëîñêîñòè â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè b /∈ P1 ∪ P2 ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç b
è ïåðåñåêàþùåé P1 è P2, ïðè÷¼ì òàêàÿ ïðÿìàÿ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b ∈ 〈P1 ∪ P2〉,
a1b, a2b /∈ L1 + L2.

6. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : R3 → R3 ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì, è îïèøèòå åãî ãåîìåòðè÷åñêè, åñëè

Df =
1

7

−2 3 6
3 6 −2
6 −2 3

 , f(O) = (−3, 1, 2).



I âàðèàíò

1. Ïóñòü e1, e2, e3 � áàçèñ â R3, e1, e2, e3 � äóàëüíûé áàçèñ â (R3)∗. Îïðåäåëèì òåíçîðû Âû÷èñëèòå
çíà÷åíèå òåíçîðà Alt

(
(Alt(e1 ⊗ e2 ⊗ e2))⊗ e3

)
íà ÷åòâ¼ðêå êîâåêòîðîâ (e1 + 2e3, −2e2, 3e1, e2 − e3).

2. ßâëÿåòñÿ ëè òåíçîð ñ êîîðäèíàòàìè tijk = δijδjk ðàçëîæèìûì?

3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàíî ìàòðèöåé


5 2 0 0
2 1 0 0
0 0 1 2
0 0 2 5

 . Ïðîâåäèòå îïóñêàíèå è ïîäú¼ì èíäåêñîâ

ó òåíçîðà (e1 + e2)⊗ (e3 + e4)− (e1 + e3)⊗ e3.

4. Íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû Λ2(A), åñëè A =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3

 .

II âàðèàíò

1. Ïóñòü e1, e2, e3 � áàçèñ â R3, e1, e2, e3 � äóàëüíûé áàçèñ â (R3)∗. Îïðåäåëèì òåíçîðû Âû÷èñëèòå
çíà÷åíèå òåíçîðà Sym

(
e1 ⊗ (Sym(e2 ⊗ e2 ⊗ e3)

)
íà ÷åòâ¼ðêå âåêòîðîâ (−2e2, 3e1 + e2, e2 + e3, e

1 − e3).
2. ßâëÿåòñÿ ëè òåíçîð ñ êîîðäèíàòàìè tijk = δijδjkδk1 ðàçëîæèìûì?

3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàíî ìàòðèöåé


2 3 0 0
3 5 0 0
0 0 5 3
0 0 3 2

 . Ïðîâåäèòå îïóñêàíèå è ïîäú¼ì èíäåêñîâ

ó òåíçîðà ñ êîîðäèíàòàìè tij = iδij .

4. Íàéäèòå æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû

(
2 1
0 2

)
⊗

0 1 0
0 0 1
0 0 0

.

I âàðèàíò

1. Âûïèøèòå âñå âîçìîæíûå æîðäàíîâû ôîðìû ìàòðèöû A ∈ M3(C), åñëè èçâåñòíî, ÷òî A2015 = At.

2. Ïóñòü îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì è U � åãî èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî îïå-
ðàòîð A|U äèàãîíàëèçèðóåì.

3. Ïðè êàæäîì n ∈ N íàéäèòå min{dim CentA | A ∈ Mn(C)}.
4. Íàéäèòå êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è ìàòðèöó â í¼ì îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé
1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

.

II âàðèàíò

1. Âûïèøèòå âñå âîçìîæíûå æîðäàíîâû ôîðìû ìàòðèöû A ∈ M3(C), åñëè èçâåñòíî, ÷òî A100 = −At.
2. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëþáîãî îïåðàòîðà â Cn ðàâíî ñóììå ñâîèõ

ïåðåñå÷åíèé ñ êîðíåâûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ýòîãî îïåðàòîðà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ∈ GL(Cn) ÷èñëî A-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ êîíå÷íî
â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà Cent(A) = C[A] (ò. å. ñ A êîììóòèðóþò òîëüêî ìíîãî÷ëåíû îò A).

4. Íàéäèòå êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è ìàòðèöó â í¼ì îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé
1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1

.


