
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÉ
ÒÅÎÐÈÈ ÊÎÄÎÂ

Êîäû è èõ îñíîâíûå ïàðàìåòðû.

Ïóñòü Ω � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (àëôàâèò), q = |Ω| > 1, Ωn � ìíîæå-
ñòâî ñëîâ äëèíû n.

Êîäîì äëèíû n íàä àëôàâèòîì Ω íàçûâàåòñÿ ëþáîå íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî C ìíîæåñòâà ñòðîê Ωn. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C íàçûâàþòñÿ
êîäîâûìè ñëîâàìè êîäà C.

Ðàçìåðíîñòüþ êîäà C íàçûâàåòñÿ (äåéñòâèòåëüíîå) ÷èñëî logq |C|.
Ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà ìåæäó ñëîâàìè a = (a1, . . . , an) è b =

(b1, . . . , bn) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî d(a, b) = |{i ∈ 1, n : ai 6= bi}|. Ðàññòîÿíèåì
êîäà C íàçûâàåòñÿ ÷èñëî d(C) = min{d(a, b) : a, b ∈ C è a 6= b}.

Êîä äëèíû n íàä àëôàâèòîì èç q ýëåìåíòîâ, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü
k è ðàññòîÿíèå d, íàçûâàåòñÿ [n, k, d]q-êîäîì .

Ñâîéñòâà ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà.

Äëÿ ëþáûõ ñëîâ a, b, c ∈ Ωn ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) d(a, b) = d(b, a);

2) d(a, b) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b.

3) (Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c).

Èñïðàâëåíèå îøèáîê.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü d � ðàññòîÿíèå Õýììèíãà êîäà C è 2r < d. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ñëîâà a ∈ Ωn ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ñëîâà c ∈ C, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî d(a, c) ≤ r.

2 Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü c1, c2 ∈ C, d(a, c1) ≤ r è d(a, c2) ≤ r. Òîãäà
d(c1, c2) ≤ d(c1, a) + d(a, c2) ≤ 2r < d, îòêóäà c1 = c2. 2

Ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïåðå-
äàííîå ñëîâî a ïðèíàäëåæèò êîäó C, à ïîëó÷åííîå ñëîâî b åìó íå ïðè-
íàäëåæèò, òî ñëîâî b çàìåíÿåòñÿ íà òàêîå ñëîâî c ∈ C, ÷òî d(b, c) ìèíè-
ìàëüíî. Åñëè ïðè ïåðåäà÷å èñêàæåíî ìåíåå ÷åì d/2 çíàêîâ, òî c = a.
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Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà.

Òåîðåìà 2. Åñëè C � êîä äëèíû n ðàçìåðíîñòè k ñ ðàññòîÿíèåì d, òî
d+ k ≤ n+ 1.

2 Ïóñòü m = |C| = qk. Âûïèøåì âñå ñëîâà êîäà C â âèäå ìàòðèöû è
ðàçäåëèì åå ñòîëáöû

(a1,1 . . . a1,d−1 a1,d . . . a1,n)
. . . . . .

(ai,1 . . . ai,d−1 ai,d . . . ai,n)
. . . . . .

(aj,1 . . . aj,d−1 aj,d . . . aj,n)
. . . . . .

(am,1 . . . am,d−1︸ ︷︷ ︸
d−1

am,d . . . am,n︸ ︷︷ ︸
n−(d−1)

)

(ai,d . . . ai,n) = (aj,d . . . aj,n)
⇓

i = j

Ñëåäîâàòåëüíî, m = qk ≤ qn−(d−1) ⇒ k ≤ n− d+ 1. 2

ÌÄÐ-êîäû.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîä C äëèíû n ðàçìåðíîñòè k ñ ðàññòîÿíèåì d íàçûâà-
åòñÿ ÌÄÐ-êîäîì (èëè, ïîëíîñòüþ, êîäîì ñ ìàêñèìàëüíûì äîñòèæèìûì ðàññòîÿíèåì ),
åñëè

d+ k = n+ 1.

Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû: 1) Êîä êîíñòàíò C = {(c, c, . . . , c) : c ∈ Ω} �
[n, 1, n]q-êîä. 2) Êîä Ωn � [n, n, 1]q-êîä. 3) Êîä ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü ,
ñîñòîÿùèé èç ñëîâ (a1, . . . , an) íàä àëôàâèòîì {0, 1, . . . , q − 1}, äëÿ êîòî-
ðûõ

a1 + . . .+ an ≡ 0 (mod q) �

[n, n− 1, 2]q-êîä.

Ïàðàìåòðû ÌÄÐ-êîäîâ.

Íåðåøåííàÿ çàäà÷à.

Äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé q è k íàéòè ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ äëèíó
n(k, q) ÌÄÐ-êîäà ðàçìåðíîñòè k íàä àëôàâèòîì èç q ýëåìåíòîâ.

Ïðîñòûå îöåíêè n(k, q).
1) n(1, q) =∞ (êîä êîíñòàíò èìååò ëþáóþ çàäàííóþ äëèíó). 2) n(k, q) ≥
k + 1 (êîä ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü). 3) Åñëè q ≤ k, òî n(k, q) = k + 1. 4)
Åñëè k < q, òî n(k, q) ≤ q + k − 1. 5) Åñëè q = q1q2, òî

n(k, q) ≥ min{n(k, q1), n(k, q2)}.
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Ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü C �ÌÄÐ-êîä äëèíû n è ðàçìåðíîñòè
k íàä Ω.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = {0, 1, ..., q − 1} è êàæäîå êîäîâîå ñëîâî
(a1, . . . , an) ïðåäñòàâèì åãî ãðàôèêîì, ò.å. ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè
(i, ai).

Ëþáûå äâå ëèíèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ðàçëè÷íûå êîäîâûå ñëîâà, èìåþò
íå áîëåå ÷åì (k − 1) îáùèõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì âñå ñëîâà, èìåþùèå îáùåå íà÷àëî (a1, . . . , ak−1).

q − 1 • • • • • ••

· · · − · · · · · · · · · · · ·

1 • • • • •• •

0 •••••• • • •• •

i
//

1..k−2

ω OO

k−1 k ··· n

Ðàññìîòðèì êîäîâîå ñëîâî, êîòîðîå èìååò íà÷àëî (a1, . . . , ak−2, a
′
k−1),

ãäå a′k−1 6= ak−1. Åãî ãðàôèê èìååò íå áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ
ïðîäîëæåíèÿìè ðàññìîòðåííûõ ñëîâ.

q − 1 • • • • • ••

· · · − · · · · · · · · · · · ·

1 • • • • •• •

0 •••••• • • •• •

i
//

1..k−2

ω OO

k−1 k ··· n
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Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî n− (k − 1) ≤ q, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ëèíåéíûå êîäû.

Ïóñòü òåïåðü Ω = F � êîíå÷íîå ïîëå , q = |F | = pr, p � ïðîñòîå
÷èñëî.

Êîä C íàä F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì , åñëè C � ïîäïðîñòðàíñòâî ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòðîê íàä ïîëåì F .

Ïðèìåðû êîäîâ, ïðèâåäåííûå ðàíåå, � ëèíåéíûå êîäû.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè C � ëèíåéíûé êîä, òî d(a, b) = d(a − b, 0) äëÿ ëþ-
áûõ a, b ∈ C, ïîýòîìó d(C) = min{d(c, 0) : 0 6= c ∈ C}. ×èñëî d(c, 0)
íàçûâàåòñÿ âåñîì ñëîâà c.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü k ≤ q− 1. Âûáåðåì n ≥ k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
α1, . . . , αn ïîëÿ F è n îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ u1, . . . , un ïîëÿ F . Ìíîæåñòâî
ñëîâ {(u1f(α1), . . . , unf(αn)) : f(x) ∈ F [x] è deg f(x) < k} íàçûâàåòñÿ
îáîáù¼ííûì êîäîì Ðèäà�Ñîëîìîíà GRS(k, n).

Îáîáù¼ííûé êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà � ÌÄÐ-êîä.

Òåîðåìà 3. Êîä GRS(k, n) èìååò ðàçìåðíîñòü k è ðàññòîÿíèå n− k+ 1,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ ÌÄÐ-êîäîì.

2 Ïóñòü 0 6= f(x) ∈ F [x] è deg f(x) < k. Òîãäà ÷èñëî êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíà f(x) â F íå ïðåâîñõîäèò deg f(x), ò.å. ìåíüøå k. Çíà÷èò, âåñ ñëîâà
{(u1f(α1), . . . , unf(αn)) áîëüøå n− k, çíà÷èò d(GRS(k, n)) ≥ n− k + 1.

Ïðèâåä¼ííîå ðàññóæäåíèå òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ñëîâ â êîäå
GRS(k, n) ðàâíî ÷èñëó ìíîãî÷ëåíîâ f(x) ∈ F [x], òàêèõ, ÷òî deg f(x) < k,
ò.å. qk, ò.å. k � ðàçìåðíîñòü êîäà GRS(k, n). Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà äàåò
d(C) ≤ n+ 1− k. Ñëåäîâàòåëüíî, d(C) = n+ 1− k. 2

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî êîäà.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îäíîðîäíûõ ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé. Çàïèñûâàÿ åå â ìàòðè÷íîì âèäå, ïîëó÷àåì ñëåäóþøåå
óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 4. Åñëè C � ëèíåéíûé êîä äëèíû n è ðàçìåðíîñòè k íàä ïîëåì
F , òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà H ðàçìåðà m× n, òàêàÿ, ÷òî

C = {a ∈ F n : HaT = 0}.

Ïðè ýòîì rank(H) = n− k.
Ìàòðèöà H íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà C.
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Äåêîäèðîâàíèå ïî òàáëèöå ñèíäðîìîâ

Ïóñòü C � ëèíåéíûé êîä äëèíû n è ðàçìåðíîñòè k íàä ïîëåì F ,
èìåþùèé ðàññòîÿíèå d.H � åãî ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (n−k)×k.

Ñèíäðîìîì âåêòîðà a ∈ F n íàçûâàåòñÿ âåêòîð aHT = (HaT )T . Ñèí-
äðîì � ýòî âåêòîð äëèíû n− k.

Îäèí ðàç ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó: êàæäîìó âîçìîæíîìó ñèíäðîìó
b ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð e(b), ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû HxT = bT

è èìåþùèé íàèìåíüøèé âåñ ñðåäè âñåõ òàêèõ ðåøåíèé.
Ïóñòü ïîñëàíî ñëîâî a ∈ C, ïîëó÷åíî ñëîâî a′. Åñëè ñèíäðîì a′HT =

0, òî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷èñëî îøèáîê ïðè ïåðåäà÷å ìåíüøå, ÷åì d, ïîëó-
÷àåì a′ = a (îáíàðóæåíèå < d îøèáîê) .

Åñëè æå b = c′HT 6= 0, òî íàõîäèì ïî òàáëèöå e(b). Òîãäà (c′ −
e(b))HT = b− b = 0⇒ c = c′ − e(b) ∈ C. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷èñëî îøèáîê
ïðè ïåðåäà÷å ìåíüøå, ÷åì d/2, ïîëó÷àåì c = a.
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