
Ëåêöèÿ 1. Êîëüöà, ïîëÿ, ìíîãî÷ëåíû, êîíå÷íûå ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî (R,+, ·) ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (ñëîæåíèåì è óìíîæåíè-
åì) íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (àêñèîìû êîëüöà):
1. ∀a, b, c ∈ R, (a+ b) + c = a+ (b+ c);
2. ∀a, b ∈ R, a+ b = b+ a;
3. ∃0 ∈ R : ∀a ∈ R, a+ 0 = 0 + a = a;
4. ∀a ∈ R, ∃(−a) ∈ R : (−a) + a = a+ (−a) = 0;
5. ∀a, b, c ∈ R, a · (b+ c) = a · b+ a · c; 6. (b+ c) · a = b · a+ c · a (äèñòðèáóòèâíîñòü ñëåâà è ñïðàâà).
Åñëè ñâåðõ òîãî âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ,

∀a, b, c ∈ R, a · (b · c) = (a · b) · c,
òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì;
åñëè âûïîëíåíà àêñèîìà êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ

∀a, b ∈ R, a · b = b · a,
òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì;
åñëè â êîëüöå R èìååòñÿ íåéòðàëüíûé ýëåìåíòà ïî óìíîæåíèþ, èëè åäèíèöà, 1, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèþ

∀a ∈ R, 1 · a = a · 1 = a,
òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Â íàøèõ ëåêöèÿõ, åñëè ïðÿìî íå óêàçàíî ïðîòèâíîå, ñëîâî �êîëüöî� îçíà÷àåò àñ-
ñîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ýëåìåíò a êîëüöà R íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
a−1, ÷òî a · a−1 = a−1 · a = 1.
Ýëåìåíò a êîëüöà R íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè a 6= 0 è ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈ R,
÷òî b 6= 0, íî a · b = 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0, â êîòîðîì
êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì.

Ïðèìåðû: ïîëÿQ, R, C, êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z è êîëüöî F [x] ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F (êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè), íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî Mn(F ) êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n > 1 íàä
ïîëåì F .

Ïðåäëîæåíèå 1. Â ïðîèçâîëüíîì (âîçìîæíî, íåàññîöèàòèâíîì è íåêîììóòàòèâíîì) êîëüöå
R âûïîëíåíî óñëîâèå ∀a ∈ R, a · 0 = 0 · a = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà 0 + 0 = 0 ñëåäóåò, ÷òî a · 0 + a· = a · 0, îòêóäà

0 = (a · 0) + (−(a · 0)) = (a · 0 + a · 0) + (−(a · 0)) = a · 0 + (a · 0 + (−(a · 0)) = a · 0 + 0 = a · 0.

Ðàâåíñòâî 0 · a = 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èç ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì êîëüöå âûïîëíåíû îáû÷íûå ïðàâèëà àðèô-
ìåòèêè

−(−a) = a, a · (−b) = (−a) · b = −(a · b); (−a) · (−b) = a · b.
Ñóììó a + (−b) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç a − b. Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå,
çíàê óìíîæåíèÿ îáû÷íî îïóñêàþò.

Ïðåäëîæåíèå 2. Â êîëüöå R ñ åäèíèöåé äåëèòåëü íóëÿ íå ìîæåò áûòü îáðàòèìûì ýëåìåíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a � îáðàòèìûé ýëåìåíò è ab = 0. Òîãäà

0 = a−10 = a−1(ab) = (a−1a)b = 1 · b = b.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü n > 1 � öåëîå ÷èñëî. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà m îáîçíà÷èì ÷åðåç
remn(m) îñòàòîê îò äåëåíèÿ m íà n, ò.å. òàêîå ÷èñëî r ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, ÷òî m = nq + r äëÿ
íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà q. Íà ìíîæåñòâå Zn = {[0], [1], . . . , [n− 1]} îïðåäåëèì îïåðàöèè [a] + [b] =
[remn(a+b)], [a][b] = [remn(ab)]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Zn � àññîöèàòèâíîå è êîììóòàòèâíîå êîëüöî
ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì [0] è åäèíèöåé [1].

Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) êîëüöî Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì;
(2) â êîëüöå Zn íåò äåëèòåëåé íóëÿ;
(3) n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1)⇒(2). Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.
(2)⇒(3) Åñëè n � ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî n = ab äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a, b < n. Èìååì

[a][b] = [remn(ab)] = [0].

(3)⇒(1). Ïóñòü n � ïðîñòîå ÷èñëî. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò [a] 6= [0] â êîëüöå Zn è ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé U = {[a][b] : [b] 6= 0, [b] ∈ Zn}. Çàìåòèì, ÷òî åñëè [b1] 6= [b2], òî [a]([b1] −
[b2]) 6= 0, ïîýòîìó ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà U ðàâíî n−1. Ñëåäîâàòåëüíî, [1] ∈ U , ò.å. [a][b] = [1]
äëÿ íåêîòîðîãî [b] ∈ Zn.

Èòàê, äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p êîëüöî Zp � ïðèìåð êîíå÷íîãî ïîëÿ. Äàëåå ìû ïîêàæåì è äðóãèå
ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïîëåé.

Ââåä¼ì åñòåñòâåííîå îáîçíà÷åíèå ka = a+ a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
k ðàç

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ïðîèçâîëüíîãî

êîëüöà è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå ñ åäèíèöåé 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p,
÷òî p · 1 = 0, ïðè÷åì k · 1 6= 0 äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, 2, . . . , p− 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ F âèäà k · 1, ãäå k ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîñêîëüêó F êîíå÷íî, äëÿ êàêèõ-òî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë k, l ïîëó÷èì k ·1 =
l · 1. Ñ÷èòàÿ k > l, ïîëó÷èì (k − l) · 1 = 0, ïðè÷¼ì k − l > 0. Òåïåðü ïóñòü p � íàèìåíüøåå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî p · 1 = 0 (òàêîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ F ).
Ïîêàæåì, ÷òî p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p = ab, ãäå a < p è b < p, òî a · 1 6= 0,
b · 1 6= 0, íî (a · 1)(b · 1) = p · 1 = 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê â ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ìèíèìàëüíîñòè p.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå, p � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F . Òîãäà |F | = pr äëÿ íåêîòî-
ðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû 0, 1, 2 · 1, . . . , (p − 1) · 1 ìîæíî îòîæäåñòâèòü,
ñîîòâåòñòâåííî, ñ ýëåìåíòàìè [0], [1], . . . , [p − 1] ïîëÿ Zp (îïåðàöèè â îáîèõ ïîëÿõ âûïîëíÿþòñÿ
îäèíàêîâî). Ðàññìîòðèì áàçèñ b1, . . . , br ïîëÿ F êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì Zp. Òîãäà
ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ F åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè λ1b1 +
. . . + λrbr, ãäå λ1, . . . , λr ∈ Zp, à ÷èñëî òàêèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ðàâíî pr, ïîñêîëüêó êàæäûé
êîýôôèöèåíò ïðèíèìàåò p çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì,
åñëè åãî íåëüçÿ ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøåé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 4. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî
÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

2



Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî � f(x)
åñòü ïðîèçâåäåíèå èç îäíîãî ñîìíîæèòåëÿ. Åñëè æå f(x) ïðèâîäèì, òî f(x) = g(x)h(x), ãäå
g(x), h(x) � ìíîãî÷ëåíû ìåíüøåé ñòåïåíè. Ïðèìåíÿÿ òî æå ðàññóæäåíèå ê êàæäîìó èç ñîìíîæè-
òåëåé, ïîëó÷èì ëèáî èñêîìîå ðàçëîæåíèå, ëèáî óâåëè÷èì ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé. Ïîñêîëüêó ÷èñëî
ñîìíîæèòåëåé îãðàíè÷åíî ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x), ýòîò ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ íà íåêîòîðîì øà-
ãå.

×åðåç deg f(x) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f(x), g(x) ∈ F [x] è g(x) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû
q(x) è r(x) òàêèå, ÷òî

f(x) = g(x)q(x) + r(x), ãäå r(x) = 0 èëè deg r(x) < deg f(x). (1)

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîãî÷ëåí r(x) èç (1) íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ f(x) íà g(x). Ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü äëÿ îñòàòêà îáîçíà÷åíèå remg(f).

Çàìå÷àíèå 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü òîæäåñòâà:

remg(f1 + f2) = remg(f1) + remg(f2); remf (f1f2) = remg(remg(f1) remg(f2)).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 0 6= f(x), g(x) ∈ F [x]. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí d(x) íàèìåíüøåé ñòåïåíè,
ïðåäñòàâ�èìûé â âèäå ñóììû d(x) = u(x)f(x)+v(x)g(x). Òîãäà d(x) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) ÿâëÿåòñÿ äå-
ëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà d(x). Ïîêàæåì, ÷òî d(x) äåëèò f(x). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
f(x) = d(x)q(x) + r(x), ãäå r(x) 6= 0 è deg r(x) < deg d(x). Íî

r(x) = f(x)− q(x)d(x) = (1− u(x)q(x))f(x) + (−q(x)v(x))g(x),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà d(x). Àíàëîãè÷íî, d(x) äåëèò g(x).

Îïðåäåëåíèå 7. Åñëè F è E � ïîëÿ, ïðè÷åì F � ïîäêîëüöî â E, òî F íàçûâàåòñÿ ïîäïîëåì
ïîëÿ E, à E � ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F . Åñëè E èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü íàä F , òî E íàçûâàåòñÿ
êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .

Òåîðåìà 7. Åñëè F � ïîëå è f(x) � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä F , òî ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå E ïîëÿ F , â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f(x) � íåïðè-
âîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Åñëè degF (x) = 1, äîêàçûâàòü íå÷åãî: òàêîé
ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü â F . Ïóñòü f(x) = xn +a1x

n−1 + . . .+an, ãäå n = deg f(x) > 1. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî E âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà b0+b1x+. . .+bn−1x

n−1, ãäå b0, . . . bn−1 ∈ F . Íà ýòîì ìíîæåñòâå
îïðåäåëåíî îáû÷íîå ñëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ, à óìíîæåíèå îïðåäåëèì íîâîå:

a(x) ∗ b(x) = remf (ab).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî ýòîãî íîâîãî óìíîæåíèÿ è
÷òî íîâîå óìíîæåíèå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì, åñëè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ïðèíàäëåæèò F . ×òîáû
îòëè÷àòü ýëåìåíòû E îò îáû÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ, îáîçíà÷èì x êàê ýëåìåíò E ÷åðåç α. Òîãäà α �
êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x):

f(α) = αn + a1α
n−1 + . . .+ an = remf (xn + . . .+ an) = remf (F ) = 0.

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî E � ïîëå, ò.å. ÷òî êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò E îáðàòèì. Íî êàæäûé
òàêîé ýëåìåíò èìååò âèä g(α), ãäå g(x) � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøåé, ÷åì n. Òîãäà g(x)

3



è f(x), â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè f(x), íå èìåþò îáùåãî äåëèòåëÿ ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, çíà÷èò,
ïî òåîðåìå 6, ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x), ÷òî

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1.

Ñîîòâåòñòâåííî, â E ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

1 = u(α)f(α) + v(α)g(α) = u(α) · 0 + v(α)g(α) = v(α)g(α),

ò.å. g(α)−1 = v(α).

Ëåììà 1. Åñëè F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, è a, b ∈ F , òî

(a+ b)p = ap + bp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà:

(a+ b)p = ap +

(
p
1

)
ap−1b+ . . .+

(
p
k

)
ap−kbk + . . .+ bp. (2)

Ïîñêîëüêó (
p
k

)
=

p!

(p− k)!k!
,

ïðè 0 < k < p çíàìåíàòåëü ýòîé äðîáè íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, à ÷èñëèòåëü äåëèòñÿ íà
p, çíà÷èò, äðîáü äåëèòñÿ íà p. Íî â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p óìíîæåíèå íà p îòîáðàæàåò ëþáîé
ýëåìåíò â 0, çíà÷èò, â ñóììå (2) îñòàþòñÿ òîëüêî ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå

Î÷åâèäíàÿ èíäóêöèÿ äîêàçûâàåò, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ÷èñ-
ëà ñëàãàåìûõ, à èç ýòîãî âûòåêàåò òàê íàçûâàåìàÿ ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà:

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî a ∈ Zp èìååì ap = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a = [0], óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè æå a = [k], ãäå k > 0, òî

[k]p = ([1] + [1] + . . .+ [1]︸ ︷︷ ︸
k ðàç

)p = [1]p + [1] + . . .+ [1]p︸ ︷︷ ︸
k ðàç

= [1] + [1] + . . .+ [1]︸ ︷︷ ︸
k ðàç

= [k].

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r ñóùåñòâóåò ïîëå èç
pr ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì q = pr ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí xq − x íàä ïîëåì Zp. Ïðèìåíÿÿ ìíîãî-
êðàòíî òåîðåìó 7, ïîëó÷èì ïîëå E, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí xq − x ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæè-
òåëè. Íî êðàòíûõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà xq − x íå ìîæåò áûòü: êðàòíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà åñòü
êîðåíü åãî ôîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, à (xq−x)′ = qxq−1−1 íå èìååò êîðíåé â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè
p. Çíà÷èò, â ïîëå E ìíîãî÷ëåí xq − x èìååò ðàçëîæåíèå

xq − x = (x− α1) . . . (x− αq),

ãäå α1, . . . , αq � êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.
Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé P = {α1, . . . , αq} åñòü ïîëå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-

èçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ α, β ∈ P ïðèíàäëåæèò P : (αβ)q = αqβq = αβ. Ñóììà òàêèõ ýëåìåíòîâ
òàêæå ïðèíàäëåæèò P â ñèëó ëåììû 2. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî −α = (p − 1) · α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà xq − x, à åñëè α 6= 0, òî èç αq − α = α(αq−1 − 1) = 0 ñëåäóåò, ÷òî αq−1 = 1, ò.å.
α−1 = αq−2 ∈ P . Çíà÷èò, P � èñêîìîå ïîëå.
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Ëåêöèÿ 2. Ýëåìåíòû àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîäîâ.

Ïóñòü Ω � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (àëôàâèò), q = |Ω| > 1, Ωn � ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû n, ò.å.
ñòðîê (a1, a2, . . . , an), ãäå ai ∈ Ω, i = 1 . . . , n.

Îïðåäåëåíèå 8. Êîäîì äëèíû n íàä àëôàâèòîì Ω íàçûâàåòñÿ ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî C
ìíîæåñòâà ñòðîê Ωn.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè êîäà C.
Ðàçìåðíîñòüþ (êîìáèíàòîðíîé) êîäà C íàçûâàåòñÿ (äåéñòâèòåëüíîå) ÷èñëî logq |C|.
Ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà ìåæäó ñëîâàìè a = (a1, . . . , an) è b = (b1, . . . , bn) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

d(a, b) = |{i : ai 6= bi, 1 6 i 6 n}|.
Ðàññòîÿíèåì êîäà C íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

d(C) = min{d(a, b) : a, b ∈ C è a 6= b}

.
Êîä äëèíû n íàä àëôàâèòîì èç q ýëåìåíòîâ, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü k è ðàññòîÿíèå d, íàçûâà-

åòñÿ [n, k, d]q-êîäîì.

Ïðåäëîæåíèå 3 (Ñâîéñòâà ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà). Äëÿ ëþáûõ ñëîâ a, b, c ∈ Ωn ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) d(a, b) = d(b, a);
2) d(a, b) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b;
3) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) d(a, c) 6 d(a, b) + d(b, c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ
ýòîãî çàïèøåì ñëîâà a, b, c îäíî ïîä äðóãèì:

a = (a1, . . . , ai, . . . , an)
b = (b1, . . . , bi, . . . , bn)
c = (c1, . . . , ci, . . . , cn)

è çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ai 6= ci âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç
íåðàâåíñòâ ai 6= bi èëè bi 6= ci, çíà÷èò, êîëè÷åñòâî òàêèõ ïîçèöèé i íå ïðåâîñõîäèò d(a, b)+d(b, c).

Òåîðåìà 9 (Èñïðàâëåíèå îøèáîê). Ïóñòü d � ðàññòîÿíèå Õýììèíãà êîäà C è 2r < d. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ñëîâà a ∈ Ωn ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ñëîâà c ∈ C, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî d(a, c) 6 r.

2 Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü c1, c2 ∈ C, d(a, c1) 6 r è d(a, c2) 6 r. Òîãäà
d(c1, c2) 6 d(c1, a) + d(a, c2) 6 2r < d, îòêóäà c1 = c2. 2

Ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïåðåäàííîå ñëîâî a ïðèíàäëåæèò
êîäó C, à ïîëó÷åííîå ñëîâî b åìó íå ïðèíàäëåæèò, òî ñëîâî b çàìåíÿåòñÿ íà òàêîå ñëîâî c ∈ C,
÷òî d(b, c) ìèíèìàëüíî. Åñëè ïðè ïåðåäà÷å èñêàæåíî ìåíåå ÷åì d/2 çíàêîâ, òî c = a.

Òåîðåìà 10 (Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà). Åñëè C � êîä äëèíû n ðàçìåðíîñòè k ñ ðàññòîÿíèåì d, òî
d+ k 6 n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = |C| = qk. Âûïèøåì âñå ñëîâà êîäà C â âèäå ìàòðèöû è ðàçäåëèì åå
ñòîëáöû

(a1,1 . . . a1,d−1 a1,d . . . a1,n)
. . . . . .

(ai,1 . . . ai,d−1 ai,d . . . ai,n)
. . . . . .

(aj,1 . . . aj,d−1 aj,d . . . aj,n)
. . . . . .

(am,1 . . . am,d−1︸ ︷︷ ︸
d−1

am,d . . . am,n︸ ︷︷ ︸
n−(d−1)

)

(ai,d . . . ai,n) = (aj,d . . . aj,n)
⇓

i = j

Ñëåäîâàòåëüíî, m = qk 6 qn−(d−1) ⇒ k ≤ n− d+ 1.
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Îïðåäåëåíèå 9. Êîä C äëèíû n ðàçìåðíîñòè k ñ ðàññòîÿíèåì d íàçûâàåòñÿ ÌÄÐ-êîäîì (èëè,
ïîëíîñòüþ, ðàçäåëèìûì êîäîì ñ ìàêñèìàëüíûì äîñòèæèìûì ðàññòîÿíèåì), åñëè

d+ k = n+ 1.

Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû:
1) Êîä êîíñòàíò C = {(c, c, . . . , c) : c ∈ Ω} � [n, 1, n]q-êîä.
2) Êîä Ωn � [n, n, 1]q-êîä.
3) Êîä ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü, ñîñòîÿùèé èç ñëîâ (a1, . . . , an) íàä àëôàâèòîì Zq, äëÿ êîòîðûõ
a1 + . . .+ an = [0] � [n, n− 1, 2]q-êîä.

Ïåðå÷èñëåííûå ÌÄÐ-êîäû íàçûâàþò òðèâèàëüíûìè.
Íåðåøåííàÿ çàäà÷à. Äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé q è k íàéòè ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ äëèíó

n(k, q) ÌÄÐ-êîäà ðàçìåðíîñòè k íàä àëôàâèòîì èç q ýëåìåíòîâ.
Îòâåò íå íàéäåí äàæå ïðè k = 2 è q = 10: èçâåñòíî ëèøü, ÷òî 5 6 n(2, 10) 6 11. Ïðè k = 2 è

q < 10 îòâåò äà¼òñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

q 2 3 4 5 6 7 8 9
n(2, q) 3 4 5 6 3 8 9 10

Âîîáùå, âîïðîñ îá ÌÄÐ-êîäàõ ðàçìåðíîñòè 2 íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ âîïðîñîì î ëàòèíñêèõ
êâàäðàòàõ, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ëåêöèè.

Áîëüøå èçâåñòíî î ëèíåéíûõ ÌÄÐ-êîäàõ

Îïðåäåëåíèå 10. Ëèíåéíûì êîäîì äëèíû n íàä êîíå÷íûì ïîëåì F èç q ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñòðîê F n, ò.å. ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ñòðîê, çàìêíóòîå îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ñòðîê è óìíîæåíèÿ ñòðîêè íà ýëåìåíò ïîëÿ F .

ßñíî, ÷òî åñëè C � ëèíåéíûé êîä, òî â C ìîæíî âûáðàòü áàçèñ, ñêàæåì èç k ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó
÷èñëî ýëåìåíòîâ êîäà C ðàâíî qk è åãî êîìáèíàòîðíàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà îáû÷íîé ðàçìåðíîñòè:
logq(q

k) = k.
Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ëèíåéíûå ÌÄÐ-êîäû íàä çàäàííûì ïîëåì F ëþ-

áîé ðàçìåðíîñòè k è äëèíû n, ãäå 2 6 k 6 n 6 q = |F |.
Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü F � ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, α1, . . . , αn � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ F ,
u1, . . . , un � ïðîèçâîëüíûå îáðàòèìûå ýëåìåíòû ïîëÿ F .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ λ0, . . . , λk−1 ïîëÿ F ïîëîæèì g(x) = λ0 + λ1x + . . . + λk−1x
k−1 è

îïðåäåëèì ñëîâî
w(λ0, . . . , λk−1) = (u1g(α1), . . . , ung(αn).

ßñíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñëîâ âèäà w(λ0, . . . , λk−1) åñòü ëèíåéíûé êîä íàä F äëèíû n. Ýòîò
êîä íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì êîäîì Ðèäà�Ñîëîìîíà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç GRS(k, n) èëè, áîëåå
ïîäðîáíî, ÷åðåç GRS(k;α1, . . . , αn;u1, . . . , un).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå è 2 6 k 6 n 6 q = |F |. Òîãäà ëþáîé îáîáù¼ííûé êîä
Ðèäà�Ñîëîìîíà GRS(k;α1, . . . , αn;u1, . . . , un) ÿâëÿåòñÿ ÌÄÐ-êîäîì ðàçìåðíîñòè k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d′ è k′ � ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèå è ðàçìåðíîñòü êîäà C =
GRS(k;α1, . . . , αn;u1, . . . , un). Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñëîâ êîäà C íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà çàäàþùèõ
ñëîâà íàáîðîâ λ0, . . . , λk−1, ñëåäîâàòåëüíî, |C| 6 qk è k′ = dimC 6 k.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå d′ êîäà C íå ìåíüøå ÷èñëà d = n− k + 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
ïóñòü íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå ñëîâà a, b ∈ C, äëÿ êîòîðûõ d′ = d(a, b) < d. Ðàññìîòðèì ñëîâî c = a−b.
ßñíî, ÷òî c 6= 0 è c ∈ C, çíà÷èò, c = w(λo, . . . , λk−1), ïðè÷¼ì g(x) = λ0 + λ1x + . . . + λk−1x

k−1 �
íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøå k. Íî òîëüêî d′ èç ýëåìåíòîâ α1, . . . , αn íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, à îñòàëüíûå n−d′ ýëåìåíòîâ � êîðíè ìíîãî÷ëåíà g(x). Îäíàêî, n−d′ > n−d =
n−(n+1−k) = k−1, à ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà g(x) íå áîëüøå k−1. Ïî òåîðåìå Áåçó, ýòî íåâîçìîæíî.
Èòàê, ðàññòîÿíèå d′ êîäà C óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó d′ > n− k + 1 > n− k′ + 1. Â òî æå âðåìÿ
èç òåîðåìû 10 ñëåäóåò, ÷òî d′ 6 n − k′ + 1, çíà÷èò, âñå âûâåäåííûå íåðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â
ðàâåíñòâà, îòêóäà k = k′ è d′ = d = n+ 1− k.
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Ëåêöèÿ 3. Êâàçèãðóïïû è ëàòèíñêèå êâàäðàòû

Îïðåäåëåíèå 12. Ëàòèíñêèì êâàäðàòîì íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì M íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà |M | × |M |, â êàæäîì ñòîëáöå è êàæäîé ñòðîêå êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ âñå ýëåìåíòû èç M
(ïî îäíîìó ðàçó êàæäûé).

Ïðèìåð � ëàòèíñêèé êâàäðàò íàä ìíîæåñòâîì {0, 1, 2, 3, 4}:
0 1 2 3 4
2 3 4 0 1
4 0 1 2 3
1 2 3 4 0
3 4 0 1 2

Âïåðâûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû (4-ãî ïîðÿäêà) áûëè îïóáëèêîâàíû â êíèãå ¾Øàìñ àëü Ìààðèô¿
(¾Êíèãà î Ñîëíöå Ãíîçèñà¿), íàïèñàííîé Àõìàäîì àëü-Áóíè â Åãèïòå ïðèáëèçèòåëüíî â 1200 ãîäó.

Çàíóìåðóåì ñòðîêè è ñòîëáöû ëàòèíñêîãî êâàäðàòà L ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà M è ýëåìåíò
êâàäðàòà L, ëåæàùèé â ñòðîêå x è ñòîëáöå y, îáîçíà÷èì ÷åðåç L[x, y]. Òîãäà L ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê òàáëèöó áèíàðíîé îïåðàöèè ∗ íà M , ñ÷èòàÿ, ÷òî L[x, y] = x ∗ y.

Îïðåäåëåíèå 13. Êâàçèãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗, óäî-
âëåòâîðÿþùåé àêñèîìå

∀ a, b ∈M ∃! x, y ∈M : a ∗ x = b & y ∗ a = b.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåíèå ëàòèíñêîãî êâàäðàòà íàä M ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ îïåðàöèè íà
M , ïðåâðàùàþùåé M â êâàçèãðóïïó.

Íàïðèìåð, ïðèâåä¼ííûé âûøå ëàòèíñêèé êâàäðàò ïîðÿäêà 5 ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèè x ∗ y =
2x+ y â êîëüöå Z5 (çäåñü è äàëåå ìû îïóñêàåì êâàäðàòíûå ñêîáêè â îáîçíà÷åíèè âû÷åòîâ).

Çàäà÷à î 36 îôèöåðàõ.

Ë. Ýéëåð (1707 � 1783) ñôîðìóëèðîâàë ñëå-
äóþùóþ çàäà÷ó (Euler L. Recherches sur
une nouvelle esp�ece de quarr�es magiques. �
Middelburg, 1782):

�Ýòîò âîïðîñ êàñàåòñÿ ñîâîêóïíîñòè 36 îôèöåðîâ øåñòè ðàçíûõ çâàíèé, âçÿòûõ èç øåñòè ðàçíûõ
ïîëêîâ, êîòîðûõ âûñòðàèâàþò â êàðå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîì ðÿäó, êàê ïî ãîðèçîíòàëè,
òàê è ïî âåðòèêàëè, íàõîäèëîñü øåñòü îôèöåðîâ ðàçëè÷íûõ çâàíèé è èç ðàçíûõ ïîëêîâ. Îäíàêî
ïîñëå âñåõ òðóäîâ, çàòðà÷åííûõ íà ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ÿ âûíóæäåí áûë ïðèçíàòü, ÷òî òàêîå
ðàçìåùåíèå àáñîëþòíî íåâîçìîæíî, õîòÿ è íå óäàëîñü äàòü ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîìó.�

Çàäà÷à î 9 îôèöåðàõ (ãðåêî-ëàòèíñêèé êâàäðàò). Ïóñòü
a, b, c îáîçíà÷àþò ïîëêè � óëàíñêèé, äðàãóíñêèé, ãóñàðñêèé,
α, β, γ îáîçíà÷àþò çâàíèÿ � êîðíåò, øòàáñ-ðîòìèñòð, ðîòìèñòð.
Ïàðà aα îáîçíà÷àåò óëàíà-êîðíåòà è ò.ä., äî ïàðû cγ, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò ãóñàðà-ðîòìèñòðà.

Ðåøåíèå
aα bγ cβ
bβ cα aγ
cγ aβ bα

a b c
b c a
c a b

α γ β
β α γ
γ β α

Îðòîãîíàëüíûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû. Ëàòèíñêèå êâàäðàòû L è L′ íàä ìíîæåñòâîì M
íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè îòîáðàæåíèå (x, y) 7→ (L[x, y], L′[x, y]) áèåêòèâíî íà M ×M .
Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ èç M åäèíñòâåííûé ðàç âñòðå÷àåòñÿ â îäèíàêîâî ðàñïî-
ëîæåííûõ êëåòêàõ ýòèõ êâàäðàòîâ.

7



Â òåðìèíàõ îïåðàöèé: êâàäðàòû L è L′, çàäàííûå, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàöèÿìè ∗ è ◦ íà ìíî-
æåñòâå M , îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ a, b ∈M ∃! x, y ∈M : x ∗ y = a & x ◦ y = b.

Ãèïîòåçà Ýéëåðà. Ë.Ýéëåð äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ïàð îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ
ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà è ëþáîãî �÷¼òíî-÷¼òíîãî� (ò.å. êðàòíîãî 4) ïîðÿäêà (ìû äàäèì àëãåá-
ðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êâàäðàòîâ íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóþùåå êîëüöà âû÷åòîâ).

Îí òàêæå ïðåäïîëîæèë, ÷òî îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ �÷¼òíî-íå÷¼òíîãî� ïîðÿäêà
(ò.å. ïîðÿäêà âèäà n = 4k + 2, k = 0, 1, 2, . . .) íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ n = 2 ýòî î÷åâèäíî.
Äëÿ n = 6 ýòî äîêàçàíî òîëüêî ñïóñòÿ 100 ñ ëèøíèì ëåò Ã.Òàððè (1900).
Îäíàêî óæå ïðè n = 10 ïàðû îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ïîðÿäêà n ñóùåñòâóþò

(R. C. Bose, S. S. Shrikhande and E. T. Parker, 1960, äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ êîìïüþòåð).
Ñïîñîá �ðó÷íîãî� ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïàð ïðåäëîæèë ×æó Ëå (1982).

0 2 4 6 9 8 7 5 3 1
7 3 5 0 2 9 8 1 6 4
8 7 6 1 3 5 9 4 2 0
9 8 7 2 4 6 1 0 5 3
4 9 8 7 5 0 2 3 1 6
5 0 9 8 7 1 3 6 4 2
6 1 3 9 8 7 4 2 0 5
1 4 0 3 6 2 5 7 8 9
2 5 1 4 0 3 6 8 9 7
3 6 2 5 1 4 0 9 7 8

0 7 8 9 4 5 6 1 2 3
2 3 7 8 9 0 1 4 5 6
4 5 6 7 8 9 3 0 1 2
6 0 1 2 7 8 9 3 4 5
9 2 3 4 5 7 8 6 0 1
8 9 5 6 0 1 7 2 3 4
7 8 9 1 2 3 4 5 6 0
5 1 4 0 3 6 2 7 8 9
3 6 2 5 1 4 0 9 7 8
1 4 0 3 6 2 5 8 9 7

Òåîðåìà 12. Ïóñòü n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, n > 1. Îäèí ëàòèíñêèé êâàäðàò îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â êîëüöå G = Zn.

Âòîðîé ëàòèíñêèé êâàäðàò îïðåäåëèì íîâîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå G: x ∗ y = 2x+ y.
Òîãäà ïîëó÷åííûå êâàäðàòû îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåò ëàòèíñêèé êâàäðàò, ïîòîìó ÷òî

a+ x = b⇔ x = a− b.

Âòîðàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåò ëàòèíñêèé êâàäðàò, ïîòîìó ÷òî âû÷åò 2 ïî íå÷¼òíîìó ìîäóëþ n

ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì êîëüöà Zn: îáðàòíûé âû÷åò ìîæíî îïðåäåëèòü êàê 2−1 =
n+ 1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
a ∗ x = b⇔ x = b− 2a, y ∗ a = b⇔ = 2−1(b− a).

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî äàííûå êâàäðàòû îðòîãîíàëüíû. Äëÿ ýòîãî îáû÷íûì îáðàçîì äëÿ ëþáûõ

a, b ∈ G ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
x+ y=a

2x+ y=b
. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ y = a − x, èç âòîðîãî

2x+ a− x = b⇔ x = b− a, îòêóäà y = 2a− b.

Ñèñòåìû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ

Òåîðåìà 13. Ïóñòü M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà èç n ïîïàðíî îð-
òîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ÌÄÐ-êîäà äëèíû n + 2 è ðàç-
ìåðíîñòè 2 íàä àëôàâèòîì M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû çàäàþòñÿ îïåðàöèÿìè
∗1, ∗2, . . . , ∗n. Ðàññìîòðèì êîä C äëèíû n+ 2, ñîñòîÿùèé èõ âñåõ ñëîâ âèäà

(x, y, x ∗1 y, x ∗2 y, . . . , x ∗n y).
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Î÷åâèäíî, ÷òî |C| = |M |2, ò.å. (êîìáèíàòîðíàÿ) ðàçìåðíîñòü êîäà C ðàâíà 2. Ïîêàæåì, ÷òî ðàñ-
ñòîÿíèå êîäà C ðàâíî n + 2 + 1 − 2 = n + 1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ñëîâà a = (a1 . . . , an+2) è
b = (b1, . . . , bn+2), ñèìâîëû êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ ìåíåå ÷åì â n + 1 ïîçèöèÿõ. Çíà÷èò, ñèìâîëû â
íåêîòîðûõ äâóõ ïîçèöèÿõ i < j äîëæíû ñîâïàäàòü (ò.å. ai = bi è aj = bj). Åñëè i = 1 è j = 2, òî
ñëîâà a è b ðàâíû ïî ïîñòðîåíèþ. Åñëè, ñêàæåì, i = 1, à j > 1, òî êàê a2 òàê è b2 óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ a1 ∗j−2 x = aj ⇔ b1 ∗j−2 x = bj, ïîýòîìó a2 = b2 è a = b. Àíàëîãè÷íî ïðè i = 2 è j > 2
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî a1 = b1, è ñíîâà èìååì a = b. Íàêîíåö, ïðè i > 2 ïàðû a1, a2 è b1, b2 ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé x ∗i−2 y = ai = bi è x ∗j−2 y = aj = bj. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè
êâàäðàòîâ ñ íîìåðàìè i− 2 è j − 2 ñíîâà ïîëó÷àåì a1 = b1 è a2 = b2, îòêóäà a = b.

Îáðàòíî, ïóñòü C åñòü ÌÄÐ-êîä äëèíû n + 2 è ðàçìåðíîñòè 2 íàä M . Òîãäà, êàê ëåãêî çà-
ìåòèòü, âñïîìèíàÿ äîêàçàòåëüñòâî ãðàíèöû Ñèíãëòîíà, ïåðâûå êîîðäèíàòû ñëîâ èç C îáðàçóþò
ïðîèçâîëüíûå ïàðû ýëåìåíòîâ M , ïðè÷¼ì êàæäàÿ ïàðà âñòðå÷àåòñÿ îäèí ðàç. Çíà÷èò, ìîæíî
îïðåäåëèòü îïåðàöèè ∗1, ∗2, . . . , ∗n ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ x, y ∈ M íàéäåì â C ñëîâî
a = (x, y, a3, . . . , an+2) è ïîëîæèì x ∗i y = ai+2. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ èç
∗1, ∗2, . . . , ∗n îïðåäåëÿåò ëàòèíñêèé êâàäðàò è ÷òî ýòè êâàäðàòû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Íî èç òî-
ãî, ÷òî ðàññòîÿíèå êîäà C ðàâíî n + 1, ñëåäóåò, ÷òî åñëè 2 ñëîâà èìåþò îäèíàêîâûå ñèìâîëû íà
â äâóõ ïîçèöèÿõ i < j, òî îíè ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî ïàð (ai, aj), âûáðàííûõ èç âñåõ ñëîâ
êîäà C, ðàâíîM2, ïðè÷¼ì êàæäàÿ ïàðà âñòðå÷àåòñÿ îäèí ðàç. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ∗j−2 îïðåäåëÿåò
ëàòèíñêèé êâàäðàò ïðè j > 2 (âûáèðàåì i = 1 è i = 2 äëÿ ïðîâåðêè êàæäîãî èç äâóõ óñëîâèé,
îïðåäåëÿþùèõ êâàçèãðóïïó), è ÷òî îïåðàöèè ∗i−2 è ∗j−2 îðòîãîíàëüíû (ïðè i > 2).

Òåîðåìà 14. Åñëè q = pr, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, à r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà èç q − 1 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ïîðÿäêà q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, è {α1, . . . , αq−1} = F \ {0} � ìíîæåñòâî âñåõ
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èç q−1 îïåðàöèé íà F , çàäàííûõ ôîðìóëàìè
x ∗i y = αix + y, i = 1, . . . , q − 1. Ïîñêîëüêó αi � îáðàòèìûé ýëåìåíò ïîëÿ F , êàæäàÿ îïåðàöèÿ
îïðåäåëÿåò êâàçèãðóïïó (a ∗i x = b ⇔ x = b − αia, y ∗i a = b ⇔ y = α−1i (b − a)). Äàëåå, ñèñòåìà
óðàâíåíèé x∗i y = a, x∗j y = b ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé αix+y = a, αjx+y = b.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû

∣∣∣∣αi 1
αj 1

∣∣∣∣ = αi−αj 6= 0 ïðè i 6= j, çíà÷èò, ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ëàòèíñêèå êâàäðàòû îðòîãîíàëüíû.

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî q âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî n(2, q) 6 q + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà çàíóìåðóåì ýëåìåíòû àëôàâèòà Ω ÷èñëàìè 1, 2, . . . , q. Äîïóñòèì,
÷òî C åñòü ÌÄÐ-êîä ðàçìåðíîñòè 2, äëèíà êîòîðîãî n áîëüøå ÷åì q + 1. Êàê ìû óæå âèäåëè, â
ïåðâûõ äâóõ ïîçèöèÿõ ñëîâ êîäà C âñòðå÷àþòñÿ ëþáûå ïàðû (i, j) ÷èñåë îò 1 äî q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
a(1), . . . , a(q) ñëîâà êîäà C, íà÷èíàþùèåñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ñèìâîëîâ (1, 1), . . . , (1, q). Çàìåòèì,
÷òî â ïîçèöèÿõ 3, . . . , n ñëîâà a(1), . . . , a(q) ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå ñèìâîëû (èíà÷å ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè áûëî áû ìåíüøå n−1), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî i > 2 è ëþáîãî ÷èñëà k íàéä¼òñÿ ñëîâî aj,
j = j(i, k), ñîäåðæàùåå â ïîçèöèè i ñèìâîë k. Ïóñòü òåïåðü b � ñëîâî, íà÷èíàþùååñÿ ñ ïàðû (2, 1).
Òîãäà ñëîâî b ñîäåðæèò îáùèé ñèìâîë ñî ñëîâîì a(1) â ïîçèöèè 2 è ïîýòîìó íå ìîæåò ñîäåðæàòü â
ïîçèöèÿõ 3, . . . , n îáùåãî ñèìâîëà ñî ñëîâîì a(1). Ìåíÿÿ, åñëè íàäî, íóìåðàöèþ ñëîâ a(1), . . . , a(q),
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî b èìååò îáùèé ñèìâîë ñî ñëîâîì a(2) â ïîçèöèè 3, (è íå èìååò áîëüøå
îáùèõ ñèìâîëîâ ñ ýòèì ñëîâîì). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ïîçèöèè q+2 âñå ñèìâîëû îêàæóòñÿ �çàíÿòûìè�,
ò.å. ñëîâà b ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè íå ñóùåñòâóåò. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè q = pr, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è r ∈ N, n(2, q) = q + 1.
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