
ÃÐÓÏÏÛ È ÈÕ ÎÁÎÁÙÅÍÈß: ÏÎËÓÃÐÓÏÏÛ È
ÊÂÀÇÈÃÐÓÏÏÛ

Îïðåäåëåíèå ãðóïïû
Ãðóïïîé (G, ∗) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G ñ îïðåäåëåííîé íà íåì áè-

íàðíîé îïåðàöèåé ∗, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì òðåì àêñèîìàì:

1. ∀a, b, c ∈ G, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) (àññîöèàòèâíîñòü)

2. ∃e ∈ G : ∀a ∈ G, a ∗ e = e ∗ a = a (ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû)

3. ∀a ∈ G, ∃ x ∈ G : a ∗ x = x ∗ a = e (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî

ýëåìåíòà x = a−1)

Ïîëóãðóïïû, êâàçèãðóïïû, ìîíîèäû è ëóïû
Ïîëóãðóïïîé (G, ∗) íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ îïðåäåëåííîé

íà íåì áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗, óäîâëåòâîðÿþùåé àêñèîìå àññîöèàòèâíî-
ñòè:

∀a, b, c ∈ G, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

Êâàçèãðóïïîé (G, ∗) íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ îïðåäåëåí-
íîé íà íåì áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì äâóì
àêñèîìàì:

1. ∀a, b ∈ G, ∃!x ∈ G : a ∗ x = b (ëåâîå äåëåíèå)

2. ∀a, b ∈ G, ∃!y ∈ G : y ∗ a = b (ïðàâîå äåëåíèå)

Ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ìîíîèäîì.

Êâàçèãðóïïà ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ëóïîé
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Ïîëóãðóïïà è êâàçèãðóïïà=ãðóïïà.
Î÷åâèäíî: ëþáàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ è ìîíîèäîì, è ëóïîé (â ãðóïïå

a ∗ x = b⇔ x = a−1 ∗ b è y ∗ a = b⇔ y = b ∗ a−1).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ îïðåäåëåííîé íà íåì áè-
íàðíîé îïåðàöèåé ∗. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. (G, ∗) � ãðóïïà;

2. (G, ∗) � ìîíîèä è ëóïà;

3. (G, ∗) � ìîíîèä è êâàçèãðóïïà;

4. (G, ∗) � ïîëóãðóïïà è ëóïà;

5. (G, ∗) � ïîëóãðóïïà è êâàçèãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïóñòü (G, ∗) � ïîëóãðóïïà è êâàçèãðóïïà. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå

åäèíèöû. Çàôèêñèðóåì g ∈ G è íàéäåì ýëåìåíò e ∈ G, òàêîé, ÷òî e∗g = g.
Òîãäà (g ∗ e) ∗ g = g ∗ (e ∗ g) = g ∗ g, è èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ y ∗ g = g ∗ g ïîëó÷àåì g ∗ e = g. Òåïåðü äëÿ ëþáîãî a ∈ G
èìååì (a ∗ e) ∗ g = a ∗ (e ∗ g) = a ∗ g, è èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ y ∗ g = a ∗ g ïîëó÷àåì g ∗ e = g. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
e ∗ a = a, ò.å. e � åäèíèöà. Ïóñòü òåïåðü x ∗ a = e è a ∗ y = e. Òîãäà

x = x ∗ e = x ∗ (a ∗ y) = (x ∗ a) ∗ y = e ∗ y = y,

ò.å. x = y = a−1. 2

Èëëþñòðàöèÿ
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Ëàòèíñêèå êâàäðàòû
Êâàäðàòîì íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì M èç n ýëåìåíòîâ íàçîâåì

ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó L ðàçìåðà n × n ñ ýëåìåíòàìè èç M . Ñòðîêè è
ñòîëáöû ìàòðèöû L ìû áóäåì íóìåðîâàòü ýëåìåíòàìè èçM è îáîçíà÷àòü
÷åðåç L[x, y] ýëåìåíò èç ñòðîêè x è ñòîëáöà y ìàòðèöû L. Ëàòèíñêèì
êâàäðàòîì íàçûâàåòñÿ êâàäðàò íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîìM , â êàæäîì
ñòîëáöå è êàæäîé ñòðîêå êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ âñå ýëåìåíòû èçM . Ëþáîé

êâàäðàò L íàä M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òàáëèöó áèíàðíîé îïåðàöèè
∗ íà M , ñ÷èòàÿ, ÷òî L[x, y] = x ∗ y.

Êâàäðàò L ÿâëÿåòñÿ ëàòèíñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (M, ∗) �
êâàçèãðóïïà, ò.å.

∀ a, b ∈M ∃! x, y ∈M : a ∗ x = b & y ∗ a = b.

Ïðèìåð
Ëàòèíñêèé êâàäðàò

0 1 2 3 4
2 3 4 0 1
4 0 1 2 3
1 2 3 4 0
3 4 0 1 2

åñòü òàáëèöà îïåðàöèè x ∗ y = 2x+ y â àáåëåâîé ãðóïïå Z5.

Âïåðâûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû (4-ãî ïîðÿäêà) áûëè îïóáëèêîâàíû â
êíèãå ¾Øàìñ àëü Ìààðèô¿ (¾Êíèãà î Ñîëíöå Ãíîçèñà¿), íàïèñàííîé
Àõìàäîì àëü-Áóíè â Åãèïòå ïðèáëèçèòåëüíî â 1200 ãîäó.

Çàäà÷à î 36 îôèöåðàõ

Ë. Ýéëåð (1707 � 1783) ñôîðìóëèðîâàë ñëå-
äóþùóþ çàäà÷ó (Euler L. Recherches sur
une nouvelle esp�ece de quarr�es magiques. �
Middelburg, 1782):

�Ýòîò âîïðîñ êàñàåòñÿ ñîâîêóïíîñòè 36 îôèöåðîâ øåñòè ðàçíûõ çâàíèé,
âçÿòûõ èç øåñòè ðàçíûõ ïîëêîâ, êîòîðûõ âûñòðàèâàþò â êàðå òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû â êàæäîì ðÿäó, êàê ïî ãîðèçîíòàëè, òàê è ïî âåðòèêàëè,
íàõîäèëîñü øåñòü îôèöåðîâ ðàçëè÷íûõ çâàíèé è èç ðàçíûõ ïîëêîâ. Îä-
íàêî ïîñëå âñåõ òðóäîâ, çàòðà÷åííûõ íà ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ÿ âûíóæ-
äåí áûë ïðèçíàòü, ÷òî òàêîå ðàçìåùåíèå àáñîëþòíî íåâîçìîæíî, õîòÿ è
íå óäàëîñü äàòü ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîìó.�
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Çàäà÷à î 9 îôèöåðàõ (ãðåêî-ëàòèíñêèé êâàäðàò)
Ïóñòü a, b, c îáîçíà÷àþò ïîëêè � óëàíñêèé, äðàãóíñêèé, ãóñàðñêèé,

α, β, γ îáîçíà÷àþò çâàíèÿ � êîðíåò, øòàáñ-ðîòìèñòð, ðîòìèñòð. Ïàðà aα
îáîçíà÷àåò óëàíà-êîðíåòà è ò.ä., äî ïàðû cγ, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò ãóñàðà-
ðîòìèñòðà.

Ðåøåíèå
aα bγ cβ
bβ cα aγ
cγ aβ bα

a b c
b c a
c a b

α γ β
β α γ
γ β α

Îðòîãîíàëüíûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû
Êâàäðàòû L è L′ íàä ìíîæåñòâîì M íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè,

åñëè îòîáðàæåíèå (x, y) 7→ (L[x, y], L′[x, y]) áèåêòèâíî íà M ×M . Èíûìè
ñëîâàìè, ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ èç M åäèíñòâåííûé ðàç âñòðå÷àåòñÿ â
îäèíàêîâî ðàñïîëîæåííûõ êëåòêàõ ýòèõ êâàäðàòîâ.

Â òåðìèíàõ îïåðàöèé: êâàäðàòû L è L′, çàäàííûå, ñîîòâåòñòâåííî,
îïåðàöèÿìè ∗ è ◦ íà ìíîæåñòâå M , îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

∀ a, b ∈M ∃! x, y ∈M : x ∗ y = a & x ◦ y = b.

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå
0 2 4 1 3
1 3 0 2 4
2 4 1 3 0
3 0 2 4 1
4 1 3 0 2

0 1 2 3 4
2 3 4 0 1
4 0 1 2 3
1 2 3 4 0
3 4 0 1 2

00 21 42 13 34
12 33 04 20 41
24 40 11 32 03
31 02 23 44 10
43 14 30 01 22
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Ãèïîòåçà Ýéëåðà
Ë.Ýéëåð äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ïàð îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàä-

ðàòîâ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà è ëþáîãî �÷¼òíî-÷¼òíîãî� (ò.å. êðàòíî-
ãî 4) ïîðÿäêà (ìû äàäèì àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êâàäðàòîâ
íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóþùåå ãðóïïû).

Îí òàêæå ïðåäïîëîæèë, ÷òî îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ
�÷¼òíî-íå÷¼òíîãî� ïîðÿäêà (ò.å. ïîðÿäêà âèäà n = 4k + 2, k = 0, 1, 2, . . .)
íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ n = 2 ýòî î÷åâèäíî.

Äëÿ n = 6 ýòî äîêàçàíî òîëüêî ñïóñòÿ 100 ñ ëèøíèì ëåò Ã.Òàððè
(1900).

Îäíàêî óæå ïðè n = 10 ïàðû îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ
ïîðÿäêà n ñóùåñòâóþò (R. C. Bose, S. S. Shrikhande and E. T. Parker, 1960,
äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ êîìïüþòåð). Ñïîñîá �ðó÷íîãî� ïîñòðîåíèÿ
òàêèõ ïàð ïðåäëîæèë ×æó Ëå (1982).

Êâàäðàòû, ïîñòðîåííûå ìåòîäîì ×æó Ëå
0 2 4 6 9 8 7 5 3 1
7 3 5 0 2 9 8 1 6 4
8 7 6 1 3 5 9 4 2 0
9 8 7 2 4 6 1 0 5 3
4 9 8 7 5 0 2 3 1 6
5 0 9 8 7 1 3 6 4 2
6 1 3 9 8 7 4 2 0 5
1 4 0 3 6 2 5 7 8 9
2 5 1 4 0 3 6 8 9 7
3 6 2 5 1 4 0 9 7 8

0 7 8 9 4 5 6 1 2 3
2 3 7 8 9 0 1 4 5 6
4 5 6 7 8 9 3 0 1 2
6 0 1 2 7 8 9 3 4 5
9 2 3 4 5 7 8 6 0 1
8 9 5 6 0 1 7 2 3 4
7 8 9 1 2 3 4 5 6 0
5 1 4 0 3 6 2 7 8 9
3 6 2 5 1 4 0 9 7 8
1 4 0 3 6 2 5 8 9 7

Ïîñòðîåíèå îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ íå÷¼òíîãî ïî-
ðÿäêà

Ïóñòü n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, n > 1. Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = Zn = Z/nZ
ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ. Îäèí ëàòèíñêèé êâàäðàò îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèè â ýòîé ãðóïïå.

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå G íîâóþ îïåðàöèþ: x ∗ y = 2x + y, âòîðîé
êâàäðàò îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ýòîé îïåðàöèè.
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Ïðèìåð (n = 5)

0 1 2 3 4
1 2 3 4 0
2 3 4 0 1
3 4 0 1 2
4 0 1 2 3

0 1 2 3 4
2 3 4 0 1
4 0 1 2 3
1 2 3 4 0
3 4 0 1 2

Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé êâàäðàò � ëàòèíñêèé, è ÷òî îí îðòîãîíàëåí ïåð-
âîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïîêàæåì, ÷òî (G, ∗) � êâàçèãðóïïà. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå

è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ a ∗ x = b î÷åâèäíà: a ∗ x = b ⇔
2a+ x = b⇔ x = b− 2a.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y ∗ a = b ïðîâå-
ðÿåòñÿ òàê: y ∗ a = b ⇔ 2y + a = b ⇔ 2y = b − a. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà
â ãðóïïå (G,+) íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå
x 7→ 2x � áèåêöèÿ. Çíà÷èò, ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå y, ïðèìåíÿÿ îá-
ðàòíîå îòîáðàæåíèå ê ýëåìåíòó b− a.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî äàííûå êâàäðàòû îðòîãîíàëüíû. Äëÿ ýòî-
ãî îáû÷íûì îáðàçîì äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x+ y=a
2x+ y=b

. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ y = a−x, èç âòîðîãî 2x+a−x = b⇔

x = b− a, îòêóäà y = 2a− b.

Ïðèìåíåíèå ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ê ïëàíèðîâàíèþ ýêñïåðèìåí-
òîâ

À. Å. Ìàëûõ, Â. È. Äàíèëîâà (2010),
http://vestnik.psu.ru/�les/articles/199_38700.p

Ðîíàëüä Ôèøåð, ïðîâîäèâøèé ñ 1919 ã. ñåðèþ ðàáîò íà Ðî÷åìñòåä-
ñêîé àãðîáèîëîãè÷åñêîé ñòàíöèè â Àíãëèè, â 30-å ãã. ïðèìåíèë ëàòèíñêèå
êâàäðàòû â ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ ó÷åòà ðàçëè÷èé â
ïëîäîðîäèè ïî÷â.

Íàïðèìåð: íóæíî ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò ïî ñðàâíåíèþ óðîæàéíîñòè
n ñîðòîâ ïøåíèöû. Äëÿ ýòîãî îòâåäåí ó÷àñòîê çåìëè, íî íåò óâåðåííîñòè
â òîì, ÷òî ïëîäîðîäèå ïî÷âû íà íåì îäíîðîäíî. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îøèáêè
ïîëå ðàçáèâàþò íà n2 îäèíàêîâûõ ó÷àñòêîâ è çàñåâàþò ñîðòà ïøåíèöû,
çàíóìåðîâàííûå ÷èñëàìè îò 1 äî n, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàóãàä âûáðàííûì
ëàòèíñêèì êâàäðàòîì ïîðÿäêà n. Òàêîå ðàñïîëîæåíèå óñòðàíèò âëèÿíèå
íà óðîæàéíîñòü íåîäíîðîäíîñòè ïëîäîðîäèÿ ïî÷âû.

6



Èñïîëüçîâàíèå ìíîæåñòâ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðà-
òîâ äàåò âîçìîæíîñòü óâåëè÷èòü ÷èñëî ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, ïðîâîäèòñÿ
ýêñïåðèìåíò ïî ïðîâåðêå äåéñòâèÿ n âèäîâ óäîáðåíèé íà n ñîðòîâ ïøåíè-
öû. Âûðàùèâàÿ ïøåíèöó ðàçëè÷íûõ ñîðòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëàòèíñêèì
êâàäðàòîì A è ðàñïðåäåëÿÿ óäîáðåíèÿ, èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíûé êâàä-
ðàòó A ëàòèíñêèé êâàäðàò B, ïîëó÷àþò ñõåìó ýêñïåðèìåíòà, äàþùóþ
âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü âëèÿíèå êàæäîãî ôàêòîðà (ñîðò ïøåíèöû è âèä
óäîáðåíèÿ), ò.å. ïðîâåñòè ôàêòîðíûé àíàëèç.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êâàçèãðóïï è òåîðåìà Ìàê Íåéøà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü (G, ∗) è (H, ◦) � äâå êâàçèãðóïïû. Îïðåäåëèì
íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè G×H îïåðàöèþ

(g1, h1)(g2, h2) = (g1 ∗ g2, h1 ◦ h2).

Ïîëó÷åííàÿ êâàçèãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êâàçèãðóïï
G è H.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï, ïîëó-
ãðóïï è ò.ä.

Òåîðåìà 2 (MacNeish 1922). Åñëè êâàçèãðóïïû G1, G2 îïðåäåëÿþò îð-
òîãîíàëüíûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû ïîðÿäêà n, à H1, H2 � ïîðÿäêà m, òî
G1×H1, G2×H2 îïðåäåëÿþò îðòîãîíàëüíûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû ïîðÿäêà
mn.

Ñàìîîðòîãîíàëüíûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû

Îïðåäåëåíèå 2. Ëàòèíñêèé êâàäðàò L íàçûâàåòñÿ ñàìîîðòîãîíàëü-

íûì, åñëè òðàíñïîíèðîâàííûé ê L ëàòèíñêèé êâàäðàò îðòîãîíàëåí ê
L.

Òåîðåìà 3 (Brayton, Coppersmith, Ho�man 1974). Äëÿ ëþáîãî n 6= 2, 3, 6
ñóùåñòâóåò ñàìîîðòîãîíàëüíûé ëàòèíñêèé êâàäðàò ïîðÿäêà n.

Ìîòèâèðîâêà: ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèÿ ñìåøàííîãî òóðíèðà ïî òåí-
íèñó äëÿ n ñóïðóæåñêèõ ïàð òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû:

• êàæäûé äæåíòëüìåí ñûãðàë ïî îäíîìó ðàçó ïðîòèâ êàæäîãî
äæåíòëüìåíà;

• êàæäàÿ äàìà ñûãðàëà ïî îäíîìó ðàçó ïðîòèâ êàæäîé äàìû;

7



• êàæäûé äæåíòëüìåí ñûãðàë ïî îäíîìó ðàçó ïðîòèâ êàæäîé äàìû,
êðîìå ñâîåé æåíû;

• êàæäûé äæåíòëüìåí ñûãðàë ïî îäíîìó ðàçó â ïàðå ñ êàæäîé äàìîé,
êðîìå ñâîåé æåíû.

Ïðèìåð ðàñïèñàíèÿ òóðíèðà
Ó÷àñòíèêè
Mr&Mrs Brown
Mr&Mrs Fox
Mr&Mrs Jones
Mr&Mrs Smith

0 3 1 2
2 1 3 0
3 0 2 1
1 2 0 3

0 2 3 1
3 1 0 2
1 3 2 0
2 0 1 3

00 32 13 21
23 11 30 02
31 03 22 10
12 20 01 33

Mr Brown, Mrs Smith � Mr Fox, Mrs Jones
Mr Brown, Mrs Fox � Mr Jones, Mrs Smith
Mr Brown, Mrs Jones � Mr Smith, Mrs Fox
Mr Fox, Mrs Smith � Mr Jones, Mrs Brown
Mr Fox, Mrs Brown � Mr Smith, Mrs Jones
Mr Jones, Mrs Fox � Mr Smith, Mrs Brown

Ðåêóðñèâíî äèôôåðåíöèðóåìûå êâàçèãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 3. Êâàçèãðóïïà (L, ·) íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî äèôôåðåí-

öèðóåìîé, åñëè îïåðàöèÿ x ∗ y = y · (x · y) çàäàåò íà L ñòðóêòóðó êâàçèã-
ðóïïû (è òîãäà ýòà êâàçèãðóïïà àâòîìàòè÷åñêè îðòîãîíàëüíà L).

Òåîðåìà 4 (Êîóñåëî, Ãîíñàëåñ, Ìàðêîâ, Íå÷àåâ 1998). Äëÿ ëþáîãî
n 6= 2, 6, 14?, 18?, 26?, 42? ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êâà-
çèãðóïïà ïîðÿäêà n.

Òåîðåìà 5 (Ìàðêîâ, Íå÷àåâ, Ñêàæåíèê, Òâåðèòèíîâ 2008). Ñóùåñòâóåò
ðåêóðñèâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êâàçèãðóïïà ïîðÿäêà 42.
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