
Ëåêöèÿ 11.

Ïåðèîäû ìíîãî÷ëåíîâ è ËÐÏ íàä ïîëåì.

Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà íåïðèâîäèìîãî

ìíîãî÷ëåíà. Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà

ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì ïî

åãî êàíîíè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ.

Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ

ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä êîíå÷íûì

ïîëåì.
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Íàïîìèíàíèå: Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ËÐÏ). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ËÐÏ.

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u ∈ R∞ íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (èëè ñîêðàù¼ííî

ËÐÏ ) ïîðÿäêà m > 0 íàä R, åñëè ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû

β0, . . . , βm−1 ∈ R òàêèå, ÷òî

u(i +m) = βm−1u(i +m− 1) + . . .+β1u(i + 1) +β0u(i) ∀i ∈ Z+. (11.1)
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Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ËÐÏ).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ.

Îïðåäåëåíèå

Ñîîòíîøåíèå (11.1) íàçûâàþò çàêîíîì ðåêóðñèè ËÐÏ u, ìíîãî÷ëåí

F (x) = xm − βm−1xm−1 − . . .− β1x − β0 ∈ R[x ] � å¼

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì , à âåêòîð

u(0,m − 1) = (u(0), . . . , u(m − 1)) ∈ Rm � íà÷àëüíûì âåêòîðîì ËÐÏ

u. Ïî îïðåäåëåíèþ òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(0) �ËÐÏ ïîðÿäêà 0 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì F (x) = 1, è
(0) � åäèíñòâåííàÿ ËÐÏ ïîðÿäêà 0.
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Íàïîìèíàíèå:Ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä
êîëüöîì êàê ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî R[x ]-ìîäóëü LR(F ) ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì, ò.å. äëÿ åãî çàäàíèÿ äîñòàòî÷íî îäíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà

Ïóñòü F (x) = xm − βm−1xm−1 − . . .− β1x − β0 ∈ R[x ], m > 0. ×åðåç
eF ∈ LR(F ) îáîçíà÷èì ËÐÏ ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì em = (0, . . . , 0, 1).
Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ∈ LR(F ) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí Φ(x) ∈ R[x ] ñòåïåíè deg Φ(x) < m òàêîé, ÷òî

u = Φ(x) · eF , èìåþùèé âèä

Φ(x) = u(0)xm−1 +
m−1∑
k=1

(u(k)− βm−1u(k − 1)− . . .

. . .− βm−ku(0))xm−1−k . (11.2)
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Íàïîìèíàíèå: Èìïóëüñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ãåíåðàòîð ËÐÏ.

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü eF ∈ LR(F ) íàçûâàåòñÿ
èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ . Ìíîãî÷ëåí Φ(X ), îïðåäåë¼ííûé

ðàâåíñòâîì (11.2), íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ËÐÏ u

îòíîñèòåëüíî å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (x).
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Íàïîìèíàíèå: Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ.

Îïðåäåëåíèå

Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ u íàçûâàåòñÿ å¼

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé íàèìåíüøóþ ñòåïåíü.

Ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ËÐÏ u.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ðàíã u îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî,

ïîýòîìó êîððåêòíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå rk u. Â òî æå âðåìÿ,

ËÐÏ íàä êîëüöîì ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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Íàïîìèíàíèå: Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ íàä ïîëåì
è åãî ñâîéñòâà. Àííóëÿòîð ËÐÏ.

Îïðåäåëåíèå

Àííóëÿòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ∈ R∞ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ann(u) = {H(x) ∈ R[x ] : H(x) · u = 0} .

Çàìåòèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà àííóëÿòîðà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

Ïðåäëîæåíèå

1. ann(u) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà R[x ];
2. u ∈ R∞ ÿâëÿåòñÿ ËÐÏ íàä R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ann(u)
ñîäåðæèò óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí;

3. Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ u ÿâëÿåòñÿ ëþáîé óíèòàðíûé

ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè èç ann(u).
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Íàïîìèíàíèå: Åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëüíîãî
ìíîãî÷ëåíà ËÐÏ íàä ïîëåì.

Òåîðåìà

Ëþáàÿ ËÐÏ u íàä ïîëåì F èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí Mu(x) ∈ F[x ]. Êðîìå òîãî, îí óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ann(u) = F[x ]Mu(x),

ò.å. ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì èäåàëà ann(u), è ñîîòâåòñòâåííî,

äåëèò âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ËÐÏ u.
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Íàïîìèíàíèå: Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
ËÐÏ.

Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà F (x) ∈ R[x ] ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî ann(eF ) = R[x ]F (x).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà ËÐÏ íàä ïîëåì.

Òåîðåìà

Ïóñòü u � ËÐÏ íàä ïîëåì F ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì F (x)
è ãåíåðàòîðîì Φ(x). Òîãäà

1. Mu(x) =
F (x)

(F (x),Φ(x))
;

2. åñëè v = H(x) · u äëÿ íåêîòîðîãî H(x) ∈ F[x ], òî

Mv (x) =
Mu(x)

(H(x),Mu(x))
.
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Íàïîìèíàíèå: Ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u ∈ Ω∞ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé , åñëè

ñóùåñòâóþò èíäåêñû λ ∈ Z+, t ∈ N òàêèå, ÷òî

u(i + t) = u(i) ∀i > λ. (11.3)
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Íàïîìèíàíèå: Ñâÿçü ñ ËÐÏ.

Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0.
Çàìåòèì î÷åâèäíóþ ñâÿçü ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ËÐÏ

íàä êîëüöîì:

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü u ∈ R∞. Òîãäà
1. óñëîâèå (11.3) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

xλ(x t − 1) · u = (0); (11.4)

2. åñëè u � ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî u ÿâëÿåòñÿ ËÐÏ íàä êîëüöîì R.
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Íàïîìèíàíèå: Îáùèå ñâîéñòâà è ïàðàìåòðû
ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü u ∈ Ω∞ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî

äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò íå îäèí íàáîð ïàðàìåòðîâ (λ, t), äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (11.3). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü âñå òàêèå

ïàðàìåòðû, îòäåëüíî âûäåëèì íàèìåíüøèå èç íèõ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå

Ïåðèîäîì T (u) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî

t ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò λ ∈ Z+ òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (11.3), ïðè ýòîì

äëèíîé ïîäõîäà Λ(u) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå

÷èñëî λ ∈ Z+, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

u(i + T (u)) = u(i) ∀i > λ. (11.5)
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Íàïîìèíàíèå: Îáùèå ñâîéñòâà è ïàðàìåòðû
ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà

Ïóñòü u ∈ Ω∞ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. ×èñëà λ ∈ Z+,

t ∈ N óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (11.3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

λ > Λ(u), T (u)|t.
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Íàïîìèíàíèå: Îáùèå ñâîéñòâà è ïàðàìåòðû
ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü u, v ∈ R∞ � ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàä êîëüöîì

R. Òîãäà
1. ñóììà ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé w = u + w òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è

Λ(w) 6 max{Λ(u),Λ(v)}, T (w)|[T (u),T (v)]; (11.6)

2. åñëè Λ(u) 6= Λ(v), òî

Λ(w) = max{Λ(u),Λ(v)}; (11.7)
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Îáùèå ñâîéñòâà è ïàðàìåòðû ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå

3. åñëè (T (u),T (v)) = 1, òî

T (w) = [T (u),T (v)]; (11.8)

4. åñëè u è v � ËÐÏ, îáëàäàþùèå âçàèìíî ïðîñòûìè

õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, òî òàêæå âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(11.7) è (11.8).
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Íàïîìèíàíèå: Ñïåöèàëüíûå êëàññû ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå

Ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ

÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé , èëè ðåâåðñèâíîé , åñëè Λ(u) = 0.

Îïðåäåëåíèå

Ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ

âûðîæäàþùåéñÿ , åñëè u = (u(0), . . . , u(λ− 1), 0, . . . , 0, . . .) äëÿ
íåêîòîðîãî λ ∈ N.
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Ñïåöèàëüíûå êëàññû ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå

1. u ∈ R∞ � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà u ∈ LR(x t − 1) äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ N.
2. u ∈ R∞ � âûðîæäàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà u ∈ LR(xλ) äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ Z+.

3. Îäíîâðåìåííî ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé è âûðîæäàþùåéñÿ ÿâëÿåòñÿ

òîëüêî íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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Ñïåöèàëüíûå êëàññû ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà

Ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u íàä êîëüöîì R
îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû u = u0 + u1, ãäå u0 �
âûðîæäàþùàÿñÿ, u1 � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè

ýòîì

Λ(u) = Λ(u0), T (u) = T (u1). (11.9)
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Íàïîìèíàíèå: Ïåðèîäè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.
Ïåðèîäè÷íîñòü ËÐÏ íàä êîíå÷íûì êîëüöîì.

Ïóñòü äàëåå R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ R[x ] íàçîâ¼ì ïåðèîäè÷åñêèì , åñëè ñóùåñòâóþò

èíäåêñû λ ∈ Z+, t ∈ N òàêèå, ÷òî

F (x)|xλ(x t − 1). (11.10)

Ïåðèîäîì T (F ) ìíîãî÷ëåíà F (x) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî

t ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò λ ∈ Z+ òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (11.10), ïðè ýòîì äëèíîé ïîäõîäà Λ(F ) ìíîãî÷ëåíà F (x)
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî λ ∈ Z+, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî F (x)|xλ(xT (F ) − 1). Óíèòàðíûé ïåðèîäè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

F (x) ñî ñâîéñòâîì Λ(F ) = 0 íàçîâ¼ì ðåâåðñèâíûì .
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Íàïîìèíàíèå: Ïåðèîäè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîêàæåì ñâÿçü ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïðåäëîæåíèå

1. Óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ R[x ] ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðèîäè÷íà ËÐÏ eF ∈ LR(F ).
2. Åñëè F (x) ∈ R[x ] � ïåðèîäè÷åñêèé, òî Λ(F ) = Λ(eF ),
T (F ) = T (eF ).
3. Åñëè F (x) ∈ R[x ] � ïåðèîäè÷åñêèé, òî ëþáàÿ ËÐÏ u ∈ LR(F ) åñòü
ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé Λ(u) 6 Λ(F ),
T (u)|T (F ).
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Íàïîìèíàíèå: Ïåðèîäè÷íîñòü ËÐÏ íàä êîíå÷íûì
êîëüöîì.

Òåîðåìà

Ïóñòü F (x) ∈ R[x ] � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m > 0 íàä

êîíå÷íûì êîëüöîì R. Òîãäà
1. F (x) � ïåðèîäè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ïðè÷¼ì åñëè |R|m > 2, òî

Λ(F ) + T (F ) 6 |R|m − 1;

2. F (x) � ðåâåðñèâíûé ìíîãî÷ëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F (0) ∈ R∗;
3. ïðîèçâîëüíàÿ ËÐÏ u ∈ LR(F ) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ïðè÷¼ì åñëè |R|m > 2, òî
Λ(u) + T (u) 6 |R|m − 1.
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Ïåðèîäû ìíîãî÷ëåíîâ è ËÐÏ íàä ïîëåì.

Ïóñòü F = GF (q), q = pn, p � ïðîñòîå.

Ïåðèîä è äëèíó ïîäõîäà ËÐÏ íàä ïîëåì ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç å¼

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí:

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü u � ËÐÏ íàä ïîëåì F. Òîãäà Λ(u) = Λ(Mu(x)),
T (u) = T (Mu(x)).

J Ñëåäóåò èç òåîðåìû î ìèíèìàëüíîì ìíîãî÷ëåíå ËÐÏ, ïîñêîëüêó

∀λ ∈ Z+, t ∈ N : xλ(x t − 1) · u = (0)⇔ Mu(x)|xλ(x t − 1).

I
Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, êàê âû÷èñëèòü ïåðèîä è äëèíó ïîäõîäà

ïðîèçâîëüíîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ

åãî íà íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè, è îïðåäåëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïàðàìåòðîâ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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Ïîëå ðàçëîæåíèÿ è êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå ðàçëîæåíèÿ E ìíîãî÷ëåíà F (x) ∈ F[x ] �
ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå F, â êîòîðîì F (x) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà

ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Çàìåòèì, ÷òî E êàê êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå

êîíå÷íîãî ïîëÿ ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì.

Òåîðåìà

Ïóñòü F = GF (q), q = pn, p � ïðîñòîå. Ïóñòü F (x) ∈ F[x ] �
íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m è K = F(α) � ïîëå, ïîðîæä¼ííîå

íåêîòîðûì (ïðîèçâîëüíûì) êîðíåì α ìíîãî÷ëåíà F (x). Òîãäà
1. K = E � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà F (x), ïðè÷¼ì F (x) èìååò â K
m ðàçëè÷íûõ êîðíåé

α, αq, . . . , αqm−1
;

2. F (x)|xqm − x .
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Ïîëå ðàçëîæåíèÿ è êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

J 1. Ïóñòü F (x) =
m∑
i=0

fix
i , fi ∈ F. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîîðåìû Ëàãðàíæà

èìååì f qi = fi äëÿ âñåõ i = 0, . . . ,m. Òîãäà äëÿ ëþáîãî s ∈ N èìååì

F (αqs ) =

=
m∑
i=0

fi · (αqs )i =
m∑
i=0

fi · (αi )q
s

=
m∑
i=0

(fiα
i )q

s
=

(
m∑
i=0

fiα
i

)qs

=

= (F (α))q
s

= 0.

Ïîýòîìó âñå ÷èñëà α, αq, . . . , αqm−1
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà

F (x).
Äîêàæåì, ÷òî îíè ðàçëè÷íû.
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Ïîëå ðàçëîæåíèÿ è êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: αqs = αqt äëÿ 0 6 s < t 6 m − 1. Òîãäà ïðè
r = t − s ïîëó÷àåì 0 = αqs+r − αqs = (αqr − α)q

s
. Çíà÷èò, αqr = α äëÿ

íåêîòîðîãî 0 < r < m.

Ýëåìåíòû ïîëÿ K èìåþò âèä β =
m−1∑
i=0

ciα
i , ci ∈ F. Ïîñêîëüêó cq

r

i = ci

äëÿ âñåõ i = 0, . . . ,m − 1, òî èç äîêàçàííîìó âûøå ïîëó÷àåì βq
r

= β.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå qm ýëåìåíòîâ ïîëÿ K ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè

ìíîãî÷ëåíà xq
r − x , ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó r < m. Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Èçâåñòíî, ÷òî |K| = qm è âñå ýëåìåíòû ïîëÿ K ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè

ìíîãî÷ëåíà G (x) = xq
m − x ∈ F[x ]. Çíà÷èò, F (x) è G (x) íå âçàèìíî

ïðîñòû íàä ïîëåì K, à òîãäà è íàä F. Ââèäó íåïðèâîäèìîñòè
ìíîãî÷ëåíà F (x) íàä ïîëåì F ïîëó÷àåì, ÷òî F (x)|G (x). I
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Ïîëå ðàçëîæåíèÿ è êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü F (x) ∈ F[x ] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, F (x) 6= x è

α, β � êîðíè ìíîãî÷ëåíà F (x) â åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ E. Òîãäà â
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå E∗
1. ordα = ordβ;
2. ordα|qm − 1;
3. ordα - qr − 1 äëÿ 0 < r < m.
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Ïîëå ðàçëîæåíèÿ è êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

J 1. Ïóñòü ordα = d . Òîãäà α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà xd − 1 ∈ F[x ].
Ñëåäîâàòåëüíî, (F (x), xd − 1) 6= 1, ïîýòîìó F (x)|xd − 1. Ïîñêîëüêó
F (β) = 0, òî ordβ 6 d = ordα. Àíàëîãè÷íî, ordα 6 ordβ.
2. Ñîãëàñíî ïóíêòó 2 ïðåäûäóùåé òåîðåìû F (x)|x(xq

m−1 − 1). Ââèäó
íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà F (x) è óñëîâèÿ F (x) 6= x ïîëó÷àåì, ÷òî

F (x)|xqm−1 − 1. Îòêóäà ordα|qm − 1.
3. Ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 1 ïðåäûäóùåé òåîðåìû.I
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ÍÎÊ ïîðÿäêîâ êîðíåé.

Îïðåäåëåíèå

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà F (x) ∈ F[x ] îïðåäåëèì ïàðàìåòð O(F ) êàê ÍÎÊ
ïîðÿäêîâ âñåõ íåíóëåâûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà F (x) â
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå åãî ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ íàä F; ïîëîæèì
O(F ) = 1 äëÿ F (x) = x l , l ∈ N.
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Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà

Ïóñòü F (x) ∈ F[x ] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m. Òîãäà
1. Λ(F ) = 0, ò.å. ëþáîé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì ÿâëÿåòñÿ

ðåâåðñèâíûì;

2. T (F ) = O(F );
3. T (F )|qm − 1, â ÷àñòíîñòè, (T (F ), p) = 1, è T (F ) - qk − 1 äëÿ

k ∈ {1, . . . ,m − 1}.
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Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà.

J 1. Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè F (x) íå äåëèòñÿ íà x , ò.å. F (0) 6= 0, è
ðåâåðñèâíîñòü ñëåäóåò èç ïóíêòà 2 òåîðåìû î ïåðèîäè÷íîñòè ËÐÏ.

2. Ïóñòü E � ïîëå ðàçëîæåíèÿ F (x) íàä F. Òîãäà ïîðÿäêè âñåõ êîðíåé

F (x) â E îäèíàêîâû, ïîýòîìó O(F ) = ordα äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîðíÿ

α ∈ E.
Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ F (x)|xT (F ) − 1, òî αT (F ) = 1, çíà÷èò
O(F ) = ordα|T (F ).
Îáðàòíî, ïîñêîëüêó αO(F ) = 1, òî (F (x), xO(F ) − 1) 6= 1. Èç
íåïðèâîäèìîñòè F (x) òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî F (x)|xO(F ) − 1, ò.å.
T (F )|O(F ). Ñëåäîâàòåëüíî, T (F ) = O(F ).
3. Ïîñêîëüêó α ∈ E∗, òî ordα||E∗| = qm − 1. Çíà÷èò, ïî ïóíêòó 2,

T (F )|qm − 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè T (F )|qk − 1 ïðè k < m, òî αqk = α,
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî α, αq, . . . , αqm−1

� ýòî âñå ðàçëè÷íûå êîðíè

ìíîãî÷ëåíà F (x). I
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Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà

Ïóñòü F (x) ∈ F[x ] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m.
Øàã 1. Íàõîäèì âñå äåëèòåëè ÷èñëà qm − 1, íå ÿâëÿþùèåñÿ
äåëèòåëÿìè ÷èñåë q − 1, . . . , qm−1 − 1 è äàëåå îñóùåñòâëÿåì ïî íèì

ïåðåáîð.

Øàã 2. Äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî íà Øàãå 1 ÷èñëà t ïðîâåðÿåì
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

x t ≡ 1( mod F (x)).

Øàã 3. Íàèìåíüøåå èç òàêèõ t, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå Øàãà

2, è åñòü ïåðèîä T (F ).
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Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä
ïîëåì ïî åãî êàíîíè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ.

Òåîðåìà

Ïóñòü F (x) ∈ F[x ] � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé êàíîíè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå

F (x) = x lG1(x)k1 · · ·Gs(x)ks

íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè. Ïîëîæèì

k = max{k1, . . . , ks}, c = dlogp ke,

ò.å. ÷èñëî c ∈ Z+ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ pc−1 < k 6 pc . Òîãäà

Λ(F ) = l , T (F ) = pcO(F ) = pc [T (G1), . . . ,T (Gs)].
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Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä
ïîëåì ïî åãî êàíîíè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ.

J Ïîëîæèì H(x) = G1(x)k1 · · ·Gs(x)ks . Ñîãëàñíî ïóíêòó 2 òåîðåìû î

ïåðîäè÷íîñòè ËÐÏ, ìíîãî÷ëåí H(x) ÿâëÿåòñÿ ðåâåðñèâíûì. Ïî

ñëåäñòâèþ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èìååì: Λ(F ) = Λ(x l) = l ,
T (F ) = T (H).
Ïóñòü äàëåå G (x) = G1(x) · · ·Gs(x). Î÷åâèäíî, ÷òî
O(F ) = O(G ) = [O(G1), . . . ,O(Gs)]. Èç òåîðåìû 11.28 ñëåäóåò, ÷òî

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî [O(G1), . . . ,O(Gs)] = [T (G1), . . . ,T (Gs)]. Â ñâîþ

î÷åðåäü, [T (G1), . . . ,T (Gs)] = T (G ) ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ äëÿ

ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî

T (H) = pcT (G ).
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Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä
ïîëåì ïî åãî êàíîíè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ.

Ïîñêîëüêó G (x)|xT (G) − 1, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ k è c
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H(x)|(xT (G) − 1)k è H(x)|(xT (G) − 1)p

c
. Íàä ïîëåì

õàðàêòåðèñòèêè p âåðíî ðàâåíñòâî (xT (G) − 1)p
c

= xT (G)pc − 1. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî T (H)|T (G )pc . Áîëåå òîãî, T (G )|T (H) (ïîñêîëüêó
G (x)|H(x)), ñëåäîâàòåëüíî, T (H) = T (G )pd äëÿ íåêîòîðîãî d 6 c .
Ïî ïóíêòó 3 òåîðåìû 11.28 èìååì (T (Gi ), p) = 1, i = 1, . . . , s. Çíà÷èò,
(T (G ), p) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí xT (G) − 1 âçàèìíî

ïðîñò ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé, ïîýòîìó íå èìååò êðàòíûõ ìíîæèòåëåé â

êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè íàä F. Òîãäà â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè

ìíîãî÷ëåíà xT (H) − 1 = (xT (G) − 1)p
d
êàæäûé íåïðèâîäèìûé

ìíîæèòåëü èìååò êðàòíîñòü pd . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, H(x)|xT (H) − 1,
ïîýòîìó ki 6 pd , i = 1, . . . , s, è çíà÷èò, k 6 pd . Ïî îïðåäåëåíèþ

ïàðàìåòðà c îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî c 6 d . Òàêèì îáðàçîì, d = c , è
T (H) = T (G )pc . I
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Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Ïóñòü u � ËÐÏ ðàíãà m íàä ïîëåì F. Ïî òåîðåìå î ïåðèîäè÷íîñòè

ËÐÏ ïðè óñëîâèè qm > 2 ïåðèîä è äëèíà ïîäõîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

u óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó Λ(u) + T (u) 6 qm − 1. Èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ýòà îöåíêà

ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, è áîëåå òîãî, ÷òîáû ïåðèîä áûë

íàèáîëüøèì, à èìåííî:

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u ∈ F∞ íàçûâàåòñÿ

ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä F , åñëè äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u åñòü ËÐÏ ðàíãà m è ïåðèîäà qm − 1.
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Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ qm > 2 ïðè ýòîì ËÐÏ u ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà

íàä F åñòü ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Λ(u) = 0),
ñîîòâåòñòâåííî, å¼ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ðåâåðñèâåí.

Çàìåòèì, ÷òî ËÐÏ u ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà qm − 1 íàä ïîëåì

F = GF (q) íå áóäåò ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä åãî ðàñøèðåíèåì

K = GF (qt), t > 1, ïîñêîëüêó T (u) 6= qtm − 1.
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Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä êîíå÷íûì

ïîëåì äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà

Ïóñòü u � ËÐÏ íàä ïîëåì F = GF (q) ñ ðåâåðñèâíûì ìèíèìàëüíûì

ìíîãî÷ëåíîì Mu(x) ñòåïåíè m, ïðè÷¼ì qm > 2. Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. u � ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä F;
2. ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ËÐÏ v ∈ LF(Mu) åñòü ñäâèã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u,
ò.å. v = xk · u äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z+;

3. ìíîãî÷ëåí Mu(x) íåïðèâîäèì íàä F, è åãî êîðåíü α â ïîëå

ðàçëîæåíèÿ E = GF (qm) íàä F åñòü ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ E;
4. T (Mu) = qm − 1.
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Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

J �1) ⇒ 2)� Òàê êàê T (u) = qm − 1, òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

u, x · u, . . . , xqm−1 · u ðàçëè÷íû è ïðèíàäëåæàò LF(Mu) \ {(0)}.
Ïîñêîëüêó ïî ïðåäëîæåíèþ î çàäàíèè ËÐÏ íà÷àëüíûì âåêòîðîì

|LF(Mu) \ {(0)} | = qm − 1, òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñ÷åðïûâàþò

ìíîæåñòâî LF(Mu) \ {(0)}.
�2) ⇒ 3)� Ïî óñëîâèþ òåîðåìû (Mu(x), x) = 1. Åñëè ëþáàÿ íåíóëåâàÿ

ËÐÏ v ∈ LF(Mu) èìååò âèä v = xk · u, òî ïî ïóíêòó 2 òåîðåìû î

ìèíèìàëüíîì ìíîãî÷ëåíå ïîëó÷àåì, ÷òî

Mv (x) =
Mu(x)

(Mu(x), xk)
= Mu(x).

Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ î ìèíèìàëüíîì ìíîãî÷ëåíå, ìíîãî÷ëåí

Mu(x) íåïðèâîäèì íàä F.

Ìàðêîâà Î.Â. Ëåêöèÿ 11 7 ìàÿ 2024ã. 38 / 43



Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Êàê ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 2 òåîðåìû 11.28,

T (Mu) = O(Mu) = ordα. Èç óñëîâèÿ, ÷òî

|
{
xk · u|k ∈ Z+

}
| = |LF(Mu) \ {(0)} | = qm − 1

ñëåäóåò, ÷òî T (u) = qm − 1. Èç ðàâåíñòâà T (Mu) = T (u) = qm − 1
ñëåäóåò, ÷òî α ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû (E∗, ·), ò.å.
ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ E.
�3) ⇒ 4)� Ïðè óñëîâèè 3, ordα = qm − 1 è O(Mu) = ordα, òîãäà
ñîãëàñíî ïóíêòó 2 òåîðåìû 11.28 èìååì T (Mu) = ordα = qm − 1.
�4) ⇒ 1)� î÷åâèäíî. I
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Ìíîãî÷ëåíû ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà.

Òåîðåìà 11.31 ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî

ïåðèîäà qm − 1 íàä ïîëåì F = GF (q) ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ

ðåâåðñèâíîãî ìíîãî÷ëåíà F (x) ∈ F[x ], óäîâëåòâîðÿþùåãî ïóíêòó 3

óêàçàííîé òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå

Ðåâåðñèâíûé ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ F[x ] íàçûâàåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà , èëè ïðèìèòèâíûì

ìíîãî÷ëåíîì, íàä ïîëåì F, åñëè îí èìååò ñòåïåíü m è ïåðèîä qm − 1.
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Ìíîãî÷ëåíû ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà.

Ïðåäëîæåíèå

×èñëî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà qm − 1 íàä

ïîëåì F = GF (q) ðàâíî
1

m
ϕ(qm − 1), ãäå ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

J Èç òåîðåìû 11.31 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ F[x ] ñòåïåíè m
ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà èìååò â ïîëå E = GF (qm) â òî÷íîñòè m
êîðíåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ E.
Äâà ðàçëè÷íûõ óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà íå ìîãóò èìåòü

îáùèé êîðåíü íàä E, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îíè èìåëè áû îáùèé

äåëèòåëü ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä E, à çíà÷èò, èõ ÍÎÄ íàä F áûë

áû ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó íåïðèâîäèìîñòè.

×èñëî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ âû÷èñëÿåòñÿ êàê ÷èñëî îáðàçóþùèõ

öèêëè÷åñêîé ãðóïïû (E∗, ·) � îíî ðàâíî ϕ(qm − 1). I
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Ìíîãî÷ëåíû ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äà¼ò êðèòåðèé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà:

Ïðåäëîæåíèå

Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ F[x ] ñòåïåíè m > 0 ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä ïîëåì F òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà F (x) 6= x , è äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ

d ÷èñëà qm − 1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

x
qm−1

d 6= 1( mod F (x)). (11.11)

J Òàê êàê F (x) íåïðèâîäèì íàä F = GF (q), òî ïî òåîðåìå 11.28

T (F )|qm − 1 è óñëîâèå, ÷òî T (F ) < qm − 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà qm − 1

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äåëèìîñòè T (F )|q
m − 1

d
, ò.å. íå âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (11.11). I
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ìàêñèìàëüíîãî
ïåðèîäà

Âûïîëíÿåòñÿ ïåðåáîð íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m c

ïðîâåðêîé ðàâåíñòâà T (F ) = qm − 1 ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (11.11).

Ñëåäñòâèå

Åñëè 2m − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî (ýòî òàê íàçûâàåìûå ïðîñòûå ÷èñëà

Ìåðñåííà), òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä GF (2) ñòåïåíè m
åñòü ìíîãî÷ëåí ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà.
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