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Ëåêöèÿ 1. Îñíîâíûå ïàðàìåòðû êîäîâ: ðàçìåðíîñòü, ðàñ-
ñòîÿíèå Õýììèíãà, èñïðàâëåíèå îøèáîê. Ëèíåéíûå êîäû.
Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà. ÌÄÐ-êîäû, èõ ñâîéñòâà. Ãðàíèöà Õýì-
ìèíãà (ãðàíèöà ñôåðè÷åñêîé óïàêîâêè). Ñîâåðøåííûå êî-
äû. Äâîè÷íûé êîä Õýììèíãà. Ãðàíèöà Ïëîòêèíà. Ýêâèäè-
ñòàíòíûå êîäû. Ñèìïëåêñíûé êîä.

Ïîä êîëüöîì â íàøåì êóðñå áóäåò ïîíèìàòüñÿ êîíå÷íîå àññîöèà-
òèâíîå, êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, ò.å. êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
(R,+, ·) ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (äëÿ óäîáñòâà èõ íàçûâàþò
ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì), óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì àêñèî-
ìàì:
1) (R,+) � àáåëåâà ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0 (àääèòèâíàÿ
ãðóïïà êîëüöà);
2) âûïîëíåíû òîæäåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè:

∀a, b, c ∈ R, a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc;

3) (R, ·) � ïîëóãðóïïà, ò.å. îïåðàöèÿ · àññîöèàòèâíà;
4) âR èìååòñÿ íåéòðàëüíûé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ýëåìåíò 1 (èëè
e, èëè 1R, êîãäà ïðèõîäèòñÿ ãîâîðèòü îäíîâðåìåííî î ðàçíûõ êîëü-
öàõ);
5) ∀a, b, c ∈ R, ab = ba, ò.å. îïåðàöèÿ · êîììóòàòèâíà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïðàâûì ìîäóëåì íàä êîëüöîì R, èëè ïðàâûì
R-ìîäóëåì, íàçûâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà (M,+) ñ îïðåäåë¼ííûìè íà
íåé îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà ýëåìåíòû êîëüöà R, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì

a(rs) = (ar)s, (a+ b)r = ar + br, a(r + s) = ar + as, a · 1 = a

äëÿ âñåõ a, b ∈M, r, s ∈ R.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâûé R-ìîäóëü.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïîäìîäóëü ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ M � ýòî åãî
ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 0 è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ, âçÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà è óìíîæåíèÿ íà ýëå-
ìåíòû êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà M1 ⊕ . . . ⊕ Mn R-
ìîäóëåé M1, . . . ,Mn � ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê (m1, . . . ,mn), ãäå mi ∈
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Mi ∀i ∈ {1, . . . , n}, ñ ïîêîìïîíåíòíûìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà
ýëåìåíòû êîëüöà R.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè M1 = . . . = Mn = M ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü R
ìîäóëü Mn ñòðîê äëèíû n.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Îòîáðàæåíèå f : M → N ïðàâûõ ìîäóëåé íàä
êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè

∀a, b ∈M, r ∈ R, f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ar) = f(a)r.

Ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ
áèåêòèâíûì îòáðàæåíèåì. Èçîìîðôèçì ìîäóëÿ â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ
àâòîìîðôçìîì.

1◦. Îñíîâíûå ïàðàìåòðû êîäîâ: ðàçìåðíîñòü, ðàññòîÿíèå
Õýììèíãà, èñïðàâëåíèå îøèáîê. Ëèíåéíûå êîäû.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |Ω| >
1, � àëôàâèò. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Ωn � äåêàðòîâà ñòå-
ïåíü ìíîæåñòâà Ω. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ωn áóäåì íàçûâàòü ñëîâàìè
äëèíû n â àëôàâèòå Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà ìåæäó ñëîâàìè a =
(a1, . . . , an) è b = (b1, . . . , bn) èç Ωn íàçîâ¼ì ÷èñëî

d(a,b) = |{i : 1 ≤ i ≤ n & ai 6= bi}|.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî (Ω, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå
è íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Õýììèíãà.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî C ïðî-
ñòðàíñòâà Ωn íàçûâàåòñÿ êîäîì äëèíû n íàä àëôàâèòîì Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ðàçìåðíîñòüþ (áîëåå òî÷íî, êîìáèíàòîðíîé
ðàçìåðíîñòüþ) êîäà C íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî dim(C) =
logq |C|, ãäå q = |Ω|.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ðàññòîÿíèåì (òî÷íåå, ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿ-
íèåì) êîäà C ïðè |C| > 1 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

d(C) = min{d(a,b) : a,b ∈ C & a 6= b},

ðàññòîÿíèå êîäà èç îäíîãî ñëîâà ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì 0.
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Åñëè êîä C íàä àëôàâèòîì ìîùíîñòè q èìååò äëèíó n, ðàçìåð-
íîñòü k è ðàññòîÿíèå d, ãîâîðÿò, ÷òî C åñòü [n, k, d]q-êîä. Íåêîòîðûå
èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîæåì îïóñêàòü, åñëè îíè íåèçâåñòíû èëè íåñó-
ùåñòâåííû.

Ïåðåäà÷ó èíôîðìàöèè ïî êàíàëó ñâÿçè ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

ñëîâî w
êàíàë ñâÿçè // ñëîâî w′ .

Åñëè w′ 6= w, ãîâîðÿò, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ ïðîèçîøëà îøèá-
êà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èñêàæåíèÿ ëþáûõ
äâóõ ñèìâîëîâ � ðàâíîâåðîÿòíûå íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Æåëàòåëü-
íî, ÷òîáû ïðè¼ìíèê ìîã îáíàðóæèâàòü è, ïî âîçìîæíîñòè, èñïðàâ-
ëÿòü ñëîâî w′, ïîëó÷àÿ èñõîäíîå ñëîâî w.

Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿþò ïðîöåññ êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ, êî-
òîðûé ìîæíî îïèñàòü òàê.

Ïóñòü M � èçâåñòíîå ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñëîâ (êàê ïðàâèëî,
M = Ωk äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k). Âûáèðàåòñÿ íåêî-
òîðîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå (êîäèðîâàíèå) ϕ : M → Ωn, ãäå
C = ϕ(M) � íåêîòîðûé èçâåñòíûé êîä. Äîïóñòèì, íàäî ïåðåäàòü
ñëîâî m. Âìåñòî íåãî ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäà¼òñÿ ñëîâî w = ϕ(m)
è ïîëó÷åííîå ñëîâî w′ ïðîâåðÿåòñÿ íà ïðèíàäëåæíîñòü êîäó C. Åñ-
ëè w′ ∈ C, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðåäàíî (îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîå) ñëîâî
ϕ−1(w′). Åñëè æå w′ /∈ C, âûáèðàåòñÿ áëèæàéøåå (â ñìûñëå Õýì-
ìèíãà) ê w′ ñëîâî w′′ ∈ C. Åñëè òàêîå ñëîâî îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî,
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåäàíî ñëîâî ϕ−1(w′′) (ïðèíöèï ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ). Åñëè æå íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò ñëîâà
w′ íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî ñëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êîäó C, òî ôèêñèðó-
åòñÿ îøèáêà, êîòîðóþ íåâîçìîæíî èñïðàâèòü.

Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü d � ðàññòîÿíèå Õýììèíãà êîäà C, 2r < d è
s < d. Òîãäà êîä C îáíàðóæèâàåò s îøèáîê è èñïðàâëÿåò r îøèáîê.

J Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè m ∈ M , d(w′, ϕ(m)) = s < d(C) è w′ ∈ C,
òî w′ = ϕ(m). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà a ∈ Ωn ñóùåñòâó-
åò íå áîëåå îäíîãî ñëîâà c ∈ C, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
d(a, c) ≤ r. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü c1, c2 ∈ C, d(a, c1) ≤ r è d(a, c2) ≤ r.
Òîãäà d(c1, c2) ≤ d(c1, a) + d(a, c2) ≤ 2r < d, îòêóäà c1 = c2. Ïîñêîëü-
êó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, d(w′, ϕ(m)) = r è ϕ(m) ∈ C, ïîëó÷àåì, ÷òî
w′′ = ϕ(m) è ϕ−1(w′′) = m. I
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Ïðèìåðû.
1. Ïîâòîðåíèå ñëîâà. Åñëè ëþáîå ñëîâî w = (w1, . . . , wk) êîäèðîâàòü
ñëîâîì (w|w) = (w1, . . . , wk, w1, . . . , wk), òî ïîëó÷àåòñÿ [2k, k, 2]-êîä.
Âèäíî, ÷òî îí îáíàðóæèâàåò îäíó îøèáêó è íè îäíîé íå èñïðàâëÿåò,
à îáú¼ì ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè óâåëè÷èâàåòñÿ âäâîå.
2. Êîä ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå Ω çàäàíà ãðóïïî-
âàÿ îïåðàöèÿ �+� (íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíàÿ). Òîãäà ñëîâî w =
(w1, . . . , wk) ìîæíî êîäèðîâàòü ñëîâîì (w1, . . . , wk,−(wk + . . .+w1)).
Òîãäà ïîëó÷èòñÿ [k + 1, k, 2]-êîä, íî ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè
(ò.å. îòíîøåíèå k/n) ó êîäà ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü âûøå, ÷åì ó êîäà
óäâîåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü M � êîíå÷íûé ïðàâûé èëè ëåâûé ìî-
äóëü íàä êîëüöîìR, |M | ≥ 2. Ëèíåéíûì êîäîì äëèíû n íàä ìîäóëåì
M íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ïîäìîäóëü R-ìîäóëÿ Mn.

Îñíîâíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè:
M = RR èëè M = RR � ãîâîðÿò î êîäå íàä êîëüöîì R.
M = R, ãäå R = F, F � êîíå÷íîå ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î
ëèíåéíûõ êîäàõ íàä ïîëåì F.

Ïðèìåðû. Ïî÷òè âñå êîäû, êîòîðûå ìû ïîñòðîèì â äàííîé ëåêöèè
� ëèíåéíûå êîäû íàä ïîëåì (äâîè÷íûé êîä Õýììèíãà, îáîáù¼ííûé
êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà, ñèìïëåêñíûé êîä).

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü M � êîíå÷íûé ìîäóëü. Íàçîâ¼ì âåñîì
ñëîâà a = (a1, . . . , an) ∈Mn ÷èñëî

||a|| = | {i : 1 ≤ i ≤ n & ai 6= 0} |.

Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
1) ∀a,b ∈Mn : d(a,b) = ||a− b||;
2) ∀C ≤Mn : d(C) = min{||a|| : a ∈ C \ {0}}.

2◦. Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà. ÌÄÐ-êîäû, èõ ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 1.13 (Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà). Åñëè C åñòü [n, k, d]-êîä, òî

d ≤ n− k + 1. (1.1)

J Ïóñòü m = |C|. Ïåðåíóìåðóåì âñå ñëîâà êîäà C: ai = (ai1, . . . , ain),
1 ≤ i ≤ m. Ñîñòàâèì èç íèõ ìàòðèöó, â êîòîðîé âûäåëèì ïåðâûå
d− 1 ñòîëáöîâ: a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn

 =

 a11 . . . a1,d−1

. . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . am,d−1

∣∣∣∣∣∣
a1d . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
amd . . . amn
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Ïîñêîëüêó d(C) = d, òî â âûäåëåííîé ãðóïïå ïîñëåäíèõ n− d+ 1
ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû ëþáûå äâå ñòðîêè ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ
ñòðîê äëèíû n − d + 1 â àëôàâèòå Ω, ò.å. m ≤ qn−d+1, ãäå q = |Ω|.
Ëîãàðèôìèðóÿ ïî îñíîâàíèþ q, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó.I

Îïðåäåëåíèå 1.14. Êîä C íàçûâàåòñÿ êîäîì ñ ìàêñèìàëüíî äîñòè-
æèìûì ðàññòîÿíèåì, èëè ÌÄÐ-êîäîì, åñëè C åñòü [n, k, n − k + 1]-
êîä, ò.å. íåðàâåíñòâî (1.1) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Òðèâèàëüíûìè ïðèìåðàìè ÌÄÐ-êîäîâ ÿâëÿþòñÿ:
� [n, n, 1]-êîä Ωn;
� [n, 1, n]-êîä êîíñòàíò C = {(a, . . . , a) ∈ Ωn};
� [n, n− 1, 2]-êîä ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü.

Ïðèìåð. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå, q = |F|, M = F[x|k] =
{f(x) ∈ F[x] : deg f(x) < k}, x1, . . . , xn � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ
F, ãäå n ≥ k. u1, . . . , un � îáðàòèìûå ýëåìåíòû F, îòîáðàæåíèå
ϕ : F[x|k]→ Fn çàäàíî ïðàâèëîì

ϕ(f(x)) = (u1f(x1), . . . , unf(xn)).

Îáðàç ϕ(F[x|k]) íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì [n, k]-êîäîì Ðèäà�Ñîëîìîíà
íàä ïîëåì F è äà¼ò ìåíåå òðèâèàëüíûé ïðèìåð ÌÄÐ-êîäà.

Ïðåäëîæåíèå 1.15. Îáîáù¼ííûé [n, k]-êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà ÿâëÿ-
åòñÿ ÌÄÐ-êîäîì.

J Åñëè f(x) ∈ F[x|k] è f(x) 6= 0, òî ïî òåîðåìå Áåçó ÷èñëî êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà f(x) ñðåäè x1, . . . , xn, ðàâíîå n − d(ϕ(f(x)), 0), óäîâëå-
òâîðÿåò òàêæå íåðàâåíñòâó n− d(ϕ(f(x)), 0) ≤ deg(f(x)) < k, îòêóäà
d(ϕ(f(x)), 0) > n − k. Âî-ïåðâûõ, îòñþäà âèäíî, ÷òî kerϕ = 0, ïî-
ýòîìó dim ϕ(F[x|k]) = dim F[x|k] = k. Âî-âòîðûõ, áåðÿ â êà÷åñòâå
f(x) ðàçíîñòü ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ èç F[x|k], óáåæäàåì-
ñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå d äàííîãî êîäà òàêæå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
d > n − k, ÷òî, â ñèëó ãðàíèöû Ñèíãëòîíà, âîçìîæíî ëèøü ïðè
d = n− k + 1. I

3◦. Ãðàíèöà Õýììèíãà (ãðàíèöà ñôåðè÷åñêîé óïàêîâêè). Ñî-
âåðøåííûå êîäû. Äâîè÷íûé êîä Õýììèíãà.
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Òåîðåìà 1.16 (Ãðàíèöà Õýììèíãà, èëè ãðàíèöà ñôåðè÷åñêîé óïà-
êîâêè). Ïóñòü C åñòü [n, k, d]q-êîä íàä àëôàâèòîì Ω è d > 2r. Òîãäà

qk ≤ qn

sq(n, r)
, ãäå sq(n, r) =

r∑
i=0

(q − 1)i
(
n
i

)
. (1.2)

J Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî i-å ñëàãàåìîå â sq(n, r) � ÷èñëî òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà Ωn, ëåæàùèõ íà ðàññòîÿíèè i îò ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè a ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó sq(n, r) = |Or(a)|, ãäå

Or(a) = {b ∈ Ωn : d(a,b) ≤ r} .

Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà Or(a) ∩Or(a′) = ∅ ïðè a,a′ ∈ C è
a 6= a′, ñëåäîâàòåëüíî,

qksq(n, r) = |C|sq(n, r) =

∣∣∣∣∣⋃
a∈C

Or(a)

∣∣∣∣∣ ≤ |Ωn| = qn.

I

Îïðåäåëåíèå 1.17. Êîä C íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè íåðàâåí-
ñòâî â (1.2) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî (ïðè ýòîì îáÿçàòåëüíî d = 2r+1).

Ïðèìåð. Äâîè÷íûé êîä Õýììèíãà H2(l) äëèíû n = 2l − 1 � ìíî-
æåñòâî ñëîâ a ∈ Zn2 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ HaT = 0, ãäå H �
ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé � âñå íåíóëåâûå ñòîëáöû äëèíû l íàä Z2.

Ïðåäëîæåíèå 1.18. Äâîè÷íûé êîä Õýììèíãà H2(l) ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì [n, n− l, 3]2 ñîâåðøåííûì êîäîì.

J Ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà H
ñîäåðæèò âñå íåíóëåâûå ñòîëáöû âûñîòû l, òî rkH = l, îòêóäà
dimH2(l) = n− l.

Òàê êàê ìàòðèöà H íå ñîäåðæèò íóëåâîãî ñòîëáöà è ëþáûå äâà
å¼ ñòîëáöà ðàçëè÷íû, òî íèêàêîå íåíóëåâîå ñëîâî âåñà ≤ 2 íå óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ HaT = 0, çíà÷èò, d(H2(l)) ≥ 3. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ìàòðèöà H ñîäåðæèò ñòîëáöû eT1 , e

T
2 , e

T
1 + eT2 (çäåñü eTs =

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T � ñòîëáåö ñ åäèíèöåé íà s-îì ìåñòå), ïîýòîìó
êîä H2(l) ñîäåðæèò ñëîâî âåñà 3 è d(H2(l)) = 3.

Â ðàâåíñòâå (1.2) äëÿ d = 3 èìååì r = 1, k = n − l, s2(n, 1) =
1∑
i=0

(2− 1)i
(
n
i

)
= 1 + n = 1 + (2l − 1) = 2l, ïîýòîìó 2n−l =

2n

s2(n, 1)
è
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êîä H2(l) ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. I

4◦. Ãðàíèöà Ïëîòêèíà. Ýêâèäèñòàíòíûå êîäû. Ñèìïëåêñ-
íûé êîä.

Òåîðåìà 1.19 (Ãðàíèöà Ïëîòêèíà). Ïóñòü C åñòü [n, k, d]q-êîä. Òî-
ãäà

d ≤ nqk−1(q − 1)

qk − 1
=
q − 1

q

|C|
|C| − 1

n (1.3)

J Ïóñòü C ⊆ Ωn, ãäå |Ω| = {ω1, . . . , ωq}, M = |C|. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
πi ïðîåêöèþ Ωn íà i-þ êîîðäèíàòó (ò.å. πi((a1, . . . , an)) = ai ïðè
i = 1, . . . , n) è ïîëîæèì

mij = |{a ∈ C : πi(a) = ωj}| =
∑
a∈M

δπi(a),ωj .

Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîé ïàðû a,b ∈ C ïðè a 6= b èìååì d ≤
d(a,b). Ñóììèðóÿ ïî âñåì ïàðàì, ïîëó÷èì

M(M − 1)d ≤
∑

a,b∈C

d(a,b). (1.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, d(a,b) =
∑n
i=1

(
1− δπi(a),πi(b)

)
. Òàêèì îáðàçîì,

ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∑
a,b∈C

n∑
i=1

(1− δπi(a),πi(b)) = nM2 −
∑

a,b∈C

n∑
i=1

δπi(a),πi(b) =

= nM2 −
n∑
i=1

∑
a,b∈C

∑
ω∈Ω

δπi(a),ωδπi(b),ω = nM2 −
n∑
i=1

q∑
j=1

m2
ij .

Òåïåðü ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ê âåêòîðàì
(1, 1, . . . , 1) è (mi1,mi2, . . . ,miq): q∑

j=1

mij

2

≤ q
q∑
j=1

m2
ij .

Ïðè êàæäîì i = 1, . . . , n,
∑q
j=1mij = M , ïîýòîìó

M(M − 1)d ≤ nM2 − n/qM2 = nM2 q − 1

q
.

10



I
Åñëè íåðàâåíñòâî (1.3) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ãîâîðÿò, ÷òî êîä ëå-
æèò íà ãðàíèöå Ïëîòêèíà. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
1.19, íåîáõîäèìûì (íî íå äîñòàòî÷íûì!) óñëîâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ
ýêâèäèñòàíòíîñòü êîäà â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Êîä C íàçûâàåòñÿ ýêâèäèñòàíòíûì, åñëè âñå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñëîâàìè êîäà C îäèíàêîâû.

Î÷åâèäíûì ïðèìåðîì ýêâèäèñòàíòíîãî êîäà ÿâëÿåòñÿ óæå óïî-
ìÿíóòûé êîä êîíñòàíò. Áîëåå ñëîæíî óñòðîåí ñëåäóþùèé

Ïðèìåð. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå, |F| = q, V � ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä F, k = dimF V . Ïîëîæèì n = qk − 1 è êàê-íèáóäü
çàíóìåðóåì íåíóëåâûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà V :

V \ {0} = {v1, . . . , vn}.

Ðàññìîòðèì äàëåå ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗, ñîñòîÿùåå èç ëè-
íåéíûõ ôóíêöèé V → F è ñîñòàâèì êîä

C = SP (k) = {(f(v1), . . . , f(vn)) : f ∈ V ∗}.

ßñíî, ÷òî |C| = |V ∗| = |V | = qk, à d(C) = n−(qk−1−1) = qk−qk−1, òàê
êàê ÿäðî ëþáîé íåíóëåâîé ëèíåéíîé ôóíêöèè � ïîäïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè k−1 ïðîñòðàíñòâà V . Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëÿÿ ïðàâóþ
÷àñòü (1.3), èìååì

nqk−1(q − 1)

qk − 1
= qk−1(q − 1) = d(C).
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Ëåêöèÿ 2. Èçîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Õýììèíãà. Òåîðåìà À.À. Ìàðêîâà.

1◦. Îáùèé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü Ω � àëôàâèò, n ∈ N. Áèåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå ϕ : Ωn → Ωn íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè

d(ϕ(a), ϕ(b)) = d(a,b)

äëÿ ëþáûõ ñëîâ a,b ∈ Ωn (èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ϕ ñîõðàíÿåò ðàññòîÿ-
íèå Õýììèíãà).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè Ω = M � ìîäóëü íàä êîëüöîì R, òî
èçîìåòðèÿ ϕ : Ωn → Ωn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé èçîìåòðèåé, åñëè
ϕ : Ωn → Ωn � ãîìîìîðôèçì R-ìîäóëåé.

Çàìåòèì, ÷òî èçîìåòðèè S(Ωn) ñîñòàâëÿþò ïîäãðóïïó ãðóïïû
SΩn âñåõ áèåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà Ωn â ñåáÿ.

Èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà Õýììèíãà óñòðîåíû î÷åíü ïðîñòî, êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.3 (À.À. Ìàðêîâ, 1956 ã.). Áèåêöèÿ ϕ : Ωn → Ωn ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìåòðèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì
ïðàâèëîì:

∀a = (a1, . . . , an) ∈ Ωn, ϕ(a) = (π1(aσ(1)), . . . , πn(aσ(n))), (2.1)

ãäå σ ∈ Sn, πi ∈ SΩ, i = 1, . . . , n, à SΩ îáîçíà÷àåò ãðóïïó âñåõ áèåê-
òèâíûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà Ω â ñåáÿ.

J Ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàííûå ïðàâèëîì (2.1), íàçûâàþòñÿ ìîíî-
ìèàëüíûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîíîìèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðèåé.

1. Îòìåòèì, ÷òî ìîíîìèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ M(Ωn) îáðàçó-
þò ïîäãðóïïó ãðóïïû S(Ωn). Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìîíîìèàëüíî. Åñëè φ, ψ ∈ M(Ωn) è φ(a) =
(π1(aσ(1)), . . . , πn(aσ(n))), ψ(a) = (ρ1(aτ(1)), . . . , ρn(aτ(n))), òî

ψφ(a) = ψ(π1(aσ(1)), . . . , πn(aσ(n))) =

= (ρ1(πτ(1)(aστ(1))), . . . , ρn(πτ(n)(aστ(n)))),
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîíîìèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Îòñþäà òàêæå ñëå-
äóåò ìîíîìèàëüíîñòü îáðàòíîãî ê ìîíîìèàëüíîìó îòîáðàæåíèþ:
φ−1(a) = (π−1

σ−1(1)(aσ−1(1)), . . . , π
−1
σ−1(n)(aσ−1(n))).

2. Ïóñòü ϕ ∈ S(Ωn) � ïðîèçâîëüíàÿ èçîìåòðèÿ. Â ñèëó ñêà-
çàííîãî âûøå äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ìîíîìèàëüíîñòü ϕ, äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü ìîíîìèàëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà η1ϕη2, ãäå
η1, η2 ∈ M(Ωn). Ýòî ïîçâîëèò íàì äàëåå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ îáëàäàåò êàêèì-òî òðåáóåìûì ñâîéñòâîì, äîáèâøèñü
òîãî, ÷òîáû η1ϕη2 èì îáëàäàëî.

3. Ïåðåîáîçíà÷èâ áóêâû àëôàâèòà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = Zq =
{0, 1, . . . , q − 1}. Ïîëîæèì 0 = (0, . . . , 0).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(0) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ(0) =
(c1, . . . , cn) äëÿ òåõ i = 1, . . . , n, ÷òî ci 6= 0 âîçüì¼ì â êà÷åñòâå νi ∈ SΩ

òðàíñïîçèöèþ (0, ci), äëÿ îñòàâøèõñÿ i ïîëîæèì νi = id. Âçÿâ ìîíî-
ìèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå η1, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäñòàíîâêàì νi ∈ SΩ

è òîæäåñòâåííîé σ ∈ Sn, ïîëó÷àåì, ÷òî η1ϕ(0) = 0.
4. Êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå, îáîçíà÷èì çà ||a|| ÷èñëî íåíóëåâûõ

êîîðäèíàò ñëîâà a ∈ Ωn. Èìååì

||ϕ(a)|| = d(ϕ(a),0) = d(ϕ(a), ϕ(0)) = d(a,0) = ||a||.

5. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ es = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ñ åäèíèöåé íà s-îì
ìåñòå, s = 1, . . . , n, èç ||es|| = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ||ϕ(es)|| = 1, îòêóäà

ϕ(es) = useω(s),

ãäå uei îáîçíà÷àåò ñëîâî ñ u íà i-îì ìåñòå è íóëÿìè íà îñòàëü-
íûõ, us ∈ Ω \ {0}, ω : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Ïîêàæåì, ÷òî
ω ∈ Sn. Ïóñòü p, q ∈ {1, . . . , n} , p 6= q. Òîãäà d(ep, eq) = 2, îòêóäà
d(upeω(p), uqeω(q)) = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ω(p) 6= ω(q), ò.å. ω � èíú-
åêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ïîýòîìó ω ∈ Sn. Äëÿ us 6= 1 âçÿâ òðàíñ-
ïîçèöèè τs = (1, us) ∈ SΩ, äëÿ îñòàâøèõñÿ s ïîëîæèâ τs = id è
îïðåäåëÿÿ ìîíîìèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå η2, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîä-
ñòàíîâêàì τs ∈ SΩ è òîæäåñòâåííîé σ ∈ Sn, è äîìíîæèâ ϕ íà η2,
ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ(es) = eω(s), ω ∈ Sn.

6. Äëÿ ëþáîãî s ∈ {1, . . . , n} è ëþáîãî u ∈ Ω \ {0} èìååì

||ϕ(ues)|| = ||ues|| = 1,

d(ϕ(ues), eω(s)) = d(ues, es) = 1.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ(ues) = πs(u)eω(s), πs : Ω→ Ω, πs(0) = 0, πs(1) = 1.

Ïðè ýòîì πs ∈ SΩ äëÿ êàæäîãî s ∈ {1, . . . , n}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
u, v ∈ Ω, u 6= v, òî

d(ues, ves) = 1 = d(ϕ(ues), ϕ(ves)) = d(πs(u)eω(s), πs(v)eω(s)),

çíà÷èò, πs(u) 6= πs(v), ò.å. πs � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ïîýòîìó
πs ∈ SΩ.

Âçÿâ ìîíîìèàëüíîå îòîáðàæåíèå η3, ñ ïîäñòàíîâêàìè, îáðàòíûìè
ê πω−1(1), . . . , πω−1(n) è ω, è óìíîæèâ åãî íà ϕ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕ(ues) = ues, ∀u ∈ Ω, s ∈ {1, . . . , n} .

7. Äîêàæåì, ÷òî ϕ = id � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå íà Ωn.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ϕ(a) = b, b 6= a äëÿ íåêîòîðûõ
a,b ∈ Ωn. Ïðè ýòîì ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå 4, ||b|| = ||a||. Ïî
ïîñòðîåíèþ ai 6= bi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , n} . Èìååì äâå âîç-
ìîæíîñòè.

Ñëó÷àé ai = 0. Òîãäà bi 6= 0, îòêóäà

d(a, biei) = ||a||+ 1 = ||b||+ 1,

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d(ϕ(a), ϕ(biei)) = d(b, biei) = ||b|| − 1.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ϕ � èçîìåòðèÿ.
Ñëó÷àé ai 6= 0. Òîãäà

d(a, aiei) = ||a|| − 1 = ||b|| − 1,

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d(ϕ(a), ϕ(aiei)) = d(b, aiei) ≥ ||b||.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ϕ � èçîìåòðèÿ.
Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå÷èÿ äîêàçûâàþò, ÷òî ϕ = id, ïîýòîìó

ìîíîìèàëüíî.I

2◦. Ëèíåéíûé ñëó÷àé. Ïóñòü Ω = M � ìîäóëü íàä êîëüöîìR. Ëè-
íåéíîå ìîíîìèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå � ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (2.1),
äëÿ êîòîðîãî πs ∈ Aut(M), s ∈ {1, . . . , n} .

Äîêàæåì ëèíåéíóþ âåðñèþ òåîðåìû À.À.Ìàðêîâà.
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Òåîðåìà 2.4 (À.À.Ìàðêîâ). Áèåêöèÿ ϕ : Mn → Mn, ãäå M � ìî-
äóëü íàä êîëüöîì R, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé èçîìåòðèåé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìîíîìèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíè-
åì.

J Ïóñòü ϕ � ëèíåéíîå ìîíîìèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (2.1). Òî-
ãäà

ϕ(a + b) = (π1(aσ(1) + bσ(1)), . . . , πn(aσ(n) + bσ(n))) =

= (π1(aσ(1)) + π1(bσ(1)), . . . , πn(aσ(n)) + πn(bσ(n))) = ϕ(a) + ϕ(b)

ϕ(ar) = (π1(aσ(1)r), . . . , πn(aσ(n)r) =

= (π1(aσ(1))r, . . . , πn(aσ(n))r) = ϕ(a)r

äëÿ ëþáûõ r ∈ R,a,b ∈ Mn. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
èçîìåòðèåé.

Îáðàòíî, ïóñòü ϕ � ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ. Ïî òåîðåìå 2.3 ϕ ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíîìèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïî ëèíåéíîñòè ϕ äëÿ ëþáûõ r ∈ R,a,b ∈Mn èìååì

(π1(aσ(1) + bσ(1)), . . . , πn(aσ(n) + bσ(n))) = ϕ(a + b) =

= ϕ(a) + ϕ(b) = (π1(aσ(1)) + π1(bσ(1)), . . . , πn(aσ(n)) + πn(bσ(n)))

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî πi(a+ b) = πi(a) + πi(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈M è
i ∈ {1, . . . , n}.

Àíàëîãè÷íî,

(π1(aσ(1)r), . . . , πn(aσ(n)r)) = ϕ(ar) =

= ϕ(a)r = (π1(aσ(1))r, . . . , πn(aσ(n))r),

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî πi(ar) = πi(a)r äëÿ ëþáûõ a ∈ M , r ∈ R è
i ∈ {1, . . . , n}.

Ñëåäîâàòåëüíî, πi ∈ Aut(M) äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, ïîýòîìó ϕ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìîíîìèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. I

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäàM = R, ò.å. ëèíåéíûå
êîäû íàä êîëüöîì R. Ëþáîé ýíäîìîðôèçì π (ãîìîìîðôèçì â ñåáÿ)
êîëüöà R îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòîì π(1), ïîñêîëüêó π(r) = π(1)r. Ïðè
ýòîì π ∈ Aut(RR) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π(1) ∈ R∗ � îáðàòè-
ìûé ýëåìåíò êîëüöà R.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé èçîìåòðèè ϕ ìîäóëÿ Rn ñó-
ùåñòâóþò ýëåìåíòû u1, . . . , un ∈ R∗ è σ ∈ Sn òàêèå, ÷òî ϕ çàäàåòñÿ
ïðàâèëîì

∀a ∈ Rn : ϕ(a) = (u1aσ(1), . . . , unaσ(n)).

Îïðåäåëåíèå 2.5. Äâà (ëèíåéíûõ) êîäà C1 è C2 äëèíû n íàä àëôà-
âèòîì Ω íàçûâàþòñÿ (ëèíåéíî) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
(ëèíåéíàÿ) èçîìåòðèÿ ϕ : Ωn → Ωn, òàêàÿ, ÷òî ϕ(C1) = C2.

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ýêâèâàëåíòíûõ êîäîâ îäèíà-
êîâû.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïîäãðóïïà Aut(C) = {σ ∈ S(Ωn) : σ(C) = C} íà-
çûâàåòñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ êîäà C.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïîäãðóïïà LAut(C) = Aut(C) ∩ Aut(Mn) íàçû-
âàåòñÿ ãðóïïîé ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ ëèíåéíîãî êîäà C.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà è ñâÿçü îðáèò è ñòàáèëèçàòîðîâ
äåéñòâèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü

Òåîðåìà 2.8. ×èñëî êîäîâ C′ ∈ Ωn, ýêâèâàëåíòíûõ êîäó C ∈ Ωn

ðàâíî èíäåêñó [S(Ωn) : Aut(C)] ïîäãðóïïû Aut(C) â ãðóïïå S(Ωn).
Åñëè C′ = σ(C), σ ∈ S(Ωn), òî Aut(C′) = σ−1Aut(C)σ.
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Ëåêöèÿ 3. Ðåàëüíàÿ äëèíà êîäà. Òåîðåìà Ìàê-Âèëëüÿìñ î
ïðîäîëæåíèè èçîìåòðèé ëèíåéíûõ êîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîëå. Ëèíåé-
íûå êîäû C,L 6 FFn ëèíåéíî èçîìåòðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóåò èçî-
ìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

τ : FC → FL (3.1)

òàêîé, ÷òî
d(a,b) = d(τ(a), τ(b)) ∀ a,b ∈ C. (3.2)

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ðåàëüíîé äëèíîé êîäà C íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

l(C) = | {i ∈ {1, . . . , n} : ∃a = (a1, . . . , an) ∈ C ai 6= 0} |.

Ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.
Êîä C â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîä äëèíû l(C),

ïðè ýòîì l(C) ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî.
Ðåàëüíàÿ äëèíà êîäà òàêæå ñâÿçàíà è ñ äðóãèìè êîäîâûìè ïà-

ðàìåòðàìè. Äîêàæåì äâà óòâåðæäåíèÿ î å¼ ñâÿçè ñ âåñàìè êîäîâûõ
ñëîâ â ëèíåéíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü C ≤ Fn � ëèíåéíûé êîä íàä ïîëåì F.
Î÷åâèäíî, ÷òî d(C) ≤ ||a|| ≤ l(C) äëÿ ëþáîãî ñëîâà a ∈ C \ {0},

ò.å. ìèíèìàëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå è ðåàëüíàÿ äëèíà êîäà ñëó-
æàò ãðàíèöàìè âåñîâ êîäîâûõ ñëîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ ìèíèìàëüíîãî
ðàññòîÿíèÿ ñëîâî âåñà d(C) â êîäå C âñåãäà ñîäåðæèòñÿ. Ñëåäóþùåå
ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, êîãäà â êîäå C åñòü ñëîâî âåñà l(C).

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå ìîùíîñòè q. Òîãäà
1.ëþáîé ëèíåéíûé êîä C ≤ Fn, èìåþùèé ðåàëüíóþ äëèíó l(C) ≤ q,
ñîäåðæèò ñëîâî âåñà l(C);
2. äëÿ ëþáîãî òàêîãî l, ÷òî n ≥ l > q, cðåäè êîäîâ äëèíû n è ðåàëüíîé
äëèíû l ñóùåñòâóþò êîäû, íå ñîäåðæàùèå ñëîâ âåñà l.

J Ïîëîæèì l = l(C). Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïóñòü íåíóëåâûå
êîîðäèíàòû ñëîâ èç C ðàñïîëîæåíû â ïîçèöèÿõ 1, . . . , l.

1. Ïóñòü l ≤ q. Îáîçíà÷èì a(i) = (a(i)1, . . . , a(i)n) ∈ C, òàê ÷òî
a(i)i 6= 0, i = 1, . . . , l.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî l.
Áàçà èíäóêöèè. Ïðè l ≤ 1 óòâåðæäåíèå âåðíî.
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Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî l > 1 è äëÿ l − 1 óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñëîâî a ∈ 〈a(i)| i = 1, . . . , l − 1〉
òàêîå, ÷òî ak 6= 0, k = 1, . . . , l − 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè ïðèìåíèìî ê êîäó C′ = 〈ã(i)| i = 1, . . . , l − 1〉, ãäå ã(i)m =
a(i)m, ïðè m 6= l, è ã(i)l = 0. Ïðè ýòîì â C′ ñëîâî ã âåñà l − 1

âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ã =
l−1∑
j=1

αj ã(j). Òîãäà ìîæíî

âçÿòü a =
l−1∑
j=1

αja(j) è ak = ãk 6= 0 ïðè k = 1, . . . , l − 1.

Äîáàâëÿåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëîâî b = a(l).
Åñëè al 6= 0, òî ||a|| = l è ýòî òðåáóåìîå ñëîâî; åñëè bi 6= 0 äëÿ âñåõ

i = 1, . . . , l, òî ||b|| = l è ýòî òðåáóåìîå ñëîâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ðàññìîòðèì ñëîâà a + αb, α ∈ F, α 6= 0. Ïóñòü yi(x) = bix + ai, i =
1, . . . , l − 1. Ïðè êàæäîì i ïî ïîñòðîåíèþ ai 6= 0, çíà÷èò óðàâíåíèå
yi(x) = 0 èìååò â F íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ñëîâî b èìååò
íóëåâóþ êîîðäèíàòó â ïîçèöèÿõ [1, l], çíà÷èò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
èç óðàâíåíèé yi(x) = 0 íåñîâìåñòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè X = {x ∈
F| ∃i ∈ {1, . . . , l − 1} yi(x) = 0}, òî |X| ≤ l − 2. Èç óñëîâèÿ íà ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ïîëÿ ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ α ∈ F, α 6= 0, ÷òî α /∈ X, ò.å.
ai + αbi 6= 0, i = 1, . . . , l. Ñëîâî a + αb ∈ 〈a(i)| i = 1, . . . , l〉 è åñòü
èñêîìîå.

2. Ïóñòü n ≥ l > q. Ðàññìîòðèì C = 〈a,b〉 ≤ Fn, ãäå a2 = . . . =
al = 1, a1 = al+1 = . . . = an = 0, b1 = 1, b2 = bq+2 = . . . = bn = 0,
b3, . . . , bq+1 � âñå ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî α ∈ F∗ èìååì íîìåð t = 3, . . . , q + 1, ÷òî α = −bt. Ïîýòîìó â
ñëîâå b+αa íà ìåñòå t ñòîèò 0 è çíà÷èò, åãî âåñ ìåíüøå l. Âñå ñëîâà
â êîäå C êðàòíû a,b, ëèáî b + αa, ïîýòîìó ñîäåðæàò 0 íà ïîçèöèÿõ
[1, l]. Òàêèì îáðàçîì, â êîäå C ðåàëüíîé äëèíû l íåò ñëîâ âåñà l. I

Äëÿ äîêàçàòåëüñòââà òåîðåìû Ìàê-Âèëëüÿìñ ñíà÷àëà äîêàæåì
âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå ìîùíîñòè q. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ëèíåéíîãî êîäà C ≤ Fn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∑

a∈C
||a|| = q − 1

q
|C|l(C).

J Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n} ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

πi : Fn → F, πi(a) = ai.
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Ïîñêîëüêó πi � ãîìîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ, òî πi(C) ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì F, ñîîòâåòñòâåííî, πi(C) ∈ {0,F} è

l(C) = | {i ∈ {1, . . . , n} : πi(C) = F} |.

Êðîìå òîãî, åñëè ðàññìîòðåòü ÿäðî îãðàíè÷åíèÿ ãîìîìîðôèçìà πi
íà ïðîñòðàíñòâî C: Ki = Ker(πi|C), òî ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå

|Ki| =
|C|
|πi(C)|

=

{
|C|
q , åñëè πi(C) = F,
|C| åñëè πi(C) = 0.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà∑
a∈C
||a|| =

∑
a∈C

n∑
i=1

||ai|| =
n∑
i=1

∑
a∈C
||ai||.

Ïðè óñëîâèè πi(C) = F ïðîîáðàç â C êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ F ïðè
ãîìîìîðôèçìå πi|C èìååò ìîùíîñòü |Ki|, ïîýòîìó∑

a∈C
||ai|| =

∑
a∈C
||πi(a)|| = |Ki|

∑
a∈F
||a|| = |Ki|(q − 1) =

q − 1

q
|C|.

Ïðè óñëîâèè πi(C) = 0 èìååì
∑
a∈C
||ai|| = 0.

Â èòîãå,
n∑
i=1

∑
a∈C
||ai|| =

q − 1

q
|C|l(C).

I

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå. Åñëè ýêâèäèñòàíòíûé
ëèíåéíûé êîä C ≤ Fn ëåæèò íà ãðàíèöå Ïëîòêèíà, òî l(C) = n.

J Âñïîìíèì, ÷òî êîä ëåæèò íà ãðàíèöå Ïëîòêèíà, åñëè d =
q−1
q

|C|
|C|−1n.

Äëÿ ýêèêâèäèñòàíòíîãî ëèíåéíîãî êîäà èìååì ||a|| = d äëÿ ëþ-
áîãî a ∈ C \ {0}, îòêóäà ïî ëåììå î ñóììå âåñîâ ïîëó÷àåì

∑
a∈C
||a|| =

(|C| − 1)d = q−1
q |C|l(C) è d = q−1

q
|C|
|C|−1 l(C).

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ äëÿ d ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðà-
âåíñòâî l(C) = n.I

Ïåðåéä¼ì ê îñíîâíîé òåîðåìå äàííîé ëåêöèè.
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Òåîðåìà 3.6 (Òåîðåìà Ìàê-Âèëëüÿìñ, 1962). Ïóñòü F � ïðîèçâîëü-
íîå êîíå÷íîå ïîëå. Òîãäà ëþáàÿ ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ (3.1) ëèíåéíûõ
êîäîâ íàä F ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî íàä F ìîíîìèàëüíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (2.1).

J Êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 2.3, ìîíîìèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
M(Fn) îáðàçóþò ãðóïïó. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïðîäîëæåíèÿ τ , äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ τ è íåêîòîðûõ ìîíîìèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî l(C) ≥ 0.
Áàçà èíäóêöèè. Åñëè l(C) = 0, òî C = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäå-

íèå î÷åâèäíî: â êà÷åñòâå ïðîäîëæåíèÿ τ ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíîå
ìîíîìèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå èçM(Fn).

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ êîäîâ C,L ≤ Fn
ïðîèçâîëüíîé äëèíû n ∈ N òàêèõ, ÷òî 0 ≤ l(C) < l äëÿ íåêîòîðîãî
l ∈ N. Äîêàæåì å¼ äëÿ l(C) = l. Ââèäó ëèíåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ τ íà
ïðîñòðàíñòâå C óñëîâèå (3.2) ýêâèâàëåíòíî

||τ(a)|| = ||a|| ∀a ∈ C.

Ïî ëåììå 3.4 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l(L) = l(C).
Ïîñêîëüêó l(C) = l > 0, òî πi(C) = F äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , n}.

Óìíîæèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè τ ñïðàâà íà ìîíîìèàëüíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå, ìåíÿþùåå ìåñòàìè i-óþ è ïåðâóþ êîîðäèíàòû, áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî i = 1. Òîãäà êîä C ñîäåðæèò ñëîâî
a1 = (1, ∗, . . . , ∗). Âñïîìíèì, ÷òî äëÿ K1 = Ker(π1|C) ñïðàâåäëèâî

dimK1 = dim C − 1, |K1| = |C|
q , q = |F|. Áîëåå òîãî,

C = Fa1 ⊕K1,

ò.ê. a1 /∈ K1 ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ ïåðâûå êî-
îðäèíàòû âñåõ ñëîâ â K1 ðàâíû íóëþ è K1 ⊂ C, òî

l(K1) ≤ l − 1 < l.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé êîä τ(K1) ⊂ τ(C) = L. Ïî ëåììå 3.4 îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî l(τ(K1)) = l(K1) < l. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-
åò èíäåêñ j ∈ {1, . . . , n} òàêîé, ÷òî πj(L) = F, íî πj(τ(K1)) = 0.
Óìíîæèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè τ ñëåâà íà ìîíîìèàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå, ìåíÿþùåå ìåñòàìè j-óþ è ïåðâóþ êîîðäèíàòû, áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî j = 1. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàí-
ñòâî L1 = Ker(π1) ∩ L. Èìååì τ(K1) ⊆ L1. Ïîñêîëüêó π1(L) = F, òî
|L1| = |L|

q = |C|
q = |K1|. Ñëåäîâàòåëüíî, τ(K1) = L1.
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Ïîñêîëüêó τ � áèåêöèÿ èç C â L, τ(K1) = L1 è a1 /∈ K1, òî
τ(a1) /∈ L1. Çíà÷èò, τ(a1) = b1 = (β, ∗, . . . , ∗), β ∈ F∗. Îòêóäà èìååì
ðàçëîæåíèå

L = Fb1 ⊕ L1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà c ∈ F èç ëèíåéíîñòè τ ñëåäóåò, ÷òî

τ(ca1) = cτ(a1) = cb1 = (cβ, ∗, . . . , ∗).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà a ∈ C ïîëó÷àåì

a = a1a1 + (0, a′2, . . . , a
′
n), τ(a) = a1τ(a1) + τ((0, a′2, . . . , a

′
n)),

ïðè÷¼ì τ((0, a′2, . . . , a
′
n)) ∈ L1, îòêóäà

τ(a) = (a1β, τ2(a), . . . , τn(a)),

ãäå τi : C → F, i ∈ {2, . . . , n} � ëèíåéíûå ôóíêöèè.
Ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûå ôóíêöèè τ2, . . . , τn íå çàâèñÿò îò ïåð-

âîé êîîðäèíàòû âåêòîðà a ∈ C, ò.å. äëÿ ëþáûõ a,b ∈ C, åñëè
a2 = b2, . . . , an = bn, òî τi(a) = τi(b), i ∈ {2, . . . , n} . Åñëè a1 6= b1, òî
||a−b|| = 1. Ïîñêîëüêó τ � ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ, òî ||τ(a)−τ(b)|| = 1.
Ïðè ýòîì (τ(a))1 = a1β 6= b1β = (τ(b))1, ñëåäîâàòåëüíî, âñå îñòàëü-
íûå êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ îáÿçàòåëüíî ðàâíû.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

C′ =
{

(a2, . . . , an) ∈ Fn−1 : ∃a1 ∈ F(a1, a2, . . . , an) ∈ C
}
,

L′ =
{

(b2, . . . , bn) ∈ Fn−1 : ∃b1 ∈ F(b1, b2, . . . , bn) ∈ L
}
,

è çàäàäèì îòîáðàæåíèå τ ′ : C′ → Fn−1 óñëîâèåì

τ ′((a2, . . . , an)) = (τ2(a), . . . , τn(a)) ∀(a2, . . . , an),

ãäå a1 ∈ F ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, äëÿ êîòîðîé (a1, a2, . . . , an) ∈ C.
Ïî äîêàçàííîìó âûøå îòîáðàæåíèå τ ′ îïðåäåëåíî êîððåêòíî (íå çà-
âèñèò îò âûáîðà a1). Ïîñêîëüêó τ : C → L � áèåêöèÿ, òî èç ðàâåíñòâà
τ(a) = (a1β, τ2(a), . . . , τn(a)) çàêëþ÷àåì, ÷òî τ ′(C′) = L′, ò.å. τ ′ � èçî-
ìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ C′ è L′. Ïîñêîëüêó

∀a ∈ C : ||τ(a)|| = ||a|| = ||a1||+ ||(a2, . . . , an)||

è
||τ(a)|| = ||a1β||+ ||τ ′(a2, . . . , an)||,
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òî
∀a′ ∈ C′ : ||τ ′(a′)|| = ||a′||.

Òàêèì îáðàçîì, τ ′ : C′ → L′ � ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà C′ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî l(C′) = l − 1 < l. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ëèíåéíàÿ èçîìåò-
ðèÿ τ ′ ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî ìîíîìèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
σ′ : Fn−1 → Fn−1, ñ ïîäñòàíîâêîé ρ′ ∈ Sn−1 íà ìíîæåñòâå {2, . . . , n}
è îáðàòèìûìè êîíñòàíòàìè u2, . . . , un ∈ F∗. Òîãäà ïðîäîëæåíèåì τ
áóäåò ìîíîìèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå σ : Fn → Fn, ñ ïîäñòàíîâêîé
ρ ∈ Sn, ρ(1) = 1, ρ(j) = ρ′(j), j ∈ {2, . . . , n}, è îáðàòèìûìè êîíñòàí-
òàìè β, u2, . . . , un ∈ F∗.I
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Ëåêöèÿ 4. Ïðîâåðî÷íàÿ è ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöû, ãàðàíòè-
ðóåìûé ðàíã è ðàññòîÿíèå ëèíåéíîãî êîäà íàä ïîëåì. Ïðî-
âåðî÷íàÿ è ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöû â ñòàíäàðòíîé ôîðìå.
Äâîéñòâåííûé êîä, åãî ïðîâåðî÷íàÿ è ïîðîæäàþùàÿ ìàò-
ðèöû. Êîäû, äâîéñòâåííûå ê äâîè÷íîìó êîäó Õýììèíãà è
ê îáîáù¼ííîìó êîäó Ðèäà�Ñîëîìîíà.

1◦. Ïðîâåðî÷íàÿ è ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöû, ãàðàíòèðóåìûé
ðàíã è ðàññòîÿíèå ëèíåéíîãî êîäà íàä ïîëåì. Ïðîâåðî÷íàÿ
è ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöû â ñòàíäàðòíîé ôîðìå.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
ïðàâîãî ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì R. Íàèìåíüøèé (ïî âêëþ÷åíèþ)
ïîäìîäóëü 〈S〉R ìîäóëÿ M , ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî S, íàçûâàåòñÿ
ïîäìîäóëåì, ïîðîæä¼ííûì ìíîæåñòâîì S.

Åñëè N = 〈S〉R, ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî S � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ
ïîäìîäóëÿ N .

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
ïðàâîãî ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì R. Òîãäà

〈S〉R = SR = {x1r1 + . . .+ xnrn : xi ∈ S, ri ∈ R, i = 1, . . . , n, n ≥ 0}.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Åñëè ñëîâà gi = (gi1, . . . , gin), i = 1, . . . ,m ïî-
ðîæäàþò êîä C äëèíû n íàä ìîäóëåì M , òî ìàòðèöà

G =

 g11 . . . g1n

. . . . . . . . . . . . . . .
gm1 . . . gmn


íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà C.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü M � ëåâûé R-ìîäóëü è C � êîä íàä M
äëèíû n. ÌàòðèöàH = (hij) ðàçìåðà r×n íàä êîëüöîìR íàçûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà C äëèíû n íàä M , åñëè

C =
{
a ∈Mn : HaT = 0

}
. (4.1)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êîäîâ íàä ìîäóëÿìè è äàæå íàä êîëü-
öàìè ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò äàëåêî íå âñåãäà. Îäíàêî, èç
êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíûõ êîäîâ íàä
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ïîëåì F (M = R = F) ëþáîé êîä (ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî â Fn) çàäà¼ò-
ñÿ íåêîòîðîé îäíîðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà (4.1),
êîòîðîé çàâåäîìî óäîâëåòâîðÿþò ñòðîêè ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû êî-
äà è íå óäîâëåòâîðÿþò íèêàêèå äðóãèå âåêòîðû. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü G è H � ìàòðèöû íàä ïîëåì F ðàçìåðîâ r× n
è m× n, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. G è H � ïîðîæäàþùàÿ è ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöû íåêîòîðîãî
êîäà C äëèíû n íàä F;

2. HGT = 0 è rk(G) + rk(H) = n.

Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü êîäà C ðàâíà rk(G).

Èç (4.1) è òåîðåìû 4.5 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî åñëè óìíîæèòü ïðî-
âåðî÷íóþ ìàòðèöó H (ñîîòâåòñòâåííî, ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G)
êîäà C ñëåâà íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó A, (ñîîòâåòñòâåííî, B) äîïó-
ñòèìûõ ðàçìåðîâ, òî îïðåäåëÿåìûé êàæäîé èç íèõ êîä íå èçìåíèòñÿ
(ò.ê. AH(BG)T = AHGTB = 0). Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòàðíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèö H è G, ò.å. ïðèáàâëåíèå ê ñòðîêå äðóãîé
ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ýëåìåíò ïîëÿ, ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è óìíî-
æåíèå ñòðîêè íà íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ, íå ìåíÿþò ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé ñèñòåìû (4.1) (ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû
ñòðîê ìàòðèöû G), ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ ñî-
äåðæèò íàáîð ñòîëáöîâ åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïîðÿäêîâ n − rk(C) è
rk(C), ñîîòâåòñòâåííî, è ÷èñëî ñòðîê êàæäîé èç íèõ ðàâíî å¼ ðàíãó.

Ïðèìåð. Êîä ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü íàä ïîëåì çàäà¼òñÿ ìàòðè-
öàìè

H =
(
1 1 . . . 1

)
è G =


1 0 0 . . . 0 0 −1
0 1 0 . . . 0 0 −1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 −1
0 0 . . . 0 1 −1

 .

Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû ëèíåéíîãî êîäà
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê íåêîòîðîìó ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíîìó êî-
äó. Ïðè ýòîì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó íîâîãî êîäà ìîæíî ïîëó÷èòü
òîé æå ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ëèíåéíûé
êîä íàä ïîëåì ëèíåéíî ýêâèâàëåíòåí êîäó ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðè-
öåé ñòàíäàðòíîãî âèäà: H = (H ′| − E), ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà ïîðÿäêà n − k, à H ′ � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n − k × k.
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Ñìûñë ýòîé çàïèñè â òîì, ÷òî ïåðâûå k ñèìâîëîâ ëþáîãî êîäîâîãî
ñëîâà (a1, . . . , an) ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè, à îñòàëüíûå âû÷èñëÿ-
þòñÿ êàê (ak+1, . . . , an) = (a1, . . . , ak)(H ′)T .

Åñëè êîä C èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H â ñòàíäàðòíîé ôîð-
ìå, òî óñëîâèÿì HGT = 0, rkH + rkG = n óäîâëåòâîðÿåò ìàòðèöà
G = (E|(H ′)T ) ðàçìåðà k × n, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
k. Îíà íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé ñòàíäàðòíîãî âèäà. Ñî-
îòâåòñòâåííî, ëþáîé ëèíåéíûé êîä íàä ïîëåì ëèíåéíî ýêâèâàëåíòåí
êîäó ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé ñòàíäàðòíîãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ãàðàíòèðóåìûì ðàíãîì ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðè-
öû A íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ÷èñëî κ(A), ðàâíîå ìàêñèìàëüíîìó
÷èñëó s òàêîìó, ÷òî ëþáûå s ñòîëáöîâ ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû
(åñëè A ñîäåðæèò íóëåâîé ñòîëáåö, ñ÷èòàåì, ÷òî κ(A) = 0).

Î÷åâèäíî, ÷òî rk(A) ≥ κ(A).

Ïðåäëîæåíèå 4.7. Åñëè H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà íåíóëåâîãî ëè-
íåéíîãî êîäà C íàä ïîëåì, òî d(C) = κ(H)+1. Êîä C ÿâëÿåòñÿ ÌÄÐ-
êîäîì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà κ(H) = rkH.

J Íàëè÷èå â êîäå C ñëîâà âåñà d ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íåêîòîðûå
d ñòîëáöîâ ìàòðèöû H ëèíåéíî çàâèñèìû, îòêóäà d(C) > κ(H). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ãàðàíòèðóåìîãî ðàíãà, ñóùåñòâóåò
ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà èç κ(H)+1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû H, îòêóäà
d ≤ κ(H) + 1.

Äåéñòâèòåëüíî, d(C) = κ(H) + 1 è n − k + 1 = rkH + 1. Ïîýòîìó
d(C) = n− k + 1 â òî÷íîñòè ïðè ñîâïàäåíèè κ(H) = rkH. I

Ïðåäëîæåíèå 4.8. Ëèíåéíûé êîä C íàä ïîëåì ñ ïðîâåðî÷íîé ìàò-
ðèöåé H = (H ′|−E) ñòàíäàðòíîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ ÌÄÐ-êîäîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â ìàòðèöå H ′ âñå êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû íåâû-
ðîæäåíû.

J Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, C åñòü ÌÄÐ-êîä òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ñèñòåìà èç n−k ñòîëáöîâ ìàòðèöû H ëè-
íåéíî íåçàâèñèìà. Ïóñòü H ′[i1, . . . , is|j1, . . . , js] ïîäìàòðèöà ðàçìåðà
s × s ìàòðèöû H ′, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå-
÷åíèè ñòðîê ñ íîìåðàìè i1, . . . , is è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè j1, . . . , js.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîëáöîâ ìàòðèöû H ñ íîìåðàìè j1, . . . , js, k +
is+1, . . . , k + in−k, ãäå is+1, . . . , in−k ∈ {1, . . . , n− k} \ {i1, . . . , is}. Ò.å.
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ýòî ñòîëáöû ñ íîìåðàìè j1, . . . , js èç ìàòðèöûH ′ è ñòîëáöû ñ íîìåðà-
ìè is+1, . . . , in−k èç ìàòðèöû −E. Ïî ôîðìóëå ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëè-
òåëÿ ïî ñòîëáöó îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (n−k)×(n−k), ïîñòðîåííûé
íà ýòèõ ñòîëáöàõ, ðàâåí ±detH ′[i1, . . . , is|j1, . . . , js]. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ñòîëáöîâ ðàâíîñèëüíà íåâûðîæäåííî-
ñòè ïîäìàòðèöû H ′[i1, . . . , is|j1, . . . , js]. I

2◦. Äâîéñòâåííûé êîä, åãî ïðîâåðî÷íàÿ è ïîðîæäàþùàÿ
ìàòðèöû. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå. Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå óìíî-
æåíèå âåêòîðîâ a = (a1, . . . , an),b = (b1, . . . , bn) ∈ Fn ïðàâèëîì
ab = a1b1 + · · ·+ anbn ∈ F.

Îïðåäåëåíèå 4.9. Êîäîì, äâîéñòâåííûì ê ëèíåéíîìó êîäó C < Fn
íàçûâàåòñÿ êîä

C◦ = {b ∈ Fn : bC = 0} ,
(ïîä bC = 0 ïîíèìàåòñÿ, ÷òî ba = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ C).

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü C � ëèíåéíûé [n, k]-êîä íàä ïîëåì F ñ ïîðîæ-
äàþùåé ìàòðèöåé G è ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H. Òîãäà
1) C◦ åñòü ëèíåéíûé [n, n − k]-êîä íàä F ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé
H è ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé G;
2) C◦◦ = C;
3) äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî êîäà L ≤ Fn ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(C + L)◦ = C◦ ∩ L◦, (C ∩ L)◦ = C◦ + L◦.

J 1) Óñëîâèå bC = 0 ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
GbT = 0. Ïîýòîìó ìàòðèöà G áóäåò ïðîâåðî÷íîé äëÿ êîäà C◦. Ñî-
îòâåòñòâåííî, èç òåîðåìû 4.5 ïîëó÷àåì, ÷òî H � åãî ïîðîæäàþùàÿ
ìàòðèöà è dim C◦ = n− k.

2) Ïîëó÷àåòñÿ èç 1) ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 4.5.
3)(C + L)◦ = {b ∈ Fn : b(C + L) = 0}. Â ÷àñòíîñòè, C,L ⊆ C + L,

bC = 0 è bL = 0, ïîýòîìó (C+L)◦ ⊆ C◦∩L◦. Îáðàòíî, åñëè b ∈ C◦∩L◦,
òî bC = 0 è bL = 0, çíà÷èò, b(C+L) = 0 è (C+L)◦ ⊇ C◦∩L◦. Âòîðîå
óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.I

Óòâåðæäåíèå (1) òåîðåìû 4.10 ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì îïðåäå-
ëåíèåì äâîéñòâåííîãî êîäà.

Ïðåäëîæåíèå 4.11. Ïóñòü C � ëèíåéíûé [n, k, n− k+ 1] ÌÄÐ êîä
íàä ïîëåì F. Òîãäà C◦ åñòü ëèíåéíûé [n, n − k, k + 1] ÌÄÐ êîä íàä
F.
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J Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó ñòàíäàðòíî-
ãî âèäà. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 4.8 â ìàòðèöå H ′ âñå êâàäðàòíûå
ïîäìàòðèöû íåâûðîæäåíû. Ïî òåîðåìå 4.10 ìàòðèöà G = (E|(H ′)T )
ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé äëÿ êîäà C◦. Â ìàòðèöå (H ′)T âñå êâàäðàòíûå
ïîäìàòðèöû òîæå íåâûðîæäåíû, çíà÷èò ïî ïðåäëîæåíèþ 4.8 êîä C◦
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÌÄÐ êîäîì.I

3◦. Êîä, äâîéñòâåííûé ê îáîáù¼ííîìó êîäó Ðèäà�
Ñîëîìîíà. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå, q = |F|, M = F[x|k] =
{f(x) ∈ F[x] : deg f(x) < k}, x1, . . . , xn � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ
F, ãäå n ≥ k. u1, . . . , un � îáðàòèìûå ýëåìåíòû F, îòîáðàæåíèå
ϕ : F[x|k]→ Fn çàäàíî ïðàâèëîì

ϕ(f(x)) = (u1f(x1), . . . , unf(xn)).

Íàïîìíèì, ÷òî îáðàç ϕ(F[x|k]) íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì [n, k]-êîäîì
Ðèäà�Ñîëîìîíà íàä ïîëåì F. Îáîçíà÷èì åãî GRSq(n, k). Åãî ïîðîæ-
äàþùàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

G =


u1 u2 . . . un
u1x1 u2x2 . . . unxn
...

...
...

u1x
k−1
1 u2x

k−1
2 . . . unx

k−1
n

 .

Ïðåäëîæåíèå 4.12. GRSq(n, k)◦ = GRSq(n, n− k).

J Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû

yi =

n∏
j=1
j 6=i

(xi − xj)−1, vi = yiu
−1
i ∈ F∗, i = 1, . . . , n,

è ìàòðèöó

H =


v1 v2 . . . vn
v1x1 v2x2 . . . vnxn
...

...
...

v1x
n−k−1
1 v2x

n−k−1
2 . . . vnx

n−k−1
n

 .

Êîä ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé H ÿâëÿåòñÿ êîäîì GRSq(n, n − k).
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî H � ïðîâåðî÷íàÿ äëÿ êîäà GRSq(n, k),
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ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 4.10 ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî îíà ïîðîæäàþùàÿ
äëÿ äâîéñòâåííîãî êîäà. Ïî ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî rkH = n− k,
ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî HGT = 0.

Ýëåìåíò íà ïîçèöèè (s, t) ìàòðèöû HGT ðàâåí

n∑
i=1

vix
s−1
i uix

t−1
i =

n∑
i=1

yix
s+t−2
i .

Âîçüì¼ì ìàòðèöó Âàíäåðìîíäà

V = V (x1, . . . , xn) =


1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
...

...
...

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

 .

Èìååì |V | =
∏

1≤s<t≤n
(xt−xs), àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ

ïîñëåäíåé ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû èìåþò âèä

Vn,j = (−1)n+j
∏

1≤s<t≤n
s,t 6=j

(xt − xs).

Îòìåòèì, ÷òî

Vn,i
|V |

=

n∏
s=1
s 6=i

(xi − xs)−1 = yi.

Îòêóäà
n∑
i=1

yix
s+t−2
i = |V |−1

n∑
i=1

xs+t−2
i Vn,i = 0 �

ôàëüøèâîå ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà (ýëåìåíòû âçÿ-
òû èç ñòðîêè ñ íîìåðîì s+t−1 ≤ n−1, à àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ
äëÿ n-îé ñòðîêè.) I

4◦. Êîä, äâîéñòâåííûé ê äâîè÷íîìó êîäó Õýììèíãà.

Îïðåäåëåíèå 4.13. Êîä M2(l), äâîéñòâåííûé ê äâîè÷íîìó êîäó
Õýììèíãà H2(l), íàçûâàåòñÿ êîäîì Ìàêäîíàëüäà.

Ïðåäëîæåíèå 4.14. Êîä ÌàêäîíàëüäàM2(l), äâîéñòâåííûé ê äâî-
è÷íîìó êîäó Õýììèíãà H2(l), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ýêâèäèñòàíòíûì
[n, l, 2l−1]2-êîäîì, ëåæàùèì íà ãðàíèöå Ïëîòêèíà.
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J Ëèíåéíîñòü î÷åâèäà ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîñêîëüêó ìàòðèöàH, ïðîâå-
ðî÷íàÿ äëÿ êîäà Õýììèíãà, ñîäåðæèò âñå íåíóëåâûå ñòîëáöû âûñîòû
l, òî dimM2(l) = rkH = l.

Âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå êîäà M2(l) è äîêàæåì åãî ýêâèäèñòàíò-
íîñòü. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà H ñîäåðæèò âñå ñòîëáöû âûñîòû l, êðîìå

íóëåâîãî, òî ëþáàÿ å¼ ñòðîêà ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
2l

2
= 2l−1 åäèíèö.

Ïðîâåäåì äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî l.
Áàçà èíäóêöèè. Ïðè l = 1 èìååì n = 1, H = (1) è ñëîâî (1) âåñà

1 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ñëîâîì â êîäåM2(1).
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü l > 1 è äëÿ âñåõ m < l óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü H ′ � ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà M2(l − 1), ñîñòàâëåííàÿ
èç âñåõ íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ âûñîòû l − 1. Îáîçíà÷èì 0 = (0, . . . , 0),

1 = (1, . . . , 1). Òîãäà H =

(
H ′ 0T H ′

0 1 1

)
(íåíóëåâîé ñòîëáåö âû-

ñîòû l ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî èç íåíóëåâîãî ñòîëáöà âûñîòû l − 1
ïðèïèñûâàíèåì 0 èëè 1, ëèáî åäèíèöó ìîæíî òàêæå ïðèïèñàòü ê
íóëåâîìó ñòîëáöó).

Ëþáîå íåíóëåâîå ñëîâî a ∈ M2(l) � ñóììà íåêîòîðûõ ñòðîê
ìàòðèöû H. Åñëè â ñóììå íå ó÷àñòâóåò ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà, òî a =
(a′, 0,a′), ãäå a′ ∈ M2(l − 1) \ {0}. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
||a′|| = 2l−2, ñîîòâåòñòâåííî, ||a|| = 2||a′|| = 2l−1. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå, a = (a′, 0,a′) + (0, 1,1). Çàìåòèì, ÷òî ||a′ + 1|| = 2l−1 − 1− ||a′||.
Îòêóäà, ||a|| = ||a′|| + 1 + 2l−1 − 1 − ||a′|| = 2l−1. Ñëåäîâàòåëüíî,
âåñà âñåõ íåíóëåâûõ ñëîâ ëèíåéíîãî êîäà M2(l) îäèíàêîâû, ïîýòî-
ìó îí ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíòíûì êîäîì ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì
d = 2l−1.

Âñïîìíèì, ÷òî êîä ëåæèò íà ãðàíèöå Ïëîòêèíà, åñëè d =
q−1
q

|C|
|C|−1n. Â äàííîì ñëó÷àå q = 2, n = 2l − 1, |M2(l)| = 2l, îòêó-

äà
q − 1

q

|C|
|C| − 1

n =
2l

2(2l − 1)
· (21 − 1) = 2l−1 = d(M2(l)).

I
Çàìåòèì, ÷òî |M2(l)| = 2l = n+ 1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîùíîñòü êîäà
Ìàêäîíàëüäà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñðåäè ëþáûõ ýêâè-
äèñòàíòíûõ ëèíåéíûõ n-êîäîâ.

Òåîðåìà 4.15. Ïóñòü C � ýêâèäèñòàíòíûé ëèíåéíûé êîä â Fn2 , òîãäà
|C| ≤ n+ 1.

J Ïóñòü C = {c1, . . . , cs}, è ïðè ýòîì d(ci, cj) = d, äëÿ âñåõ i 6= j.
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Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ a,b ∈ {0, 1}n èìååì

d(a,b) =

n∑
i=1

|ai − bi| =
n∑
i=1

(ai − bi)2 = ||a||+ ||b|| − 2ab

(âñå âû÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ìîäóëÿ è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
âûïîëíÿþòñÿ íàä R). Îòêóäà äëÿ a,b ∈ C \ {0} ïîëó÷àåì, ÷òî d =
2d − 2ab è ab = d

2 . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
c1 = 0.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü Ãðàìà äëÿ âåêòîðîâ c2, . . . , cs êàê âåêòî-
ðîâ â Rn (äëÿ (0, 1)-âåêòîðîâ âåñ Õýììèíãà ñîâïàäàåò ñî ñêàëÿðíûì
êâàäðàòîì):∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d d
2 . . . d

2
d
2 d . . . d

2
...

...
. . .

...
d
2

d
2 . . . d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
ds−1

2s−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 . . . 1
1 2 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
ds−1

2s−1
s 6= 0,

ò.å. c2, . . . , cs ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R.
Èòàê, èìååì s−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Â ïðîñòðàíñòâå

Rn ìîæåò áûòü íå áîëåå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, çíà÷èò,
s− 1 ≤ n è s ≤ n+ 1. I
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Ëåêöèÿ 5. Ïîñòðîåíèå íîâûõ êîäîâ èç çàäàííûõ. Ãðàíèöà
Ãðàéñìåðà.

1◦. Äîáàâëåíèå êîíñòàíò

Îïðåäåëåíèå 5.1. Êîä C ⊆ Fn ñîäåðæèò êîíñòàíòû, åñëè îí ñî-
äåðæèò âñå ñëîâà âèäà (a, . . . , a), a ∈ F. Äëÿ ëèíåéíîãî êîäà ýòî
óñëîâèå ðàâíîñèëüíî âêëþ÷åíèþ 1 = (1, . . . , 1) ∈ C.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α ∈ F è a ∈ Fn îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç sα(a) êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò â ñëîâå a, ðàâíûõ α. Òàêæå ïîëîæèì
smax = max{sα(a) : a ∈ C \ {0} , α ∈ F}.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü C ≤ Fn � ëèíåéíûé êîä, íå ñîäåðæàùèé
êîíñòàíò. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî êîä Cc = C + F1 ïîëó÷åí èç êîäà C
äîáàâëåíèåì êîíñòàíò. Çàìåòèì, ÷òî äîáàâëåíèå êîíñòàíò ê êîäó
ðàâíîñèëüíî ïðèïèñûâàíèþ ñòðîêè 1 ê åãî ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå.

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ïóñòü C ≤ Fn � ëèíåéíûé [n, k, d]q-êîä, íå ñî-
äåðæàùèé êîíñòàíò. Òîãäà êîä Cc = C + F1 åñòü ëèíåéíûé [n, k +
1, d′]q-êîä ñ ðàññòîÿíèåì d′ = n− smax ≤ d.

J Ïî ïîñòðîåíèþ êîä Cc åñòü ëèíåéíûé [n, k+1]q-êîä. Âû÷èñëèì åãî
ðàññòîÿíèå.

Ïðîèçâîëüíîå ñëîâî b ∈ Cc ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå b = a−α1, ãäå
a ∈ C, α ∈ F. Ïî ïîñòðîåíèþ ||b|| = n− sα(a) ≥ n− smax. Âûðàæåíèå
n − smax ≥ 1 â ñèëó òîãî, ÷òî êîä C íå ñîäåðæèò êîíñòàíò. Îòêóäà
âèäíî, ÷òî d′ ≥ n − smax. Âûáèðàÿ òàêèå a ∈ C \ {0} è α ∈ F, ÷òî
smax = sα(a), ïîëó÷àåì, ÷òî ||b|| = n− smax è d′ = n− smax.

Íåðàâåíñòâî d′ ≤ d ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ C ≤ Cc. I

2◦. Äîáàâëåíèå ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü

Îïðåäåëåíèå 5.5. Êîä C ⊆ Fn ñîäåðæèò ïðîâåðêó íà ÷¼òíîñòü,
åñëè åãî äâîéñòâåííûé êîä C◦ ñîäåðæèò ñëîâî 1.

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ïóñòü C ≤ Fn � ëèíåéíûé [n, k, d]q-êîä ñ ïðîâå-

ðî÷íîé ìàòðèöåé H ðàçìåðà l × n. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî êîä Ĉ ≤ Fn+1

ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé

Ĥ =

(
1 1
H 0T

)
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ïîëó÷åí èç êîäà C äîáàâëåíèåì ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 5.7. Ïóñòü C ≤ Fn � ëèíåéíûé [n, k, d]q-êîä ñ ïðî-

âåðî÷íîé ìàòðèöåé H ðàçìåðà l × n. Òîãäà ëèíåéíûé êîä Ĉ ≤ Fn+1,
ïîëó÷åííûé èç êîäà C äîáàâëåíèåì ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü, åñòü ëè-
íåéíûé [n + 1, k, d̂]q-êîä ñ ðàññòîÿíèåì d̂ ∈ {d, d+ 1}. Åñëè êîä C
ñîäåðæèò ïðîâåðêó íà ÷¼òíîñòü, òî d̂ = d.

J Ïî ïîñòðîåíèþ rkĤ = rkH + 1, ïîýòîìó dim Ĉ = n + 1 − rkĤ =
n− rkH = k.

Âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå êîäà Ĉ. Âñïîìíèì, ÷òî d(Ĉ) = κ(Ĥ)+1. Çà-

ìåòèì, ÷òî ëþáûå κ(H) ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ĥ ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

ïîñêîëüêó ëþáûå Ĥ èç ïåðâûõ n ñòîëáöîâ ïîëó÷åíû ïðèïèñûâàíèåì
1 ê ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñòîëáöàì ìàòðèöû H, à ïîñëåäíèé ñòîëáåö
íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå, åñëè îíè òàêæå ëèíéåíî íåçàâèñè-
ìû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìû âîçüì¼ì â ìàòðèöå Ĥ κ(H)+1 ñòîëá-
öîâ èç ïåðâûõ n òàê, ÷òî ñîîîòâåòñâóþùèå ñòîëáöû ëèíåéíî çàâèñè-
ìû âH, òî èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè äàñò
ñòîëáåö, ïðîïîðöèîíàëüíûé ïîñëåäíåìó. Ñëåäîâàòåëüíî, â ìàòðèöå
Ĥ åñòü κ(H) + 2 ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöà, è κ(Ĥ) ≤ κ(H) + 1.

Òàêèì îáðàçîì, d ≤ d̂ ≤ d+ 1. I

Ñëåäñòâèå 5.8. Åñëè q = 2 è d íå÷¼òíî, òî d̂ = d+ 1.

J Åñëè q = 2, òî âñå ñëîâà êîäà Ĉ èìåþò ÷¼òíûé âåñ, ïîýòîìó d̂ ÷¼ò-
íî, çíà÷èò íå ðàâíî d â äàííîì ñëó÷àå.I

3◦. Ðàñøèðåíèå êîäà

Îïðåäåëåíèå 5.9. Ïóñòü C ≤ Fn � ëèíåéíûé [n, k, d]q-êîä. Òîãäà
ïðî êîä Cext, ïîëó÷åííûé èç êîäà C äîáàâëåíèåì êîíñòàíò è ïðîâåðêè
íà ÷¼òíîñòü, ãîâîðÿò, ÷òî îí åñòü ðàñøèðåíèå êîäà C èëè ðàñøèðåí-
íûé êîä C.

Ñëåäñòâèå 5.10. Ïóñòü C ≤ Fn � ëèíåéíûé [n, k, d]q-êîä, íå ñîäåð-
æàùèé êîíñòàíò. Òîãäà êîä Cext åñòü ëèíåéíûé [n+1, k+1, dext]q-êîä,
ãäå dext = n− smax + δ, δ ∈ {0, 1}.

4◦. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîäîâ
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Îïðåäåëåíèå 5.11. Ïóñòü Ci � ëèíåéíûå [ni, ki, di]q-êîäû íàä ïî-
ëåì F, i = 1, . . . ,m. Òîãäà î êîäå

C = C1 × · · · × Cm ≤ Fn1+···+mm ,

ñîñòîÿùåì èç âñåõ ñëîâ âèäà (a1, . . . ,am), ai ∈ Ci, i = 1, . . . ,m, ãîâî-
ðÿò êàê î äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè êîäîâ C1, . . . , Cm. Ïðè ýòîì êîäû
Ci íàçûâàþò êîìïîíåíòàìè êîäà C.

Ïðåäëîæåíèå 5.12. Êîä C åñòü [n1 + · · ·+nm, k1 + · · ·+ km, d]q-êîä
äëÿ d = min{d1, . . . , dm}. C � ëèíåéíûé êîä òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå åãî êîìïîíåíòû ëèíåéíû. Ïðè ýòîì ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà
êîäà C çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

H =


H1 0 . . . 0
0 H2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Hm

 ,

ãäå Hi � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà Ci, i = 1, . . . ,m.

5◦. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîäîâ

Îïðåäåëåíèå 5.13. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A ∈
Mm,n(F) è B ∈Mk,l(F) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

A⊗B =

 a11B . . . a1nB
...

...
am1B . . . amnB

 ∈Mmk,nl(F).

Îïðåäåëåíèå 5.14. Ïóñòü Ci � ëèíåéíûå [ni, ki, di]q-êîäû íàä ïî-
ëåì F, i = 1, 2. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì êîäîâ C1 è C2 íàçûâàåòñÿ
êîä C = C1 ⊗ C2 ∈ Fn1n2 , ïîðîæä¼ííûé âñåìè ñëîâàìè âèäà

a⊗ b, a ∈ C1,b ∈ C2

(ïîä òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì êîäîâûõ ñëîâ ïîíèìàåòñÿ èõ ïðîèç-
âåäåíèå êàê 1× ni ìàòðèö).

Ïðåäëîæåíèå 5.15. Ïóñòü Ci � ëèíåéíûå [ni, ki, di]q-êîäû íàä ïî-
ëåì F, ñ ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè G(i) ∈ Mki,ni è ïðîâåðî÷íû-
ìè ìàòðèöàìè H(i) ∈ Mni−ki,ni , i = 1, 2. Òîãäà êîä C = C1 ⊗ C2
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åñòü ëèíåéíûé [n1n2, k1k2, d1d2]q-êîä ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G =

G(1) ⊗G(2) è ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H =

(
H(1) ⊗ En2

En1 ⊗H(2)

)
.

J ÏóñòüG(i) =


a

(i)
1
...

a
(i)
ki

, i = 1, 2. Ëþáîå ñëîâî êîäà C ëèíåéíî âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç ìíîæåñòâî ñëîâ a
(1)
r ⊗ a

(2)
s , r = 1, . . . , k1, s = 1, . . . , k2.

Ýòè ñëîâà ñîñòàâëþò ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû G, ñëåäîâàòåëüíî
îíà ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà C.I

Ïî ñâîéñòâó òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ dim C = rkG = rkG(1) ·
rkG(2) = k1k2.

Âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå êîäà C. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì
ϕ : Fn1n2 → Mn1,n2

(F) ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîïîñòàâëÿþùèé ëþ-
áîìó ñëîâó c = (c1, . . . , cn1n2) ìàòðèöó

ϕ(c) =

 c1 . . . cn2

...
...

c(n1−1)n2+1 . . . cn1n2

 .

Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ C1,b ∈ C2 ñëîâó

a⊗ b = (a1b1, . . . , a1bn2
, a2b1, . . . , a2bn2

, . . . , an1
b1, . . . , an1

bn2
) ∈ C

ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

ϕ(a⊗ b) =


a1b1 a1b2 . . . a1bn2

a2b1 a2b2 . . . a2bn2

...
...

...
an1b1 an1b2 . . . an1bn2

 ,

ñòîëáöû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò êîäó C1, à ñòðîêè � C2. Ïî ëèíåéíîñòè
ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû èç ïðîñòðàíñòâà ϕ(C). Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëèM ∈ ϕ(C)\{0}, òî âM åñòü ñòîëáåö ñ âåñîì íå ìåíåå d1, à çíà÷èò
åñòü íå ìåíåå d1 íåíóëåâîé ñòðîêè. Âåñ êàæäîé èç ýòèõ ñòðîê íå
ìåíåå d2, ïîýòîìó â ìàòðèöå M íå ìåíåå d1d2 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
Çíà÷èò, ñòîëüêî æå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò êîäîâîå ñëîâî
c = ϕ−1(M) ∈ C \ {0} è ||c|| ≥ d1d2. Òàêèì îáðàçîì, d(C) ≥ d1d2.
Âûáèðàÿ a ∈ C1,b ∈ C2 òàê, ÷òî ||a|| = d1, ||b|| = d2 ïîëó÷àåì,
÷òî ||a ⊗ b|| = d1d2. Ñëåäîâàòåëüíî, d(C) = d1d2. Îñòàëîñü íàéòè
ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó êîäà C.
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Óñëîâèå HGT = 0 âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèö G è H.
Ïóñòü äëÿ ñëîâà c ∈ Fn1n2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî HcT = 0. Òîãäà
äëÿ ìàòðèöû M = ϕ(c) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
H(1)M = 0, H(2)MT = 0. Èç óñëîâèÿ H(2)MT = 0 ñëåäóåò, ÷òî ñòðî-
êè ìàòðèöû M ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòðîê ìàòðèöû
G(2), ïîýòîìó M = UG(2) äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû U ∈ Mn1,k2(F).
Òîãäà H(1)M = H(1)UG(2) = 0. Ïîñêîëüêó ñòðîêè ìàòðèöû G(2) ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H(1)U = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñòîëáöû ìàòðèöû U ïðèíàäëåæàò êîäó C1 è ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû G(1). Òîãäà èç ðàâåíñòâà M = UG(2) çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìàòðèö

(a
(1)
r )T · a(2)

s , à å¼ ïðîîáðàç ñëîâî c � ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñëîâ

a
(1)
r ⊗ a

(2)
s , r = 1, . . . , k1, s = 1, . . . , k2, áàçèñíûõ äëÿ êîäà C. Òàêèì

îáðàçîì, c ∈ C. Çíà÷èò, îäíîðîäíîé ñèñòåìå ñ ìàòðèöåéH óäîâëåòâî-
ðÿþò ñëîâà êîäà C è òîëüêî îíè, ïîýòîìó H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà
ýòîãî êîäà.

6◦. Ãèáðèäíûé êîä

Îïðåäåëåíèå 5.16. Ïóñòü Ci � ëèíåéíûå [n, ki, di]q-êîäû íàä ïîëåì
F, i = 1, 2. Ãèáðèäîì êîäîâ êîäîâ C1 è C2 íàçûâàåòñÿ êîä C = C1 a
C2 ∈ F2n, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ âèäà

(a,a + b), a ∈ C1,b ∈ C2.

Ïðåäëîæåíèå 5.17. Ïóñòü Ci � ëèíåéíûå [n, ki, di]q-êîäû íàä ïî-
ëåì F, i = 1, 2. Òîãäà êîä C = C1 a C2 åñòü ëèíåéíûé [2n, k1 + k2, d]q-
êîä ñ d = min{2d1, d2}.

J Ïî ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî C åñòü ëèíåéíûé [2n, k1 + k2]q-êîä.
Âû÷èñëèì åãî ðàññòîÿíèå. Ñðàçó âèäíî, ÷òî d ≤ min{2d1, d2}, ïî-
ñêîëüêó â C åñòü ñëîâà (a,a) è (0,b) ñ ||a|| = d1 è ||b|| = d2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì, ÷òî

||(a,a + b)|| = ||a||+ ||a + b|| ≥ ||a||+ |||a|| − ||b||| .

Åñëè a = 0, òî âåñ òàêîãî ñëîâà íå ìåíüøå d2.
Ïóñòü a 6= 0. Åñëè ||b|| ≥ ||a||(> 0), òî ||a||+ |||a|| − ||b||| = ||b|| ≥

d2. Ïóñòü 0 < ||b|| < ||a||. Èìååì ||(a,a + b)|| ≥ ||a|| > ||b|| ≥ d2,
èíà÷å b = 0 è ||(a,a)|| ≥ 2d1. I

7◦. Óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ñ ñîõðàíåíèåì ðàññòîÿíèÿ
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Ïðåäëîæåíèå 5.18. Ïóñòü C � ëèíåéíûé [n, k, d]q-êîä íàä ïîëåì F
è b ∈ Fn \C � ñëîâî, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîãî äî ëþáîãî ñëîâà èç êîäà
C íå ìåíüøå, ÷åì d− 1. Òîãäà êîä C′, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ âèäà

(a + αb, α), a ∈ C, α ∈ F,

åñòü ëèíåéíûé [n + 1, k + 1, d]-êîä. Åñëè G � ïîðîæäàþùàÿ ìàò-
ðèöà êîäà C, òî ïîðîæäàþùåé äëÿ C′ áóäåò, íàïðèìåð, ìàòðèöà

G′ =

(
G 0T

b 1

)
.

8◦. Ãðàíèöà Ãðàéñìåðà.
Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå dxe = min{i ∈ Z : i ≥ x}.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè a, b ∈ R è c ∈ N, òî⌈ a
bc

⌉
=

⌈⌈
a
b

⌉
c

⌉
. (5.1)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî i ∈ Z èìååì

i ≥ a

bc
⇔ ic ≥ a

b
⇔ ic ≥

⌈a
b

⌉
⇔ i ≥

⌈
a
b

⌉
c
.

Òåîðåìà 5.19 (Ãðàíèöà Ãðàéñìåðà). Ïóñòü C � ëèíåéíûé [n, k, d]q-
êîä íàä ïîëåì F. Òîãäà

n ≥
k−1∑
i=0

⌈
d

qi

⌉
. (5.2)

J 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nq(k, d) íàèìåíüøåå ÷èñëî N , äëÿ êîòîðîãî
ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé êîä íàä F äëèíû N ðàçìåðíîñòè k, ðàññòîÿ-
íèå êîòîðîãî íå ìåíüøå d. Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî:
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êîä äëèíû kd, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ âèäà

(α1, . . . , α1︸ ︷︷ ︸
d ðàç

, α2, . . . , α2︸ ︷︷ ︸
d ðàç

, . . . , αk, . . . , αk︸ ︷︷ ︸
d ðàç

), α1, . . . , αk ∈ F.

Åùå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Nq(k, d) ìîíîòîííà ïî âòîðîìó àðãóìåí-

òó: Nq(k, d) ≤ Nq(k, d̃) ïðè d ≤ d̃.
2. Äîêàæåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Nq(k, d) ≥ d+Nq

(
k − 1,

⌈
d

q

⌉)
. (5.3)
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Ïóñòü íåêîòîðûé [n, k, d̃]q-êîä ñ n = Nq(n, d) è d̃ ≥ d çàäà¼òñÿ ïî-
ðîæäàþùåé ìàòðèöåé G ðàíãà k, ïåðâàÿ ñòðîêà êîòîðîé èìååò âåñ
d̃. Ïåðåõîäÿ ê ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíîìó êîäó, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ìàòðèöà G ñîñòîèò èç k ñòðîê è èìååò âèä

n−d̃︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0

d̃︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1

G′ G′′

 .

Çàìåòèì, ÷òî rkG′ = k − 1. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì ñòðîêè ìàò-
ðèöû G â âèäå ai = (a′i|a′′i ), i = 1, . . . , k, ãäå a′i è a

′′
i � ñòðîêè ìàòðèö

G′ è G′′, ïðè÷¼ì a′1 = 0. Äîïóñòèì, ÷òî
∑k
i=2 λia

′
i = 0 äëÿ íåêîòîðûõ

λ2, . . . , λk ∈ P . Ïîëîæèì b =
∑k
i=2 λia

′′
i . ßñíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

λ ∈ F èìååì ||b− λa′′1 || < d̃. Ñëåäîâàòåëüíî,

||−λa1 +

k∑
i=2

λiai|| = ||−λ(a′1|a′′1) +

k∑
i=2

λi(a
′
i|a′′i )|| = ||(0|b−λa′′1)|| < d̃,

îòêóäà −λa1 +
∑k
i=2 λiai = 0 è λ2 = . . . = λk = 0.

Ïóñòü òåïåðü d′ � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà C′, ïîðîæä¼í-
íîãî ñòðîêàìè ìàòðèöû G′. Òîãäà â êîäå C ñîäåðæèòñÿ ñëîâî âè-
äà (a|b), ãäå ||a|| = d′. Íî â ñëîâå b äëèíû d̃ íàä F õîòÿ áû îäèí

ñèìâîë, ñêàæåì, λ, âñòðå÷àåòñÿ íå ìåíåå ÷åì
⌈
d̃
q

⌉
ðàç (èíà÷å ÷èñ-

ëî âõîæäåíèé êàæäîãî ñèìâîëà ìåíüøå d̃/q, à ñóììà ýòèõ q ÷èñåë

ðàâíà d̃). Çíà÷èò, ||b − λa′′1 || ≤ d̃ −
⌈
d̃
q

⌉
. Èìååì d̃ ≤ ||(a|b) − λa1|| =

d′+||b−λa′′1 || ≤ d′+ d̃−
⌈
d̃
q

⌉
. Òàêèì îáðàçîì, d′ ≥

⌈
d̃
q

⌉
≥
⌈
d
q

⌉
, ïîýòîìó

n− d ≥ n− d̃ ≥ Nq(k− 1, d′) ≥ Nq
(
k − 1,

⌈
d
q

⌉)
, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò

(5.3).
3. Òåïåðü ïðèìåíèì äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî ê [n, k, d]q-êîäó
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íåñêîëüêî ðàç. Èìååì

n ≥ Nq(k, d) ≥ d+Nq

(
k − 1,

⌈
d

q

⌉)
≥

≥ d+

⌈
d

q

⌉
+Nq

k − 2,


⌈
d
q

⌉
q


 (5.1)

=

= d+

⌈
d

q

⌉
+Nq

(
k − 2,

⌈
d

q2

⌉)
≥ . . . ≥

≥ d+

⌈
d

q

⌉
+ . . .+

⌈
d

qk−2

⌉
+Nq

(
1,

⌈
d

qk−1

⌉)
,

îòêóäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, Nq(1,m) = m
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m.I

9◦. Óìåíüøåíèå äëèíû êîäà

Ïðåäëîæåíèå 5.20. Ïóñòü C � ëèíåéíûé [n, k, d]q-êîä íàä ïîëåì
F è ∈ C � ñëîâî âåñà d ñ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè â ïîçèöèÿõ
i1, . . . , id. Òîãäà êîä C, ïîëó÷àþùèéñÿ èç êîäà C âû÷åðêèâàíèåì âñåõ
ñëîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ c, è âû÷¼ðêèâàíèåì â îñòàëüíûõ ñëîâàõ êî-
îðäèíàò ñ íîìåðàìè i1, . . . , id åñòü ëèíåéíûé [n− d, k− 1, d1]-êîä, ãäå

d1 ≥
⌈
d
q

⌉
. Åñëè C � íå ÌÄÐ-êîä (ò.å. d ≤ n− k), òî äâîéñòâåííûé ê

êîäó C êîä C◦ åñòü [n− d, n− d− (k − 1), d0]-êîä, ãäå d0 ≥ d(C◦).

J Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2
òåîðåìû î ãðàíèöå Ãðàéñìåðà.

Ââåä¼ííàÿ â ýòîì óòâåðæäåíèè ìàòðèöà G′ áóäåò ïðîâåðî÷íîé
äëÿ êîäà C◦, ïîýòîìó ýòî ëèíåéíûé êîä äëèíû n− d è ðàçìåðíîñòè
(n− d)− rkG′ = (n− d)− (k − 1) ≥ 1, ò.ê. d ≤ n− k.

Ïóñòü G� ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà C, îíà æå áóäåò ïðîâåðî÷-
íîé ìàòðèöåé äëÿ êîäà C◦. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ î ñâÿçè ðàññòîÿíèÿ
êîäà è ãàðàíòèðóåìîãî ðàíãà èìååì κ(G) = d(C◦) − 1. È ïîñêîëüêó
êîä è äâîéñòâåííûé ê íåìó ÿâëÿþòñÿ ÌÄÐ-êîäàìè îäíîâðåìåííî, òî
κ(G) < rkG = k. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî κ(G) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
k− 1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû G′. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, èç ñòðîåíèÿ ìàòðèöû G
âèäíî, ÷òî â ìàòðèöå G′ ëþáûå κ(G) ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ñëåäîâàòåëüíî, κ(G′) ≥ κ(G). Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî d0 ≥ d(C◦). I
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Ñëåäñòâèå 5.21. Ïóñòü C � ëèíåéíûé ÌÄÐ-êîä [n, k, d]q-êîä íàä
ïîëåì F ìîùíîñòè q ðàçìåðíîñòè k ≥ 2. Òîãäà d ≤ q è n ≤ q + k − 1.

J Ïîñêîëüêó C � ÌÄÐ-êîä, òî d = n−(k−1) è n = d+k−1. Ïîýòîìó
â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà èìååì, ÷òî ìàòðèöà G′

ðàçìåðà (k−1)× (k−1) èìååò rkG′ = k−1. Ñëåäîâàòåëüíî, C = Fk−1

è d1 = 1. Îòêóäà
⌈
d
q

⌉
≤ 1, d ≤ q è n ≤ q + k − 1. I
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Ëåêöèÿ 6. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êîëåö. Ëîêàëüíûå
êîëüöà, ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ. Ðàçëîæåíèå êîíå÷íîãî
êîììóòàòèâíîãî êîëüöà â ïðÿìóþ ñóììó ëîêàëüíûõ êîëåö.

Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0.

1◦. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êîëåö.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü R,S � êîëüöà. Îòîáðàæåíèå f : R → S
íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëüöàR â êîëüöî S, åñëè îíî ñîõðàíÿåò
îïåðàöèè:

∀a, b ∈ R, f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî óíèòàðíûå ãîìîìîðôèçìû êîëåö,
ò.å. òàêèå ãîìîìîðôèçìû, êîòîðûå îòîáðàæàþò åäèíèöó êîëüöà R
â åäèíèöó êîëüöà S. Ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñ-
ëè îí ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòáðàæåíèåì. Êîëüöà, ìåæäó êîòîðû-
ìè èìååòñÿ èçîìîðôèçì, íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (îáîçíà÷åíèå
R ∼= S). Ñ êàæäûì ãîìîìîðôèçìîì êîëåö f : R → S ñâÿçàíû åãî
îáðàç Im(f) = f(R) è ÿäðî ker(f) = {x ∈ R : f(x) = 0}.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïîäìíîæåñòâî I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì
(ëåâûì) èäåàëîì ýòîãî êîëüöà, åñëè I � ïîäìîäóëü ïðàâîãî ìîäóëÿ
RR (ëåâîãî ìîäóëÿ RR). Ïîäìíîæåñòâî êîëüöà R, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
è ïðàâûì è ëåâûì èäåàëîì êîëüöà R, íàçûâàåòñÿ èäåàëîì (èíîãäà
óòî÷íÿåòñÿ: äâóñòîðîííèì èäåàëîì) êîëüöà R, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ òàê:
I�R. Â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîãî êîëüöà âñå èäåàëû � äâóñòîðîííèå.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ {x + I : x ∈ R} àääèòèâíîé ãðóïïû
êîëüöà R ïî ïîäãðóïïå I è çàäàäèì íà ýòîì ìíîæåñòâå îïåðàöèè

(x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I, (x+ I)(y + I) = xy + I

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R. Ïîëó÷åííîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-êîëüöîì
êîëüöà R ïî èäåàëó I è îáîçíà÷àåòñÿ R/I. Îòîáðàæåíèå π : R →
R/I, çàäàííîå ðàâåíñòâîì π(x) = x+I äëÿ ëþáîãî x ∈ R, íàçûâàåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì ãîìîìîðôèçìîì êîëüöà íà ôàêòîð-êîëüöî.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Êîíå÷íàÿ (âíåøíÿÿ) ïðÿìàÿ ñóììà êîëåö R1⊕
. . . ⊕ Rn ýòî ìíîæåñòâî R1 × . . . × Rn (ò.å. äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ìíîæåñòâ R1, . . . ,Rn) ñ ïîêîîðäèíàòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 6.5. Ýëåìåíò e ∈ R íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòîì, åñëè
e2 = e (çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì (1− e)2 = 1− 2e+ e = 1− e � òàêæå
èäåìïîòåíò).

Ëåììà 6.6. Äëÿ ëþáîãî r ∈ R ñóùåñòâóåò k = k(r) ∈ N, äëÿ êîòî-
ðîãî rk � èäåìïîòåíò.

J Âûáåðåì m,n ∈ N, äëÿ êîòîðûõ rm+n = rn. Óìíîæàÿ íà rm è
rn íåñêîëüêî ðàç, èìååì rpn+qm = rpn äëÿ ëþáûõ p, q ∈ N. Îñòàëîñü
âçÿòü p = m, q = n è k = mn.I

Îïðåäåëåíèå 6.7. Ïîëíîå îðòîãîíàëüíîå ìíîæåñòâî èäåìïî-
òåíòîâ (ñîêðàù¼ííî, ÏÎÌÈ ) � ýòî òàêàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ
e1, . . . , en ∈ R \ {0}, ÷òî
1) eiej = δijei, 1 ≤ i, j ≤ n, â ÷àñòíîñòè, e2

i = ei, i = 1, . . . , n;

2)
n∑
i=1

ei = 1.

Òåîðåìà 6.8. R ∼= R1 ⊕ . . .⊕Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò ÏÎÌÈ e1, . . . , en ∈ R òàêîå, ÷òî Ri ∼= Rei, i = 1, . . . , n.

J �⇒� Ïîëîæèì ei = (0, . . . , 0, 1Ri , 0, . . . , 0). Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðà-
öèé â ïðÿìîé ñóììå êîëåö ìíîæåñòâî e1, . . . , en ÿâëÿåòñÿ ÏÎÌÈ è
Rei ∼= Ri.

�⇐� Ïóñòü e1, . . . , en ∈ R � ÏÎÌÈ. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå ϕ :
R → R1 ⊕ . . .⊕Rn òàê, ÷òî ϕ(r) = (re1, . . . , ren).

Ïðîâåðèì, ÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ r, s ∈ R èìååì

ϕ(r) = (re1, . . . , ren), ϕ(s) = (se1, . . . , sen).

Îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ(r + s) = ((r + s)e1, . . . , (r + s)en) =

= (re1, . . . , ren) + (se1, . . . , sen) = ϕ(r) + ϕ(s).

Êðîìå òîãî
rsej = rse2

j = rejsej ∀j = 1, . . . , n,

ïîýòîìó

ϕ(rs) = (rse1, . . . , rsen) = (re1se1, . . . , rensen) = ϕ(r)ϕ(s).
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Ïðîâåðèì, ÷òî ϕ � áèåêöèÿ. Óñëîâèå, ÷òî r ∈ ker(ϕ) îçíà÷àåò, ÷òî
(re1, . . . , ren) = (0, . . . , 0), ò.å. rei = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Ñëåäîâà-

òåëüíî, r = r · 1 =
n∑
i=1

rei = 0, çíà÷èò, ker(ϕ) = {0}. Èíúåêòèâíîñòü

îòîáðàæåíèÿ ϕ äîêàçàíà. Äëÿ r = r1e1+· · ·+rnen èìååì rei = riei ïî
îðòîãîíàëüíîñòè, ïîýòîìó ϕ(r) = (re1, . . . , ren) = (r1e1, . . . , rnen) �
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîëüöà R1⊕ . . .⊕Rn, ò.å. ϕ � ñþðúåêòèâíî.I

Îïðåäåëåíèå 6.9. Ýëåìåíò r ∈ R íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò n ∈ N, ÷òî rn = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.10. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå èäåàëà I êîëüöà R
íà ïðàâûé R-ìîäóëü M :

MI =

{
n∑
i=1

xiai : n ∈ N, xi ∈M,ai ∈ I

}
.

Â ÷àñòíîñòè, òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíû ñòåïåíè èäåàëà: I, I2, . . ..

Îïðåäåëåíèå 6.11. Èäåàë I�R íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè
In = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 6.12. Ðàäèêàë J(R) êîíå÷íîãî êîììóòàòèâíîãî êîëü-
öà R � ìíîæåñòâî âñåõ åãî íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 6.13. J(R) � íèëüïîòåíòíûé èäåàë â R.

J J(R) � èäåàë â R, ïîñêîëüêó åñëè rn = 0, sk = 0, òî

(r + s)n+k =

=

n+k∑
i=0

Cin+kr
isn+k−i =

n∑
i=0

Cin+kr
isn−isk +

n+k∑
i=n+1

Cin+kr
nri−nsn+k−i =

= 0 + 0 = 0,

è äëÿ ëþáîãî u ∈ R: (ur)n = unrn = un0 = 0, ò.å. r + s, ur ∈ J(R).
Â ñèëó êîíå÷íîñòè R ìíîæåñòâî J(R) òîæå êîíå÷íî. Ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò t ∈ N, ÷òî at = 0 äëÿ âñåõ a ∈ J(R) (áåð¼ì ìàêñèìóì
òàêèõ ñòåïåíåé ïî âñåì ýëåìåíòàì ðàäèêàëà). Ïóñòü m = |J(R)|. Òî-
ãäà ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå â ïðîèçâåäåíèè ëþáûõ N = m(t − 1) + 1
ýëåìåíòîâ x1, . . . , xN ∈ J(R) õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò xs ïîâòîðÿåòñÿ
ïî êðàéíåé ìåðå t ðàç, ÷òî â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè êîëüöà îçíà÷àåò,
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÷òî ïðîèçâåäåíèå x1 · · ·xN = (xs)
t · a = 0a = 0, ãäå a � ïðîèçâåäåíèå

îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ. Îòêóäà J(R)N = 0. I

2◦. Ëîêàëüíûå êîëüöà, ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.14. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè
ôàêòîð-êîëüöî R/J(R) � ïîëå.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ÷åòûðå ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ëî-
êàëüíîãî êîëüöà.

Òåîðåìà 6.15. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) R � ëîêàëüíîå êîëüöî;
2) â R ðîâíî äâà èäåìïîòåíòà (0 è 1);
3) ∀a ∈ R îäèí èç ýëåìåíòîâ a ëèáî 1− a îáðàòèì;
4) R = R∗ ∪ J(R), ãäå R∗ � ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R.

J �1)⇒ 2)� Äîïóñòèì, ÷òî â R åñòü èäåìïîòåíò e, îòëè÷íûé îò 0 è 1.
Òîãäà 1− e 6= 0, 1 � òîæå íåòðèâèàëüíûé èäåìïîòåíò. Ïî îïðåäåëå-
íèþ e, 1−e /∈ J(R). Â ôàêòîð-êîëüöåR/J(R): e+J(R), 1−e+J(R) �
íåíóëåâûå ýëåìåíòû, íî (e + J(R))(1 − e + J(R)) = 0 + J(R). Â ïî-
ëå R/J(R) íåò äåëèòåëåé íóëÿ, ïîýòîìó e èëè 1 − e ëåæèò â J(R).
Ïðîòèâîðå÷èå.

�2)⇒ 4)� Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ R ïî ëåììå 6.6 ñóùåñòâóåò k ∈ N,
÷òî ak � èäåìïîòåíò. Ïî óñëîâèþ 2) âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ: ak = 1, ëèáî
ak = 0. Åñëè ak = 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ a ∈ J(R). Åñëè ak = 1, òî
a · ak−1 = 1, ò.å. ak−1 = a−1 è a ∈ R∗. Îòêóäà R = R∗ ∪ J(R).

�4)⇒ 3)� Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ R, ëèáî a ñàì îáðàòèì, ëèáî
a ∈ J(R). Âî âòîðîì ñëó÷àå an = 0 è (1 − a)(1 + a + · · · + an−1) =
1− an = 1, (1− a)−1 = 1 + a+ · · ·+ an−1, ïîýòîìó 1− a � îáðàòèìûé
ýëåìåíò.

�3)⇒ 1)� Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ R îäèí èç ýëåìåíòîâ a ëèáî
1−a îáðàòèì. Ïóñòü a /∈ J(R). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N ak = e �
èäåìïîòåíò. Åäèíñòâåííûé èäåìïîòåíò â J(R) � ýòî 0, ïîñêîëüêó
äëÿ èäåìïîòåíòà e è ëþáîãî k ∈ N: ek = e, ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ
e ∈ J(R) ñóùåñòâóåò m ∈ N em = 0, îòêóäà 0 = em = e. Ïî óñëîâèþ
ak 6= 0, ïîýòîìó e /∈ J(R). Çàìåòèì, ÷òî åñëè e 6= 1, òî e(1− e) = 0 è
e è 1− e � íåíóëåâûå äåëèòåëè íóëÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò áûòü
îáðàòèìû. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì 3), çíà÷èò, e = 1. Ïîýòîìó ýëå-
ìåíò a+ J(R) � îáðàòèì â ôàêòîð-êîëüöå, ò.å. â ýòîì êîëüöå ëþáîé
íåíóëåâîé îáðàòèì è îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. I
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3◦. Ðàçëîæåíèå êîíå÷íîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà â ïðÿ-
ìóþ ñóììó ëîêàëüíûõ êîëåö.

Òåîðåìà 6.16. Ëþáîå êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî R ñ 1 6= 0
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó R = R1 ⊕ . . . ⊕ Rn, ãäå âñå Ri �
ëîêàëüíûå êîëüöà.

J Â R åñòü ÏÎÌÈ (íàïðèìåð, èç îäíîãî ýëåìåíòà 1). Âîçüì¼ì ñðåäè
íèõ ñàìóþ áîëüøóþ ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ (òàêàÿ ñóùåñòâóåò â ñèëó
êîíå÷íîñòè R) ÏÎÌÈ e1, . . . , en. R = R1 ⊕ . . .⊕Rn äëÿ Ri = Rei.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n êîëüöî Rei ëîêàëüíî.
Äîïóñòèì ñóùåñòâóåò e ∈ Rei � èäåìïîòåíò è e 6= 0, ei. Ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó e1, . . . , ei−1, e, ei− e, ei+1, . . . , en. Èìååì e+ (ei− e) = ei,

ïîýòîìó e1 + . . . + ei−1 + e + ei − e + ei+1 + . . . + en =
n∑
j=1

ej = 1.

Òàêæå èç óñëîâèÿ e ∈ Rei èìååì e = eie = eei. Îòêóäà e(ei − e) = 0,
eej = eeiej = 0, (ei − e)ej = 0 − 0 = 0 äëÿ âñåõ j 6= i. Ïîëó÷èëè
á�îëüøóþ ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ÏÎÌÈ, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì,
â êîëüöå Rei ðîâíî äâà èäåìïîòåíòà è îíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïî
óñëîâèþ (2) òåîðåìû 6.15. I

Îïðåäåëåíèå 6.17. Èäåìïîòåíò e ∈ R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì
èäåìïîòåíòîì, åñëè êîëüöî Re ëîêàëüíî.

Ñëåäñòâèå 6.18. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî êîììóòàòèâíîãî
êîëüöàR ñ 1 6= 0 èìååìR/J(R) = F1⊕. . .⊕Fn, ãäå âñå Fi � êîíå÷íûå
ïîëÿ.

JR/J(R) =
n⊕
i=1

(R/J(R))ei ïî òåîðåìå 6.16. (R/J(R))ei � ëîêàëüíîå

êîëüöî ñ íóëåâûì ðàäèêàëîì, ïîýòîìó îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. I
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Ëåêöèÿ 7. Àííóëÿòîðû èäåàëà â ìîäóëå è ïîäìîäóëÿ â êîëü-
öå. Ëåììà Íàêàÿìû. Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîíå÷íîãî êîì-
ìóòàòèâíîãî êîëüöà è öîêîëü ìîäóëÿ, ñâÿçü ìåæäó íèìè.
Ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ.

Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà M1 ⊕ . . . ⊕ Mn R-
ìîäóëåé M1, . . . ,Mn � ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê (m1, . . . ,mn), ãäå mi ∈
Mi ∀i ∈ {1, . . . , n}, ñ ïîêîìïîíåíòíûìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà
ýëåìåíòû êîëüöà R.

Ïðåäëîæåíèå 7.2. Ïóñòü M1, . . . ,Mn� ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M . Òî-
ãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) Åñëè x1+. . .+xn = 0, ãäå xi ∈Mi, i = 1, . . . , n, òî x1 = . . . = xn = 0.
2) Äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n}:

Mi ∩ (M1 + . . .+Mi−1 +Mi+1 + . . .+Mn) = 0.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Åñëè äëÿ ñåìåéñòâà ïîäìîäóëåé M1, . . . ,Mn ìî-
äóëÿ M âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 7.2, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî
ñåìåéñòâî îáðàçóåò ïðÿìóþ ñóììó ïîäìîäóëåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñóì-
ìà äàííîãî ñåìåéñòâà îáîçíà÷àåòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà:M1⊕. . .⊕Mn.
Ïîäìîäóëü N ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïîäìîäóëü K ìîäóëÿ M , òàêîé, ÷òî M = N ⊕K.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ïóñòü N � ïîäìîäóëü ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ {x + N : x ∈ M} àä-
äèòèâíîé ãðóïïû ìîäóëÿM ïî ïîäãðóïïå N è çàäàäèì íà ýòîì ìíî-
æåñòâå îïåðàöèè (x+N) + (y+N) = (x+ y) +N , (x+N)r = xr+N
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ M è r ∈ R. Ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ, ñíàá-
æ¼ííîå ýòèìè îïåðàöèÿìè, îêàçûâàåòñÿ ïðàâûì R-ìîäóëåì. Ýòîò
ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìîäóëåì ìîäóëÿ M ïî ïîäìîäóëþ N è
îáîçíà÷àåòñÿ M/N . Îòîáðàæåíèå π : M → M/N , çàäàííîå ðàâåí-
ñòâîì π(x) = x + N äëÿ ëþáîãî x ∈ M , íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì
ãîìîìîðôèçìîì ìîäóëÿ íà ôàêòîð-ìîäóëü.

Îïðåäåëåíèå 7.5. Ìîäóëü V íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, èëè íåïðèâîäè-
ìûì, åñëè îí ñîäåðæèò ðîâíî äâà ïîäìîäóëÿ (0 è V ).

Îïðåäåëåíèå 7.6. Öîêîëåì ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ ñóììà âñåõ
íåïðèâîäèìûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M (îáîçíà÷åíèå socM). Åñëè M
íå èìååò ïðîñòûõ ïîäìîäóëåé, òî ñ÷èòàåì socM = 0.
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Îïðåäåëåíèå 7.7. ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì, åñëè
êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Ëåììà 7.8 (Ëåììà Íàêàÿìû). Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Åñëè
MJ(R) = M , òî M = 0.

J Ïóñòü MJ(R) = M . Â ýòîì ñëó÷àå MJ(R)2 = MJ(R) = M , è ïî
èíäóêöèè,MJ(R)n = M äëÿ âñåõ n ∈ N. Íî ïî ëåììå 6.13 ñóùåñòâó-
åò n ∈ N, ÷òî J(R)n = 0. Òîãäà M = MJ(R)n = 0.I

Ëåììà 7.9 (Ëåììà Íàêàÿìû, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà).
Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü, N ≤ M . Åñëè N + MJ(R) = M ,
òî N = M .

J �⇒� Ïåðåõîäèì êM/N . ÈìååìM/N ·J(R) = M/N , òîãäà ïî ëåììå
7.8 âûïîëíåíî M/N = 0, çíà÷èò, M = N .

�⇐� Óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ìîäóëåé N . Âîçüì¼ì N =
0. I

Ïðåäëîæåíèå 7.10. Ïóñòü M 6= 0 � êîíå÷íûé ìîäóëü. Òîãäà ñó-
ùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå ïîäìîäóëè V1, . . . , Vn ≤M òàêèå, ÷òî

socM = V1 ⊕ . . .⊕ Vn.

J Â ñèëó êîíå÷íîñòè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ïîäìîäóëü V ≤M ñ ìè-
íèìàëüíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè â ÷àñòíîñòè
îçíà÷àåò, ÷òî V � íåïðèâîäèìûé ìîäóëü. Ïîëîæèì V1 = V . Åñëè
V = socM , òî âñ¼ ãîòîâî, socM = V1 � ïðÿìàÿ ñóììà èç îäíîãî
ñëàãàåìîãî.

Èíà÷å ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìîäóëü V2 * V = V1. Òîãäà
V1 ∩ V2 ≤ V2 è V1 ∩ V2 6= V2, ò.ê. V2 * V1, çíà÷èò, V1 ∩ V2 = 0. Òîãäà
V1 ⊕ V2 ≤ socM .

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó øàãó èìååì äâà âàðèàíòà: ëèáî V1 ⊕
V2 = socM è âñ¼ ãîòîâî, ëèáî ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìîäóëü V3 *
V1⊕V2. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñíîâà ïîëó÷àåì ïðÿìóþ ñóììó V1⊕V2⊕V3

è ò.ä. Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìîäóëÿ M ÷èñëî øàãîâ â ýòîì ïðîöåññå êî-
íå÷íî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò n ∈ N, ÷òî socM = V1 ⊕ . . .⊕ Vn.I

Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü.

Îïðåäåëåíèå 7.11. Äëÿ S ⊆M , T ⊆ R îïðåäåëèì àííóëÿòîðû

annR(S) = {r ∈ R : Sr = 0} ,
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annM (T ) = {m ∈M : mT = 0} .

Ïî îïðåäåëåíèþ annR(S) �R, annM (T ) ≤M .
Îòìåòèì åù¼ íåêîòîðûå ñâîéñòâà àííóëÿòîðîâ:

Ïðåäëîæåíèå 7.12. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü, S ⊆M , T ⊆ R.
Òîãäà
1) S ⊆ annM (annR(S)), T ⊆ annR(annM (T ));
2) åñëè N1, N2 ≤ M è N1 ⊆ N2, òî annR(N1) ⊇ annR(N2), åñëè
I1, I2 �R è I1 ⊆ I2, òî annM (I1) ⊇ annM (I2);
3) äëÿ N ≤M è I �R âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

annR(annM (annR(N))) = annR(N),

annM (annR(annM (I))) = annM (I).

J 1) Ïóñòü s ∈ S. Òîãäà s · annR(S) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, s ∈
annM (annR(S)). Àíàëîãè÷íî, T ⊆ annR(annM (T )).

2) î÷åâèäíî.
3) Ê annM (annR(N)) ⊇ N ïðèìåíÿåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2):

annR(annM (annR(N))) ⊆ annR(N). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ
ïðèìåíåíèåì óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà 1) ê T = annR(N). Àíàëîãè÷íî,
ïðèìåíÿÿ ïóíêòû 1) è 2), ïîëó÷àåì, ÷òî annM (annR(annM (I))) =
annM (I).I

Òåîðåìà 7.13. ÏóñòüM � ïðàâûéR-ìîäóëü, J(R) � ðàäèêàë êîëü-
öà R. Òîãäà socM = annM (J(R)).

J Ïóñòü V 6= 0 � íåïðèâîäèìûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿM . Äîêàæåì, ÷òî
V ⊆ annM (J(R)). Èìååì V J(R) ≤ V . Åñëè V J(R) = 0, òî òðåáóåìîå
âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî. Èíà÷å, V J(R) = V . Òîãäà ïî ëåììå Íàêàÿìû
(7.8) V = 0, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, socM ⊆ annM (J(R)).

Îáðàòíî, ïóñòü N = annM (J(R)). N ïðåâðàùàåòñÿ â ìîäóëü íàä
êîëüöîì R/J(R), åñëè äëÿ x ∈ N åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîëîæèòü
x(r + J(R)) = xr. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.18, èìååì R̄ = R/J(R) =
F1 ⊕ . . . ⊕ Fn, ãäå âñå Fi � êîíå÷íûå ïîëÿ, Fi ∼= R̄ei, e1 + . . . en = 1̄,
eiej = 0̄, ∀ i 6= j. Òîãäà N = Ne1 ⊕ . . . ⊕ Nen. Êàæäûé ìîäóëü Nei
ÿâëÿåòñÿ R̄ei-ìîäóëåì. Ìîäóëü íàä ïîëåì � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Îíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ
(íåïðèâîäèìûõ ìîäóëåé). Òîãäà Nei êàê ñóììà íåïðèâîäèìûõ ìîäó-
ëåé ñîäåðæèòñÿ â socM . Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n. Îòêóäà,
N ⊆ socM . I
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Îïðåäåëåíèå 7.14. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
ïðàâîãî ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì R. Íàèìåíüøèé (ïî âêëþ÷åíèþ)
ïîäìîäóëü 〈S〉R ìîäóëÿ M , ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî S, íàçûâàåòñÿ
ïîäìîäóëåì, ïîðîæä¼ííûì ìíîæåñòâîì S. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ èäåàë (T )R, ïîðîæä¼ííûé ïîäìíîæåñòâîì T êîëüöà R. Åñëè
N = 〈S〉R, ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî S � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ïîäìîäó-
ëÿ N . Àíàëîãè÷íî, åñëè I = (T )R, òî ãîâîðÿò, ÷òî T � ñèñòåìà
îáðàçóþùèõ èäåàëà I.

Ïðåäëîæåíèå 7.15. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
ïðàâîãî ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì R. Òîãäà

〈S〉R = SR = {x1r1 + . . .+ xnrn : xi ∈ S, ri ∈ R, i = 1, . . . , n, n ≥ 0}.

Îïðåäåëåíèå 7.16. Ìîäóëü, èìåþùèé ñèñòåìó îáðàçóþùèõ èç îä-
íîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì ìîäóëåì. Èäåàë, èìåþùèé
ñèñòåìó îáðàçóþùèõ èç îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì èäåà-
ëîì. Ìîäóëü (èäåàë), èìåþùèé êîíå÷íóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ, íà-
çûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì. Äëÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî ìîäóëÿ
M ÷åðåç ρ(M) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü åãî ñèñòåìû îá-
ðàçóþùèõ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.15 î÷åâèäíî, ÷òî |M | ≤ |R|t, ãäå t = ρ(M).

Îïðåäåëåíèå 7.17. M � ñâîáîäíûé R-ìîäóëü ðàíãà t, åñëè ó íåãî
ñóùåñòâóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ íàä R ñèñòåìà èç t îáðàçóþùèõ.

Èç îïðåäåëåíèé î÷åâèäíî ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 7.18. M � ñâîáîäíûé R-ìîäóëü ðàíãà t òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ(M) = t è |M | = |R|t.

Ïî òåîðåìå 6.16 èìååì R = R1⊕ . . .⊕Rn, ãäå âñå Ri � ëîêàëüíûå
êîëüöà, Ri ∼= Rei. Òîãäà MR = M1 ⊕ . . . ⊕ Mn, ãäå Ms = Mes,
s = 1, . . . , n. Êàæäûé ìîäóëü Ms ÿâëÿåòñÿ Rs-ìîäóëåì, ïîñêîëüêó
Rs = Res = esR.

Ïðåäëîæåíèå 7.19. ρ(MR) = max{ρ((Ms)Rs) : s ∈ {1, . . . , n}}.

J Ïóñòü m1, . . . ,mr � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ M . Òîãäà
m1es, . . . ,mres � îáðàçóþùèå äëÿ (Ms)Rs . Ïîòîìó ρ(M) ≥ ρ(Ms).

Îáðàòíî, ïóñòü m
(s)
1 , . . . ,m

(s)
rs � îáðàçóþùèå (Ms)Rs , s = 1, . . . , n.

Ïîëîæèì r = max{r1, . . . , rn} è äîïîëíèì ïðè íåîáõîäèìîñòè âñå ñè-
ñòåìû îáðàçóþùèõ íóëÿìè, ÷òîáû ñ÷èòàòü, ÷òî r = r1 = . . . = rn.
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Òîãäà âM ìîæíî âçÿòü îáðàçóþùèå m1 = m
(1)
1 + . . .+m

(n)
1 , . . . ,mr =

m
(1)
r + . . .+m

(n)
r . I

Îáîçíà÷èì M̃ = M/MJ(R). Äëÿ m ∈ M ïîëàãàåì m̃ = m +

MJ(R) ∈ M̃ . Ïî ëåììå Íàêàÿìû (7.8) åñëè M 6= 0, òî M̃ 6= 0.
Åñëè R � ëîêàëüíîå êîëüöî, òî ôàêòîð-êîëüöî R = R/J(R) � ïîëå.

Ìîäóëü M̃R ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî íàä R:

∀m̃ ∈ M̃, ᾱ = α+ J(R) ∈ R : ᾱm̃ = m̃α.

Ïðè ýòîì ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M̃R è ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà

RM̃ ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó.

Ïðåäëîæåíèå 7.20. Åñëè R �ëîêàëüíîå êîëüöî, òî ρ(MR) =

dimR M̃, è äëÿ ëþáûõ m1, . . . ,mt ∈M ðàâåíñòâà

M = 〈m1, . . . ,mt〉R (7.1)

è
M̃ = R〈m̃1, . . . , m̃t〉 (7.2)

ýêâèâàëåíòíû.

J Ðàâåíñòâî (7.2) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþM = 〈m1, . . . ,mt〉R+J(R)M.
Ïî ëåììå Íàêàÿìû 7.8 ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
(7.1).I

Ïðåäëîæåíèå 7.21. Äëÿ ìîäóëÿ MR íàä ëîêàëüíûì êîëüöîì R
ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) MR � íåïðèâîäèìûé ìîäóëü;

2) MJ(R) = 0 è dimR M̃ = 1;
3) MR ∼= RR;
4) |M | = |R|.

J �1)⇒ 2)� Ïîñêîëüêó MR � íåïðèâîäèìûé ìîäóëü, òî M 6= 0. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîäìîäóëüMJ(R) ìîäóëÿM . Ïî ëåììå Íàêàÿìû (7.8)M 6=
MJ(R). Íî òîãäà èç íåïðèâîäèìîñòè M ñëåäóåò, ÷òî MJ(R) = 0. Â

ñèëó ñîîòâåòñòâèÿ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M̃R è ïîäïðîñòðàíñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà RM̃ , ïðîñòðàíñòâî RM̃ íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè dimR M̃ = 1.
Èìïëèêàöèÿ �2)⇒ 3)� ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 7.20.
�3)⇒ 4)� Î÷åâèäíî.
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�4)⇒ 1)� Ïóñòü N ≤ M . Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.20 ñëåäóåò, ÷òî åñëè
N 6= 0, òî |N | ≥ |R| = q. Çíà÷èò, |N | = |M |, ò.å. N = M , ñëåäîâà-
òåëüíî, ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. I
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Ëåêöèÿ 8. Ìîäóëü õàðàêòåðîâ êîíå÷íîãî ìîäóëÿ. Èíúåêòèâ-
íûå ìîäóëè. Êðèòåðèé Áýðà. Èíúåêòèâíîñòü ìîäóëÿ õàðàê-
òåðîâ.

1◦. Ìîäóëü õàðàêòåðîâ.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ãðóïïîé õàðàêòåðîâ ìîäóëÿM íàçîâ¼ì àáåëåâó
ãðóïïó M∗ = HomZ(M,Q/Z).

Ïðåäëîæåíèå 8.2. 1) Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðóïï (M∗,+) ∼=
(M,+).
2) ∀b ∈M \ {0} ∃χ ∈M∗ : χ(b) 6= 0.

J 1. Ðàçëîæèì àáåëåâó ãðóïïó M â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèê-
ëè÷åñêèõ ïîäãðóïï: M = 〈a1〉n1

⊕ . . . ⊕ 〈at〉nt . Ðàññìîòðèì õàðàê-

òåð χi ìîäóëÿ M òàêîé, ÷òî χi(aj) = δij
1

ni
, çäåñü δij � ñèìâîë

Êðîíåêåðà, i ∈ {1, . . . , t}. Òîãäà niχi ≡ 0, mχi(ai) =
m

ni
6= 0,

1 ≤ m < ni, ïîýòîìó ord(χi) = ni = ord(ai). Ïîñêîëüêó ëþáîé õàðàê-
òåð χ ∈ HomZ(M,Q/Z) çàäà¼òñÿ îáðàçàìè ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ
ai, i ∈ {1, . . . , t}, òî M∗ ∼= 〈χ1〉n1 ⊕ . . .⊕ 〈χt〉nt ∼= M .

2. Åñëè b ∈M \ {0}, òî â ðàçëîæåíèè b = b1 + . . .+ bt, bi ∈ 〈ai〉ni ,
õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò bi îòëè÷åí îò íóëÿ, i ∈ {1, . . . , t}. Â ýòîì ñëó-
÷àå bi = mai, ãäå 1 ≤ m < ni. Òîãäà â êà÷åñòâå èñêîìîãî õàðàêòåðà

χ ìîæíî âûáðàòü χi. Äåéñòâèòåëüíî, χi(b) = χi(bi) =
m

ni
6= 0. I

Îïðåäåëåíèå 8.3. Åñëè M � ëåâûé R-ìîäóëü, òî îïðåäåëèì ïðî-
èçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî õàðàêòåðà χ ∈ HomZ(M,Q/Z) íà ýëåìåíò r
êîëüöà R ñïðàâà êàê õàðàêòåð χr, çàäàííûé ôîðìóëîé

∀x ∈M, (χr)(x) = χ(rx). (8.1)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà ïðàâîãî R-ìîäóëÿ íà
ãðóïïå HomZ(M,Q/Z) (çàìåòèì, ÷òî åñëè χ ∈ HomZ(M,Q/Z), r, s ∈
R è x ∈ M , òî ((χr)s)(x) = (χr)(sx) = χ(rsx) = (χ(rs))(x)). Ïîëó-
÷åííûé ìîäóëü áóäåì íàçûâàòü ìîäóëåì õàðàêòåðîâ ìîäóëÿ M è
îáîçíà÷èì ÷åðåç M∗.

Àíàëîãè÷íî, åñëèM � ïðàâûé R-ìîäóëü, òî íà ãðóïïå åãî õàðàê-
òåðîâ ââîäèòñÿ óìíîæåíèå ñëåâà íà ýëåìåíòû êîëüöà R ôîðìóëîé

∀x ∈M, (rχ)(x) = χ(xr), (8.2)
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êîòîðîå îïðåäåëÿåò
ñòðóêòóðó ëåâîãî R-ìîäóëÿ íà ãðóïïå HomZ(M,Q/Z) (çàìåòèì, ÷òî
(r(sχ))(x) = (sχ)(xr) = χ(xrs) = ((rs)χ)(x)).

Ýòîò ìîäóëü ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü ìîäóëåì õàðàêòåðîâ è
îáîçíà÷àòü ÷åðåç M∗.

Ïðåäëîæåíèå 8.2 íå îáîáùàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå äî óòâåðæäåíèÿ
îá èçîìîðôèçìå ìîäóëåé M è M∗, îäíàêî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 8.4. Äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿM ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé èçî-
ìîðôèçì R-ìîäóëåé RM ∼= RM∗∗.

J Äëÿ ëþáîãî m ∈ M îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï
ϕm : M∗ → Q/Z ôîðìóëîé ϕm(χ) = χ(m). Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæå-
íèå m 7→ ϕm � ãîìîìîðôèçì ëåâûõ R-ìîäóëåé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî r ∈ R èìååì

ϕ(rm)(χ) = χ(rm)
(8.1)
= (χr)(m) = ϕm(χr) = (rϕm)(χ).

Åñëè m 6= 0, òî ñîãëàñíî ïóíêòó 2 ïðåäëîæåíèÿ 8.2 ñóùåñòâóåò
õàðàêòåð χ ∈ M∗ òàêîé, ÷òî χ(m) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕm ∈ M∗∗ \
{0} è ãîìîìîðôèçì m 7→ ϕm � ìîíîìîðôèçì.

Â ñèëó ïóíêòà 1 ïðåäëîæåíèÿ 8.2 òàêæå èìååì |M | = |M∗| =
|M∗∗|. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîíîìîðôèçì m 7→ ϕm åñòü èçîìîðôèçì. I
Äëÿ ïðàâîãî ìîäóëÿ M âåðíî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 8.5. Åñëè M = M1 ⊕M2 � ïðÿìàÿ ñóììà ìîäóëåé,
òî ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçìR-ìîäóëåéM∗ ∼= M∗1⊕M∗2 .

J Ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó −→χ = (χ1, χ2) ∈ M∗1 ⊕ M∗2 ñîïîñòà-
âèì îòîáðàæåíèå χm : M → Q/Z, îïðåäåë¼ííîå íà ýëåìåíòå −→m =
(m1,m2) ∈M1⊕M2 ïðàâèëîì χm(−→m) = χ1(m1)+χ2(m2). Ïî ïîñòðî-
åíèþ î÷åâèäíî, ÷òî χm åñòü õàðàêòåð ãðóïïû (M,+), è ðàçëè÷íûì
ýëåìåíòàì èç M∗1 ⊕M∗2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå õàðàêòåðû. Ïîñêîëü-
êó â ñèëó ïóíêòà 1 ïðåäëîæåíèÿ 8.2 |M∗1 ⊕M∗2 | = |M | = |M∗|, òî
èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðóïï M∗ ∼= M∗1 ⊕M∗2 . Îñòàëîñü äîêàçàòü,
÷òî èìååò ìåñòî ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
r ∈ R èìååì

(−→χ r)(−→m)
(8.1)
= χm(r−→m) = χ1(rm1) + χ2(rm2) = (χ1r, χ2r)(

−→m).

I
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2◦. Èíúåêòèâíûå ìîäóëè. Êðèòåðèé Áýðà. Èíúåêòèâíîñòü
ìîäóëÿ õàðàêòåðîâ.

Îïðåäåëåíèå 8.6. Ëåâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì,
åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëåâîãî R-ìîäóëÿ L è äëÿ ëþáîãî åãî ïîäìî-
äóëÿK êàæäûé ãîìîìîðôèçì ϕ : RK → RM ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí
äî ãîìîìîðôèçìà RL→ RM .

Òåîðåìà 8.7 (Êðèòåðèé Áýðà). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ëåâûé R-ìîäóëü M èíúåêòèâåí;
2) äëÿ ëþáîãî èäåàëà I �R è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ : RI → RM
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò m ∈ M , ÷òî ϕ(x) = xm äëÿ ëþáîãî x ∈ I
(ò.å. åñòü ãîìîìîðôèçì ψ : RR → RM , ïðîäîëæàþùèé ϕ ).

J �1)⇒ 2)� Ïóñòü ëåâûé R-ìîäóëü M èíúåêòèâåí, I �R. Ïî îïðå-
äåëåíèþ ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì ψ : R → M , ÷òî ϕ(x) =
ψ(x) = ψ(1 · x) = ψ(1)x äëÿ ëþáîãî x ∈ I. Çíà÷èò, ìîæíî ïîëîæèòü
m = ψ(1).

�2)⇒ 1)� Ìû ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñâîéñòâà èíúåêòèâíîñòè äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ìîäóëü L � êîíå÷íûé. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð
(K̃, ϕ̃), ãäå K̃ � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ L, ϕ̃ � ãîìîìîðôèçì K̃ â M ,
ïðîäîëæàþùèé ϕ. Ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî � â í¼ì ñîäåðæèòñÿ ïàðà
(K,ϕ). Â ñèëó êîíå÷íîñòè ñðåäè âñåõ òàêèõ ïàð ìîæíî âûáðàòü òà-

êóþ ïàðó (Kmax, ϕmax), â êîòîðîé K̃ � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé. Äî-
ïóñòèì, ÷òîKmax 6= L è âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò b ∈ L\Kmax.
Ðàññìîòðèì èäåàë I = {r ∈ R : rb ∈ Kmax} (I âûäåðæèâàåò óìíîæå-
íèå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû êîëüöà, ïîñêîëüêó Kmax �
ìîäóëü). Òîãäà îòîáðàæåíèå θ(r) = ϕmax(rb) åñòü ãîìîìîðôèçì
θ : I →M . Âûáåðåì äëÿ íåãî ýëåìåíò m ∈M ïî óñëîâèþ 2 òåîðåìû:
θ(x) = xm äëÿ ëþáîãî x ∈ I. Ðàññìîòðèì ìîäóëü K = Kmax + Rb.
Îïðåäåëèì ϕ : K → M ïðàâèëîì ϕ(x+ rb) = ϕmax(x) + rm äëÿ ëþ-
áûõ x ∈ Kmax è r ∈ R. Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ îïðåäåëåíî
êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x1 + r1b = x2 + r2b, òî r2 − r1 ∈ I
è ϕmax(x1) − ϕmax(x2) = ϕmax(b(r2 − r1)) = θ(r2 − r1) = r2m − r1m,
îòêóäà ϕmax(x1) + r1m = ϕmax(x2) + r2m. ßñíî, ÷òî ϕ|Kmax = ϕmax,
ïîýòîìó ïàðà (K,ϕ) ïðèíàäëåæèò S, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñè-
ìàëüíîñòè ìîäóëÿ Kmax. I
Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîé èìïëèêàöèè â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò ïðè-
ìåíåíèÿ ëåììû Öîðíà.

Ñëåäñòâèå 8.8. Àáåëåâà ãðóïïà A (ò.å. ìîäóëü íàä êîëüöîì Z) èíú-
åêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà äåëèìà, ò.å. äëÿ ëþáîãî
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a ∈ A è ëþáîãî n ∈ Z \ {0} ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ A, ÷òî
a = nx.

J Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ Áýðà äëÿ ãðóï-
ïû A ðàâíîñèëüíî äåëèìîñòè. Íî ëþáîé èäåàë êîëüöà Z � ãëàâíûé,
ò.å. èìååò âèä I = nZ, à ëþáîé ãîìîìîðôèçì f : I → A èìååò âèä
f(nz) = f(n)z äëÿ ëþáîãî z ∈ Z. Ïîëàãàÿ f(n) = a, ïîëó÷àåì nm = a
äëÿ ýëåìåíòà m èç óñëîâèÿ 2 òåîðåìû 8.7. Ñëó÷àé n = 0 òðèâèàëåí.
I

Òåîðåìà 8.9. Ëåâûé ìîäóëü (RR)∗ èíúåêòèâåí.

J Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R è f : I → (RR)∗ � ãîìîìîðôèçì.
Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï ω : I → Q/Z ôîðìóëîé
ω(x) = f(x)(1). Â ñèëó äåëèìîñòè ãðóïïû Q/Z, ñóùåñòâóåò õàðàêòåð
ω̃ : R → Q/Z, ñîâïàäàþùèé ñ ω íà I.

Òåïåðü äëÿ ëþáîãî a ∈ I è ëþáîãî x ∈ R èìååì

(aω̃)(x)
(8.2)
= ω̃(xa)

xa∈I
= ω(xa) = f(xa)(1) =

= (xf(a))(1)
(8.2)
= f(a)(1x) = f(a)(x).

Çíà÷èò, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x ∈ R, f(a) = aω̃, è ìîæíî ïðèìå-
íèòü êðèòåðèé Áýðà. I
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Ëåêöèÿ 9. Êâàçèôðîáåíèóñîâ ìîäóëü, ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

1◦. Êâàçèôðîáåíèóñîâ ìîäóëü, ñóùåñòâîâàíèå.
Ïóñòü M � ëåâûé R-ìîäóëü. Äëÿ S ⊆ M , T ⊆ R íàïîìíèì

àííóëÿòîðû
annR(S) = {r ∈ R : rS = 0} ,

annM (T ) = {m ∈M : Tm = 0} ,

è èõ ñâîéñòâà S ⊆ annM (annR(S)), T ⊆ annR(annM (T )).

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ êâàçèôðîáåíèóñîâûì,
èëè QF -ìîäóëåì, åñëè äëÿ âñåõ I � R è K ≤ M èìåþò ìåñòà ðà-
âåíñòâà

K = annM (annR(K)), I = annR(annM (I)).

Â ýòîé ñèòóàöèè ìîäóëü K ≤ RM òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ìîäóëü íàä ôàêòîðêîëüöîì R̂ = R/annR(K), ïîëàãàÿ r̂m = rm

äëÿ m ∈ K è r̂ = r + annR(K) ∈ R̂. Àíàëîãè÷íî ìîäóëü annM (I) ≤
RM ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäóëü íàä ôàêòîðêîëüöîì R/I.

Ïðåäëîæåíèå 9.2. Ïóñòü RM � QF -ìîäóëü, I�R è K ≤M . Òîãäà
1) K � QF -ìîäóëü íàä ôàêòîðêîëüöîì R̂ = R/annR(K).
2) annM (I) � QF -ìîäóëü íàä ôàêòîðêîëüöîì R/I.

J 1) Ïóñòü K ′ ≤ R̂K. Ðàññìîòðèì B̂ = annR̂(K ′). Èìååì B̂ =
B/annR(K) äëÿ B = annR(K ′). Äàëåå ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ

annK(B̂). Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

annK(B̂) =
{
m ∈ K : B̂m = 0

}
= {m ∈ K : Bm = 0} =

= annK(B) = K ∩ annM (B) = K ∩K ′ = K ′.

Èñïîëüçîâàííîå çäåñü ðàâåíñòâî annM (B) = K ′ âåðíî â ñèëó óñëî-
âèÿ, ÷òî ìîäóëü M � êâàçèôðîáåíèóñîâ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó-
÷èëè, ÷òî

annK(annR̂(K ′)) = K ′.

Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî annR̂(annK(B̂)) = B̂ äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî èäåàëà B̂ � R̂.
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Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. I

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå êâàçèôðîáåíèó-
ñîâà ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 9.3. Ìîäóëü RR∗ õàðàêòåðîâ ìîäóëÿ RR ÿâëÿåòñÿ QF -
ìîäóëåì.

J 1) Ðàññìîòðèì èäåàë I �R è åãî àííóëÿòîð K = annR∗(I) = {χ ∈
R∗ : Iχ = 0}. Ïîñêîëüêó äëÿ r, s ∈ R (rχ)(s) = χ(rs), òî èç óñëîâèÿ
χ ∈ K, ò.å. Iχ = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî χ(rs) = 0 äëÿ r ∈ I. Ïîäñòàâëÿÿ
s = 1, ïîëó÷àåì χ(r) = 0. Çíà÷èò, K � ýòî òå õàðàêòåðû χ ∈ R∗, ÷òî
I ⊆ kerχ. Òàêèå õàðàêòåðû êîððåêòíî ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðû
ôàêòîðãðóïïû R̂ = R/I. Ïðè ýòîì K � ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðîâ

ãðóïïû R̂.
Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî annR(K) = I. Âêëþ÷åíèå I ⊆ annR(K)

âñåãäà âûïîëíåíî. Ïðîâåðèì, ÷òî annR(K) ⊆ I. Ïóñòü r ∈ annR(K).

Òîãäà ýëåìåíò r̂ = r+ I ∈ R̂ àííóëèðóåòñÿ ëþáûì õàðàêòåðîì èç K.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ (2) ïðåäëîæåíèÿ 8.2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî r̂ = 0,
ò.å. r ∈ I è annR(K) ⊆ I.

2) Ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü K ≤ RR∗ è åãî àííóëÿòîð I =
annR(K). Ïî òåîðåìå 8.4 î êàíîíè÷åñêîì èçîìîðôèçìå îòîæäåñòâèì
R ñ ìîäóëåì õàðàêòåðîâ R∗∗. Òîãäà I � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ õàðàê-
òåðîâ ìîäóëÿ R∗, àííóëèðóþùèõ K, ïîýòîìó òàêæå êàê è â ïóíêòå
(1) ïîëó÷àåì, ÷òî annR∗(I) = K. I

2◦. Êâàçèôðîáåíèóñîâ ìîäóëü, åäèíñòâåííîñòü.
Ñïåðâà ñäåëàåì ðåäóêöèþ ê ñëó÷àþ ëîêàëüíûõ êîëåö.
Ïî òåîðåìå 6.16 èìååì R = R1⊕ . . .⊕Rn, ãäå âñå Ri � ëîêàëüíûå

êîëüöà, Ri ∼= Rei. Òîãäà RM = M1 ⊕ . . .⊕Mn, ãäå Ms = esM � Rs-
ìîäóëü, s = 1, . . . , n.

Ïðåäëîæåíèå 9.4. Â âûøåîçíà÷åííûõ îáîçíà÷åíèÿõ RM � QF -
ìîäóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R1M1, . . . ,RnMn åñòüQF -ìîäóëè.

J Ïðîèçâîëüíûé ïîäìîäóëü K ≤ RM èìååò ðàçëîæåíèå K = K1 ⊕
. . .⊕Kn, ãäå Ks = esK ≤ RsMs. Èìååì

annR(K) = annR1
(K1)⊕ . . .⊕ annRn(Kn)

(äåéñòâèòåëüíî, 0 = rK = (re1 + . . .+ren)K = re1K1 + . . .+renKn ⇔
rei ∈ annRi(Ki)) è

annM (annR(K)) = annM1
(annR1

(K1))⊕ . . .⊕ annMn
(annRn(Kn)).
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Îòêóäà ðàâåíñòâî annM (annR(K)) = K ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ðà-
âåíñòâ annMs

(annRs(Ks)) = Ks, s = 1, . . . , n. Àíàëîãè÷íî, ïðîèç-
âîëüíûé èäåàë I � R ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó I = I1 ⊕ . . . ⊕ In,
Is = esI �Rs. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî annR(annM (I)) = I ýêâèâàëåíòíî
ñèñòåìå ðàâåíñòâ annRs(annMs(Is)) = Is, s = 1, . . . , n. I

Îòìåòèì ñëåäóþùåå ïîëåçíîå ñâîéñòâî: ïîäìîäóëè QF -ìîäóëÿ,
èìåþùèå îäèíàêîâûå àííóëÿòîðû, ðàâíû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
annR(K) = annR(K ′), òî

K = annM (annR(K)) = annM (annR(K ′)) = K ′.

Àíàëîãè÷íî, èäåàëû êîëüöà, èìåþùèå îäèíàêîâûå àííóëÿòîðû
â QF -ìîäóëå, ðàâíû (åñëè annM (I) = annM (I ′), òî; I =
annR(annM (I)) = annR(annM (I ′)) = I ′).

Ìîäóëü RM íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè annR(M) = 0. Ïðî-
èçâîëüíûé QF -ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ïîñêîëüêó M =
annM (annR(M)) = annM (0), à çíà÷èò, annR(M) = 0.

Äëÿ òî÷íîãî ìîäóëÿ íàä ëîêàëüíûì êîëüöîì ñâîéñòâî áûòü QF -
ìîäóëåì ñâÿçàíî ñ åãî öîêîëåì. Âñïîìíèì, ÷òî socM = annM (J(R)),
ïîýòîìó êàê îòìå÷åíî âûøå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èäåàëà I è åãî àííó-
ëÿòîðà, socM ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäóëü íàä ôàêòîðêîëüöîì
R = R/J(R), ÷òî â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî êîëüöà îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì.

Òåîðåìà 9.5. Äëÿ òî÷íîãî ìîäóëÿ RM íàä ëîêàëüíûì êîëüöîì R
ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) RM ∼= RR∗;
2) M � QF -ìîäóëü;
3) socM � öèêëè÷åñêèé ïîäìîäóëü â M ;
4) dimR socM = 1;
5) socM � åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé (íåïðèâîäèìûé) ïîäìîäóëü
ìîäóëÿ M ;
6) ìîäóëü M ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïîäìîäóëü.

J Èìïëèêàöèÿ �1)⇒ 2)� åñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 9.3.
�2)⇒ 3)� Ïóñòü a ∈ socM \ {0}. Èìååì J(R) ⊆ annR(Ra) 6= R

(íàïðèìåð, 1 /∈ annR(Ra)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ëîêàëüíîì êîëüöå
ëþáîé ýëåìåíò âíå ðàäèêàëà îáðàòèì, à èäåàë, ñîäåðæàùèé îáðàòè-
ìûé ýëåìåíò, ñîäåðæèò è åäèíèöó êîëüöà, ò.å. ýòî âñ¼ êîëüöî. Ïî-
ýòîìó J(R) � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, ò.å. ìåæäó J(R) è R íåò äðóãèõ
èäåàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, annR(Ra) = J(R) = annR(socM). Îòêó-
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äà ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì QF -ìîäóëÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî socM = Ra �
öèêëè÷åñêèé ìîäóëü.

�3)⇒ 4) ⇒ 5) ⇒ 6)� ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 7.20 è 7.21.
�6)⇒ 1)� Ïóñòü K � åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïîäìîäóëü ìî-

äóëÿ M . Òîãäà â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè îí íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ
ïîäìîäóëåé, ò.å. K � íåïðèâîäèìûé ìîäóëü. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 7.21 âñå íåïðèâîäèìûå R-ìîäóëè èçîìîðôíû, ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò âëîæåíèå ϕ : RK → RR∗. Â ñèëó èíúåêòèâíîñòè ìîäóëÿ õà-
ðàêòåðîâ (òåîðåìà 8.9) âëîæåíèå ϕ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ãîìî-
ìîðôèçìà ψ : RM → RR∗. Ðàññìîòðèì ÿäðî kerψ. Åñëè kerψ 6= 0,
òî èç óñëîâèÿ 6) ìû ïîëó÷èì, ÷òî K ⊆ kerψ, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî ψ íà K ñîâïàäàåò ñ ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, kerψ = 0, è ψ � âëî-
æåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ψ(M) 6= R∗. Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 9.3 R∗ �
QF -ìîäóëü, òî annR(ψ(M)) 6= annR(R∗) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ò.ê.
ψ� âëîæåíèå, òî annR(ψ(M)) = annR(M). Óñëîâèå annR(M) 6= 0
ïðîòèâîðå÷èò òî÷íîñòè ìîäóëÿ M . Ñëåäîâàòåëüíî, ψ(M) = R∗ è
ψ � èñêîìûé èçîìîðôèçì.I

Òåîðåìà 9.6. Ëþáîé QF -ìîäóëü íàä êîíå÷íûì êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì R ñ åäèíèöåé èçîìîðôåí ìîäóëþ õàðàêòåðîâ RR∗.

J Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 9.4, óòâåðæäåíèé 1) è 2) òåîðåìû 9.5 è
ïðåäëîæåíèÿ 8.5.I

Ñëåäñòâèå 9.7. Ëþáîé QF -ìîäóëü íàä êîíå÷íûì êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì R ñ åäèíèöåé èíúåêòèâåí.
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Ëåêöèÿ 10. Õàðàêòåðèçàöèÿ êâàçèôðîáåíèóñîâûõ ìîäóëåé
ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷àþùèõ õàðàêòåðîâ.

Ïóñòü M � ëåâûé R-ìîäóëü. Äîãîâîðèìñÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè
ðàññìàòðèâàòüM è êàê ïðàâûé ìîäóëü, ïîëàãàÿ rm = mr äëÿ ëþáûõ
r ∈ R, m ∈M .

Îïðåäåëåíèå 10.1. Íàçîâ¼ì ìîäóëü M ðàçëè÷èìûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò õàðàêòåð χ ∈M∗, íå ðàâíûé òîæäåñòâåííî íóëþ íè íà êàêîì
íåíóëåâîì ïîäìîäóëå ìîäóëÿM . Òàêîé õàðàêòåð χ íàçîâ¼ì ðàçëè÷à-
þùèì äëÿ M .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äà¼ò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ðàçëè÷àþùå-
ãî õàðàêòåðà, èç êîòîðîãî áîëåå ïîíÿòåí ñàì òåðìèí �ðàçëè÷àþùèé�.

Ëåììà 10.2. Õàðàêòåð χ ∈ M∗ ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷àþùèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀a, b ∈M, a 6= b, ∃r ∈ R : χ(ra) 6= χ(rb).

J �⇒� Ïóñòü χ � ðàçëè÷àþùèé õàðàêòåð è a, b ∈ M , a 6= b. Ðàñ-
ñìîòðèì íåíóëåâîé ïîäìîäóëü R(a− b) ≤M . Èìååì χ(R(a− b)) 6= 0,
çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r ∈ R òàêîé, ÷òî χ(r(a− b)) 6= 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, χ(ra) 6= χ(rb) (ïî ñâîéñòâó ãîìîìîðôèçìà).

�⇐� Ïóñòü K ≤M � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ïîäìîäóëü. Ñóùå-
ñòâóåò a ∈ K \ {0}. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r ∈ R òàêîé, ÷òî
χ(ra) 6= χ(r0) = 0. Çíà÷èò, χ(K) 6= 0. I

Ëåììà 10.3. QF -ìîäóëü RM ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èìûì.

J Ïî òåîðåìå 9.6 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M = R∗. Òîãäà â ñèëó òåîðå-
ìû 8.4 ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì R-ìîäóëåé ϕ : RR →
RR∗∗ = RM

∗, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó r ∈ R õàðàê-
òåð ϕ(r) : R∗ → Q/Z, äåéñòâóþùèé íà ýëåìåíòå χ ∈ R∗ ïî ïðàâèëó
ϕ(r)(χ) = χ(r). Ïîêàæåì, ÷òî õàðàêòåð ϕ(1) ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷àþùèì
äëÿ R∗. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè χ, ψ ∈ R∗, χ 6= ψ, òî χ(r) 6= ψ(r) äëÿ
íåêîòîðîãî r ∈ R. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ϕ(1)(rχ) 6= ϕ(1)(rψ). Ñîãëàñíî
ëåììå 10.2 ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(1) � ðàçëè÷àþùèé õàðàêòåð äëÿ ìîäóëÿ

RM . I
Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå âìåñòî 1 ìîæíî áûëî
âçÿòü ëþáîé îáðàòèìûé ýëåìåíò u êîëüöà R, õàðàêòåð ϕ(u) òàêæå
áóäåò ðàçëè÷àþùèì.
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Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ê ëåììå 10.3.
Ñïåðâà ñäåëàåì ðåäóêöèþ ê ñëó÷àþ ëîêàëüíûõ êîëåö.
Ïî òåîðåìå 6.16 èìååì R = R1⊕ . . .⊕Rn, ãäå âñå Ri � ëîêàëüíûå

êîëüöà, Ri ∼= Rei. Òîãäà RM = M1 ⊕ . . .⊕Mn, ãäå Ms = esM � Rs-
ìîäóëü, s = 1, . . . , n.

Ëåììà 10.4. Â âûøåîçíà÷åííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîäóëü RM ðàçëè-
÷èì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ìîäóëè R1

M1, . . . ,RnMn ðàçëè-
÷èìû.

J �⇒� Ïóñòü χ � ðàçëè÷àþùèé õàðàêòåð ìîäóëÿ M . Ïîñêîëüêó
ïðîèçâîëüíûé ïîäìîäóëü Ks ìîäóëÿ RsMs ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì ìî-
äóëÿ RM , òî íà íåíóëåâîì ïîäìîäóëå χ(Ks) 6= 0. Òîãäà îãðàíè÷åíèå
χ íà Ms áóäåò èñêîìûì ðàçëè÷àþùèì õàðàêòåðîì ìîäóëÿ RsMs.

�⇐� Ïóñòü âñå ìîäóëè R1
M1, . . . ,RnMn ðàçëè÷èìû, χ1, . . . , χn �

èõ ðàçëè÷àþùèå õàðàêòåðû. Îïðåäåëèì õàðàêòåð χ ìîäóëÿ M ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈M áåð¼ì åãî ðàç-
ëîæåíèå a = a1+. . .+an, as ∈Ms, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèþM â
ïðÿìóþ ñóììó è ïîëàãàåì χ(a) = χ1(a1) + . . .+χn(an) ∈ Q/Z. Èç ïî-
ñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå áóäåò õàðàêòåðîì
ìîäóëÿ M . Äîêàæåì, ÷òî îí áóäåò ðàçëè÷àþùèì. Ïóñòü K ≤ M ,
K 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ òàêîé èíäåêñ s ∈ {1, . . . , n}, ÷òî
Ks = esK 6= 0. Òîãäà èç óñëîâèÿ, ÷òî Ks � íåíóëåâîé ïîäìîäóëü
ìîäóëÿ Ms, çàêëþ÷àåì, ÷òî íàéä¼òñÿ ýëåìåíò as ∈ Ks, äëÿ êîòî-
ðîãî ψs(as) 6= 0. Ðàññìàòðèâàÿ as êàê ýëåìåíò ìîäóëÿ K, ïîëó÷àåì
χ(as) = χs(as) 6= 0, ò.å. χ(K) 6= 0.I

Ëåììà 10.5. Ïóñòü RM � òî÷íûé ìîäóëü íàä ëîêàëüíûì êîëüöîì
R. Âñïîìíèì, ÷òî socM = annM (J(R)) è socM ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ìîäóëü íàä ôàêòîðêîëüöîì R = R/J(R), ÷òî â ñëó÷àå ëîêàëü-
íîãî êîëüöà îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì ïîëåì. Îáîçíà÷èì
|R| = q = pr. Ïóñòü u1, . . . , ur � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïîëÿ R íàä åãî
ïðîñòûì ïîäïîëåì Fp. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäãðóïïû H < (socM,+)
îáîçíà÷èì ÷åðåç L(H) ñóììó âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà

RsocM , ñîäåðæàùèõñÿ â H, äðóãèìè ñëîâàìè ñàìîå áîëüøîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â H. Òîãäà L(H) =
r⋂
i=1

u−1
i H.

J Ïîêàæåì, ÷òî L(H) =
r⋂
i=1

u−1
i H. Ïóñòü a ∈ L(H). Ïî ïîñòðîåíèþ,

ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Ra ⊆ H. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ i = 1, . . . , r
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èìååì uia ∈ H è a ∈ u−1
i G. Òàêèì îáðàçîì, L(H) ⊆

r⋂
i=1

u−1
i H. Íàîáî-

ðîò, åñëè a ∈
r⋂
i=1

u−1
i H, òî u1a, . . . , ura ∈ H. Ïîñêîëüêó H � ãðóïïà,

òî (γ1u1 + . . .+ γrur)a ∈ H äëÿ âñåõ γ1, . . . , γr ∈ Fp. Âñïîìèíàÿ, ÷òî
u1, . . . , ur � áàçèñ R íàä Fp, çàêëþ÷àåì, ÷òî Ra ⊆ H è, ñëåäîâàòåëü-
íî, a ∈ L(H). I

Ëåììà 10.6. Ðàçëè÷èìûé òî÷íûé ìîäóëü RM íàä ëîêàëüíûì êîëü-
öîì R ÿâëÿåòñÿ QF -ìîäóëåì.

J Ïóñòü χ � ðàçëè÷àþùèé õàðàêòåð ìîäóëÿ RM . Ñîãëàñíî ïóíêòó
4) òåîðåìû 9.5 äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ëåììó, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî dimR socM = 1. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
dimR socM > 1. Â ýòîì ñëó÷àå |socM | = qdimR socM ≥ q2.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå χ õàðàêòåðà χ íà socM . Ïóñòü G =
kerχ. Ïîñêîëüêó ãðóïïà (socM,+) êàê àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íî-
ãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé
p-ãðóïïîé, è χ(socM) 6= 0 â ñèëó âûáîðà õàðàêòåðà χ, òî χ(socM) �
ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p â Q/Z. Ñëåäîâàòåëüíî, G � ïîäãðóïïà èíäåêñà
p â socM . Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà L(G), îïðåäåë¼ííîãî â ëåììå 10.5, èç

óòâåðæäåíèÿ L(G) =
r⋂
i=1

u−1
i G è çíà÷åíèÿ èíäåêñà ãðóïïû G ñëåäó-

åò, ÷òî L(G) � ïîäãðóïïà èíäåêñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî pr = q. Òîãäà
èç îãðàíè÷åíèé íà èíäåêñ L(G) è íà ìîùíîñòü socM ñëåäóåò, ÷òî
L(G) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, â ãðóïïå G = kerχ ñîäåðæèòñÿ íåíóëåâîå
ïîäïðîñòðàíñòâî L(G). Ïðè ýòîì L(G) � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ RM (ñì.
çàìå÷àíèå ïåðåä ïðåäëîæåíèåì 7.20). Èìååì χ(L(G)) = 0, ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ òåì, ÷òî χ � ðàçëè÷àþùèé õàðàêòåð ìîäóëÿ RM . I

Òåîðåìà 10.7. Òî÷íûé ìîäóëü RM ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èìûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí åñòü QF -ìîäóëü.

J Ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì ëåìì 10.3�10.4 è 10.6, ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðåäëîæåíèÿ 9.4.I

61



Ëåêöèÿ 11. Ëèíåéíûå êîäû íàä êâàçèôðîáåíèóñîâûì ìîäó-
ëåì, äâîéñòâåííîñòü ìåæäó êîäàìè íàä êîëüöîì è êîäàìè
íàä êâàçèôðîáåíèóñîâûì ìîäóëåì.

Â äàííîé ëåêöèè ìû îáîáùèì ìàòåðèàë Ëåêöèè 4 íà ñëó÷àé ëè-
íåéíûõ êîäîâ íàä êîëüöàìè è êâàçèôðîáåíèóñîâûìè ìîäóëÿìè.

1◦. Êîäû íàä êâàçèôðîáåíèóñîâûì ìîäóëåì.

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü M � ëåâûé R-ìîäóëü. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:
1) RM åñòü QF -ìîäóëü;
2) äëÿ ëþáîãî N ∈ N è ëþáûõ ëèíåéíûõ êîäîâ C ≤ RRN , K ≤ RMN

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

annMN (annRN (K)) = K, (11.1)

annRN (annMN (C)) = C; (11.2)

3) RM � òî÷íûé ìîäóëü è äëÿ ëþáîãî N ∈ N è ëþáîãî ëèíåéíîãî
êîäà K ≤ RMN âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (11.1).

J �1) ⇒ 2)� Ïî òåîðåìå 9.6 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M = R∗. Â ýòîì
ñëó÷àå ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8.5, ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî MN =
(RN )∗. Òîãäà L = annMN (C) � ìíîæåñòâî õàðàêòåðîâ ãðóïïû RN ,
àííóëèðóþùèõ C, è annRN (L) � ïîäãðóïïà ýëåìåíòîâ èç RN , àíó-
ëèðóåìûõ âñåìè õàðàêòåðàìè èç L. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.3, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî (11.2). Ðàâåíñòâî (11.1) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïóò¼ì îòîæ-
äåñòâëåíèÿ RN = (MN )∗ (ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 8.4).

�2) ⇒ 3)� Î÷åâèäíî.
�3)⇒ 1)� Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 9.4 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé, êîãäà R � ëîêàëüíîå êîëüöî. Ïóñòü RM � íå QF -ìîäóëü.
Òîãäà ïî òåîðåìå 9.5 â socM = ann(J(R)) ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðûé ñîá-
ñòâåííûé ïîäìîäóëü K. Òîãäà annR(K) = J(R) (áîëüøåãî ñîáñòâåí-
íîãî èäåàëà â R íåò), íî annM (annR(K)) = socM 6= K, ïðîòèâîðå÷èå
ñ (11.1) äëÿ N = 1.) I

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ïóñòü M � ëåâûé R-ìîäóëü è K � êîä íàä M
äëèíû n. ÌàòðèöàH = (hij) ðàçìåðà r×n íàä êîëüöîìR íàçûâàåòñÿ
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ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà K äëèíû n íàä M , åñëè

K =
{
a ∈Mn : HaT = 0

}
. (11.3)

ÏóñòüH� ëèíåéíûé êîä íàäR, ïîðîæä¼ííûé ñòðîêàìè ìàòðèöû
H, H ≤ RRn. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî H � ïðîâåðî÷íàÿ
ìàòðèöà êîäà K â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè K = annMn(H),
ò.å. K � äâîéñòâåííûé êîä ê H.

Äëÿ êîäîâ íàä ìîäóëÿìè è äàæå íàä êîëüöàìè ïðîâåðî÷íàÿ ìàò-
ðèöà ñóùåñòâóåò äàëåêî íå âñåãäà, îäíàêî ñåé÷àñ ìû óâèäèì, ÷òî
èìåííî äëÿ êëàññà êâàçèôðîáåíèóñîâûõ ìîäóëåé óòâåðæäåíèå î ñó-
ùåñòâîâàíèè ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû âåðíî.

Ïðåäëîæåíèå 11.3. Ïóñòü RM � òî÷íûé ìîäóëü. Òîãäà ëþáîé
ëèíåéíûé êîä íàä M èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó íàä R òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà RM åñòü QF -ìîäóëü.

J �⇒� Åñëè RM åñòü QF -ìîäóëü è K ≤ RM
n , òî â ñèëó ðà-

âåíñòâà (11.1) ìàòðèöà H íàä R, ñòðîêè êîòîðîé ïîðîæäàþò êîä
H = annRn(K), åñòü ïðîâåðî÷íàÿ äëÿ K.

�⇐� Åñëè ëþáîé êîä K ≤ RMn èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó íàä
R, ò.å. âûïîëíåíî K = annMn(H) äëÿ íåêîòîðîãî êîäà H ≤ RRn, òî
âåðíî ðàâåíñòâî (11.1) è ïî òåîðåìå 11.1 RM åñòü QF -ìîäóëü.I

Ïóñòü C ≤ RRn � ëèíåéíûé êîä íàä êîëüöîì. Åñëè R íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëåì, òî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû äëÿ C íàä R îïÿòü æå ìîæåò
íå ñóùåñòâîâàòü, íî âîçìîæíî ïîñòðîèòü ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó íàä
QF -ìîäóëåì. Äîãîâîðèìñÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ëåâûé
R-ìîäóëü M è êàê ïðàâûé ìîäóëü, ïîëàãàÿ rm = mr äëÿ ëþáûõ
r ∈ R, m ∈M .

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ïóñòü C � êîä íàä R äëèíû n, M � ëåâûé
R-ìîäóëü. Ìàòðèöà K ðàçìåðà m × n íàä ìîäóëåì M íàçûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà C, åñëè

C =
{
a ∈ Rn : KaT = 0

}
. (11.4)

Ïóñòü K � ëèíåéíûé êîä íàä M , ïîðîæä¼ííûé ñòðîêàìè ìàòðè-
öû K, K ≤ RMn. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî K � ïðîâåðî÷íàÿ
ìàòðèöà êîäà C â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè C = annRn(K), è
ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ C íàäM ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà óñëîâèþ C = annRn(K) óäîâëåòâîðÿåò êîä K = annMn(C). Â
ýòîì ñëó÷àå ñòðîêè ìàòðèöû K âûáèðàþòñÿ êàê ñèñòåìà îáðàçóþ-
ùèõ ìîäóëÿ K. Èç òåîðåìû 11.1 ïîëó÷àåì
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Ïðåäëîæåíèå 11.5. Ëþáîé ëèíåéíûé êîä íàä êîëüöîì R èìååò
ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó íàä QF -ìîäóëåì RM .

Îáðàùåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåâåðíî.
Ïóñòü RR(N) � ìîäóëü ñòîëáöîâ âûñîòû N íàä êîëüöîì R.

Îïðåäåëåíèå 11.6. Íàçîâ¼ì ìàòðèöó K ðàçìåðà m×N íàä ìîäó-
ëåì RM ïðîâåðî÷íîé äëÿ ìàòðèöû H ðàçìåðà N × n íàä êîëüöîì
R, åñëè äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà b↓ ∈ R(N) ñèñòåìà Hx↓ = b↓ ðàçðåøèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Kb↓ = 0↓.

Íàä ïîëåì ëþáàÿ ìàòðèöà H èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó K è
ðàçìåðíîñòü d ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé ëþáîé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû
Hx↓ = b↓ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì d = n − rkH = rkK + n − N .
Ýòî óòâåðæäåíèå äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé êâàçèôðîáåíèóñî-
âà ìîäóëÿ:

Ïðåäëîæåíèå 11.7. Ëþáàÿ ìàòðèöà H ðàçìåðà N×n íàä êîëüöîì
R èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó K ðàçìåðà m × N íàä QF -ìîäóëåì

RM . Ïðè ýòîì åñëè H � ëèíåéíûé êîä íàä R, ïîðîæä¼ííûé ñòîëá-
öàìè ìàòðèöû H, K � ëèíåéíûé êîä íàäM , ïîðîæä¼ííûé ñòðîêàìè
ìàòðèöûK, òî ÷èñëî D = D(H) ðåøåíèé ëþáîé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû
Hx↓ = b↓ ðàâíî

D = |H|−1|R|n = |K||R|n−N .

J Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 11.5, ñóùåñòâóåò ìàòðèöà K íàä M òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî b↓ ∈ R(N)

b↓ ∈ H ⇔ Kb↓ = 0↓.

Ìàòðèöà K � èñêîìàÿ, ïîñêîëüêó óñëîâèå b↓ ∈ H åñòü êðèòåðèé
ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû Hx↓ = b↓.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî D = |H|−1|R|n. Îáîçíà÷èì h↓i � i-ûé ñòîë-
áåö ìàòðèöû H. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì R-ìîäóëåé ϕ : Rn → H,
ϕ((x1, . . . , xn)) =

n∑
i=1

xih
↓
i . Ïî ïîñòðîåíèþ D = | kerϕ|. Ïî òåîðå-

ìå î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ìîäóëåé â ñèëó ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðà-
æåíèÿ ϕ èìååì H ∼= Rn/ kerϕ. Ïîýòîìó D = | kerϕ| = |H|−1|R|n.
Ïîñêîëüêó K � äâîéñòâåííûé êîä ê H, K = annMN (H). Âñïîì-
íèì, ÷òî annMN (H) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðóïïó õàðàêòåðîâ
ôàêòîðãðóïïû RN/H, ÷òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1) ïðåäëîæåíèÿ îá
èçîìîðôèçìå ñ ãðóïïîé õàðàêòåðîâ, âëå÷¼ò ðàâåíñòâî |annMN (H)| =
|RN/H|. Çíà÷èò, |K|·|H| = RN , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî D = |K||R|n−N .I
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2◦. Òåîðåìà Ìàê-Âèëëüÿìñ íàä QF-ìîäóëÿìè
Íà ëåêöèè 2 ìû ïîêàçàëè, ÷òî òåîðåìà À.À. Ìàðêîâà ñïðàâåäëèâà

íàä ëþáûì àëôàâèòîì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîäîâ íàä QF-ìîäóëÿìè.
Òåîðåìó Ìàê-Âèëëüÿìñ î ïðîäîëæåíèè èçîìåòðèè òàê æå ìîæíî

îáîáùèòü íà ýòîò ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 11.8. Ïóñòü MR � ìîäóëü íàä êîëüöîì R. Ëèíåé-
íûå êîäû C,L 6 Mn ëèíåéíî èçîìåòðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóåò èçî-
ìîðôèçì R ìîäóëåé

τ : RC → RL (11.5)

òàêîé, ÷òî
d(a,b) = d(τ(a), τ(b)) ∀ a,b ∈ C. (11.6)

Òåîðåìà 11.9 (Õåéôåö, 2001). Ïóñòü M � QF-ìîäóëü íàä ëîêàëü-
íûì êîëüöîì R. Òîãäà ëþáàÿ ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ ëèíåéíûõ êîäîâ
(11.5) ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî ìîíîìèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâà Õýììèíãà Mn.

J Áåç äîêàçàòåëüñòâà.I
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Ëåêöèÿ 12. Îáùàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíîãî êîäà íàä
êîëüöîì è íàä ìîäóëåì. Òîæäåñòâî Ìàê-Âèëëüÿìñ äëÿ ëè-
íåéíûõ êîäîâ íàä êîëüöîì è íàä êâàçèôðîáåíèóñîâûì ìî-
äóëåì.

Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0. Ïîëîæèì
|R| = r, R = {ρ1, . . . , ρr}. Ïóñòü òàêæå M � ëåâûé R-ìîäóëü, |M | =
m, M = {µ1, . . . , µm}.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Îáùåé âåñîâîé ôóíêöèåé êîäà C ≤ RRN íàçû-
âàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

WC(x1, . . . , xr) =
∑
u∈C

x
s1(u)
1 · · ·xsr(u)

r

íàä Z, ãäå st(u) � ÷èñëî êîîðäèíàò ñëîâà u, ðàâíûõ ρt.
Àíàëîãè÷íî, îáùåé âåñîâîé ôóíêöèåé êîäà K ≤ RMN íàçûâàåòñÿ

ìíîãî÷ëåí
WK(y1, . . . , ym) =

∑
a∈K

y
σ1(a)
1 · · · yσm(a)

m

íàä Z, ãäå σt(a) � ÷èñëî êîîðäèíàò ñëîâà a, ðàâíûõ µt.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè N .
Íàïîìíèì, ÷òî êîìëåêñíûé õàðàêòåð ãðóïïû G � ýòî ãîìîìîð-

ôèçì ýòîé ãðóïïû â ãðóïïó (C∗, ·) (ìóëüòèïëèêàòèâíþ ãðóïïó ïîëÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë).

Äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî õàðàêòåðà ω ∈ M∗, ω : M → Q/Z
ôóíêöèÿ χ(x) = e2πiω(x) åñòü êîìïëåêñíûé õàðàêòåð ãðóïïû (M,+),
ïðè÷¼ì âåä¼ííîå ñîîòâåòñòâèå ω → χ åñòü èçîìîðôèçì àääèòèâ-
íîé ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ õàðàêòåðîâ (M∗,+) è ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû êîìëåêñíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïû (M,+).

Îïðåäåëåíèå 12.2. Êîìïëåêñíûé õàðàêòåð χ ìîäóëÿM íàçûâàåò-
ñÿ ðàçëè÷àþùèì, åñëè χ(K) 6= {1} äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ïîäìîäóëÿ
K ≤ RM .

Ïðåäëîæåíèå 12.3. Òî÷íûé ìîäóëü RM èìååò ðàçëè÷àþùèé êîì-
ïëåêñíûé õàðàêòåð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí åñòü QF -ìîäóëü.

J Ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.7.I
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Îïðåäåëåíèå 12.4. Âåñîâûå ôóíêöèè êîäîâ C ≤ RRN è K =
annMN (C) ñâÿçàíû òîæäåñòâîì Ìàê-Âèëüÿìñ, åñëè ñóùåñòâóåò
êîìïëåêñíûé õàðàêòåð χ ìîäóëÿ M òàêîé, ÷òî

WK(y1, . . . , ym) =
1

|C|
WC(ρ

M
1 (y), . . . , ρMr (y)), (12.1)

ãäå

ρMj (y) =

m∑
i=1

χ(ρjµi)yi, j = 1, . . . , r. (12.2)

Ëåììà 12.5. Ïóñòü χ � ðàçëè÷àþùèé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð ìî-
äóëÿ RM . Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ïîäìîäóëÿ K ≤ RM ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

∑
α∈K

χ(α) = 0.

J Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìîäóëÿ M , ãðóïïà G = χ(K) êàê êîíå÷íàÿ
ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâ-
ëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, G ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Uk êîð-
íåé ñòåïåíè k èç åäèíèöû äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 2. Ïî òåîðåìå Âèåòà∑
u∈Uk

u = 0. Ïîýòîìó

∑
α∈K

χ(α) =
|K|
|G|

∑
g∈G

g = 0.

I

Òåîðåìà 12.6. Åñëè RM � QF -ìîäóëü è χ � åãî ðàçëè÷àþùèé
êîìïëåêñíûé õàðàêòåð, òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî êîäà C ≤ RRN
ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Ìàê-Âèëëüÿìñ (12.1). Åñëè RM � òî÷íûé,
íî íå QF -ìîäóëü, òî ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå êîäû C ≤ RRN òàêèå,
÷òî ðàâåíñòâî (12.1) íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêîãî êîìïëåêñíîãî
õàðàêòåðà χ ìîäóëÿ RM .

J 1. Âåñîâóþ ôóíêöèþ êîäà K = annMN (C) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

WK(y1, . . . , ym) =
∑
a∈K

f(a), ãäå f(a) = y
σ1(a)
1 · · · yσm(a)

m .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ RN ïîëîæèì

f̂(u) =
∑

a∈MN

χ(ua)f(a) (12.3)
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è ñâÿæåì ôóíêöèþ f̂ ñ âåñîâîé ôóíêöèåé. Èìååì∑
u∈C

f̂(u) =
∑
u∈C

( ∑
a∈MN

χ(ua)f(a)

)
=
∑

a∈MN

(∑
u∈C

χ(ua)

)
f(a).

Åñòü äâå âîçìîæíîñòè. Åñëè a ∈ K, òî ua = 0 äëÿ âñåõ u ∈ C è
χ(ua) = 1, îòêóäà

∑
u∈C

χ(ua) =
∑
u∈C

1 = |C|. Åñëè a /∈ K, òî ýëåìåíòû

âèäà ua îáðàçóþò íåíóëåâîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M , îòêóäà ïî ëåì-
ìå 12.5 ïîëó÷àåì

∑
u∈C

χ(ua) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

∑
u∈C

f̂(u) = |C|
∑
a∈K

f(a) = |C|WK(y1, . . . , ym),

èëè

WK(y1, . . . , ym) =
1

|C|
∑
u∈C

f̂(u).

Äàëåå ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî (12.3), èñïîëüçóÿ òî, ÷òî χ � ãîìî-
ìîðôèçì: äëÿ u = (u1, . . . , uN ), a = (a1, . . . , aN ) ïîëó÷àåì

f̂(u) =
∑

a1,...,aN∈M

(
N∏
t=1

χ(utat)

)
y
σ1(a)
1 · · · yσm(a)

m .

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå

y
σi(a)
i =

N∏
t=1

y
σi(at)
i ,

äåëàåì âûâîä, ÷òî

f̂(u) =
∑

a1,...,aN∈M

(
N∏
t=1

χ(utat)y
σ1(at)
1 · · · yσm(at)

m

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè at = µδ èìååì y
σ1(at)
1 · · · yσm(at)

m = yδ, ïîýòîìó

f̂(u) =
∑

δ1,...,δN∈{1,...,m}

(
N∏
t=1

χ(utµδt)yδt

)
=

N∏
t=1

(
m∑
δ=1

χ(utµδ)yδ

)
.

Ïîñêîëüêó ut ïðèíèìàåò êàæäîå çíà÷åíèå ρλ ðîâíî sλ(u) ðàç, λ =
1, . . . , r, òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

f̂(u) =

r∏
λ=1

(
m∑
δ=1

χ(ρλµδ)yδ

)sλ(u)

.
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Òàêèì îáðàçîì, f̂(u) ïîëó÷àåòñÿ èç x
s1(u)
1 · · ·xsr(u)

r çàìåíîé xλ =
ρMλ (y).

2. Ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð äëÿ ìîäóëÿ, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ
êâàçèôðîáåíèóñîâûì. Ïîëîæèì N = 1, C = R. Â ýòîì ñëó÷àå
WC(x1, . . . , xr) = x1+. . .+xr. ÏóñòüM = {µ1, . . . , µm}, ãäå µ1 = 0. Èç
óñëîâèÿ òî÷íîñòè ìîäóëÿ M ïîëó÷àåì, ÷òî K = annMC = 0, ïîýòîìó
WK(y1, . . . , ym) = y1.

Ïóñòü χ � ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð χ ìîäóëÿ M .
Èç óñëîâèÿ, ÷òî M � íå êâàçèôðîáåíèóñîâ, ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé ïîäìîäóëü K < M òàêîé, ÷òî χ(K) = 1. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìíîæåñòâî X = {µ ∈M : χ(Rµ) = 1} ñîäåðæèò ýëåìåíòû èç K,
ò.å. |X| = d ≥ 2. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè X = {µ1, . . . , µd}.
Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (12.1) ïðèíèìàåò âèä

1

|C|
WC(ρ

M
1 (y), . . . , ρMr (y)) =

1

|R|
(ρM1 (y) + . . .+ ρMr (y)) =

=
1

|R|

r∑
λ=1

m∑
δ=1

χ(ρλµδ)yδ =
1

|R|

m∑
δ=1

∑
ρ∈R

χ(ρµδ)

 yδ.

Ïðè ýòîì åñëè µδ ∈ X, òî χ(Rµδ) = 1, è
∑
ρ∈R

χ(ρµδ) = |R|. Åñëè µδ /∈

X, òî χ(Rµδ) � íååäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, è êàê è â ëåììå 12.5 èìååì

∑
ρ∈R

χ(ρµδ) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

WC(ρ
M
1 (y), . . . , ρMr (y)) = y1 + . . .+ yd 6= y1 = WK(y),

ò.å. ðàâåíñòâî (12.1) íå âûïîëíÿåòñÿ. I
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Ëåêöèÿ 13. Ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä êîëüöîì
êàê ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ. Ëèíåéíûå ðåêóð-
ðåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ËÐÏ). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ËÐÏ. Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ìîäóëÿ ËÐÏ.
Èìïóëüñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ãåíåðàòîð ËÐÏ.

Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 13.1. Ïîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàä Ω ìû áóäåì ïî-
íèìàòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ u : Z+ → Ω. Äëÿ êàæäîãî i ∈ Z+

ýëåìåíò u(i) íàçîâ¼ì i-ì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u. Ìíîæåñòâî
âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä Ω îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω∞. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü u ∈ Ω∞ ìîæíî òàêæå çàïèñûâàòü â âèäå áåñêîíå÷íîãî
âåêòîðà u = (u(0), u(1), . . . , u(i), . . .).

Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0. Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàä êîëüöîì R.

Îïðåäåëåíèå 13.2. Íóëåâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (0, 0, . . . , 0, . . .)
îáîçíà÷èì ÷åðåç (0).

1◦. Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ËÐÏ).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ. Ïîðîæäàþùèå ýëå-
ìåíòû ìîäóëÿ ËÐÏ êàê ìîäóëÿ íàä êîëüöîì êîýôôèöèåí-
òîâ.

Îïðåäåëåíèå 13.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u ∈ R∞ íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (èëè ñîêðàù¼ííî
ËÐÏ ) ïîðÿäêà m > 0 íàä R, åñëè ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû
β0, . . . , βm−1 ∈ R òàêèå, ÷òî

u(i+m) = βm−1u(i+m−1)+ . . .+β1u(i+1)+β0u(i) ∀i ∈ Z+. (13.1)

Ñîîòíîøåíèå (13.1) íàçûâàþò çàêîíîì ðåêóðñèè ËÐÏ u, ìíîãî÷ëåí
F (x) = xm−βm−1x

m−1− . . .−β1x−β0 ∈ R[x] � å¼ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì ìíîãî÷ëåíîì, à âåêòîð u(0,m− 1) = (u(0), . . . , um−1) ∈ Rm �
íà÷àëüíûì âåêòîðîì ËÐÏ u. Ïî îïðåäåëåíèþ òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî
íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (0) �ËÐÏ ïîðÿäêà 0 ñ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì F (x) = 1, è (0) � åäèíñòâåííàÿ ËÐÏ ïîðÿäêà
0.
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Ïðèìåðû.
1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ u = (a, aq, aq2, . . . , aqi, . . .), a, q ∈
R, a 6= 0, åñòü ËÐÏ ïîðÿäêà 1 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì
x− q è íà÷àëüíûì âåêòîðîì u(0) = (a).
2. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ u ∈ R∞ ñ îáùèì ÷ëåíîì u(i) = a+di,
i ∈ Z+, ãäå a, d ∈ R, d 6= 0, åñòü ËÐÏ ïîðÿäêà 2 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì x2 − 2x+ 1 è íà÷àëüíûì âåêòîðîì u(0, 1) = (a, a+ d).
3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è f ∈ R∞ ñ f(0) = f(1) = 1 è çà-
êîíîì ðåêóðñèè u(i + 2) = u(i + 1) + u(i) åñòü ËÐÏ ïîðÿäêà 2 ñ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì x2 − x− 1 è íà÷àëüíûì âåêòîðîì
u(0, 1) = (1, 1).

Îïðåäåëåíèå 13.4. Îïðåäåëèì ñóììó u+ v ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
u, v ∈ R∞ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w ∈ R∞, çàäàííóþ ïðàâèëîì
w(i) = u(i) + v(i), i ∈ Z+. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå ru ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè u ∈ R∞ íà ÷èñëî r ∈ R êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z ∈ R∞,
çàäàííóþ ïðàâèëîì z(i) = ru(i), i ∈ Z+.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè îïåðàöèè çàäàëè íà R∞ ñòðóêòóðó ëåâîãî R-
ìîäóëÿ, à åñëèR � ïîëå, òî ñòðóêòóðó áåñêîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà F (x) = xm −
βm−1x

m−1− . . .−β1x−β0 ∈ R[x] ñòåïåíè m ≥ 0 ÷åðåç LR(F ) îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ËÐÏ íàä R ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì
F (x).

Ïðåäëîæåíèå 13.5. Ïðîèçâîëüíàÿ ËÐÏ u ∈ LR(F ) îäíîçíà÷íî
çàäà¼òñÿ ñâîèì íà÷àëüíûì âåêòîðîì u(0,m− 1), ïðè ýòîì |LR(F )| =
|R|m.

J Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ËÐÏ.I

Ïðåäëîæåíèå 13.6. LR(F ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ

RR∞.

J Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ËÐÏ, ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïðî-
èçâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ÷èñëî, è ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæå-
íèÿ. I

Òàêèì îáðàçîì, RLR(F ) êàê êîíå÷íûé ìîäóëü áóäåò è êîíå÷íî
ïîðîæä¼ííûì ìîäóëåì. Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ìû íàéä¼ì ìè-
íèìàëüíóþ ìîùíîñòü åãî ñèñòåìû îáðàçóþùèõ è äàäèì îïèñàíèå
áàçèñîâ ýòîãî ìîäóëÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 13.7. 1. LR(F ) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì R-ìîäóëåì ðàí-
ãà m.
2. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ u1, . . . , um ∈ LR(F ) åñòü áàçèñ (ò.å. ëèíåé-
íî íåçàâèñèìàÿ íàä R ñèñòåìà îáðàçóþùèõ) ìîäóëÿ LR(F ) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà

U =

u1(0,m− 1)
...

um(0,m− 1)

 ,

ñîñòàâëåííàÿ èç íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îá-
ðàòèìà íàä êîëüöîì R.

J 1. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7.18, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ó
LR(F ) åñòü áàçèñ ìîùíîñòè m. Ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò ñëåäîâàòü èç
ïóíêòà 2, ïîñêîëüêó íàä R ñóùåñòâóþò îáðàòèìûå ìàòðèöû, íàïðè-
ìåð, åäèíè÷àÿ ìàòðèöà Em.

2. �⇐� Ïóñòü U � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà. Òîãäà äëÿ ëþáîé
ñòðîêè a ∈ Rm ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ
(b1, . . . , bm) ∈ Rm òàêîé, ÷òî a = (b1, . . . , bm)U. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ∈ LR(F ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
íàáîð êîýôôèöèåíòîâ (c1, . . . , cm) ∈ Rm òàêîé, ÷òî

u(0,m− 1) = (c1, . . . , cm)U. (13.2)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v = c1u1 + . . . + cmum ∈ LR(F ).
Ïî ïîñòðîåíèþ v(0,m− 1) = (c1, . . . , cm)U = u(0,m− 1). Çíà÷èò, ñî-
ãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 13.5, v = u, ò.å. u = c1u1 + . . . + cmum. Åäèí-
ñòâåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (13.2).

�⇒� Ïóñòü ñèñòåìà ýëåìåíòîâ u1, . . . , um ∈ LR(F ) åñòü áàçèñ ìî-
äóëÿ LR(F ). Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . ,m ËÐÏ eFk ∈ LR(F )
íà÷àëüíûì âåêòîðîì eFk (0,m− 1) = ek ñ 1 íà k-ì ìåñòå è íóëÿìè
íà îñòàëüíûõ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
eFk LR(F ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

eFk = ck1u1 + . . .+ ckmum.

Òîãäà äëÿ m×m ìàòðèöû C = (cij) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

CU =

e
F
1 (0,m− 1)

...
eFm(0,m− 1)

 = Em.
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Ñëåäîâàòåëüíî, U � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà.I

Ñëåäñòâèå 13.8. Ñèñòåìà ËÐÏ eFk ∈ LR(F ), k = 1, . . . ,m, åñòü
áàçèñ ìîäóëÿ LR(F ).

Ñëåäñòâèå 13.9. Åñëè R = F � ïîëå, òî dimLF(F ) = degF (x).

2◦. Ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä êîëüöîì êàê ìî-
äóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ. Èìïóëüñíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Ãåíåðàòîð ËÐÏ. Ïîêàæåì, ÷òî íà ìíîæåñòâå R∞ ìîæíî
çàäàòü ñòðóêòóðó R[x]-ìîäóëÿ, êîòîðàÿ äàñò åù¼ áîëåå �ýêîíîìíûé�
ñïîñîá çàäàíèÿ ìîäóëÿ LR(F ).

Îïðåäåëåíèå 13.10. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ Z+ îïðåäåëèì ïðîèç-
âåäåíèå xk · u ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ∈ R∞ íà îäíî÷ëåí xk ∈ R[x]
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v ∈ R∞, çàäàííóþ ïðàâèëîì

v(i) = u(i+ k), i ∈ Z+.

Äðóãèìè ñëîâàìè, óìíîæåíèå íà îäíî÷ëåí xk åñòü ñäâèã ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè u íà k øàãîâ âëåâî, ëèáî âû÷¼ðêèâàíèå èç u ïåðâûõ k
÷ëåíîâ:

xk · (u(0), u(1), . . .) = (u(k), u(k + 1), . . .).

Îïðåäåëåíèå 13.11. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå A(x) · u ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè u ∈ R∞ íà ìíîãî÷ëåí A(x) = anx

n+ . . .+a1x+a0 ∈ R[x]
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííóþ ïðàâèëîì

A(x) · u = an(xn · u) + . . .+ a1(x · u) + a0u,

ò.å. A(x) · u = w, ãäå

w(i) =

n∑
k=0

aku(i+ k) (13.3)

äëÿ âñåõ i ∈ Z+.

Ïðåäëîæåíèå 13.12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà
F (x) ∈ R[x] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

LR(F ) = {u ∈ R∞ : F (x) · u = (0)} .
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J Åñëè F (x) = 1, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà ËÐÏ èìååì LR(F ) =
{(0)} = {u ∈ R∞ : 1 · u = (0)} . Ïóñòü degF (x) = m > 0. Òîãäà
äëÿ u ∈ R∞, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (13.3), èìååì F (x) · u = v, ãäå
v(i) = u(i+m)− βm−1u(i+m− 1)− . . .− β0u(i) äëÿ i ∈ Z+. Ïîýòî-
ìó ñîãëàñíî çàêîíó ðåêóðñèè (13.1), óñëîâèå u ∈ LR(F ) ðàâíîñèëüíî
óñëîâèþ F (x) · u = (0).I

Òåîðåìà 13.13. Ãðóïïà (R∞,+) ÿâëÿåòñÿ R[x]-ìîäóëåì îòíîñè-
òåëüíî ââåä¼ííîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ìíî-
ãî÷ëåí.

J Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîì.

1. Ïóñòü A(x) =
n∑
k=0

akx
k ∈ R[x], u, v ∈ R∞. Òîãäà

A(x) · (u+ v) =

n∑
k=0

ak(xk · (u+ v)) =

=

n∑
k=0

ak(xk · u+ xk · v) = A(x) · u+A(x) · v.

Àíàëîãè÷íî, (A(x) + B(x)) · u = A(x) · u + B(x) · u äëÿ ëþáûõ
A(x), B(x) ∈ R[x], u ∈ R∞.

2. Ïî îïðåäåëåíèþ 1 · u = u äëÿ âñåõ u ∈ R∞.
3. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî (A(x)B(x)) · u = A(x) · (B(x) · u) äëÿ

ëþáûõ A(x), B(x) ∈ R[x], u ∈ R∞. Äëÿ îäíî÷ëåíîâ èìååì:

axk · (bxl · u) = axk · (bu(l), bu(l + 1), . . .) =

= (abu(k + l), abu(k + l + 1), . . .) = abxk+l · u.

Ïîýòîìó äëÿ A(x) =
∑
k≥0

akx
k, B(x) =

∑
l≥0

blx
l ïîëó÷àåì, ÷òî

(A(x)B(x)) · u =

∑
k,l≥0

akblx
k+l

 · u =
∑
k,l≥0

akx
k · (blxl · u) =

=
∑
k0

akx
k · (B(x) · u) = A(x) · (B(x) · u).

I
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Ñëåäñòâèå 13.14. LR(F ) ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ R[x]R∞.

J Åñëè u ∈ LR(F ) è A(x) ∈ R[x], òî F (x)·(A(x)·u) = (F (x)A(x))·u =
A(x) · (F (x) · u) = A(x) · (0) = (0). Ñëåäîâàòåëüíî, A(x) · u ∈ LR(F ).
I

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî R[x]-ìîäóëü LR(F ) ÿâëÿåò-
ñÿ öèêëè÷åñêèì, ò.å. äëÿ åãî çàäàíèÿ äîñòàòî÷íî îäíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Òåîðåìà 13.15. Ïóñòü F (x) = xm−βm−1x
m−1−. . .−β1x−β0 ∈ R[x],

m > 0. ×åðåç eF ∈ LR(F ) îáîçíà÷èì ËÐÏ ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì
em = (0, . . . , 0, 1). Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ∈ LR(F )
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí Φ(x) ∈ R[x] ñòåïåíè deg Φ(x) <
m òàêîé, ÷òî u = Φ(x) · eF , èìåþùèé âèä

Φ(x) = u(0)xm−1 +

m−1∑
k=1

(u(k)− βm−1u(k − 1)− . . .

. . .− βm−ku(0))xm−1−k. (13.4)

J Ñèñòåìà ËÐÏ eF , x ·eF , . . . , xm−1 ·eF ∈ LR(F ) åñòü áàçèñ R-ìîäóëÿ
LR(F ) ïî ïðåäëîæåíèþ 13.7, ïîñêîëüêó ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç
íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìååò âèä

U =


eF (0,m− 1)
x · eF (0,m− 1)

...
xm−1 · eF (0,m− 1)

 =


eF (0,m− 1)
eF (1,m)

...
eF (m− 1, 2m− 2)

 =

=


0 . . . . . . 0 1
0 . . . . . . 1 eF (m)
. . . . . . . . . . . . . . .
1 eF (m) . . . . . . eF (2m− 2)

 ,

ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèìà íàä R. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ϕ0, . . . , ϕm−1 ∈ R òàêîé, ÷òî u =
ϕ0e

F + ϕ1x · eF + . . . + ϕm−1x
m−1eF . Îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî

Φ(x) = ϕ0 + ϕ1x + . . . + ϕm−1x
m−1 � èñêîìûé ìíîãî÷ëåí, è ÷òî îí

åäèíñòâåííåí.
Îñòàëîñü âûâåñòè ôîðìóëó (13.4). Ïî ïîñòðîåíèþ êîýôôèöè-

åíòû ìíîãî÷ëåíà Φ(x) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (ϕ0, . . . , ϕm−1) =
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u(0,m− 1)U−1. Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîé äëÿ
U ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

V =


−β1 −β2 . . . −βm−1 1
−β2 −β3 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . .
−βm−1 1 0 . . . 0

1 0 . . . . . . 0

 .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè −→v s ìàòðèöû V íà ñòîëáåö u↓t
ìàòðèöû U . Èìååì −→v s = (−βs, . . . ,−βm−1, 1, 0, . . . , 0), åäèíèöà ðàñ-

ïîëîæåíà íà ìåñòå m − s + 1; u↓t =



0
...
0
1

eF (m)
...

eF (m+ t− 2)


, åäèíèöà ðàñ-

ïîëîæåíà íà ìåñòå m − t + 1. Èç ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé è åäèíèö â
ýòèõ âåêòîðàõ ñðàçó âèäíî, ÷òî −→v su↓t = 0, åñëè 1 â u↓t ðàñïîëîæåíà

íèæå ïîçèöèè m − s + 1, ò.å. ïðè âñåõ t < s; è −→v su↓t = 1, åñëè 1 â

u↓t ðàñïîëîæåíà â òî÷íîñòè íà ìåñòå m− s+ 1, ò.å. ïðè t = s. Ïóñòü
òåïåðü t ≥ s+ 1. Èìååì

−→v su↓t = −βseF (t− 1)− βs+1e
F (t)− . . .

. . .− βm−1e
F (t+m− s− 2) + eF (t+m− s− 1),

îòêóäà, ïîäñòàâëÿÿ j = t−s−1 (j ≥ 0 ïî óñëîâèþ íà t è s), ïîëó÷àåì

−→v su↓t = eF (j +m)− βm−1e
F (j +m− 1)− . . .− βseF (j + s).

Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ eF (i) = 0 ïðè i < m, è j + s = t− 1 < m,

è â âûðàæåíèå äëÿ −→v su↓t ìîæíî äîáàâèòü íóëåâûå ñëàãàåìûå, òî
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

−→v su↓t = eF (j +m)− βm−1e
F (j +m− 1)− . . .

. . .− βseF (j + s)− βs−1e
F (j + s− 1)− . . .− β0e

F (j).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ â 0, ïîñêîëüêó eF åñòü
ËÐÏ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì F (x). Òàêèì îáðàçîì,
−→v su↓t = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, V U = Em.I
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Îïðåäåëåíèå 13.16. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü eF ∈ LR(F ) íàçûâàåòñÿ
èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ìíîãî÷ëåí Φ(X), îïðåäåë¼ííûé
ðàâåíñòâîì (13.4), íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ËÐÏ u îòíîñèòåëüíî å¼
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (x).
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Ëåêöèÿ 14. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ íàä ïîëåì è åãî
ñâîéñòâà. Àííóëÿòîð ËÐÏ. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñåìåéñòâà-
ìè ËÐÏ ñ ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíà-
ìè.

Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0.

1◦. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ íàä ïîëåì è åãî ñâîéñòâà.
Àííóëÿòîð ËÐÏ.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà F (x) = xm −
βm−1x

m−1 − . . . − β1x − β0 ∈ R[x] ñòåïåíè m ≥ 0 êàê è ðàíåå ÷åðåç
LR(F ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ËÐÏ íàä R ñ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì F (x).

Ïðåäëîæåíèå 14.1. Ëþáàÿ ËÐÏ u ∈ LR(F ) èìååò áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

J Ïîñêîëüêó LR(F ) ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ R[x]R∞, òî ëþáîé
óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí H(x) ∈ R[x] · F (x) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì äëÿ u. I

Îïðåäåëåíèå 14.2. Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ u íàçûâà-
åòñÿ å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé íàèìåíüøóþ ñòå-
ïåíü. Ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ËÐÏ u.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ðàíã u îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî,
ïîýòîìó êîððåêòíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå rku. Â òî æå âðåìÿ,
ËÐÏ íàä êîëüöîì ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ.

Ïðèìåð.
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ u = (a, aq, aq2, . . . , aqi, . . .) ïðè a 6= 0
åñòü ËÐÏ ðàíãà 1, ñîîòâåòñòâåííî, å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
F (x) = x − q ÿâëÿåòñÿ å¼ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì. Âîçüì¼ì äå-
ëèòåëü íóëÿ a ∈ R è ëþáîé ýëåìåíò b ∈ R, b 6= 0, òàêîé, ÷òî ab = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ u áóäåò òàêæå ìíî-
ãî÷ëåí F (x) + b.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå êîëüöî R ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ,
ò.å. íå ìîæåò áûòü ïîëåì. Äîêàæåì îáùåå óòâåðæäåíèå, ÷òî äëÿ ËÐÏ
íàä ïîëåì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí âñåãäà îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå 14.3. Àííóëÿòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ∈ R∞
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ann(u) = {H(x) ∈ R[x] : H(x) · u = 0} .
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Çàìåòèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà àííóëÿòîðà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè:

Ïðåäëîæåíèå 14.4. 1. ann(u) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà R[x];
2. u ∈ R∞ ÿâëÿåòñÿ ËÐÏ íàä R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ann(u)
ñîäåðæèò óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí;
3. Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ u ÿâëÿåòñÿ ëþáîé óíèòàðíûé
ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè èç ann(u).

Òåîðåìà 14.5. Ëþáàÿ ËÐÏ u íàä ïîëåì F èìååò åäèíñòâåííûé ìè-
íèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí Mu(x) ∈ F[x]. Êðîìå òîãî, îí óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó

ann(u) = F[x]Mu(x),

ò.å. ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì èäåàëà ann(u), è ñîîòâåòñòâåí-
íî, äåëèò âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ËÐÏ u.

J Èçâåñòíî, ÷òî F[x] � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, ïîýòîìó ann(u) =
F[x]G(x). Ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ G(x) ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí, îáîçíà÷èì åãî Mu(x). Ïîñêîëüêó
Mu(x) · u = (0), òî ìíîãî÷ëåí Mu(x) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì ËÐÏ u. Ïî ïîñòðîåíèþ Mu(x) äåëèò âñå îñòàëüíûå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ËÐÏ u, ñëåäîâàòåëüíî, îí ÿâëÿåòñÿ
å¼ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì. Åäèíñòâåííîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ìíîãî÷ëåíà äàííîé ñòåïåíè óæå äîêàçàíà, ÷òî âëå÷¼ò åäèíñòâåí-
íîñòü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà. I

Â îáùåì ñëó÷àå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R íå îáëàäàåò
âñåìè ñâîéñòâàìè êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì. Íàïðèìåð, èç-çà
íàëè÷èÿ íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â êîëüöå R ê ìíîãî÷ëåíàì íàä R
íåëüçÿ ïðèìåíèòü àëãîðèòì äåëåíèÿ ñòîëáèêîì äàæå â ñëó÷àå ìíî-
ãî÷ëåíîâ 0 ñòåïåíè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ÷àñòíîì ñëó÷àå óíèòàðíîãî
ìíîãî÷ëåíà G(x) àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì íà G(x) ïðèìåíèì.
Ñîõðàíÿþòñÿ ïîíÿòèÿ äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ è âçàèìíîé ïðîñòî-
òû:

Îïðåäåëåíèå 14.6. Ìíîãî÷ëåíû F (x), G(x) ∈ R[x] íàçîâ¼ì âçà-
èìíî ïðîñòûìè è îáîçíà÷èì (F (x), G(x)) = 1, åñëè R[x]F (x) +
R[x]G(x) = R[x], ò.å. A(x)F (x) + B(x)G(x) = 1 äëÿ íåêîòîðûõ
A(x), B(x) ∈ R[x].

Ïðåäëîæåíèå 14.7. Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ F (x), G(x), H(x) ∈
R[x] ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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1. åñëè (F (x), G(x)) = 1 è (F (x), H(x)) = 1, òî (F (x), G(x)H(x)) = 1;
2. åñëè (F (x), G(x)) = 1 è F (x)|(G(x)H(x)), òî F (x)|H(x);
3. åñëè (F (x), G(x)) = 1, F (x)|H(x) è G(x)|H(x), òî F (x)G(x)|H(x).

J Äîêàçûâàåòñÿ òàê æå êàê è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì.I

Òåîðåìà 14.5 äîïóñêàåò íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå íà îáùèé ñëó÷àé
ËÐÏ íàä êîëüöîì:

Òåîðåìà 14.8. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà G(x) ∈
R[x] è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u ∈ R∞ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u åñòü ËÐÏ ñ åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì
ìíîãî÷ëåíîì G(x);
2. ann(u) = R[x]G(x).

J �1)⇒ 2)� Ïîñêîëüêó G(x)·u = (0), òîR[x]G(x) ⊆ ann(u). Îáðàòíî,
ïóñòü H(x) ∈ ann(u). Ìíîãî÷ëåí H(x) ìîæíî ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì
íà óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí G(x):

H(x) = Q(x)G(x) +A(x), degA(x) < degG(x).

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ H(x) · u = G(x) · u = (0), òî A(x) · u = (0)
è A(x) ∈ ann(u). Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí G1(x) = G(x) + A(x) ∈
ann(u) � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí òîé æå ñòåïåíè, ÷òî G(x). Â âèäó
óñëîâèÿ 1) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî G1(x) = G(x), ò.å. A(x) = 0 è H(x) =
Q(x)G(x). Òàêèì îáðàçîì, ann(u) ⊆ R[x]G(x).

�2) ⇒ 1)� äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê òåîðåìà 14.5.I

Ïðåäëîæåíèå 14.9. Ïóñòü F (x) ∈ R[x] � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè m > 0, u ∈ LR(F ) èìååò íà÷àëüíûé âåêòîð u(0,m− 1) =
(0, . . . , 0, a), ãäå a ∈ R � ýëåìåíò, íå ÿâëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì íóëÿ.
Òîãäà F (x) � åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ u.

J Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé òåîðåìîé 14.8, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ann(u) = R[x]F (x). Âêëþ÷åíèå R[x]F (x) ⊆ ann(u) óæå èçâåñòíî,
ïîýòîìó îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî â ann(u) ëþáîé ìíîãî÷ëåí H(x)
ñòåïåíè ìåíüøåé, ÷åì m, ðàâåí 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü
H(x) = h1 + h1x + . . . + hkx

k, hk 6= 0, k < m. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü v = H(x) ·u èìååò íåíóëåâîé ÷ëåí v(m− k− 1) = hku(m− 1) =
hka 6= 0 â âèäó óñëîâèÿ íà u(0,m− 1) è a. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì
H(x) · u = (0).I
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Ñëåäñòâèå 14.10. Äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà F (x) ∈ R[x]
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ann(eF ) = R[x]F (x).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ËÐÏ íàä ïîëåì.

Òåîðåìà 14.11. Ïóñòü u � ËÐÏ íàä ïîëåì F ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì F (x) è ãåíåðàòîðîì Φ(x). Òîãäà

1. Mu(x) =
F (x)

(F (x),Φ(x))
;

2. åñëè v = H(x) · u äëÿ íåêîòîðîãî H(x) ∈ F[x], òî Mv(x) =
Mu(x)

(H(x),Mu(x))
.

J Ïî îïðåäåëåíèþ ãåíåðàòîðà è èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
èìååì u = Φ(x) · eF . Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî MeF (x) = F (x). Ïîýòîìó
1) ñëåäóåò èç 2) êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé äëÿ v = u, u = eF , H(x) = Φ(x).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2). Ïóñòü A(x) ∈ ann(v). Èìååì öåïî÷êó
ýêâèâàëåíòíîñòåé

A(x) · v = (0)⇔ A(x)H(x) · u = (0)⇔Mu(x)|A(x)H(x)⇔

⇔ Mu(x)

(H(x),Mu(x))
| A(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí
Mu(x)

(H(x),Mu(x))
ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì

äëÿ èäåàëà ann(v). Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 14.5, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Mu(x)

(H(x),Mu(x))
= Mv(x). I

Ñëåäñòâèå 14.12. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ËÐÏ u ∈ LF(F ) íàä
ïîëåì F ðàâåí F (x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãåíåðàòîð u îòíîñè-
òåëüíî F (x) âçàèìíî ïðîñò ñ F (x). Â ÷àñòíîñòè, F (x) ÿâëÿåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ËÐÏ èç LF(F ) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì F.

2◦. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñåìåéñòâàìè ËÐÏ ñ ðàçëè÷íûìè
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Ïðåäëîæåíèå 14.13. Ïóñòü F (x), G(x) ∈ R[x] � ïðîèçâîëüíûå
óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà LR(G) ⊂ LR(F ) åñëè è òîëüêî åñëè
G(x)|F (x).
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J �⇒� Ïóñòü LR(G) ⊂ LR(F ). Òîãäà eG ∈ LR(F ), çíà÷èò, F (x) ·
eG = (0), ò.å. F (x) ∈ ann(eG). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 14.10, ann(eG) =
R[x]G(x), îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óñëîâèå G(x)|F (x).

�⇐� Ïóñòü G(x)|F (x). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ËÐÏ u ∈ LR(G).
Èìååì G(x) · u = (0), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî F (x) · u = (0). Òàêèì îáðà-
çîì, u ∈ LR(F ). I

Òåîðåìà 14.14. Ïóñòü F (x), G(x) ∈ R[x] � óíèòàðíûå âçàèìíî ïðî-
ñòûå ìíîãî÷ëåíû è H(x) = F (x)G(x). Òîãäà

LR(H) = LR(F )⊕ LR(G).

Åñëè R � ïîëå, ËÐÏ w ∈ LR(H) ïðåäñòàâëåíà â âèäå w = u + v,
u ∈ LR(F ), v ∈ LR(G), òî

(Mu(x),Mv(x)) = 1, Mw(x) = Mu(x)Mv(x).

J 1. Èç ïðåäëîæåíèÿ 14.13 ñëåäóåò, ÷òî LR(F ), LR(G) ⊂ LR(H).
Îòêóäà èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 13.6, ïîëó÷àåì, ÷òî LR(F )+LR(G) ⊂
LR(H).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ âîçüì¼ì ïîäõîäÿùèå
ìíîãî÷ëåíû A(x), B(x) ∈ R[x] òàêèå, ÷òî A(x)F (x) + B(x)G(x) = 1.
Ïóñòü w ∈ LR(H). Òîãäà w = A(x)F (x) ·w +B(x)G(x) ·w. Ïîëîæèì
u = B(x)G(x) · w, v = A(x)F (x) · w. Ïî ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî
F (x) · u = B(x) · (H(x) · w) = (0), ò.å. u ∈ LR(F ). Àíàëîãè÷íî, v ∈
LR(G). Ñëåäîâàòåëüíî, LR(H) ⊆ LR(F ) + LR(G), è çíà÷èò,

LR(H) = LR(F ) + LR(G).

Åñëè w ∈ LR(F ) ∩ LR(G), òî F (x) · w = G(x) · w = (0), îòêóäà äëÿ
îïðåäåë¼ííûõ âûøå ËÐÏ u, v òàêæå èìååì u = v = (0). Çàêëþ÷àåì,
÷òî w = (0), ïîýòîìó

LR(H) = LR(F )⊕ LR(G).

2. Ïóñòü R � ïîëå, ËÐÏ w ∈ LR(H) ïðåäñòàâëåíà â âèäå w = u+
v, u ∈ LR(F ), v ∈ LR(G). Ïî òåîðåìå 14.5 Mu(x)|F (x), Mv(x)|G(x),
ïîýòîìó (Mu(x),Mv(x)) = 1 â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû F (x) è G(x).

Òàêæå ïî ïîñòðîåíèþ Mu(x)Mv(x) ∈ ann(u) ∩ ann(v), ïîýòîìó
Mu(x)Mv(x) ∈ ann(w) è Mw(x)|Mu(x)Mv(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
óñëîâèÿ u = B(x)G(x) ·w, v = A(x)F (x) ·w è òåîðåìû 14.11 ñëåäóåò,
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÷òî Mu(x)|Mw(x), Mv(x)|Mw(x). Òîãäà Mu(x)Mv(x)|Mw(x). Îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî Mw(x) = Mu(x)Mv(x). I

Íàä ïîëåì ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî óñèëèòü.

Òåîðåìà 14.15. Ïóñòü F (x), G(x) ∈ F[x] � óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû
íàä ïîëåì F. Òîãäà
1. LF(F ) ∩ LF(G) = LF(D), ãäå D(x) = (F (x), G(x));
2. LF(F ) + LF(G) = LF(H), ãäå H(x) = [F (x), G(x)].

J Èç ïðåäëîæåíèÿ 14.13 ñëåäóåò, ÷òî LF(D) ⊆ LF(F )∩LF(G). Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ âîçüì¼ì ïîäõîäÿùèå ìíîãî÷ëå-
íû A(x), B(x) ∈ F[x] òàêèå, ÷òî A(x)F (x) +B(x)G(x) = D(x). Ïóñòü
u ∈ LF(F ) ∩ LF(H). Òîãäà D(x) · u = A(x)F (x) · u + B(x)G(x) · u =
(0) + (0) = (0), ïîýòîìó u ∈ LF(D).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 14.13 ñëåäóåò, ÷òî LF(F ) + LF(G) ⊆ LF(H). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà âêëþ÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî ðàçìåðíîñòåé äàííûõ ïðîñòðàíñòâ (èñ-
ïîëüçóåì ñëåäñòâèå 13.9):

dim(LF(F ) + LF(G)) = dimLF(F ) + dimLF(G)−
− dim(LF(F ) ∩ LF(G)) = degF (x) + degG(x)− degD(x) =

= degH(x) = dimLF(H).

I
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Ëåêöèÿ 15. Îáùèå ñâîéñòâà è ïàðàìåòðû ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïåðèîäè÷íîñòü ËÐÏ íàä êîíå÷íûì
êîëüöîì.

1◦. Îáùèå ñâîéñòâà è ïàðàìåòðû ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé. Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u ∈ Ω∞ íàçûâàåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóþò èíäåêñû λ ∈ Z+, t ∈ N òàêèå, ÷òî

u(i+ t) = u(i) ∀i ≥ λ. (15.1)

Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0.
Çàìåòèì î÷åâèäíóþ ñâÿçü ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è

ËÐÏ íàä êîëüöîì:

Ïðåäëîæåíèå 15.2. Ïóñòü u ∈ R∞. Òîãäà
1. óñëîâèå (15.1) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

xλ(xt − 1) · u = (0); (15.2)

2. åñëè u � ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî u ÿâëÿåòñÿ ËÐÏ íàä êîëüöîì R.

J Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 13.12.I

Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, î
òîì ÷òî ëþáàÿ ËÐÏ íàä êîíå÷íûì êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Äëÿ ýòîãî ñïåðâà äîêàæåì íåêîòîðûå îáùèå
ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Åñëè u ∈ Ω∞ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò íå îäèí íàáîð ïàðàìåòðîâ (λ, t), äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (15.1). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü âñå òàêèå
ïàðàìåòðû, îòäåëüíî âûäåëèì íàèìåíüøèå èç íèõ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Îïðåäåëåíèå 15.3. Ïóñòü u ∈ Ω∞ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ïåðèîäîì T (u) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u íàçûâàåòñÿ íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî t ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò λ ∈ Z+ òàêîå, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (15.1), ïðè ýòîì äëèíîé ïîäõîäà Λ(u) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè u íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî λ ∈ Z+, äëÿ êîòî-
ðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

u(i+ T (u)) = u(i) ∀i ≥ λ. (15.3)
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Òåîðåìà 15.4. Ïóñòü u ∈ Ω∞ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
×èñëà λ ∈ Z+, t ∈ N óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (15.1) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

λ ≥ Λ(u), T (u)|t.

J 1. Ïóñòü ñïåðâà Ω = F � êîíå÷íîå ïîëå. Êàê îòìå÷åíî â ïðåäëî-
æåíèè 15.2, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ λ, t ðàâåíñòâî (15.1) ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ (15.2): xλ(xt − 1) · u = (0).

�⇐� Ïóñòü λ ≥ Λ(u), T (u)|t. Òîãäà xΛ(u)(xT (u) − 1)|xλ(xt − 1),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî xλ(xt−1) ·u = (0), ò.å. óñëîâèå (15.2) âûïîëíåíî.

�⇒� Îáðàòíî, ïóñòü xλ(xt − 1) · u = (0). Çàìåòèì, ÷òî

(xλ(xt − 1), xΛ(u)(xT (u) − 1)) = xl(xd − 1),

ãäå l = min{λ,Λ(u)}, d = (t, T (u)). Òîãäà èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå î
ëèíåéíîì âûðàæåíèè ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷èì

xl(xd − 1) = A(x)(xλ(xt − 1)) +B(x)(xΛ(u)(xT (u) − 1)).

Èç óñëîâèÿ (15.2) è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ Λ(u) è T (u) ñëåäóåò,
÷òî xl(xd − 1) · u = (0). Ïî îïðåäåëåíèþ ïåðèîäà òîãäà d ≥ T (u), ÷òî
âìåñòå ñ óñëîâèåì d|T (u), âëå÷¼ò ðàâåíñòâî d = T (u). Òîãäà îöåíêà
λ ≥ Λ(u) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äëèíû ïîäõîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
u.

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S âñåõ
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç Ω, âñòðå÷àþùèõñÿ â u. Â ñèëó ïåðèîäè÷íî-
ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u, èìååì îöåíêó |S| ≤ Λ(u)+T (u), â ÷àñòíî-
ñòè, S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Âîçüì¼ì ëþáîå òàêîå êîíå÷íîå ïîëå
F, ÷òî |F| ≥ |S|. Ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ ϕ èç S â F. Äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè v ýëåìåíòîâ v(i) = ϕ(u(i)) óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ïóíêòå
1. Ââèäó èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ, ïåðèîäû è äëèíû ïîäõîäîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé u è v îäèíàêîâûå, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå âûïîë-
íåíî è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u. I

Ñëåäñòâèå 15.5. Ïóñòü u ∈ Ω∞ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Òîãäà å¼ äëèíà ïîäõîäà Λ(u) åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî λ ∈ Z+,
äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð t ∈ N, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
(15.1).

Ñëåäñòâèå 15.6. Ïóñòü u ∈ R∞ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàä êîëüöîì R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà H(x) ∈ R[x] ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü v = H(x)·u òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ïðè÷¼ì
Λ(v) ≤ Λ(u) è T (v)|T (u).
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J Çàìåòèì, ÷òî

xΛ(u)(xT (u) − 1) · v = (H(x)xΛ(u)(xT (u) − 1)) · u =

= H(x) · (xΛ(u)(xT (u) − 1) · u) = (0),

ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 15.4.I

Ïðåäëîæåíèå 15.7. Ïóñòü u, v ∈ R∞ � ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàä êîëüöîì R. Òîãäà
1. ñóììà ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé w = u+w òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è

Λ(w) ≤ max{Λ(u),Λ(v)}, T (w)|[T (u), T (v)]; (15.4)

2. åñëè Λ(u) 6= Λ(v), òî

Λ(w) = max{Λ(u),Λ(v)}; (15.5)

3. åñëè (T (u), T (v)) = 1, òî

T (w) = [T (u), T (v)]; (15.6)

4. åñëè u è v � ËÐÏ, îáëàäàþùèå âçàèìíî ïðîñòûìè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, òî òàêæå âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (15.5) è
(15.6).

J Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì λ = max{Λ(u),Λ(v)}, t = [T (u), T (v)].
1. Ïî òåîðåìå 15.4 xλ(xt − 1) · u = (0) è xλ(xt − 1) · v = (0),

îòêóäà xλ(xt − 1) · w = xλ(xt − 1) · (u + v) = (0). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîîòíîøåíèÿ (15.4) òàêæå âûïîëíåíû ïî òåîðåìå 15.4.

2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äîïóñòèì, ÷òî Λ(u) < Λ(v). Òîãäà
λ = Λ(v) è xλ−1(xt − 1) · u = (0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(w) < λ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî xλ−1(xt − 1) ·w = (0). Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî xλ−1(xt −
1) ·v = xλ−1(xt−1) · (w−u) = (0). Òîãäà ïî òåîðåìå 15.4 Λ(v) ≤ λ−1,
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Λ(w) = λ.

3. Çàìåòèì, ÷òî [T (w), T (u)] = kT (w), ãäå k =
T (u)

(T (w), T (u))
≥ 1.

Ïî òåîðåìå 15.4 xλ(xkT (w) − 1) · w = (0) è xλ(xkT (w) − 1) · u = (0).
Òîãäà xλ(xkT (w) − 1) · v = (0) è T (v)|kT (w). Åñëè (T (u), T (v)) = 1, òî
(k, T (v)) = 1, ïîýòîìó T (v)|T (w). Àíàëîãè÷íî, T (u)|T (w). Ñëåäîâà-
òåëüíî, T (u)T (v)|T (w). Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ óñëîâèåì (15.4), ïîëó÷àåì
(15.6).
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4. Ïóñòü u ∈ LR(F ), v ∈ LR(G), ãäå (F (x), G(x)) = 1. Òîãäà w ∈
LR(FG) è LR(FG) = LR(F ) ⊕ LR(G) ïî òåîðåìå 14.14. Äëÿ ëþáûõ
λ1 ∈ Z+, t1 ∈ N èìååì xλ1(xt1−1)·u ∈ LR(F ), xλ1(xt1−1)·v ∈ LR(G),
xλ1(xt1 − 1) · w = xλ1(xt1 − 1) · u + xλ1(xt1 − 1) · v, ïîýòîìó èç òîãî,
÷òî ñóììà ïðÿìàÿ ïîëó÷àåì, ÷òî xλ1(xt1 −1) ·w = (0) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî xλ1(xt1−1) ·u = (0) è xλ1(xt1−1) ·v = (0).
Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 15.4.I

Âûäåëèì ñïåöèàëüíûå êëàññû ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé:

Îïðåäåëåíèå 15.8. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u íàä êîëü-
öîì R íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé, èëè ðåâåðñèâíîé, åñëè
Λ(u) = 0.

Îïðåäåëåíèå 15.9. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u íàä êîëü-
öîì R íàçûâàåòñÿ âûðîæäàþùåéñÿ, åñëè u = (u(0), . . . , u(λ −
1), 0, . . . , 0, . . .) äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ N.

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 15.10. 1. u ∈ R∞ � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ∈ LR(xt−1) äëÿ íåêîòîðîãî
t ∈ N.
2. u ∈ R∞ � âûðîæäàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà u ∈ LR(xλ) äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ Z+.
3. Îäíîâðåìåííî ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé è âûðîæäàþùåéñÿ ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 15.11. Ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u íàä
êîëüöîì R îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû u = u0 +u1, ãäå
u0 � âûðîæäàþùàÿñÿ, u1 � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ïðè ýòîì

Λ(u) = Λ(u0), T (u) = T (u1). (15.7)

J Ïî óñëîâèþ u ∈ LR(xΛ(u)(xT (u)−1)). ßñíî, ÷òî (xΛ(u), xT (u)−1) =
1. Çíà÷èò, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 14.14. Ïîëó÷àåì, ÷òî

LR(xΛ(u)(xT (u) − 1)) = LR(xΛ(u))⊕ LR(xT (u) − 1),

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
äå

u = u0 + u1, u0 ∈ LR(xΛ(u)), u1 ∈ LR(xT (u) − 1).
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Ýòî è åñòü òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå. Ðàâåíñòâà (15.7) ñëåäóþò èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 15.7.

Ïóñòü åñòü äðóãîå ðàçëîæåíèå u = v0 + v1, ãäå v0 � âûðîæäàþ-
ùàÿñÿ, v1 � ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èç ïðåäëîæå-
íèÿ 15.7 ïîëó÷àåì, ÷òî Λ(v0) = Λ(u), T (v1) = T (u). Ñëåäîâàòåëüíî,
v0 ∈ LR(xΛ(u)), v1 ∈ LR(xT (u) − 1). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ î ïðÿìîé
ñóììå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v0 = u0, v1 = u1. I

2◦. Ïåðèîäè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Ïåðèîäè÷íîñòü ËÐÏ íàä
êîíå÷íûì êîëüöîì.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî íàä êîíå÷íûì êîëüöîì ëþáàÿ ËÐÏ ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Çàìåòèì, ÷òî îò óñëîâèÿ êî-
íå÷íîñòè êîëüöà íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ. Íàä áåñêîíå÷íûì êîëüöîì íå
ëþáàÿ ËÐÏ ïåðèîäè÷íà. Íàïðèìåð, íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ËÐÏ
u = (0, 1, 2, 3, . . .) íàä Z.

Ïóñòü äàëåå R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 15.12. Ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ R[x] íàçîâ¼ì ïåðèîäè÷å-
ñêèì, åñëè ñóùåñòâóþò èíäåêñû λ ∈ Z+, t ∈ N òàêèå, ÷òî

F (x)|xλ(xt − 1). (15.8)

Ïåðèîäîì T (F ) ìíîãî÷ëåíà F (x) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî t ∈
N, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò λ ∈ Z+ òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî (15.8), ïðè ýòîì äëèíîé ïîäõîäà Λ(F ) ìíîãî÷ëåíà F (x) íàçû-
âàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî λ ∈ Z+, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî F (x)|xλ(xT (F ) − 1). Óíèòàðíûé ïåðèîäè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí F (x)
ñî ñâîéñòâîì Λ(F ) = 0 íàçîâ¼ì ðåâåðñèâíûì.

Ïîêàæåì ñâÿçü ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïðåäëîæåíèå 15.13. 1. Óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ R[x] ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðèîäè÷íà ËÐÏ
eF ∈ LR(F ).
2. Åñëè F (x) ∈ R[x] � ïåðèîäè÷åñêèé, òî Λ(F ) = Λ(eF ), T (F ) =
T (eF ).
3. Åñëè F (x) ∈ R[x] � ïåðèîäè÷åñêèé, òî ëþáàÿ ËÐÏ u ∈ LR(F )
åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé Λ(u) ≤ Λ(F ),
T (u)|T (F ).
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J 1 è 2. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 14.10, ann(eF ) = R[x]F (x). Ïîýòîìó äëÿ
λ ∈ Z+, t ∈ N óòâåðæäåíèÿ F (x)|xλ(xt − 1) è xλ(xt − 1) · eF = (0)
ýêâèâàëåíòíû. Ýòèì äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ 1 è 2.

3. Ïóñòü u ∈ LR(F ). Â ýòîì ñëó÷àå F (x) · u = (0). Ïîñêîëüêó
F (x)|xΛ(F )(xT (F ) − 1), òî xΛ(F )(xT (F ) − 1) · u = (0). Òàêèì îáðàçîì,
u � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Óòâåðæäåíèå Λ(u) ≤ Λ(F ),
T (u)|T (F ) âûïîëíåíî ñîãëàñíî òåîðåìå 15.4.I

Ñëåäñòâèå 15.14. Ïóñòü F (x) ∈ R[x] � óíèòàðíûé ïåðèîäè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ λ ∈ Z+, t ∈ N, F (x)|xλ(xt − 1) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ ≥ Λ(F ) è T (F )|t.

Ñëåäñòâèå 15.15. Ïóñòü F (x), G(x) ∈ R[x] � óíèòàðíûå ïåðèî-
äè÷åñêèå âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà ìíîãî÷ëåí H(x) =
F (x)G(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, è

Λ(H) = max{Λ(F ),Λ(G)}, T (H) = [T (F ), T (G)].

J Îáîçíà÷èì λ = max{Λ(F ),Λ(G)}, t = [T (F ), T (G)]. Ïî ïðåäû-
äóùåìó ñëåäñòâèþ ìíîãî÷ëåí xλ(xt − 1) äåëèòñÿ íà F (x) è íà
G(x). Òîãäà xλ(xt − 1) äåëèòñÿ íà H(x) ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3
ïðåäëîæåíèÿ 14.7. Çíà÷èò, H(x) � ïåðèîäè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ïî
ñëåäñòâèþ 15.14 Λ(H) ≤ λ è T (H)|t. Îáðàòíî, ïîñêîëüêó ìíîãî-
÷ëåí xΛ(H)(xT (H) − 1) äåëèòñÿ íà H(x) = F (x)G(x), òî Λ(H) ≥ λ,
T (F )|T (H) è T (G)|T (H), ò.å. t|T (H). I

Òåîðåìà 15.16. Ïóñòü F (x) ∈ R[x] � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
m > 0 íàä êîíå÷íûì êîëüöîì R. Òîãäà
1. F (x) � ïåðèîäè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ïðè÷¼ì åñëè |R|m > 2, òî

Λ(F ) + T (F ) ≤ |R|m − 1;

2. F (x) � ðåâåðñèâíûé ìíîãî÷ëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (0) ∈
R∗;
3. ïðîèçâîëüíàÿ ËÐÏ u ∈ LR(F ) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ, ïðè÷¼ì åñëè |R|m > 2, òî Λ(u) + T (u) ≤ |R|m − 1.

J 1. Ðàññìîòðèì ôàêòîðêîëüöî S = R[x]/(F (x)) è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàä íèì:

[1]F , [x]F , . . . , [x
i]F , . . . .

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê |S| = |R|m, òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü
ïîâòîðåíèÿ: [xλ]F = [xλ+t]F äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ λ ∈ Z+, t ∈ N.
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Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ F (x)|xλ(xt −
1). Ñëåäîâàòåëüíî, F (x) � ïåðèîäè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü k ∈ N �
íàèáîëüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ýëåìåíòû

[1]F , [x]F , . . . , [x
k−1]F

êîëüöà S ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 15.14, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî Λ(F ) + T (F ) = k. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà

Λ(F ) + T (F ) ≤ |S| = |R|m.

Ïóñòü òåïåðü |R|m > 2. Ïîêàæåì, ÷òî k ≤ |S| − 1. Äîïóñòèì,
k > |S| − 1, ò.å. k = |S|. Òîãäà

S =
{

[1]F , [x]F , . . . , [x
k−1]F

}
.

Ïîñêîëüêó [0]F ∈ S, òî [0]F = [xk−1]F = [x]k−1
F (ìû íå ìîãëè ïî-

ëó÷èòü [0]F ðàíüøå èç ñîîáðàæåíèé ìîùíîñòè). Çíà÷èò, [x]F � äå-
ëèòåëü íóëÿ â S, ïîýòîìó [1]F ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàòèìûì
ýëåìåíòîì â S. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, [1−x]F [1 +x+x2 + . . .+xk−1]F =
[1−xk]F = [1]F , ò.å. ýëåìåíò [1−x]F îáðàòèì â S. Òîãäà [1]F = [1−x]F ,
[x]F = [0]F , ò.å. k − 1 = 1, k = |S| = 2, ïðîòèâîðå÷èå.

2. �⇒� Ïóñòü F (x) � ðåâåðñèâíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà xT (F ) − 1 =
F (x)G(x) äëÿ íåêîòîðîãî G(x) ∈ R[x]. Îòêóäà F (0)(−G(0)) = 1,
ïîýòîìó F (0) ∈ R∗.

�⇐� Ïóñòü F (0) ∈ R∗. Ïîñêîëüêó F (x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
F (x) = F (0) + xU(x), òî 1 = F (0)−1F (x)− xF (0)−1U(x), ÷òî îçíà÷à-
åò âçàèìíóþ ïðîñòîòó F (x) è x. Ñëåäîâàòåëüíî, (F (x), xλ) = 1 äëÿ
ëþáîãî λ ∈ N ñîãëàñíî ïóíêòó 1 óòâåðæäåíèÿ 14.7. Â ñèëó ïåðèî-
äè÷íîñòè F (x)|xΛ(F )(xT (F )− 1), îòêóäà ñîãëàñíî ïóíêòó 2 óòâåðæäå-
íèÿ 14.7 âûïîëíåíî óñëîâèå F (x)|xT (F ) − 1. Çíà÷èò, F (x) � ðåâåð-
ñèâíûé ìíîãî÷ëåí.

3. Ñëåäóåò èç ïóíêòà 1.
I

Ïðèìåð. Ïóñòü |R|m = 2, ò.å. m = 1, |R| = 2, R = Z2. Âîçüì¼ì
F (x) = x, u = (1, 0, 0, . . .). Òîãäà Λ(F ) = Λ(u) = 1, T (F ) = T (u) = 1 è
Λ(F ) + T (F ) = |R|m.
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Ëåêöèÿ 16. Ïåðèîäû ìíîãî÷ëåíîâ è ËÐÏ íàä ïîëåì. Âû-
÷èñëåíèå ïåðèîäà íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Âû÷èñëåíèå
ïåðèîäà ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì ïî åãî êà-
íîíè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ. Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ
ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Ïóñòü F = GF (q), q = pn, p � ïðîñòîå.
Ïåðèîä è äëèíó ïîäõîäà ËÐÏ íàä ïîëåì ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç

å¼ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí:

Ïðåäëîæåíèå 16.1. Ïóñòü u � ËÐÏ íàä ïîëåì F. Òîãäà Λ(u) =
Λ(Mu(x)), T (u) = T (Mu(x)).

J Ñëåäóåò èç òåîðåìû 14.5, ïîñêîëüêó

∀λ ∈ Z+, t ∈ N : xλ(xt − 1) · u = (0)⇔Mu(x)|xλ(xt − 1).

I

Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, êàê âû÷èñëèòü ïåðèîä è äëèíó ïîä-
õîäà ïðîèçâîëüíîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàç-
ëîæåíèþ åãî íà íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè, è îïðåäåëåíèþ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

1◦. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ è êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå ðàçëîæåíèÿ E ìíîãî÷ëåíà F (x) ∈ F[x] � ìè-
íèìàëüíîå ðàñøèðåíèå F, â êîòîðîì F (x) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåé-
íûå ìíîæèòåëè. Çàìåòèì, ÷òî E êàê êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå êîíå÷íîãî
ïîëÿ ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì.

Òåîðåìà 16.2. Ïóñòü F = GF (q), q = pn, p � ïðîñòîå. Ïóñòü
F (x) ∈ F[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m è K = F(α) �
ïîëå, ïîðîæä¼ííîå íåêîòîðûì (ïðîèçâîëüíûì) êîðíåì α ìíîãî÷ëå-
íà F (x). Òîãäà
1. K = E � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà F (x), ïðè÷¼ì F (x) èìååò â
K m ðàçëè÷íûõ êîðíåé

α, αq, . . . , αq
m−1

;

2. F (x)|xqm − x.
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J 1. Ïóñòü F (x) =
m∑
i=0

fix
i, fi ∈ F. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîîðåìû

Ëàãðàíæà èìååì fqi = fi äëÿ âñåõ i = 0, . . . ,m. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
s ∈ N èìååì

F (αq
s

) =

=

m∑
i=0

fi · (αq
s

)i =

m∑
i=0

fi · (αi)q
s

=

m∑
i=0

(fiα
i)q

s

=

(
m∑
i=0

fiα
i

)qs
=

= (F (α))
qs

= 0.

Ïîýòîìó âñå ÷èñëà α, αq, . . . , αq
m−1

ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà
F (x).

Äîêàæåì, ÷òî îíè ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: αq
s

= αq
t

äëÿ 0 ≤ s < t ≤ m−1. Òîãäà ïðè r = t−s ïîëó÷àåì 0 = αq
s+r −αqs =

(αq
r − α)q

s

. Çíà÷èò, αq
r

= α äëÿ íåêîòîðîãî 0 < r < m.

Ýëåìåíòû ïîëÿ K èìåþò âèä β =
m−1∑
i=0

ciα
i, ci ∈ F. Ïîñêîëüêó

cq
r

i = ci äëÿ âñåõ i = 0, . . . ,m− 1, òî èç äîêàçàííîìó âûøå ïîëó÷àåì
βq

r

= β. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå qm ýëåìåíòîâ ïîëÿ K ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
ìíîãî÷ëåíà xq

r − x, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó r < m. Ïðîòèâîðå-
÷èå.

2. Èçâåñòíî, ÷òî |K| = qm è âñå ýëåìåíòû ïîëÿ K ÿâëÿþòñÿ êîð-
íÿìè ìíîãî÷ëåíà G(x) = xq

m − x ∈ F[x]. Çíà÷èò, F (x) è G(x) íå
âçàèìíî ïðîñòû íàä ïîëåì K, à òîãäà è íàä F. Ââèäó íåïðèâîäèìî-
ñòè ìíîãî÷ëåíà F (x) íàä ïîëåì F ïîëó÷àåì, ÷òî F (x)|G(x).

I

Ñëåäñòâèå 16.3. Ïóñòü F (x) ∈ F[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè m, F (x) 6= x è α, β � êîðíè ìíîãî÷ëåíà F (x) â åãî ïîëå
ðàçëîæåíèÿ E. Òîãäà â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå E∗
1. ordα = ordβ;
2. ordα|qm − 1;
3. ordα - qr − 1 äëÿ 0 < r < m.

J 1. Ïóñòü ordα = d. Òîãäà α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà xd − 1 ∈ F[x].
Ñëåäîâàòåëüíî, (F (x), xd − 1) 6= 1, ïîýòîìó F (x)|xd − 1. Ïîñêîëüêó
F (β) = 0, òî ordβ ≤ d = ordα. Àíàëîãè÷íî, ordα ≤ ordβ.

2. Ñîãëàñíî ïóíêòó 2 ïðåäûäóùåé òåîðåìû F (x)|x(xq
m−1 − 1).

Ââèäó íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà F (x) è óñëîâèÿ F (x) 6= x ïîëó-
÷àåì, ÷òî F (x)|xqm−1 − 1. Îòêóäà ordα|qm − 1.
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3. Ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 1 ïðåäûäóùåé òåîðåìû.I

Îïðåäåëåíèå 16.4. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà F (x) ∈ F[x] îïðåäåëèì ïàðà-
ìåòð O(F ) êàê ÍÎÊ ïîðÿäêîâ âñåõ íåíóëåâûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
F (x) â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå åãî ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ íàä F; ïîëî-
æèì O(F ) = 1 äëÿ F (x) = xl, l ∈ N.

2◦. Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà 16.5. Ïóñòü F (x) ∈ F[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíè m. Òîãäà
1. Λ(F ) = 0, ò.å. ëþáîé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì ÿâëÿåòñÿ
ðåâåðñèâíûì;
2. T (F ) = O(F );
3. T (F )|qm − 1, â ÷àñòíîñòè, (T (F ), p) = 1, è T (F ) - qk − 1 äëÿ
k ∈ {1, . . . ,m− 1}.

J 1. Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè F (x) íå äåëèòñÿ íà x, ò.å. F (0) 6= 0, è
ðåâåðñèâíîñòü ñëåäóåò èç ïóíêòà 2 òåîðåìû î ïåðèîäè÷íîñòè ËÐÏ.

2. Ïóñòü E � ïîëå ðàçëîæåíèÿ F (x) íàä F. Òîãäà ïîðÿäêè âñåõ
êîðíåé F (x) â E îäèíàêîâû, ïîýòîìó O(F ) = ordα äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
êîðíÿ α ∈ E.

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ F (x)|xT (F ) − 1, òî αT (F ) = 1, çíà÷èò
O(F ) = ordα|T (F ).

Îáðàòíî, ïîñêîëüêó αO(F ) = 1, òî (F (x), xO(F )−1) 6= 1. Èç íåïðè-
âîäèìîñòè F (x) òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî F (x)|xO(F ) − 1, ò.å. T (F )|O(F ).
Ñëåäîâàòåëüíî, T (F ) = O(F ).

3. Ïîñêîëüêó α ∈ E∗, òî ordα||E∗| = qm − 1. Çíà÷èò, ïî ïóíêòó 2,

T (F )|qm − 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè T (F )|qk − 1 ïðè k < m, òî αq
k

= α,

ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî α, αq, . . . , αq
m−1

� ýòî âñå ðàçëè÷íûå êîðíè
ìíîãî÷ëåíà F (x). I

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà.
Ïóñòü F (x) ∈ F[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m.
Øàã 1. Íàõîäèì âñå äåëèòåëè ÷èñëà qm − 1, íå ÿâëÿþùèåñÿ äåëèòå-
ëÿìè ÷èñåë q−1, . . . , qm−1−1 è äàëåå îñóùåñòâëÿåì ïî íèì ïåðåáîð.
Øàã 2. Äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî íà Øàãå 1 ÷èñëà t ïðîâåðÿåì âû-
ïîëíåíèå óñëîâèÿ

xt ≡ 1( mod F (x)).
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Øàã 3. Íàèìåíüøåå èç òàêèõ t, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå Øà-
ãà 2, è åñòü ïåðèîä T (F ).

3◦. Âû÷èñëåíèå ïåðèîäà ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïî-
ëåì ïî åãî êàíîíè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ.

Òåîðåìà 16.6. Ïóñòü F (x) ∈ F[x] � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí, èìåþ-
ùèé êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

F (x) = xlG1(x)k1 · · ·Gs(x)ks

íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè. Ïîëîæèì

k = max{k1, . . . , ks}, c = dlogp ke,

ò.å. ÷èñëî c ∈ Z+ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ pc−1 < k ≤ pc. Òîãäà

Λ(F ) = l, T (F ) = pcO(F ) = pc[T (G1, . . . , T (Gs)].

J Ïîëîæèì H(x) = G1(x)k1 · · ·Gs(x)ks . Ñîãëàñíî ïóíêòó 2 òåî-
ðåìû 15.16, ìíîãî÷ëåí H(x) ÿâëÿåòñÿ ðåâåðñèâíûì. Ïî ñëåä-
ñòâèþ 15.15 èìååì: Λ(F ) = Λ(xl) = l, T (F ) = T (H).

Ïóñòü äàëåå G(x) = G1(x) · · ·Gs(x). Î÷åâèäíî, ÷òî O(F ) =
O(G) = [O(G1), . . . , O(Gs)]. Èç òåîðåìû 16.5 ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî [O(G1), . . . , O(Gs)] = [T (G1), . . . , T (Gs)]. Â ñâîþ î÷åðåäü,
[T (G1), . . . , T (Gs)] = T (G) ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 15.15. Îñòà¼òñÿ äîêà-
çàòü ðàâåíñòâî T (H) = pcT (G).

Ïîñêîëüêó G(x)|xT (G) − 1, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ k è c
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H(x)|(xT (G)−1)k è H(x)|(xT (G)−1)p

c

. Íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè p âåðíî ðàâåíñòâî (xT (G)− 1)p

c

= xT (G)pc − 1. Îòñþ-
äà ïîëó÷àåì, ÷òî T (H)|T (G)pc. Áîëåå òîãî, T (G)|T (H) (ïîñêîëüêó
G(x)|H(x)), ñëåäîâàòåëüíî, T (H) = T (G)pd äëÿ íåêîòîðîãî d ≤ c.

Ïî ïóíêòó 3 òåîðåìû 16.5 èìååì (T (Gi), p) = 1, i = 1, . . . , s. Çíà-
÷èò, (T (G), p) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí xT (G)− 1 âçàèìíî
ïðîñò ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé, ïîýòîìó íå èìååò êðàòíûõ ìíîæèòåëåé â
êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè íàä F. Òîãäà â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè

ìíîãî÷ëåíà xT (H)−1 = (xT (G)−1)p
d

êàæäûé íåïðèâîäèìûé ìíîæè-
òåëü èìååò êðàòíîñòü pd. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, H(x)|xT (H)−1, ïîýòîìó
ki ≤ pd, i = 1, . . . , s, è çíà÷èò, k ≤ pd. Ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðà c
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî c ≤ d. Òàêèì îáðàçîì, d = c, è T (H) = T (G)pc.
I
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4◦. Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà
íàä êîíå÷íûì ïîëåì. Ïóñòü u � ËÐÏ ðàíãà m íàä ïîëåì F. Ïî
òåîðåìå 15.16 ïðè óñëîâèè qm > 2 ïåðèîä è äëèíà ïîäõîäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè u óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó Λ(u) + T (u) ≤ qm − 1.
Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ýòà îöåíêà
ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, è áîëåå òîãî, ÷òîáû ïåðèîä áûë íàèáîëü-
øèì, à èìåííî:

Îïðåäåëåíèå 16.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u ∈ F∞ íàçûâàåòñÿ ËÐÏ
ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä F, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü u åñòü ËÐÏ ðàíãà m è ïåðèîäà qm − 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ qm > 2 ïðè ýòîì ËÐÏ u ìàêñèìàëüíîãî ïåðè-
îäà íàä F åñòü ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Λ(u) = 0),
ñîîòâåòñòâåííî, å¼ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ðåâåðñèâåí.

Çàìåòèì, ÷òî ËÐÏ u ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà qm−1 íàä ïîëåì F =
GF (q) íå áóäåò ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä åãî ðàñøèðåíèåì
K = GF (qt), t > 1, ïîñêîëüêó T (u) 6= qtm − 1.

Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä êî-
íå÷íûì ïîëåì äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 16.8. Ïóñòü u � ËÐÏ íàä ïîëåì F = GF (q) ñ ðåâåðñèâíûì
ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì Mu(x) ñòåïåíè m, ïðè÷¼ì qm > 2. Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1. u � ËÐÏ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä F;
2. ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ËÐÏ v ∈ LF(Mu) åñòü ñäâèã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
u, ò.å. v = xk · u äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z+;
3. ìíîãî÷ëåí Mu(x) íåïðèâîäèì íàä F, è åãî êîðåíü α â ïîëå ðàçëî-
æåíèÿ E = GF (qm) íàä F åñòü ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ E;
4. T (Mu) = qm − 1.

J �1) ⇒ 2)� Òàê êàê T (u) = qm − 1, òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
u, x · u, . . . , xqm−1 · u ðàçëè÷íû è ïðèíàäëåæàò LF(Mu) \ {(0)}. Ïî-
ñêîëüêó ïî ïðåäëîæåíèþ 13.5 |LF(Mu) \ {(0)} | = qm − 1, òî ýòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èñ÷åðïûâàþò ìíîæåñòâî LF(Mu) \ {(0)}.

�2) ⇒ 3)� Ïî óñëîâèþ òåîðåìû (Mu(x), x) = 1. Åñëè ëþáàÿ íåíó-
ëåâàÿ ËÐÏ v ∈ LF(Mu) èìååò âèä v = xk · u, òî ïî ïóíêòó 2 òåîðåìû
14.11 ïîëó÷àåì, ÷òî

Mv(x) =
Mu(x)

(Mu(x), xk)
= Mu(x).

Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 14.12, ìíîãî÷ëåí Mu(x) íåïðèâîäèì íàä
F. Êàê ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 2 òåîðåìû 16.5, T (Mu) =
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O(Mu) = ordα. Èç óñëîâèÿ, ÷òî

|
{
xk · u|k ∈ Z+

}
| = |LF(Mu) \ {(0)} | = qm − 1

ñëåäóåò, ÷òî T (u) = qm − 1. Èç ðàâåíñòâà T (Mu) = T (u) = qm − 1
ñëåäóåò, ÷òî α ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû (E∗, ·), ò.å.
ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ E.

�3) ⇒ 4)� Ïðè óñëîâèè 3, ordα = qm − 1 è O(Mu) = ordα, òîãäà
ñîãëàñíî ïóíêòó 2 òåîðåìû 16.5 èìååì T (Mu) = ordα = qm − 1.

�4) ⇒ 1)� î÷åâèäíî. I

Òåîðåìà 16.8 ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ËÐÏ ìàêñèìàëü-
íîãî ïåðèîäà qm − 1 íàä ïîëåì F = GF (q) ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ
ðåâåðñèâíîãî ìíîãî÷ëåíà F (x) ∈ F[x], óäîâëåòâîðÿþùåãî ïóíêòó 3
óêàçàííîé òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå 16.9. Ðåâåðñèâíûé ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ F[x] íàçûâàåò-
ñÿ ìíîãî÷ëåíîì ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà, èëè ïðèìèòèâíûì ìíîãî-
÷ëåíîì, íàä ïîëåì F, åñëè îí èìååò ñòåïåíü m è ïåðèîä qm − 1.

Ïðåäëîæåíèå 16.10. ×èñëî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m ìàêñèìàëüíî-

ãî ïåðèîäà qm − 1 íàä ïîëåì F = GF (q) ðàâíî
1

m
ϕ(qm − 1), ãäå ϕ �

ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

J Èç òåîðåìû 16.8 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ F[x] ñòåïåíè m
ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà èìååò â ïîëå E = GF (qm) â òî÷íîñòè m
êîðíåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ
E. Äâà ðàçëè÷íûõ óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà íå ìîãóò
èìåòü îáùèé êîðåíü íàä E, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îíè èìåëè áû
îáùèé äåëèòåëü ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä E, à çíà÷èò, èõ ÍÎÄ
íàä F áûë áû ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó íåïðè-
âîäèìîñòè. ×èñëî ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ âû÷èñëÿåòñÿ êàê ÷èñëî
îáðàçóþùèõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû (E∗, ·) � îíî ðàâíî ϕ(qm − 1). I
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äà¼ò êðèòåðèé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ìíîãî-
÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà:

Ïðåäëîæåíèå 16.11. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí F (x) ∈ F[x] ñòåïå-
íè m > 0 ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà íàä ïîëåì
F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (x) 6= x, è äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî
ïðîñòîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà qm − 1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

x
qm−1
d 6= 1( mod F (x)). (16.1)
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J Òàê êàê F (x) íåïðèâîäèì íàä F = GF (q), òî ïî òåîðåìå 16.5
T (F )|qm−1 è óñëîâèå, ÷òî T (F ) < qm−1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà qm−1 âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå äåëèìîñòè T (F )|q
m − 1

d
, ò.å. íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(16.1). I

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà. Âû-
ïîëíÿåòñÿ ïåðåáîð íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m c ïðîâåð-
êîé ðàâåíñòâà T (F ) = qm − 1 ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (16.1).

Ñëåäñòâèå 16.12. Åñëè 2m−1 � ïðîñòîå ÷èñëî (ýòî òàê íàçûâàåìûå
ïðîñòûå ÷èñëà Ìåðñåííà), òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä
GF (2) ñòåïåíè m åñòü ìíîãî÷ëåí ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà.
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