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1 Íàïîìèíàíèå è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1. Àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé � ýòî ìíîæåñòâî R ñ çàäàí-
íûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ¾+¿ è óìíîæåíèÿ ¾ · ¿ òàê, ÷òî

1. R � àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ,

2. R � ìîíîèä (ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé 1) ïî óìíîæåíèþ,

3. âûïîëíåíû äâå àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè:

∀a, b, c ∈ R : c(a+ b) = ca+ cb & (a+ b)c = ac+ bc.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Òåëî � êîëüöî ñ 1 6= 0, â êîòîðîì âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò
îáðàòèì. Ïîëå � êîììóòàòèâíîå òåëî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîëå F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè ëþáîé ìíî-
ãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä F èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü â F.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (èëè âåêòîðíûì)
ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì F, åñëè çàäàíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ + : V × V → V è
óìíîæåíèÿ · : F × V → V ñêàëÿðîâ èç F íà âåêòîðû èç V òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1. ∀u, v, w ∈ V, (u+ v) +w = u+ (v+w) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

2. ∀u, v ∈ V, u+ v = v + u (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

3. ñóùåñòâóåò âåêòîð 0 òàêîé, ÷òî v + 0 = 0 + v = uv ∀v ∈ V , (ñóùåñòâîâàíèå
íåéòðàëüíîãî ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíòà);
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4. äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò âåêòîð −v òàêîé, ÷òî v + (−v) = (−v) + v = 0
(ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïî ñëîæåíèþ, èëè ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà);

5. ∀α ∈ F, ∀v, w ∈ V , α(v + w) = αv + αw (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ÷èñëà
íà âåêòîð);

6. ∀α, β ∈ F, ∀v ∈ V , (α+β)v = αv+βv (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ âåêòîðà
íà ÷èñëî);

7. ∀α, β ∈ F, ∀v ∈ V , α(βv) = (αβ)v (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà
÷èñëî);

8. ∀v ∈ V , 1 · v = v (íåéòðàëüíîñòü ÷èñëà 1 ïî óìíîæåíèþ).

(Íàïîìíèì, ÷òî âûïîëíåíèå àêñèîì 1�4 îïðåäåëÿåò, ÷òî (V,+) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé
ãðóïïîé.)

Îïðåäåëåíèå 1.5. Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà � óïîðÿäî÷åííàÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàåòñÿ (â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè)
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî âåêòîðîâ â áàçèñå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî
è íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà V , îáîçíà÷àåòñÿ dimV .

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è V1, V2, . . . ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åãî ïîäïðîñòðàíñòâ òàêàÿ, ÷òî V1 ⊆ V2 ⊆ . . . ⊆ Vk ⊆ . . ., èíûìè ñëîâàìè,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî ñóùåñòâóåò íîìåð N ∈ N, ÷òî
ñ ýòîãî øàãà âñå ïðîñòðàíñòâà â öåïî÷êå ñîâïàäàþò, ò.å. VN = VN+1 = . . .. Åñëè
äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî äî øàãà N öåïî÷êà áûëà ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, ò.å.
V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ VN , òî

N 6 dimVN − dimV1 + 1 6 dimV + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà è ìîíîòîííîñòü
ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè äëÿ âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ: Vk ⊂ Vk+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà dimVk < dimVk+1. Èìååì íåóáûâàþùóþ îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë dk = dimVk, dk 6 dimV äëÿ âñåõ k. Äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò íîìåð
N ∈ N, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ êîíñòàíòíîé dN = dN+1 = . . .. Ðàâåíñòâî
ðàçìåðíîñòåé âëå÷¼ò ðàâåíñòâî ñàìèõ âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Åñëè èçâåñòíî ñòðîãîå âîçðàñòàíèå, òî dimVk − dimVk−1 > 1 ïðè 2 6 k 6 N è
ïîëó÷àåì îöåíêó

dimVN − dimV1 =
N∑
k=2

(dimVk − dimVk−1) >
N∑
k=2

1 = N − 1,

ýêâèâàëåíòíî,
N 6 dimVN − dimV1 + 1.

Äîïîëíèòåëüíî ìû çíàåì, ÷òî dimVN 6 dimV , dimV1 > 0, îòêóäà N 6 dimV +1.
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2 Îñíîâíûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòðè÷íûõ

ïîäàëãåáð. Òåîðåìà Áåðíñàéäà î ìàòðè÷íûõ àë-

ãåáðàõ è å¼ ñëåäñòâèÿ î áëî÷íîé ñòðóêòóðå è âîç-

ìîæíûõ ðàçìåðíîñòÿõ ñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð àë-

ãåáðû ìàòðèö íàä àëãåáðàè÷åñêèìè çàìêíóòûìè

ïîëÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Àëãåáðà A íàä ïîëåì F � ýòî êîëüöî ñî ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä F, ïðè÷¼ì âûïîëíåíî (ab)α = a(bα) = (aα)b äëÿ a, b ∈ A, α ∈ F.

Ïðèìåð 2.2. Ïðèìåðû àëãåáð: àëãåáðà ìàòðèö Mn(F), L(V )� àëãåáðà ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .

Ïîñêîëüêó àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, îäíîé èç îñíîâíûõ ÷èñ-
ëîâûõ õàðàêòåðèñòèê àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü dimA.
Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî B àëãåáðû A ñîäåðæèò å¼ åäèíèöó è ñàìî
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî òåõ æå îïåðàöèé. Òîãäà B áóäåì íàçûâàòü ïîäàëãåá-
ðîé àëãåáðû A.

Ìîæíî, êîíå÷íî, ðàññìàòðèâàòü è ïîäàëãåáðû áåç åäèíèöû, íàïðèìåð, íóëåâóþ.
Ñëó÷àè, êîãäà íàëè÷èå åäèíèöû íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, áóäåì îòäåëüíî îãîâàðèâàòü.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Íàçîâ¼ì ïîäïðîñòðàíñòâî U àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Fn

ñòîëáöîâ âûñîòû n èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïîäàëãåáðû A ⊆Mn(F), åñëè Au ∈
U äëÿ ëþáûõ A ∈ A, u ∈ U . Ïîäàëãåáðó A ⊆Mn(F) íàçîâ¼ì íåïðèâîäèìîé, åñëè â Fn

íå ñîäåðæèòñÿ íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî
A.

Äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ Fn ìíîæåñòâî âåêòîðîâ Av = {Av|A ∈ A} ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäïðîñòàíñòâîì Fn, èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî A (íåïîñðåäñòâåííî âèäíî
èç îïðåäåëåíèÿ Av). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî v ∈ Av, ïîñêîëüêó A ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó, ïîýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâî Av íåíóëåâîå.
Îïðåäåëåíèå 2.5. Íàçîâ¼ì âåêòîð x ∈ Fn öèêëè÷åñêèì äëÿ ïîäàëãåáðû A, åñëè
Av = Fn.

×åðåç AT îáîçíà÷èì òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü A � íåíóëåâàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà â Mn(F). Òîãäà
1. ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ Fn ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì äëÿ ïîäàëãåáðû A;
2. àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ âåêòîðîâ-ñòðîê: äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé
ñòðîêè xT , x ∈ Fn, ìíîæåñòâî âåêòîðîâ-ñòðîê xTA = {xTA|A ∈ A} ñîâïàäàåò ñî âñåì
àðèôìåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê Fn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç äâóõ ïðåäû-
äóùèõ îïðåäåëåíèé.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2 îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ñòðîêè ïîäïðî-
ñòðàíñòâî U = xTA� ñîáñòâåííîå. Òîãäà dimU = k < n. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàí-
ñòâî U⊥ ⊂ Fn âñåõ ñòîëáöîâ v, äëÿ êîòîðûõ Uv = 0 (ò.å. uv = 0 äëÿ ëþáîé ñòðîêè
u ∈ U). Ïî òåîðåìå î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé èìååì dimU⊥ = n − dimU = n − k > 0. Òàêèì îáðàçîì, U⊥ �
ñîáñòâåííîå íåóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Fn. Ïðè ýòîì U⊥ èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî A. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v ∈ U⊥, u ∈ U , A ∈ A, òî u(Av) = (uA)v = u′v,
ãäå u′ ∈ U , ïîýòîìó u′v = 0 è Av ∈ U⊥. Ïðîòèâîðå÷èå ñ íåïðèâîäèìîñòüþ àëãåáðû
A.

Òåîðåìà 2.7 (Òåîðåìà Áåðíñàéäà). Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è n > 2.
Òîãäà åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Mn(F) � ýòî âñÿ
àëãåáðà Mn(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � íåíóëåâàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà â Mn(F).
I. Ïîêàæåì, ÷òî A ñîäåðæèò ìàòðèöó ðàíãà 1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåíóëåâóþ

ìàòðèöó A0 ∈ A ìèíèìàëüíîãî ðàíãà è äîêàæåì, ÷òî rkA0 = 1. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå: rkA0 > 2. Òîãäà íóéäóòñÿ òàêèå âåêòîðû u, v ∈ Fn, ÷òî ìíîæåñòâî èõ îáðàçîâ
{A0u,A0v} ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Âåêòîð A0u ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì äëÿ A, ïîýòîìó
íàéä¼òñÿ ìàòðèöà A ∈ A, äëÿ êîòîðîé AA0u = v. Îòñþäà, A0v = A0AA0u è ìíîæå-
ñòâî {A0u,A0AA0u} ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Ïîäïðîñòðàíñòâî A0Fn íåíóëåâîå è ÿâëÿ-
åòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî A0 (èíâàðèàíòíîñòü îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà),
çíà÷èò òàêæå îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ìàòðèö âèäà A0B, B ∈ Mn(F),
â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòåëüíî A0A. Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé, â íåíó-
ëåâîì èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû ñîäåðæèòñÿ íåíóëåâîé
ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ýòîé ìàòðèöû, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ ∈ F îãðàíè÷å-
íèå ìàòðèöû (ëèíåéíîãî îïåðàòîðà) A0A − λE íà ïðîñòðàíñòâî A0Fn ÿâëÿåòñÿ âû-
ðîæäåííîé ìàòðèöåé. Â ñèëó çàìêíóòîñòè àëãåáðû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóììû è
ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì A1 = (A0A − λE)A0 ∈ A. Ìàòðèöà A1 íåíóëåâàÿ, ïîñêîëüêó
A1u = A0AA0u − λA0u = A0v − λA0u 6= 0 â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìíîæå-
ñòâà âåêòîðîâ {A0u,A0v}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, A1 = A0(AA0 − λE), ïîýòîìó îáðàç
A1 (ïðîñòðàíñòâî A1Fn) ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå A0. Ïðè÷¼ì ýòî âêëþ÷åíèå ñòðîãîå, â
ñèëó âûðîæäåííîñòè îãðàíè÷åíèÿ A0A− λE íà ïðîñòðàíñòâî A0Fn. Äëÿ ðàíãîâ ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî 0 6= rkA1 < rkA0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ìàòðèöû A0.

II. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé â àëãåáðå èç îäíîé ìàòðèöû ðàíãà
1 â íåïðèâîäèìîé àëãåáðå ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ìàòðè÷íûå åäèíèöû. Çàôèêñèðóåì
èíäåêñû i, j ∈ {1, . . . , n} è áóäåì ñòðîèòü ìàòðè÷íóþ åäèíèöó Ei,j. Ìàòðèöà A0 íåíó-
ëåâàÿ. Âîçüì¼ì ëþáîé å¼ íåíóëåâîé ñòîëáåö, ïóñòü ýòî k-ûé ñòîëáåö ak.

Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè â àëãåáðå A åñòü ìàòðèöà B äëÿ êîòîðîé Bak = ei =
(0, 0, 1, 0 . . . , 0)T , 1 ðàñïîëîæåíà íà i-îì ìåñòå (èñïîëüçîâàëè óòâåðæäåíèå 1 ïðåäëî-
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æåíèÿ 2.6). Ó ìàòðèöû BA0 íåíóëåâîé k-ûé ñòîëáåö è rkBA0 6 rkA0 = 1, çíà÷èò,
rkBA0 = 1. Òîãäà âñå ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû ïðîïîðöèîíàëüíû å¼ k-ìó ñòîëáöó,

BA0 = (α1ei, α2ei, . . . , αnei) =



0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0
α1 . . . αn

0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0


.

Ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 2 ïðåäëîæåíèÿ 2.6, íàõîäèì â àëãåáðå A ìàòðèöó C
òàêóþ, ÷òî (α1, . . . , αn)C = (0, 0, 1, . . . , 0) = eTj . Òîãäà BA0C = Ei,j. Êàê èçâåñòíî, èç
ìàòðè÷íûõ åäèíèö ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïîëó÷àþòñÿ âñå ìàòðèöû, ò.å.
A = Mn(F).

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïîäìíîæåñòâî I àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ (äâóñòîðîííèì) èäåà-
ëîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà àëãåáïðû A è âûäåðæèâàåò óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû àëãåáðû, ò.å. ax, xa ∈ I äëÿ
âñåõ a ∈ A, x ∈ I.

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé (íî íåîáÿçàòåëüíî ïîäàëãåáðîé
ñ åäèíèöåé), à îáðàòíîå íåâåðíî. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ÿÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé, íî ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíîé è íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû íå
âñåãäà áóäåò äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé.

Ýòîò èçâåñòíûé ôàêò ìîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî íàä ëþáûì ïîëåì, íî ìû
îòìåòèì, ÷òî îí òàêæå ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áåðíñàéäà.

Ñëåäñòâèå 2.9. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è n > 2. Òîãäà â àëãåáðå
Mn(F) åñòü ðîâíî äâà äâóñòîðîííèõ èäåàëà � 0 è Mn(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâåóïðàæíåíèÿ â çàäà÷àõ ê
ëåêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ãîìîìîðôèçì F-àëãåáð � ýòî îòîáðàæåíèå ìåæäó F-àëãåáðàìè,
êîòîðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì ãîìîìîðôèçìîì è ëèíåéíûì îòîáðàæå-
íèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ àëãåáð ñ åäèíèöåé ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîëüöå-
âîé ãîìîìîðôèçì ïåðåâîäèò åäèíèöó â åäèíèöó.
Èçîìîðôèçì= áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì. Àâòîìîðôèçì = èçîìîðôèçì â ñåáÿ.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è n > 2. Òîãäà ëþáîé àâ-
òîìîðôèçì àëãåáðû Mn(F) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì, ò.å. äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ϕ :
Mn(F) → Mn(F) íàéä¼òñÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà S ∈ Mn(F) òàêàÿ, ÷òî ϕ(A) = SAS−1

äëÿ âñåõ A ∈Mn(F).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : Mn(F) → Mn(F) � íåêîòîðûé àâîìîðôèçì. Êàê êîëü-
öåâîé ãîìîìîðôèçì ϕ ïåðåâîäèò èäåìïîòåíòû â èäåìïîòåíòû: åñëè A2 = A, òî
(ϕ(A))2 = ϕ(A2) = ϕ(A). Âîçüì¼ì èäåìïîòåíòíóþ ìàòðèöó A1 ðàíãà 1. Òîãäà

dim {A1BA1|B ∈Mn(F)} = 1

è ïîñêîëüêó ϕ ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
òî 1 = dimϕ({A1BA1|B ∈ Mn(F)}) = {ϕ(A1)Cϕ(A1)|C ∈ Mn)(F)}. Ñëåäîâàòåëüíî,
rkϕ(A1) = 1.

Èäåìïîòåíòîì ðàíãà 1 ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà E11. Îíà òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé ìàòðèöåé, ïîýòîìó ëþáàÿ èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà ðàíãà
1 ñ íåé ñîïðÿæåíà. Â ÷àñòíîñòè, ϕ(E11) = T−1E11T . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, â
äàëüíåéøåì äîêàçàòåëüñòâå âìåñòî àâòîìîðôèçìà ϕ ðàññìîòðèì åãî êîìïîçèöèþ ñ
ñîïðÿæåíèåì ìàòðèöåé T . Äëÿ êðàòêîñòè, îáîçíà÷èì å¼ ñíîâà çà ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå
ϕ(E11) = E11.

×òîáû çàäàòü ìàòðèöó S, ïîñòðîèì ëèíåéíûé îïåðàòîð íà Fn, ìàòðèöà êîòîðîãî
è áóäåò èñêîìîé. Çàäàäèì îïåðàòîð σ ïðàâèëîì: äëÿ ëþáîé ìàòðèöû B ∈ Mn(F)
σ(Be1) = ϕ(B)e1, ò.å. ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû B ïåðåâîäèì â ïåðâûé ñòîëáåö ϕ(B).
Ïðîâåðèì êîððåêòîíñòü. Ïóñòü Be1 = Ce1. Òîãäà (B − C)e1 = 0. Ïîñêîëüêó e1 �
åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ñòîëáêö ìàòðèöû E11, òî (B − C)E11 = O. Ïðèìåíèì ê
ýòîìó ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó àâòîìîðôèçì ϕ:

ϕ(B − C)ϕ(E11) = ϕ(O)⇔

(ϕ(B)− ϕ(C))E11 = O ⇔
(ϕ(B)− ϕ(C))e1 = 0,

ò.å. ϕ(B)e1 = ϕ(C)e1. Ëèíåéíîñòü σ î÷åâèäíî ñëåäóåò ïî ïîñòðîåíèþ èç ëèíåéíî-
ñòè ϕ. Ïîêàæåì, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
ϕ(B)e1 = 0. Òîãäà ϕ(B)E11 = O, ϕ(BE11) = O, è BE11 = O â ñèëó áèåêòèâíîñòè
ϕ. Òàêèì îáðàçîì, Be1 = 0. Èíúåêòèâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð íà êîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñîïðÿæåíèå ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû σ ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì
àâòîìîðôèçìà ϕ. Ïóñòü A ∈Mn(F) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Èìååì

σ(ABe1) = ϕ(AB)e1 = ϕ(A)ϕ(B)e1 = ϕ(A)σ(Be1),

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå
SABe1 = ϕ(A)SBe1.

Êîãäà B ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, ñòîëáåö y = Be1 ïðîáåãàåò âñ¼ ìíîæåñòâî
Fn, ò.å. SAy = ϕ(A)Sy äëÿ ëþáîãî y ∈ Fn, îòêóäà

SA = ϕ(A)S,
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èëè â èòîãå
ϕ(A) = SAS−1.

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Ïóñòü A ïîäàëãåáðà ñ åäè-
íèöåé â Mn(F). Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Fn, â êîòîðîì ëþáàÿ ìàòðèöà
A ∈ A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â áëî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíîì âèäå

A =


A11 A12 . . . A1k

0 A22 . . . A2k

0 0 A33
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . Akk

 ,

ãäå Aii ∈ Mni
(F), i = 1, . . . , k, n1 + · · · + nk = n, è ìíîæåñòâî {1, . . . , k} åñòü îáúåäè-

íåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ J1, J2, . . . , Jl, ïðè÷åì
1. {Aii : A ∈ A} = Mni

(F), i = 1, . . . , k;
2. åñëè i, j ∈ Js, òî Aii = Ajj äëÿ âñåõ A ∈ A;
3. åñëè i ∈ Jr, j ∈ Js è r 6= s, òî {(Aii, Ajj) : A ∈ A} = Mni

(F)⊕Mnj
(F);

4. åñëè i ∈ Js, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà A ∈ A, ÷òî Aii = E è Ajj = 0 äëÿ âñåõ
j /∈ Js.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A� íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà, òî ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà 2.7
A = Mn(F) è óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ k = 1 è n1 = n.

Ïóñòü ó àëãåáðû A åñòü íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå öåïî÷êè âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âèäà V0 = {0} ⊂
V1 ⊂ . . . ⊂ Vm = Fn, ãäå âñå Vi èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî àëãåáðû A. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 1.6 m 6 n (íà÷àëè íóìåðàöèþ ñ 0), ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü öåïî÷êó
ìàêñèìàëüíîé äëèíû. Ïóñòü V0 = {0} ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vm = Fn òàêîâà, ÷òî å¼ äëèíà
ìàêñèìàëüíà. Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ó ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà åñòü äîïîë-
íåíèå, ò.å. äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî Wi ⊆ Vi òàêîå, ÷òî
Vi = Vi−1 ⊕Wi. Òîãäà V = Vm = W1 ⊕ . . . ⊕Wm. Ââèäó èíâàðèàíòíîñòè âñåõ ïðî-
ñòðàíñòâ Vi îòíîñèòåëüíî A è îïðåäåëåíèÿ èõ äîïîëííåíèéWi, â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà
Fn, ÿâëÿþùåãîñÿ îáúåäèíåíèåì áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâ Wi, âñå ìàòðèöû èç àëãåáðû A
èìåþò áëî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä. Ïóñòü òàêæå ni = dimWi.

Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i = 1, . . . ,m îïðåäåë¼í ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîåöèðîâàíèÿ
Fn íàWi ïàðàëëåëüíî

⊕
j 6=i

Wj, ïóñòü Pi ∈Mn(F) åãî ìàòðèöà â âûáðàííîì áàçèñå. Èìå-

åì Pi = diag (0, . . . , 0, E, 0, . . . , 0) è P1 + . . . + Pm = E. Ðàññìîòðèì äàëåå ïîäàëãåáðó
Ai = {PiA|Wi

|A ∈ A} ⊆Mni
(F), ò.å. Ai � îãðàíè÷åíèå àëãåáðû A íà ïîäïðîñòðàíñòâî
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Wi. Òàêîå îãðàíè÷åíèå áóäåò àëãåáðîé, ïîñêîëüêó Vi−1 è Vi èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî
A.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1. Àëãåáðà Ai ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè áû èìåëîñü ñîáñòâåííîå íåíóëåâîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ui ⊂ Wi äëÿ
Ai, òî Vi−1 ⊕ Ui áûëî áû èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ àëãåáðû A, ëåæà-
ùèì ñòðîãî ìåæäó Vi−1 è Vi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè äëèíû öåïî÷êè
V0 = {0} ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vm = Fn. Òîãäà ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà 2.7 Ai = Mni

(F).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2�4 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðû àëãåáð Ai,Aj

ïðè i 6= j. Îáîçíà÷èì Aii = PiA|Wi
. Ñêàæåì, ÷òî àëãåáðû Ai è Aj íåçàâèñèìû, åñëè â

àëãåáðå A åñòü òàêàÿ ìàòðèöà A, ÷òî Aii = E, à Ajj = O. Ýòî óñëîâèå ñèììåòðè÷íî,
ò.ê. åñëè Ai è Aj íåçàâèñèìû, òî Aj è Ai òàêæå íåçàâèñèìû (ñ ìàòðèöåé E−A ∈ A).
Èíà÷å, íàçîâ¼ì àëãåáðû Ai è Aj ñâÿçàííûìè.

Ïóñòü àëãåáðû Ai è Aj ñâÿçàííûå. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû Aii è
Ajj îäíîâðåìåííî íóëåâûå èëè íåíóëåâûå. Äîïóñòèì íàéäåòñÿ ìàòðèöà A ∈ A òàêàÿ,
÷òî Aii 6= O, íî Ajj = O. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìàòðèö I = {Aii|A ∈
A è Ajj = O}. Çàìåòèì, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöû èç Ai ñ ëþáîé ñòîðîíû, ò.å. ÿâëÿåòñÿ äâóñòî-
ðîííèì èäåàëîì â àëãåáðå Ai = Mni

(F). Ïîñêîëüêó I 6= 0, òî I = Mni
(F). Òîãäà I

ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, à â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðû Ai è Aj áóäóò íåçàâèñèìûìè.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü Ai è Aj ñâÿçàííûå, è Aj è Ak ñâÿçàííûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ai è Ak

íåçàâèñèìûå. Òîãäà åñòü ìàòðèöà A ∈ A òàêàÿ, ÷òî Aii = E, à Akk = O. Â ñèëó
ñâÿçàííîñòèAi èAj èìååì Ajj 6= O, ïðîòèâîðå÷èå ñ äîêàçàííûì âûøå äëÿ ñâÿçàííûõ
àëãåáð Aj è Ak.

Òîãäà ìíîæåñòâà {Js} ñîñòàâëÿåì òàêèì îáðàçîì, ÷òî i è j ïîïàäàþò â îäíî ìíî-
æåñòâî Jl, åñëè è òîëüêî åñëè Ai è Aj ñâÿçàííûå � â êà÷åñòâå J1 áåð¼ì âñå èíäåêñû
àëãåáð, ñâÿçàííûõ ñ A1, åñëè J1 íå ïîêðûâàåò âñå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, ïîâòîðÿåì
ïðîöåññ äëÿ êàêîãî-òî i2 /∈ J1 è ò.ä.

Óòâåðæäåíèå 4 ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ àëãåáð: ïðè i ∈ Js óìíî-
æàåì ìàòðèöû ñ E â i-îì áëîêå è O â j-îì áëîêå ïî âñåì j /∈ Js. Òàêæå èç ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 2: ìíîæåñòâî ïàð (Aii, Ajj) ⊆ Mni

(F) ⊕Mnj
(F) è

èç óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ñîäåðæèò ïàðû (E,O) è (O,E), äàëåå ïðèìåíÿåì óòâåð-
æäåíèå 1 è ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè àëãåáðû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà åå ýëåìåíòû.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : Ai → Aj ïðàâèëîì ϕ(Aii) = Ajj. Äîêàæåì, ÷òî
îòîáðàæåíèå ϕ çàäàíî êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A 6= B ∈ A, Aii = Bii.
Òîãäà (A − B)ii = O. È ïî äîêàçàííîìó ñâîéñòâó (A − B)jj = O è Ajj = Bjj. Ýòî
æå ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ. Ïî ïîñòðîåíèþ âèäíî,
÷òî ϕÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð, à çíà÷èò, è èçîìîðôèçìîì.
Èçîìîðôèçì àëãåáð âëå÷¼ò ðàâåíñòâî èõ ðàçìåðíîñòåé, à ïîñêîëüêó Ai = Mni

(F) è
Aj = Mnj

(F), òî ni = nj. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðû Ai è Aj ìîæíî îòîæäåñòâèòü,
ïðè ýòîì ϕ áóäåò àâòîìîðôèçìîì ìàòðè÷íîé àëãåáðû Mni

(F). Ïî òåîðåìå 2.11 òîãäà
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íàéä¼òñÿ îáðàòèìÿ ìàòðèöà S ∈Mni
(F), ÷òî Aii = S−1AjjS äëÿ âñåõ A ∈ A.

Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî Js. Ïóñòü is � åãî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Òîãäà ïóñòü j ∈
Js, j 6= is. Ïóñòü S îïðåäåë¼ííàÿ âûøå ìàòðèöà, ñîîòâåòñâóþùàÿ èíäåêñàì is è j.
Òîãäà äîñòðîèì å¼ äî îáðàòèìîé ìàòðèöû T ∈Mn(F): T = diag (E,E, . . . , S, E . . . , E),
S ðàñïîëîæåíà íà j-îì ìåñòå. Òîãäà â àëãåáðå T−1AT âñå ìàòðèöû îñòàíóòñÿ áëî÷íî-
òðåóãîëüíûå è ïðè ýòîì Ais,is = Ajj. Äàëåå áåð¼ì êîìïîçèöèþ òàêèõ T ïî âñåì j ∈ Js,
j 6= is. Ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå 3.

Ñëåäñòâèå 2.13. Åñëè A � ñîáñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Mn(F), òî dimA 6
n2 − n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû A 3 è áîëåå äèàãîíàëüíûõ
áëîêà, òî ïîäàëãåáðà ñ äâóìÿ áëîêàìè A1 è A2 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðîé â
Mn1+n2(F), ïîýòîìó å¼ ðàçìåðíîñòü íå ìàêñèìàëüíàÿ. Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé äâóáëî÷íîé
àëãåáðû.

Â ñëó÷àå äâóõ áëîêîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ðàçìåðíîñòè íóæíî ìèíèìè-
çèðîâàòü âûðàæåíèå k(n− k), 1 6 k 6 n− 1. Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè k = 1.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 1.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî íåíóëåâîé äâóñòîðîííèé èäåàë ìàòðè÷íîé àëãåáðû Mn(F)
ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé ïîäàëãåáðîé (çäåñü íàëè÷èå åäèíèöû â ïîäàëãåáðå íå ïðåä-
ïîëàãàåì).

Çàäà÷à 2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñîáñòâåííîé íåíóëåâîé íåïðèâîäèìîé ïîäàëãåáðû â à)
M2(R), á) M4(R).

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî â àëãåáðå M3(C) åñòü ïîäàëãåáðû âñåõ ðàçìåðíîñòåé îò 1
äî 7.

Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî â àëãåáðå M4(C) åñòü ïîäàëãåáðû âñåõ ðàçìåðíîñòåé îò 1
äî 13.

Çàäà÷à 5. Åñòü ëè â àëãåáðå M5(C) ïîäàëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó,
ðàçìåðíîñòè 20?

Çàäà÷à 6. Íàçîâ¼ì ìàòðèöó A ∈ Mn(C) ïîëóìàãè÷åñêîé, åñëè åñòü òàêîå ÷èñëî

S = S(A) ∈ C, ÷òî
n∑

i=1

aij = S(A) äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n è
n∑

j=1

aij = S(A) äëÿ âñåõ i =

1, . . . , n (âñå ñòðî÷íûå è ñòîëáöîâû ñóììû ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ðàâíû ìåæäó ñîáîé).
Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëóìàãè÷åñêèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû
Mn(C) è îïðåäåëèòå å¼ áëî÷íûé âèä â ñìûñëå òåîðåìû 2.12.
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3 Òðåóãîëüíûå ìàòðè÷íûå ïîäàëãåáðû. Îäíîâðåìåí-

íàÿ òðèàíãóëèçóåìîñòü ñåìåéñòâ ìàòðèö è ïîðîæ-

ä¼ííûõ èìè àëãåáð. Òåîðåìà ÌàêÊîÿ (êðèòåðèé

òðèàíãóëèçóåìîñòè).

Ïîäàëãåáðó âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â Mn(F) îáîçíà÷èì çà Tn(F).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîæåñòâî ìàòðèö {Ai|i ∈ I} ⊆ Mn(F) íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëè-
çóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ ìàòðèöà C ∈Mn(F) òàêàÿ, ÷òî C−1AiC ∈ Tn(F)
äëÿ âñåõ i ∈ I. Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû Ai ∈ Mn(F), i ∈ I,
îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû, åñëè òðèàíãóëèçóåìî ìíîæåñòâî {Ai|i ∈ I}.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì F è åãî ïîäïðîñòðàíñòâî N .

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì V/N íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà àáåëåâîé
ãðóïïû V ïî ïîäãðóïïå N , ò.å. ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ [x] = x+N ñ îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, çàäàííîé ïðàâèëîì: λ[x] = [λx].

Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå V çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð A è ïîäïðîñòðàíñòâî N èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Òîãäà åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Ã íà
ôàêòîðïðîñòðàíñòâå V/N , ïîëàãàÿ Ã[x] = [Ax] (îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó èíâà-
ðèàíòíîñòè N). Äëÿ êðàòêîñòè íàçîâ¼ì Ã ôàêòîðîì îïåðàòîðà A.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ B ⊂  L(V ). Ïóñòü
N ⊂ M ⊆ V � ïîäïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî B. Ñåìåéñòâîì ôàê-
òîðîâ ñåìåéñòâà B îòíîñèòåëüíî {M,N} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôàêòîðîâ
B̃ íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå M/N . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî íàñëåäó-
åòñÿ ôàêòîðàìè, åñëè ëþáîå ñåìåéñòâî ôàêòîðîâ ñåìåéñòâà, îáëàäàþùåãî äàííûì
ñâîéñòâîì, òàêæå èì îáëàäàåò.

Ïðèìåð òàêîãî ñâîéñòâà: êîììóòàòèâíîñòü.

Ëåììà 3.4 (Ëåììà î òðèàíãóëèçóåìîñòè). Ïóñòü P � íàáîð ñâîéñòâ, êàæäîå èç êî-
òîðûõ íàñëåäóåòñÿ ôàêòîðàìè. Ïóñòü dimV > 2. Åñëè ëþáîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ
íà V , îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè P , ïðèâîäèìî (îáëàäàåò ñîáñòâåííûì íåíóëåâûì èí-
âàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì), òî ëþáîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ íà V , îáëàäàþùåå
ñâîéñòâàìè P , òðèàíãóëèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùåå ñâîé-
ñòâàìè P . Âûáåðåì öåïî÷êó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ M0 = {0} ⊂ M1 ⊂ . . . ⊂
Mm = V îòíîñèòåëüíî B ìàêñèìàëüíîé äëèíû (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.6 è äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2.12).
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Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k dimMk/Mk−1 > 1. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñå-
ìåéñòâî ôàêòîðîâ ñåìåéñòâà B îòíîñèòåëüíî {Mk,Mk−1} îáëàäàåò îáùèì èíâàðè-
àíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì L. Íî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî {x ∈ Mk|[x] ∈ L} áóäåò
èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî B, ëåæàùèì ñòðîãî ìåæäó Mk−1 è
Mk. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ öåïî÷êè.

Òîãäà êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.12, ðàññìîòðèì äîïîëíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ
Mk−1 äî Mk, èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû 1, à çíà÷èò â áëî÷íîòðåãîëüíîì âèäå ìàòðèö âñå
áëîêè áóäóò èìåòü ðàçìåð 1, ò.å. ìàòðèöû áóäóò òðåóãîëüíûìè.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ëþáîå ñåìåéñòâî êîììóòè-
ðóþùèõ îïåðàòîðîâ òðèàíãóëèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé î òðèàíãóëèçóåìîñòè 3.4. Ñâîéñòâî êîììó-
òàòèâíîñòè íàñëåäóåòñÿ ôàêòîðàìè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ó êîììóòà-
òèâíîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè áîëüøåé 1 åñòü íåòðè-
âèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü B � ñåìåéñòâî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå V . Åñëè âñå
ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñêàëÿðíûå, òî îòíîñèòåëüíî íèõ èíâàðèàíòíî ëþáîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Ïóñòü òåïåðü B ∈ B � íåñêàëÿðíûé. Â ñèëó àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè
ïîëÿ ó B åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ è ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ V . Òîãäà
äëÿ ëþáûõ C ∈ B è x ∈ M , èìååì BCx = CBx = λCx, Cx ∈ M , M èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî B.

×åðåç σ(A) îáîçíà÷èì ñïåêòð = ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
(îïåðàòîðà) A.

Ïîñêîëüêó ó ëþáîé òðåãîëüíîé ìàòðèöû ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ÿâëÿþòñÿ äèàãî-
íàëüíûå ýëåìåíòû, à äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ñóììû(ïðîèçâåäåíèÿ) òðåóãîëüíûõ
ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ñóììû(ïðîèçâåäåíèÿ) äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èñõîäíûõ ìàòðèö,
òî äëÿ òðèàíãóëèçóåìîãî ñåìåéñòâà {A1, . . . , Ak} è ìíîãî÷ëåíà p(x1, . . . , xk) îò íåêîì-
ìóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ âåðíî, ÷òî

σ(p(A1, . . . , Ak)) ⊂ p(σ(A1), . . . , σ(Ak)), (1)

ãäå p(σ(A1), . . . , σ(Ak)) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé p(λ1, . . . , λk), λj ∈ σ(Aj).

Îïðåäåëåíèå 3.6. Âíåøíåå äîáàâëåíèå åäèíèöû: åñëè A � àëãåáðà ñ åäèíèöåé 1A
è A0 � ïîäïðîñòðàíñòâî â A, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, íî 1A /∈ A0 (A0

� ïîäàëãåáðà áåç åäèíèöû), òî A1 = A0 ⊕ 〈1A〉 ñ åñòåñòâåííûì óìíîæåíèåì (A +
α1A)(B+β1A) = AB+αB+βA+αβ1A äëÿ A,B ∈ A0 áóäåò ïîäàëãåáðîé ñ åäèíèöåé,
ñîäåðæàùåé â ñåáå àëãåáðó A0 è dimA1 = dimA0 + 1.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ëþáàÿ ïîäàëãåáðà â Mn(F),
ñîñòîÿùàÿ èç íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ (ýòî àëãåáðà áåç åäèíèöû), òðèàíãóëèçóåìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A àëãåáðà, â êîòîðîé âñå ìàòðèöû íèëüïîòåíòíû. Ïóñòü
N ⊂ M � èíâàðèàíòíûå ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî A. Åñëè A ∈ A è Ak = 0, òî
Ãk = 0 è ñåìåéñòâî ôàêòîðîâ A îòíîñèòåëüíî M/N òîæå ñîñòîèò èç íèëüïîòåíòíûõ
ìàòðèö.

Â àëãåáðå A1 ñ äîáàëåííîé åäèíèöåé âñå ìàòðèöû áóäóò âèäà �íèëüïîòåíòíàÿ
ïëþñ ñêàëÿðíàÿ�. Çàìåòèì, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè õîòÿ áû 2 íå âñå ìàòðè-
öû èìåþò òàêîé âèä (íàïðèìåð, E11 íå òàêàÿ), ïîýòîìó ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà àëãåáðà
A1 áóäåò ïðèâîäèìà, è å¼ èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò èíâàðèàíòíûì îòíîñè-
òåëüíî A. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ôàêòîðàëãåáðû àëãåáðû A íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâàõ
ðàçìåðíîñòè 2 è âûøå � ïðèâîäèìû è ïðèìåíèìà ëåììà î òðèàíãóëèçóåìîñòè.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîäàëãåáðà A ⊂ Mn(F)
òðèàíãóëèçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ìàòðèöû-êîììóòàòîðû AB − BA,
A,B ∈ A íèëüïîòåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. �⇒� Ïóñòü A � òðèàíãóëèçóåìà è A,B ∈ A. Òîãäà ñîãëàñíî ñîîò-
íîøåíèþ (1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû AB−BA èìåþò âèä αβ−βα, α ∈ σ(A), β ∈
σ(B). Â ïîëå F αβ − βα = 0, çíà÷èò, σ(AB − BA) = {0} è ìàòðèöà AB − BA íèëü-
ïîòåíòíà.

�⇐� Åñëè n > 2, òî â àëãåáðåMn(F) åñòü ìàòðèöû, êîììóòàòîðû êîòîðûõ íåíèëü-

ïîòåíòíû. Íàïðèìåð, äëÿ n = 2 ìîæíî âçÿòü A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
1 0

)
, AB −BA =(

0 1
−1 0

)
, (AB−BA)2 = −E. Äëÿ n > 3 äîïîëíÿåì ðàññìîòðåííûå ìàòðèöû íóëÿìè.

Ñâîéñòâî, ÷òî êîììóòàòîðû âñåõ ìàòðèö íóëåâûå, íàñëåäóåòñÿ ôàêòîðàìè. Ïîýòî-
ìó, âñå ôàêòîðàëãåáðû àëãåáðû A íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 2 è âûøå
äîëæíû áûòü ñîáñòâåííûìè ïîäàëãåáðàìè, îíè ïðèâîäèìû ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà è
ïðèìåíèìà ëåììà î òðèàíãóëèçóåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé, åñëè âñå å¼ ýëåìåí-
òû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç F) êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà å¼ ýëåìåíòîâ,
íàçûâàåìîãî ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àë-
ãåáðà ïîðîæäàåòñÿ ñâîèì áàçèñîì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé.

Òåîðåìà 3.10 (òåîðåìà Ìàêêîÿ). Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ìàòðèöû
A,B ∈ Mn(F) îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà
p(A,B)(AB−BA) íèëüïîòåíòíà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p(x, y) îò íåêîììóòèðóþùèõ
ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊂Mn(F) � ïîäàëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ìàòðèöàìè A,B
�⇒� Ïóñòü ìàòðèöû A,B ∈Mn(F) îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû. Òîãäà ñîãëàñíî

ñîîòíîøåíèþ (1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû p(A,B)(AB−BA) èìåþò âèä p(α, β)(αβ−
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βα), α ∈ σ(A), β ∈ σ(B). Â ïîëå F αβ − βα = 0, çíà÷èò, σ(p(A,B)(AB − BA)) = {0}
è ìàòðèöà p(A,B)(AB −BA) íèëüïîòåíòíà.

�⇐� Ïî ëåììå î òðèàíãóëèçóåìîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n > 2 àë-
ãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìîé. Åñëè AB = BA, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 3.5. Ïóñòü AB − BA 6= O. Âûáåðåì òàêîé âåêòîð x ∈ Fn, ÷òî
(AB − BA)x 6= 0. Äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà (AB − BA)x âñåãäà íàéä¼òñÿ ìàòðèöà
C ∈ Mn(F) òàêàÿ, ÷òî C(AB − BA)x = x. Åñëè áû àëãåáðà A áûëà íåïðèâîäèìà, òî
ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà A = Mn(F) è C ∈ A. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ ýëå-
ìåíòû àëãåáðû A ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö
A,B, ò.å. C = p(A,B) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà îò íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ.
Èç óñëîâèÿ p(A,B)(AB − BA)x = x òîãäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà p(A,B)(AB − BA)
íåíèëüïîòåíòíà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 3.11. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Åñëè A,B ∈Mn(F) è AB =
O, òî ìàòðèöû A è B îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå AB = O âëå÷¼ò (p(A,B)(AB −BA))2 = O.

Àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé ñïðàâåäëèâ è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ìàòðèö.

Òåîðåìà 3.12. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ìíîæåñòâî A ⊆Mn(F) òðè-
àíãóëèçóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà Ai1 · · ·Aim(Aim+1Aim+2−Aim+2Aim+1)
íèëüïîòåíòíà äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé èíäåêñàm ∈ Z+ è ìàòðèöAi1 , . . . , Aim , Aim+1 , Aim+2 ∈
A.

Äîêàçàòåëüñòâî. �⇒� Ïóñòü ñåìåéñòâîA òðèàíãóëèçóåìî. Òîãäà ñîãëàñíî ñîîòíîøå-
íèþ (1) σ(Ai1 · · ·Aim(Aim+1Aim+2−Aim+2Aim+1)) = {0} è ìàòðèöàAi1 · · ·Aim(Aim+1Aim+2−
Aim+2Aim+1) íèëüïîòåíòíà.

�⇐� Ïî ëåììå î òðèàíãóëèçóåìîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n > 2 ìíîæå-
ñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. Äëÿ êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò
èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.5. Ïóñòü òåïåðü â A åñòü íåêîììóòèðóþùèå ìàòðèöû A
èB. Ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé èíäåêñàm ∈ Z+ è ìàòðèöAi1 , . . . , Aim , Aim+1 , Aim+2 ∈
A ìàòðèöà Ai1 · · ·Aim(AB−BA) íèëüïîòåíòíà, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñ íó-
ëåâûì ñëåäîì. Ðàññìîòðèì àëãåáðó B, ïîðîæä¼ííóþ ñåìåéñòâîì A. Ïîñêîëüêó ñëåä
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, òî ìàòðèöà C(AB −BA) áóäåò ñ íóëåâûì ñëåäîì äëÿ
âñÿêîé ìàòðèöû C ∈ B. Îòñþäà ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà ïîëó÷àåì, ÷òî B ïðèâîäè-
ìà, ïîñêîëüêó â ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðå ìîæíî íàéòè òàêóþ ìàòðèöó D, ÷òî
tr(D(AB −BA)) 6= 0.

Äîïîëíåíèå ê ëåêöèè 2:

Òåîðåìà 3.13 (òåîðåìà Ëàôôè). Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A,B ∈
Mn(F). Åñëè rk (AB −BA) = 1, òî A è B îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå î òðèàíãóëèçóåìîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü íàëè÷èå îá-
ùåãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ A è B ïðè n > 2.

Âîçüì¼ì ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ ∈ σ(B). ßäðî è îáðàç B−λE íåíóëåâûå èíâàðèàíò-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ B. Ïîêàæåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íèõ èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî A.

Ïî óñëîâèþ îáðàç AB−BA èìååò ðàçìåðíîñòü 1, çíà÷èò, ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì
âåêòîðîì y ∈ Fn.

Ïóñòü ker(B − λE) íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéä¼òñÿ
òàêîé âåêòîð x ∈ Fn, ÷òî (B − λE)x = 0, à (B − λE)Ax 6= 0. Èìååì

A(B − λE)x− (B − λE)Ax = (AB −BA)x = βy 6= 0.

Îòñþäà (B − λE)Ax = γy 6= 0 è y ïðèíàäëåæèò îáðàçó (B − λE). Òîãäà äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî âåêòîðà z ∈ Fn ïîëó÷àåì

A(B − λE)z = (B − λE)Az + δy,

îòêóäà ëþáîé âåêòîð A(B−λE)z ïîïàäàåò â îáðàç B−λE è îáðàç B−λE èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî A.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 2.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà A ⊂
Mn(F) òðèàíãóëèçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ïàðà ìàòðèö èç A òðèàí-
ãóëèçóåìà.

Çàäà÷à 2. Ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.12: ïîÿñíèòå, ïî÷åìó äëÿ ìàòðèöû C ñ íó-
ëåâûì ñëåäîì âñåãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà D ∈Mn(F), ÷òî tr(DC) 6= 0.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, n > 2 è A ∈ Mn(F). Íàéäèòå
êðèòåðèé òîãî, ÷òî ìàòðèöû A è AT îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå òåîðåìû Ìàêêîÿ 3.10: Ïóñòü ïîëå F àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ìàòðèöû A,B ∈Mn(F) îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà w(A,B)(AB − BA) íèëüïîòåíòíà äëÿ ëþáîãî îäíî-
÷ëåíà w(x, y) îò íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè òðèàíãóëèçóåìîé ïàðà ìàòðèö:

A =


1 0 1 1 0
0 0 0 −1 0
−1 1 −1 0 0
0 0 0 1 0
1 −1 2 1 1

 , B =


0 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 −1 0 −1

 .
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Çàäà÷à 6. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, A ∈Mn(F) òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà è
ïàðà ìàòðèö A,B òðèàíãóëèçóåìà. Âåðíî ëè, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü ïðåîáðàçîâàíèå,
ïðèâîäÿùåå ìàòðèöû ê òðåóãîëüíîìó âèäó, òàê, ÷òîáû ìàòðèöà A îñòàëàñü íåèçìåí-
íîé?
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