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1 Íàïîìèíàíèå è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1. Àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé � ýòî ìíîæåñòâî R ñ çàäàí-
íûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ¾+¿ è óìíîæåíèÿ ¾ · ¿ òàê, ÷òî

1. R � àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ,

2. R � ìîíîèä (ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé 1) ïî óìíîæåíèþ,

3. âûïîëíåíû äâå àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè:

∀a, b, c ∈ R : c(a+ b) = ca+ cb & (a+ b)c = ac+ bc.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Òåëî � êîëüöî ñ 1 6= 0, â êîòîðîì âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò
îáðàòèì. Ïîëå � êîììóòàòèâíîå òåëî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîëå F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè ëþáîé ìíî-
ãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä F èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü â F.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (èëè âåêòîðíûì)
ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì F, åñëè çàäàíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ + : V × V → V è
óìíîæåíèÿ · : F × V → V ñêàëÿðîâ èç F íà âåêòîðû èç V òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1. ∀u, v, w ∈ V, (u+ v) +w = u+ (v+w) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

2. ∀u, v ∈ V, u+ v = v + u (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

3. ñóùåñòâóåò âåêòîð 0 òàêîé, ÷òî v + 0 = 0 + v = uv ∀v ∈ V , (ñóùåñòâîâàíèå
íåéòðàëüíîãî ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíòà);
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4. äëÿ ëþáîãî v ∈ V ñóùåñòâóåò âåêòîð −v òàêîé, ÷òî v + (−v) = (−v) + v = 0
(ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïî ñëîæåíèþ, èëè ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà);

5. ∀α ∈ F, ∀v, w ∈ V , α(v + w) = αv + αw (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ÷èñëà
íà âåêòîð);

6. ∀α, β ∈ F, ∀v ∈ V , (α+β)v = αv+βv (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ âåêòîðà
íà ÷èñëî);

7. ∀α, β ∈ F, ∀v ∈ V , α(βv) = (αβ)v (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà
÷èñëî);

8. ∀v ∈ V , 1 · v = v (íåéòðàëüíîñòü ÷èñëà 1 ïî óìíîæåíèþ).

(Íàïîìíèì, ÷òî âûïîëíåíèå àêñèîì 1�4 îïðåäåëÿåò, ÷òî (V,+) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé
ãðóïïîé.)

Îïðåäåëåíèå 1.5. Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà � óïîðÿäî÷åííàÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàåòñÿ (â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè)
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî âåêòîðîâ â áàçèñå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî
è íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà V , îáîçíà÷àåòñÿ dimV .

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è V1, V2, . . . ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åãî ïîäïðîñòðàíñòâ òàêàÿ, ÷òî V1 ⊆ V2 ⊆ . . . ⊆ Vk ⊆ . . ., èíûìè ñëîâàìè,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî ñóùåñòâóåò íîìåð N ∈ N, ÷òî
ñ ýòîãî øàãà âñå ïðîñòðàíñòâà â öåïî÷êå ñîâïàäàþò, ò.å. VN = VN+1 = . . .. Åñëè
äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî äî øàãà N öåïî÷êà áûëà ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, ò.å.
V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ VN , òî

N 6 dimVN − dimV1 + 1 6 dimV + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà è ìîíîòîííîñòü
ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè äëÿ âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ: Vk ⊂ Vk+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà dimVk < dimVk+1. Èìååì íåóáûâàþùóþ îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë dk = dimVk, dk 6 dimV äëÿ âñåõ k. Äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò íîìåð
N ∈ N, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ êîíñòàíòíîé dN = dN+1 = . . .. Ðàâåíñòâî
ðàçìåðíîñòåé âëå÷¼ò ðàâåíñòâî ñàìèõ âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Åñëè èçâåñòíî ñòðîãîå âîçðàñòàíèå, òî dimVk − dimVk−1 > 1 ïðè 2 6 k 6 N è
ïîëó÷àåì îöåíêó

dimVN − dimV1 =
N∑
k=2

(dimVk − dimVk−1) >
N∑
k=2

1 = N − 1,

ýêâèâàëåíòíî,
N 6 dimVN − dimV1 + 1.

Äîïîëíèòåëüíî ìû çíàåì, ÷òî dimVN 6 dimV , dimV1 > 0, îòêóäà N 6 dimV +1.
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2 Îñíîâíûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòðè÷íûõ

ïîäàëãåáð. Òåîðåìà Áåðíñàéäà î ìàòðè÷íûõ àë-

ãåáðàõ è å¼ ñëåäñòâèÿ î áëî÷íîé ñòðóêòóðå è âîç-

ìîæíûõ ðàçìåðíîñòÿõ ñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð àë-

ãåáðû ìàòðèö íàä àëãåáðàè÷åñêèìè çàìêíóòûìè

ïîëÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Àëãåáðà A íàä ïîëåì F � ýòî êîëüöî ñî ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä F, ïðè÷¼ì âûïîëíåíî (ab)α = a(bα) = (aα)b äëÿ a, b ∈ A, α ∈ F.

Ïðèìåð 2.2. Ïðèìåðû àëãåáð: àëãåáðà ìàòðèö Mn(F), L(V )� àëãåáðà ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .

Ïîñêîëüêó àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, îäíîé èç îñíîâíûõ ÷èñ-
ëîâûõ õàðàêòåðèñòèê àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü dimA.
Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî B àëãåáðû A ñîäåðæèò å¼ åäèíèöó è ñàìî
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî òåõ æå îïåðàöèé. Òîãäà B áóäåì íàçûâàòü ïîäàëãåá-
ðîé àëãåáðû A.

Ìîæíî, êîíå÷íî, ðàññìàòðèâàòü è ïîäàëãåáðû áåç åäèíèöû, íàïðèìåð, íóëåâóþ.
Ñëó÷àè, êîãäà íàëè÷èå åäèíèöû íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, áóäåì îòäåëüíî îãîâàðèâàòü.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Íàçîâ¼ì ïîäïðîñòðàíñòâî U àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Fn
ñòîëáöîâ âûñîòû n èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïîäàëãåáðû A ⊆Mn(F), åñëè Au ∈
U äëÿ ëþáûõ A ∈ A, u ∈ U . Ïîäàëãåáðó A ⊆Mn(F) íàçîâ¼ì íåïðèâîäèìîé, åñëè â Fn
íå ñîäåðæèòñÿ íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî
A.

Äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ Fn ìíîæåñòâî âåêòîðîâ Av = {Av|A ∈ A} ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäïðîñòàíñòâîì Fn, èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî A (íåïîñðåäñòâåííî âèäíî
èç îïðåäåëåíèÿ Av). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî v ∈ Av, ïîñêîëüêó A ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó, ïîýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâî Av íåíóëåâîå.
Îïðåäåëåíèå 2.5. Íàçîâ¼ì âåêòîð x ∈ Fn öèêëè÷åñêèì äëÿ ïîäàëãåáðû A, åñëè
Av = Fn.

×åðåç AT îáîçíà÷èì òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü A � íåíóëåâàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà â Mn(F). Òîãäà
1. ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ Fn ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì äëÿ ïîäàëãåáðû A;
2. àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ âåêòîðîâ-ñòðîê: äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé
ñòðîêè xT , x ∈ Fn, ìíîæåñòâî âåêòîðîâ-ñòðîê xTA = {xTA|A ∈ A} ñîâïàäàåò ñî âñåì
àðèôìåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê Fn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç äâóõ ïðåäû-
äóùèõ îïðåäåëåíèé.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2 îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ñòðîêè ïîäïðî-
ñòðàíñòâî U = xTA� ñîáñòâåííîå. Òîãäà dimU = k < n. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàí-
ñòâî U⊥ ⊂ Fn âñåõ ñòîëáöîâ v, äëÿ êîòîðûõ Uv = 0 (ò.å. uv = 0 äëÿ ëþáîé ñòðîêè
u ∈ U). Ïî òåîðåìå î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé èìååì dimU⊥ = n − dimU = n − k > 0. Òàêèì îáðàçîì, U⊥ �
ñîáñòâåííîå íåóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Fn. Ïðè ýòîì U⊥ èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî A. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v ∈ U⊥, u ∈ U , A ∈ A, òî u(Av) = (uA)v = u′v,
ãäå u′ ∈ U , ïîýòîìó u′v = 0 è Av ∈ U⊥. Ïðîòèâîðå÷èå ñ íåïðèâîäèìîñòüþ àëãåáðû
A.

Òåîðåìà 2.7 (Òåîðåìà Áåðíñàéäà). Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è n > 2.
Òîãäà åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Mn(F) � ýòî âñÿ
àëãåáðà Mn(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � íåíóëåâàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà â Mn(F).
I. Ïîêàæåì, ÷òî A ñîäåðæèò ìàòðèöó ðàíãà 1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåíóëåâóþ

ìàòðèöó A0 ∈ A ìèíèìàëüíîãî ðàíãà è äîêàæåì, ÷òî rkA0 = 1. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå: rkA0 > 2. Òîãäà íóéäóòñÿ òàêèå âåêòîðû u, v ∈ Fn, ÷òî ìíîæåñòâî èõ îáðàçîâ
{A0u,A0v} ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Âåêòîð A0u ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì äëÿ A, ïîýòîìó
íàéä¼òñÿ ìàòðèöà A ∈ A, äëÿ êîòîðîé AA0u = v. Îòñþäà, A0v = A0AA0u è ìíîæå-
ñòâî {A0u,A0AA0u} ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Ïîäïðîñòðàíñòâî A0Fn íåíóëåâîå è ÿâëÿ-
åòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî A0 (èíâàðèàíòíîñòü îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà),
çíà÷èò òàêæå îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ìàòðèö âèäà A0B, B ∈ Mn(F),
â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòåëüíî A0A. Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé, â íåíó-
ëåâîì èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû ñîäåðæèòñÿ íåíóëåâîé
ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ýòîé ìàòðèöû, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ ∈ F îãðàíè÷å-
íèå ìàòðèöû (ëèíåéíîãî îïåðàòîðà) A0A − λE íà ïðîñòðàíñòâî A0Fn ÿâëÿåòñÿ âû-
ðîæäåííîé ìàòðèöåé. Â ñèëó çàìêíóòîñòè àëãåáðû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóììû è
ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì A1 = (A0A − λE)A0 ∈ A. Ìàòðèöà A1 íåíóëåâàÿ, ïîñêîëüêó
A1u = A0AA0u − λA0u = A0v − λA0u 6= 0 â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìíîæå-
ñòâà âåêòîðîâ {A0u,A0v}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, A1 = A0(AA0 − λE), ïîýòîìó îáðàç
A1 (ïðîñòðàíñòâî A1Fn) ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå A0. Ïðè÷¼ì ýòî âêëþ÷åíèå ñòðîãîå, â
ñèëó âûðîæäåííîñòè îãðàíè÷åíèÿ A0A− λE íà ïðîñòðàíñòâî A0Fn. Äëÿ ðàíãîâ ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî 0 6= rkA1 < rkA0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ìàòðèöû A0.

II. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé â àëãåáðå èç îäíîé ìàòðèöû ðàíãà
1 â íåïðèâîäèìîé àëãåáðå ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ìàòðè÷íûå åäèíèöû. Çàôèêñèðóåì
èíäåêñû i, j ∈ {1, . . . , n} è áóäåì ñòðîèòü ìàòðè÷íóþ åäèíèöó Ei,j. Ìàòðèöà A0 íåíó-
ëåâàÿ. Âîçüì¼ì ëþáîé å¼ íåíóëåâîé ñòîëáåö, ïóñòü ýòî k-ûé ñòîëáåö ak.

Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè â àëãåáðå A åñòü ìàòðèöà B äëÿ êîòîðîé Bak = ei =
(0, 0, 1, 0 . . . , 0)T , 1 ðàñïîëîæåíà íà i-îì ìåñòå (èñïîëüçîâàëè óòâåðæäåíèå 1 ïðåäëî-
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æåíèÿ 2.6). Ó ìàòðèöû BA0 íåíóëåâîé k-ûé ñòîëáåö è rkBA0 6 rkA0 = 1, çíà÷èò,
rkBA0 = 1. Òîãäà âñå ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû ïðîïîðöèîíàëüíû å¼ k-ìó ñòîëáöó,

BA0 = (α1ei, α2ei, . . . , αnei) =



0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0
α1 . . . αn
0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0


.

Ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 2 ïðåäëîæåíèÿ 2.6, íàõîäèì â àëãåáðå A ìàòðèöó C
òàêóþ, ÷òî (α1, . . . , αn)C = (0, 0, 1, . . . , 0) = eTj . Òîãäà BA0C = Ei,j. Êàê èçâåñòíî, èç
ìàòðè÷íûõ åäèíèö ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïîëó÷àþòñÿ âñå ìàòðèöû, ò.å.
A =Mn(F).

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïîäìíîæåñòâî I àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ (äâóñòîðîííèì) èäåà-
ëîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà àëãåáïðû A è âûäåðæèâàåò óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû àëãåáðû, ò.å. ax, xa ∈ I äëÿ
âñåõ a ∈ A, x ∈ I.

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé (íî íåîáÿçàòåëüíî ïîäàëãåáðîé
ñ åäèíèöåé), à îáðàòíîå íåâåðíî. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ÿÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé, íî ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíîé è íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû íå
âñåãäà áóäåò äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé.

Ýòîò èçâåñòíûé ôàêò ìîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî íàä ëþáûì ïîëåì, íî ìû
îòìåòèì, ÷òî îí òàêæå ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áåðíñàéäà.

Ñëåäñòâèå 2.9. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è n > 2. Òîãäà â àëãåáðå
Mn(F) åñòü ðîâíî äâà äâóñòîðîííèõ èäåàëà � 0 è Mn(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâåóïðàæíåíèÿ â çàäà÷àõ ê
ëåêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ãîìîìîðôèçì F-àëãåáð � ýòî îòîáðàæåíèå ìåæäó F-àëãåáðàìè,
êîòîðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâûì ãîìîìîðôèçìîì è ëèíåéíûì îòîáðàæå-
íèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ àëãåáð ñ åäèíèöåé ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîëüöå-
âîé ãîìîìîðôèçì ïåðåâîäèò åäèíèöó â åäèíèöó.
Èçîìîðôèçì= áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì. Àâòîìîðôèçì = èçîìîðôèçì â ñåáÿ.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è n > 2. Òîãäà ëþáîé àâ-
òîìîðôèçì àëãåáðû Mn(F) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì, ò.å. äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ϕ :
Mn(F) → Mn(F) íàéä¼òñÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà S ∈ Mn(F) òàêàÿ, ÷òî ϕ(A) = SAS−1

äëÿ âñåõ A ∈Mn(F).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : Mn(F) → Mn(F) � íåêîòîðûé àâîìîðôèçì. Êàê êîëü-
öåâîé ãîìîìîðôèçì ϕ ïåðåâîäèò èäåìïîòåíòû â èäåìïîòåíòû: åñëè A2 = A, òî
(ϕ(A))2 = ϕ(A2) = ϕ(A). Âîçüì¼ì èäåìïîòåíòíóþ ìàòðèöó A1 ðàíãà 1. Òîãäà

dim {A1BA1|B ∈Mn(F)} = 1

è ïîñêîëüêó ϕ ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
òî 1 = dimϕ({A1BA1|B ∈ Mn(F)}) = {ϕ(A1)Cϕ(A1)|C ∈ Mn)(F)}. Ñëåäîâàòåëüíî,
rkϕ(A1) = 1.

Èäåìïîòåíòîì ðàíãà 1 ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà E11. Îíà òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé ìàòðèöåé, ïîýòîìó ëþáàÿ èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà ðàíãà
1 ñ íåé ñîïðÿæåíà. Â ÷àñòíîñòè, ϕ(E11) = T−1E11T . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, â
äàëüíåéøåì äîêàçàòåëüñòâå âìåñòî àâòîìîðôèçìà ϕ ðàññìîòðèì åãî êîìïîçèöèþ ñ
ñîïðÿæåíèåì ìàòðèöåé T . Äëÿ êðàòêîñòè, îáîçíà÷èì å¼ ñíîâà çà ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå
ϕ(E11) = E11.

×òîáû çàäàòü ìàòðèöó S, ïîñòðîèì ëèíåéíûé îïåðàòîð íà Fn, ìàòðèöà êîòîðîãî
è áóäåò èñêîìîé. Çàäàäèì îïåðàòîð σ ïðàâèëîì: äëÿ ëþáîé ìàòðèöû B ∈ Mn(F)
σ(Be1) = ϕ(B)e1, ò.å. ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû B ïåðåâîäèì â ïåðâûé ñòîëáåö ϕ(B).
Ïðîâåðèì êîððåêòîíñòü. Ïóñòü Be1 = Ce1. Òîãäà (B − C)e1 = 0. Ïîñêîëüêó e1 �
åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ñòîëáêö ìàòðèöû E11, òî (B − C)E11 = O. Ïðèìåíèì ê
ýòîìó ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó àâòîìîðôèçì ϕ:

ϕ(B − C)ϕ(E11) = ϕ(O)⇔

(ϕ(B)− ϕ(C))E11 = O ⇔
(ϕ(B)− ϕ(C))e1 = 0,

ò.å. ϕ(B)e1 = ϕ(C)e1. Ëèíåéíîñòü σ î÷åâèäíî ñëåäóåò ïî ïîñòðîåíèþ èç ëèíåéíî-
ñòè ϕ. Ïîêàæåì, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
ϕ(B)e1 = 0. Òîãäà ϕ(B)E11 = O, ϕ(BE11) = O, è BE11 = O â ñèëó áèåêòèâíîñòè
ϕ. Òàêèì îáðàçîì, Be1 = 0. Èíúåêòèâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð íà êîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñîïðÿæåíèå ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû σ ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì
àâòîìîðôèçìà ϕ. Ïóñòü A ∈Mn(F) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Èìååì

σ(ABe1) = ϕ(AB)e1 = ϕ(A)ϕ(B)e1 = ϕ(A)σ(Be1),

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå
SABe1 = ϕ(A)SBe1.

Êîãäà B ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, ñòîëáåö y = Be1 ïðîáåãàåò âñ¼ ìíîæåñòâî
Fn, ò.å. SAy = ϕ(A)Sy äëÿ ëþáîãî y ∈ Fn, îòêóäà

SA = ϕ(A)S,
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èëè â èòîãå
ϕ(A) = SAS−1.

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Ïóñòü A ïîäàëãåáðà ñ åäè-
íèöåé â Mn(F). Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Fn, â êîòîðîì ëþáàÿ ìàòðèöà
A ∈ A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â áëî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíîì âèäå

A =


A11 A12 . . . A1k

0 A22 . . . A2k

0 0 A33
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . Akk

 ,

ãäå Aii ∈ Mni(F), i = 1, . . . , k, n1 + · · · + nk = n, è ìíîæåñòâî {1, . . . , k} åñòü îáúåäè-
íåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ J1, J2, . . . , Jl, ïðè÷åì
1. {Aii : A ∈ A} =Mni(F), i = 1, . . . , k;
2. åñëè i, j ∈ Js, òî Aii = Ajj äëÿ âñåõ A ∈ A;
3. åñëè i ∈ Jr, j ∈ Js è r 6= s, òî {(Aii, Ajj) : A ∈ A} =Mni(F)⊕Mnj(F);
4. åñëè i ∈ Js, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà A ∈ A, ÷òî Aii = E è Ajj = 0 äëÿ âñåõ
j /∈ Js.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A� íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà, òî ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà 2.7
A =Mn(F) è óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ k = 1 è n1 = n.

Ïóñòü ó àëãåáðû A åñòü íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå öåïî÷êè âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âèäà V0 = {0} ⊂
V1 ⊂ . . . ⊂ Vm = Fn, ãäå âñå Vi èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî àëãåáðû A. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 1.6 m 6 n (íà÷àëè íóìåðàöèþ ñ 0), ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü öåïî÷êó
ìàêñèìàëüíîé äëèíû. Ïóñòü V0 = {0} ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vm = Fn òàêîâà, ÷òî å¼ äëèíà
ìàêñèìàëüíà. Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ó ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà åñòü äîïîë-
íåíèå, ò.å. äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî Wi ⊆ Vi òàêîå, ÷òî
Vi = Vi−1 ⊕Wi. Òîãäà V = Vm = W1 ⊕ . . . ⊕Wm. Ââèäó èíâàðèàíòíîñòè âñåõ ïðî-
ñòðàíñòâ Vi îòíîñèòåëüíî A è îïðåäåëåíèÿ èõ äîïîëííåíèéWi, â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà
Fn, ÿâëÿþùåãîñÿ îáúåäèíåíèåì áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâ Wi, âñå ìàòðèöû èç àëãåáðû A
èìåþò áëî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä. Ïóñòü òàêæå ni = dimWi.

Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i = 1, . . . ,m îïðåäåë¼í ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîåöèðîâàíèÿ
Fn íàWi ïàðàëëåëüíî

⊕
j 6=i

Wj, ïóñòü Pi ∈Mn(F) åãî ìàòðèöà â âûáðàííîì áàçèñå. Èìå-

åì Pi = diag (0, . . . , 0, E, 0, . . . , 0) è P1 + . . . + Pm = E. Ðàññìîòðèì äàëåå ïîäàëãåáðó
Ai = {PiA|Wi

|A ∈ A} ⊆Mni(F), ò.å. Ai � îãðàíè÷åíèå àëãåáðû A íà ïîäïðîñòðàíñòâî
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Wi. Òàêîå îãðàíè÷åíèå áóäåò àëãåáðîé, ïîñêîëüêó Vi−1 è Vi èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî
A.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1. Àëãåáðà Ai ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè áû èìåëîñü ñîáñòâåííîå íåíóëåâîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ui ⊂ Wi äëÿ
Ai, òî Vi−1 ⊕ Ui áûëî áû èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ àëãåáðû A, ëåæà-
ùèì ñòðîãî ìåæäó Vi−1 è Vi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè äëèíû öåïî÷êè
V0 = {0} ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vm = Fn. Òîãäà ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà 2.7 Ai =Mni(F).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2�4 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðû àëãåáð Ai,Aj
ïðè i 6= j. Îáîçíà÷èì Aii = PiA|Wi

. Ñêàæåì, ÷òî àëãåáðû Ai è Aj íåçàâèñèìû, åñëè â
àëãåáðå A åñòü òàêàÿ ìàòðèöà A, ÷òî Aii = E, à Ajj = O. Ýòî óñëîâèå ñèììåòðè÷íî,
ò.ê. åñëè Ai è Aj íåçàâèñèìû, òî Aj è Ai òàêæå íåçàâèñèìû (ñ ìàòðèöåé E−A ∈ A).
Èíà÷å, íàçîâ¼ì àëãåáðû Ai è Aj ñâÿçàííûìè.

Ïóñòü àëãåáðû Ai è Aj ñâÿçàííûå. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû Aii è
Ajj îäíîâðåìåííî íóëåâûå èëè íåíóëåâûå. Äîïóñòèì íàéäåòñÿ ìàòðèöà A ∈ A òàêàÿ,
÷òî Aii 6= O, íî Ajj = O. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìàòðèö I = {Aii|A ∈
A è Ajj = O}. Çàìåòèì, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöû èç Ai ñ ëþáîé ñòîðîíû, ò.å. ÿâëÿåòñÿ äâóñòî-
ðîííèì èäåàëîì â àëãåáðå Ai = Mni(F). Ïîñêîëüêó I 6= 0, òî I = Mni(F). Òîãäà I
ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, à â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðû Ai è Aj áóäóò íåçàâèñèìûìè.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü Ai è Aj ñâÿçàííûå, è Aj è Ak ñâÿçàííûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ai è Ak
íåçàâèñèìûå. Òîãäà åñòü ìàòðèöà A ∈ A òàêàÿ, ÷òî Aii = E, à Akk = O. Â ñèëó
ñâÿçàííîñòèAi èAj èìååì Ajj 6= O, ïðîòèâîðå÷èå ñ äîêàçàííûì âûøå äëÿ ñâÿçàííûõ
àëãåáð Aj è Ak.

Òîãäà ìíîæåñòâà {Js} ñîñòàâëÿåì òàêèì îáðàçîì, ÷òî i è j ïîïàäàþò â îäíî ìíî-
æåñòâî Jl, åñëè è òîëüêî åñëè Ai è Aj ñâÿçàííûå � â êà÷åñòâå J1 áåð¼ì âñå èíäåêñû
àëãåáð, ñâÿçàííûõ ñ A1, åñëè J1 íå ïîêðûâàåò âñå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, ïîâòîðÿåì
ïðîöåññ äëÿ êàêîãî-òî i2 /∈ J1 è ò.ä.

Óòâåðæäåíèå 4 ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ àëãåáð: ïðè i ∈ Js óìíî-
æàåì ìàòðèöû ñ E â i-îì áëîêå è O â j-îì áëîêå ïî âñåì j /∈ Js. Òàêæå èç ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 2: ìíîæåñòâî ïàð (Aii, Ajj) ⊆ Mni(F) ⊕Mnj(F) è
èç óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ñîäåðæèò ïàðû (E,O) è (O,E), äàëåå ïðèìåíÿåì óòâåð-
æäåíèå 1 è ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè àëãåáðû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà åå ýëåìåíòû.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : Ai → Aj ïðàâèëîì ϕ(Aii) = Ajj. Äîêàæåì, ÷òî
îòîáðàæåíèå ϕ çàäàíî êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A 6= B ∈ A, Aii = Bii.
Òîãäà (A − B)ii = O. È ïî äîêàçàííîìó ñâîéñòâó (A − B)jj = O è Ajj = Bjj. Ýòî
æå ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ. Ïî ïîñòðîåíèþ âèäíî,
÷òî ϕÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð, à çíà÷èò, è èçîìîðôèçìîì.
Èçîìîðôèçì àëãåáð âëå÷¼ò ðàâåíñòâî èõ ðàçìåðíîñòåé, à ïîñêîëüêó Ai = Mni(F) è
Aj = Mnj(F), òî ni = nj. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðû Ai è Aj ìîæíî îòîæäåñòâèòü,
ïðè ýòîì ϕ áóäåò àâòîìîðôèçìîì ìàòðè÷íîé àëãåáðû Mni(F). Ïî òåîðåìå 2.11 òîãäà
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íàéä¼òñÿ îáðàòèìÿ ìàòðèöà S ∈Mni(F), ÷òî Aii = S−1AjjS äëÿ âñåõ A ∈ A.
Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî Js. Ïóñòü is � åãî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Òîãäà ïóñòü j ∈

Js, j 6= is. Ïóñòü S îïðåäåë¼ííàÿ âûøå ìàòðèöà, ñîîòâåòñâóþùàÿ èíäåêñàì is è j.
Òîãäà äîñòðîèì å¼ äî îáðàòèìîé ìàòðèöû T ∈Mn(F): T = diag (E,E, . . . , S, E . . . , E),
S ðàñïîëîæåíà íà j-îì ìåñòå. Òîãäà â àëãåáðå T−1AT âñå ìàòðèöû îñòàíóòñÿ áëî÷íî-
òðåóãîëüíûå è ïðè ýòîì Ais,is = Ajj. Äàëåå áåð¼ì êîìïîçèöèþ òàêèõ T ïî âñåì j ∈ Js,
j 6= is. Ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå 3.

Ñëåäñòâèå 2.13. Åñëè A � ñîáñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Mn(F), òî dimA 6
n2 − n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû A 3 è áîëåå äèàãîíàëüíûõ
áëîêà, òî ïîäàëãåáðà ñ äâóìÿ áëîêàìè A1 è A2 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðîé â
Mn1+n2(F), ïîýòîìó å¼ ðàçìåðíîñòü íå ìàêñèìàëüíàÿ. Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé äâóáëî÷íîé
àëãåáðû.

Â ñëó÷àå äâóõ áëîêîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ðàçìåðíîñòè íóæíî ìèíèìè-
çèðîâàòü âûðàæåíèå k(n− k), 1 6 k 6 n− 1. Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè k = 1.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 1.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî íåíóëåâîé äâóñòîðîííèé èäåàë ìàòðè÷íîé àëãåáðû Mn(F)
ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé ïîäàëãåáðîé (çäåñü íàëè÷èå åäèíèöû â ïîäàëãåáðå íå ïðåä-
ïîëàãàåì).

Çàäà÷à 2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñîáñòâåííîé íåíóëåâîé íåïðèâîäèìîé ïîäàëãåáðû â à)
M2(R), á) M4(R).

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî â àëãåáðå M3(C) åñòü ïîäàëãåáðû âñåõ ðàçìåðíîñòåé îò 1
äî 7.

Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî â àëãåáðå M4(C) åñòü ïîäàëãåáðû âñåõ ðàçìåðíîñòåé îò 1
äî 13.

Çàäà÷à 5. Åñòü ëè â àëãåáðå M5(C) ïîäàëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó,
ðàçìåðíîñòè 20?

Çàäà÷à 6. Íàçîâ¼ì ìàòðèöó A ∈ Mn(C) ïîëóìàãè÷åñêîé, åñëè åñòü òàêîå ÷èñëî

S = S(A) ∈ C, ÷òî
n∑
i=1

aij = S(A) äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n è
n∑
j=1

aij = S(A) äëÿ âñåõ i =

1, . . . , n (âñå ñòðî÷íûå è ñòîëáöîâû ñóììû ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ðàâíû ìåæäó ñîáîé).
Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëóìàãè÷åñêèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû
Mn(C) è îïðåäåëèòå å¼ áëî÷íûé âèä â ñìûñëå òåîðåìû 2.12.
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3 Òðåóãîëüíûå ìàòðè÷íûå ïîäàëãåáðû. Îäíîâðåìåí-

íàÿ òðèàíãóëèçóåìîñòü ñåìåéñòâ ìàòðèö è ïîðîæ-

ä¼ííûõ èìè àëãåáð. Òåîðåìà ÌàêÊîÿ (êðèòåðèé

òðèàíãóëèçóåìîñòè).

Ïîäàëãåáðó âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â Mn(F) îáîçíà÷èì çà Tn(F).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîæåñòâî ìàòðèö {Ai|i ∈ I} ⊆ Mn(F) íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëè-
çóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ ìàòðèöà C ∈Mn(F) òàêàÿ, ÷òî C−1AiC ∈ Tn(F)
äëÿ âñåõ i ∈ I. Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû Ai ∈ Mn(F), i ∈ I,
îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû, åñëè òðèàíãóëèçóåìî ìíîæåñòâî {Ai|i ∈ I}.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì F è åãî ïîäïðîñòðàíñòâî N .

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì V/N íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà àáåëåâîé
ãðóïïû V ïî ïîäãðóïïå N , ò.å. ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ [x] = x+N ñ îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, çàäàííîé ïðàâèëîì: λ[x] = [λx].

Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå V çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð A è ïîäïðîñòðàíñòâî N èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Òîãäà åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Ã íà
ôàêòîðïðîñòðàíñòâå V/N , ïîëàãàÿ Ã[x] = [Ax] (îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó èíâà-
ðèàíòíîñòè N). Äëÿ êðàòêîñòè íàçîâ¼ì Ã ôàêòîðîì îïåðàòîðà A.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ B ⊂ L(V ). Ïóñòü
N ⊂ M ⊆ V � ïîäïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî B. Ñåìåéñòâîì ôàê-
òîðîâ ñåìåéñòâà B îòíîñèòåëüíî {M,N} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôàêòîðîâ
B̃ íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå M/N . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî íàñëåäó-
åòñÿ ôàêòîðàìè, åñëè ëþáîå ñåìåéñòâî ôàêòîðîâ ñåìåéñòâà, îáëàäàþùåãî äàííûì
ñâîéñòâîì, òàêæå èì îáëàäàåò.

Ïðèìåð òàêîãî ñâîéñòâà: êîììóòàòèâíîñòü.

Ëåììà 3.4 (Ëåììà î òðèàíãóëèçóåìîñòè). Ïóñòü P � íàáîð ñâîéñòâ, êàæäîå èç êî-
òîðûõ íàñëåäóåòñÿ ôàêòîðàìè. Ïóñòü dimV > 2. Åñëè ëþáîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ
íà V , îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè P , ïðèâîäèìî (îáëàäàåò ñîáñòâåííûì íåíóëåâûì èí-
âàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì), òî ëþáîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ íà V , îáëàäàþùåå
ñâîéñòâàìè P , òðèàíãóëèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùåå ñâîé-
ñòâàìè P . Âûáåðåì öåïî÷êó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ M0 = {0} ⊂ M1 ⊂ . . . ⊂
Mm = V îòíîñèòåëüíî B ìàêñèìàëüíîé äëèíû (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.6 è äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2.12).
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Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k dimMk/Mk−1 > 1. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñå-
ìåéñòâî ôàêòîðîâ ñåìåéñòâà B îòíîñèòåëüíî {Mk,Mk−1} îáëàäàåò îáùèì èíâàðè-
àíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì L. Íî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî {x ∈ Mk|[x] ∈ L} áóäåò
èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî B, ëåæàùèì ñòðîãî ìåæäó Mk−1 è
Mk. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ öåïî÷êè.

Òîãäà êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.12, ðàññìîòðèì äîïîëíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ
Mk−1 äî Mk, èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû 1, à çíà÷èò â áëî÷íîòðåãîëüíîì âèäå ìàòðèö âñå
áëîêè áóäóò èìåòü ðàçìåð 1, ò.å. ìàòðèöû áóäóò òðåóãîëüíûìè.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ëþáîå ñåìåéñòâî êîììóòè-
ðóþùèõ îïåðàòîðîâ òðèàíãóëèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé î òðèàíãóëèçóåìîñòè 3.4. Ñâîéñòâî êîììó-
òàòèâíîñòè íàñëåäóåòñÿ ôàêòîðàìè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ó êîììóòà-
òèâíîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè áîëüøåé 1 åñòü íåòðè-
âèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü B � ñåìåéñòâî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå V . Åñëè âñå
ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñêàëÿðíûå, òî îòíîñèòåëüíî íèõ èíâàðèàíòíî ëþáîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Ïóñòü òåïåðü B ∈ B � íåñêàëÿðíûé. Â ñèëó àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè
ïîëÿ ó B åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ è ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ V . Òîãäà
äëÿ ëþáûõ C ∈ B è x ∈ M , èìååì BCx = CBx = λCx, Cx ∈ M , M èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî B.

×åðåç σ(A) îáîçíà÷èì ñïåêòð = ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
(îïåðàòîðà) A.

Ïîñêîëüêó ó ëþáîé òðåãîëüíîé ìàòðèöû ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ÿâëÿþòñÿ äèàãî-
íàëüíûå ýëåìåíòû, à äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ñóììû(ïðîèçâåäåíèÿ) òðåóãîëüíûõ
ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ñóììû(ïðîèçâåäåíèÿ) äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èñõîäíûõ ìàòðèö,
òî äëÿ òðèàíãóëèçóåìîãî ñåìåéñòâà {A1, . . . , Ak} è ìíîãî÷ëåíà p(x1, . . . , xk) îò íåêîì-
ìóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ âåðíî, ÷òî

σ(p(A1, . . . , Ak)) ⊂ p(σ(A1), . . . , σ(Ak)), (1)

ãäå p(σ(A1), . . . , σ(Ak)) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé p(λ1, . . . , λk), λj ∈ σ(Aj).

Îïðåäåëåíèå 3.6. Âíåøíåå äîáàâëåíèå åäèíèöû: åñëè A � àëãåáðà ñ åäèíèöåé 1A
è A0 � ïîäïðîñòðàíñòâî â A, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, íî 1A /∈ A0 (A0

� ïîäàëãåáðà áåç åäèíèöû), òî A1 = A0 ⊕ 〈1A〉 ñ åñòåñòâåííûì óìíîæåíèåì (A +
α1A)(B+β1A) = AB+αB+βA+αβ1A äëÿ A,B ∈ A0 áóäåò ïîäàëãåáðîé ñ åäèíèöåé,
ñîäåðæàùåé â ñåáå àëãåáðó A0 è dimA1 = dimA0 + 1.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ëþáàÿ ïîäàëãåáðà â Mn(F),
ñîñòîÿùàÿ èç íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ (ýòî àëãåáðà áåç åäèíèöû), òðèàíãóëèçóåìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A àëãåáðà, â êîòîðîé âñå ìàòðèöû íèëüïîòåíòíû. Ïóñòü
N ⊂ M � èíâàðèàíòíûå ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî A. Åñëè A ∈ A è Ak = 0, òî
Ãk = 0 è ñåìåéñòâî ôàêòîðîâ A îòíîñèòåëüíî M/N òîæå ñîñòîèò èç íèëüïîòåíòíûõ
ìàòðèö.

Â àëãåáðå A1 ñ äîáàëåííîé åäèíèöåé âñå ìàòðèöû áóäóò âèäà �íèëüïîòåíòíàÿ
ïëþñ ñêàëÿðíàÿ�. Çàìåòèì, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè õîòÿ áû 2 íå âñå ìàòðè-
öû èìåþò òàêîé âèä (íàïðèìåð, E11 íå òàêàÿ), ïîýòîìó ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà àëãåáðà
A1 áóäåò ïðèâîäèìà, è å¼ èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò èíâàðèàíòíûì îòíîñè-
òåëüíî A. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ôàêòîðàëãåáðû àëãåáðû A íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâàõ
ðàçìåðíîñòè 2 è âûøå � ïðèâîäèìû è ïðèìåíèìà ëåììà î òðèàíãóëèçóåìîñòè.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîäàëãåáðà A ⊂ Mn(F)
òðèàíãóëèçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ìàòðèöû-êîììóòàòîðû AB − BA,
A,B ∈ A íèëüïîòåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. �⇒� Ïóñòü A � òðèàíãóëèçóåìà è A,B ∈ A. Òîãäà ñîãëàñíî ñîîò-
íîøåíèþ (1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû AB−BA èìåþò âèä αβ−βα, α ∈ σ(A), β ∈
σ(B). Â ïîëå F αβ − βα = 0, çíà÷èò, σ(AB − BA) = {0} è ìàòðèöà AB − BA íèëü-
ïîòåíòíà.

�⇐� Åñëè n > 2, òî â àëãåáðåMn(F) åñòü ìàòðèöû, êîììóòàòîðû êîòîðûõ íåíèëü-

ïîòåíòíû. Íàïðèìåð, äëÿ n = 2 ìîæíî âçÿòü A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
1 0

)
, AB −BA =(

0 1
−1 0

)
, (AB−BA)2 = −E. Äëÿ n > 3 äîïîëíÿåì ðàññìîòðåííûå ìàòðèöû íóëÿìè.

Ñâîéñòâî, ÷òî êîììóòàòîðû âñåõ ìàòðèö íóëåâûå, íàñëåäóåòñÿ ôàêòîðàìè. Ïîýòî-
ìó, âñå ôàêòîðàëãåáðû àëãåáðû A íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 2 è âûøå
äîëæíû áûòü ñîáñòâåííûìè ïîäàëãåáðàìè, îíè ïðèâîäèìû ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà è
ïðèìåíèìà ëåììà î òðèàíãóëèçóåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé, åñëè âñå å¼ ýëåìåí-
òû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç F) êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà å¼ ýëåìåíòîâ,
íàçûâàåìîãî ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àë-
ãåáðà ïîðîæäàåòñÿ ñâîèì áàçèñîì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé.

Òåîðåìà 3.10 (òåîðåìà Ìàêêîÿ). Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ìàòðèöû
A,B ∈ Mn(F) îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà
p(A,B)(AB−BA) íèëüïîòåíòíà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p(x, y) îò íåêîììóòèðóþùèõ
ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊂Mn(F) � ïîäàëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ìàòðèöàìè A,B
�⇒� Ïóñòü ìàòðèöû A,B ∈Mn(F) îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû. Òîãäà ñîãëàñíî

ñîîòíîøåíèþ (1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû p(A,B)(AB−BA) èìåþò âèä p(α, β)(αβ−
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βα), α ∈ σ(A), β ∈ σ(B). Â ïîëå F αβ − βα = 0, çíà÷èò, σ(p(A,B)(AB − BA)) = {0}
è ìàòðèöà p(A,B)(AB −BA) íèëüïîòåíòíà.

�⇐� Ïî ëåììå î òðèàíãóëèçóåìîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n > 2 àë-
ãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìîé. Åñëè AB = BA, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 3.5. Ïóñòü AB − BA 6= O. Âûáåðåì òàêîé âåêòîð x ∈ Fn, ÷òî
(AB − BA)x 6= 0. Äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà (AB − BA)x âñåãäà íàéä¼òñÿ ìàòðèöà
C ∈ Mn(F) òàêàÿ, ÷òî C(AB − BA)x = x. Åñëè áû àëãåáðà A áûëà íåïðèâîäèìà, òî
ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà A =Mn(F) è C ∈ A. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ ýëå-
ìåíòû àëãåáðû A ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö
A,B, ò.å. C = p(A,B) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà îò íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ.
Èç óñëîâèÿ p(A,B)(AB − BA)x = x òîãäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà p(A,B)(AB − BA)
íåíèëüïîòåíòíà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 3.11. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Åñëè A,B ∈Mn(F) è AB =
O, òî ìàòðèöû A è B îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå AB = O âëå÷¼ò (p(A,B)(AB −BA))2 = O.

Àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé ñïðàâåäëèâ è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ìàòðèö.

Òåîðåìà 3.12. Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ìíîæåñòâî A ⊆Mn(F) òðè-
àíãóëèçóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà Ai1 · · ·Aim(Aim+1Aim+2−Aim+2Aim+1)
íèëüïîòåíòíà äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé èíäåêñàm ∈ Z+ è ìàòðèöAi1 , . . . , Aim , Aim+1 , Aim+2 ∈
A.

Äîêàçàòåëüñòâî. �⇒� Ïóñòü ñåìåéñòâîA òðèàíãóëèçóåìî. Òîãäà ñîãëàñíî ñîîòíîøå-
íèþ (1) σ(Ai1 · · ·Aim(Aim+1Aim+2−Aim+2Aim+1)) = {0} è ìàòðèöàAi1 · · ·Aim(Aim+1Aim+2−
Aim+2Aim+1) íèëüïîòåíòíà.

�⇐� Ïî ëåììå î òðèàíãóëèçóåìîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n > 2 ìíîæå-
ñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. Äëÿ êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò
èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.5. Ïóñòü òåïåðü â A åñòü íåêîììóòèðóþùèå ìàòðèöû A
èB. Ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé èíäåêñàm ∈ Z+ è ìàòðèöAi1 , . . . , Aim , Aim+1 , Aim+2 ∈
A ìàòðèöà Ai1 · · ·Aim(AB−BA) íèëüïîòåíòíà, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñ íó-
ëåâûì ñëåäîì. Ðàññìîòðèì àëãåáðó B, ïîðîæä¼ííóþ ñåìåéñòâîì A. Ïîñêîëüêó ñëåä
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, òî ìàòðèöà C(AB −BA) áóäåò ñ íóëåâûì ñëåäîì äëÿ
âñÿêîé ìàòðèöû C ∈ B. Îòñþäà ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà ïîëó÷àåì, ÷òî B ïðèâîäè-
ìà, ïîñêîëüêó â ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðå ìîæíî íàéòè òàêóþ ìàòðèöó D, ÷òî
tr(D(AB −BA)) 6= 0.

Äîïîëíåíèå ê ëåêöèè 2:

Òåîðåìà 3.13 (òåîðåìà Ëàôôè). Ïóñòü ïîëå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A,B ∈
Mn(F). Åñëè rk (AB −BA) = 1, òî A è B îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå î òðèàíãóëèçóåìîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü íàëè÷èå îá-
ùåãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ A è B ïðè n > 2.

Âîçüì¼ì ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ ∈ σ(B). ßäðî è îáðàç B−λE íåíóëåâûå èíâàðèàíò-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ B. Ïîêàæåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íèõ èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî A.

Ïî óñëîâèþ îáðàç AB−BA èìååò ðàçìåðíîñòü 1, çíà÷èò, ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì
âåêòîðîì y ∈ Fn.

Ïóñòü ker(B − λE) íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéä¼òñÿ
òàêîé âåêòîð x ∈ Fn, ÷òî (B − λE)x = 0, à (B − λE)Ax 6= 0. Èìååì

A(B − λE)x− (B − λE)Ax = (AB −BA)x = βy 6= 0.

Îòñþäà (B − λE)Ax = γy 6= 0 è y ïðèíàäëåæèò îáðàçó (B − λE). Òîãäà äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî âåêòîðà z ∈ Fn ïîëó÷àåì

A(B − λE)z = (B − λE)Az + δy,

îòêóäà ëþáîé âåêòîð A(B−λE)z ïîïàäàåò â îáðàç B−λE è îáðàç B−λE èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî A.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 2.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà A ⊂
Mn(F) òðèàíãóëèçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ïàðà ìàòðèö èç A òðèàí-
ãóëèçóåìà.

Çàäà÷à 2. Ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.12: ïîÿñíèòå, ïî÷åìó äëÿ íåíóëåâîé ìàòðèöû
C ñ íóëåâûì ñëåäîì âñåãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà D ∈Mn(F), ÷òî tr(DC) 6= 0.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, n > 2 è A ∈ Mn(F). Íàéäèòå
êðèòåðèé òîãî, ÷òî ìàòðèöû A è AT îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå òåîðåìû Ìàêêîÿ 3.10: Ïóñòü ïîëå F àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ìàòðèöû A,B ∈Mn(F) îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà w(A,B)(AB − BA) íèëüïîòåíòíà äëÿ ëþáîãî îäíî-
÷ëåíà w(x, y) îò íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè òðèàíãóëèçóåìîé ïàðà ìàòðèö:

A =


1 0 1 1 0
0 0 0 −1 0
−1 1 −1 0 0
0 0 0 1 0
1 −1 2 1 1

 , B =


0 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 −1 0 −1

 .
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Çàäà÷à 6. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, A ∈Mn(F) òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà è
ïàðà ìàòðèö A,B òðèàíãóëèçóåìà. Âåðíî ëè, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü ïðåîáðàçîâàíèå,
ïðèâîäÿùåå ìàòðèöû ê òðåóãîëüíîìó âèäó, òàê, ÷òîáû ìàòðèöà A îñòàëàñü íåèçìåí-
íîé?

4 Öåíòðàëèçàòîð ìàòðèöû, åãî ðàçìåðíîñòü. Òåîðå-

ìà î âòîðîì öåíòðàëèçàòîðå.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü A,B ∈ Mn(F). Åñëè AB = BA, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû
A è B ïåðåñòàíîâî÷íû.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü A ∈ Mn(F). Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ
A, íàçûâàþò öåíòðàëèçàòîðîì ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì åãî C(A).

Àíàëîãè÷íî, öåíòðàëèçàòîð C(X ) ïîäìíîæåñòâà X ⊆ Mn(F) � ýòî ïåðåñå÷åíèå
öåíòðàëèçàòîðîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X , ò.å. ìàòðèöû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñî âñå-
ìè ìàòðèöàìè èç X .
Çàìå÷àíèå 4.3. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö B,C ∈ C(A) è ÷èñåë α, β ∈ F
âåðíî, ÷òî

A ·BC = (AB)C = (BA)C = B(AC) = B(CA) = BC · A,
(αB + βC)A = A(αB + βC),

öåíòðàëèçàòîð çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé è ïðîèçâåäåíèé, ò.å. ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû ìàòðèö. Ïðè ýòîì ëþáàÿ ìàòðèöà A ïåðåñòàíîâî÷íà ñ
ñîáîé è åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, ñëåäîâàòåëüíî, F[A] ⊆ C(A).

Äëÿ ðàçìåðíîñòè öåíòðàëèçàòîðà îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà, ÷òî dim C(A) > deg µA(t)
(µA(t) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A). Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòó îöåíêó
ìîæíî óëó÷øèòü äî dim C(A) > n è îïèøåì ìàòðèöû, ääëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî dim C(A) = n.

Òàêæå åñëèAB = BA, òî C−1ACC−1BC = C−1ABC = C−1BAC = C−1BCC−1AC,
è öåíòðàëèçàòîðû ïîäîáíûõ ìàòðèö òîæå ñîïðÿæåíû òîé æå ìàòðèöåé C. Ñîîòâåòñ-
âåííî, çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè äîñòàòî÷íî ðåøèòü äëÿ îäíîé èç ìàòðèö,
ïîäîáíûõ äàííîé, âûáåðåì äëÿ ýòîãî æîðäàíîâó ìàòðèöó.

Îáîçíà÷åíèå 4.4. ×åðåç Mk,l(F) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ k× l ìàò-
ðèö íàä ïîëåì F. Ïóñòü m = min{k, l}.

Ïðè k < l. Äëÿ ÷èñåë y1, . . . , ym ∈ F ïîëîæèì

T (y1, . . . , ym) =


0 . . . y1 y2 . . . ym
0 0 0 y1 . . . ym−1

0 0
. . . . . . . . .

...
0 0 0 . . . 0 y1

 .
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Àíàëîãè÷íî, ïðè k > l äëÿ ÷èñåë y1, . . . , ym ∈ F ïîëîæèì

T (y1, . . . , ym) =



y1 y2 . . . ym

0 y1
. . . ym−1

0 0
. . . . . .

0 0 y1
0 0 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . 0


.

Ïðåäëîæåíèå 4.5. Ïóñòü F � ïîëå, A ∈ Mn(F) æîðäàíîâà ìàòðèöà âèäà A =
A1 ⊕ . . . ⊕ Am, ãäå Ai = Jni(λi) � æîðäàíîâà êëåòêà (÷èñëà λi ìîãóò ñîâïàäàòü).
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó X ∈ C(A). Ðàçîáü¼ì X íà m2 áëîêîâ Xkl ðàçìåðîâ nk × nl â
ñîîòâåòñòâèè ñ áëî÷íûì ðàçáèåíèåì A. Òîãäà
1. Xrr = T (yr,r;1, . . . , yr,r;nr);
2. åñëè λr = λs, òî ëèáî Xrs = T (yr,s;1, . . . , yr,s;nr) è Xsr = T (ys,r;1, . . . , ys,r;nr), ëèáî
Xrs = T (yr,s;1, . . . , yr,s;ns) è Xsr = T (ys,r;1, . . . , ys,r;ns) â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ nr
è ns;
2. åñëè λr 6= λs, òî Xrs = O è Xrs = O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ AX = XA ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ íà þëîêè:

ArXrs = XrsAs

for all r, s ∈ {1, . . . ,m}.
Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ r, s ∈ {1, . . . ,m} ìàòðèöà Xrs îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì óðàâíåíè-

åì
ArXrs = XrsAs. (2)

Óïðîñòèì îáîçíà÷åíèÿ: (Xrs)ij = yij, i = 1, . . . , nr, j = 1, . . . , ns.
Åñëè ðàñïèñàòü óðàâíåíèå (2) ïîýëåìåíòíî, ïîëó÷èì

λryij + yi+1,j = λsyij + yi,j−1, åñëè i 6= nr, j 6= 1, (3)

λrynr,j = λsynr,j + ynr,j−1, åñëè j 6= 1, (4)

λryi,1 + yi+1,1 = λsyi,1, åñëè i 6= nr, (5)

λrynr,1 = λsynr,1. (6)

1. s = r.
Ïîñêîëüêó åñëè AX = XA, òî (A−λrE)X = X(A−λrE), ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
λr = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (4), ïîëó÷èì, ÷òî ynr,1 = 0, ynr,2 = 0, . . . , ynr,nr−1 =
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0. Ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (5), äàëåå ïîëó÷àåì, ÷òî ynr,1 = 0, ynr−1,1 = 0, . . . , y2,1 =
0. Â êîíöå èñïîëüçóÿ (3), íàõîäèì, ÷òî

yi+1,j = yi,j−1,

ñëåäîâàòåëüíî, Xrr � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöû âèäà, óêàçàííîãî â ïóíêòå 1.
2. Ïóñòü r 6= s è λr = λs. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ (4), íàõîäèì ynr,1 = 0, ynr,2 =

0, . . . , ynr,nr−1 = 0. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ (5), íàõîäèì ynr,1 = 0, ynr−1,1 =
0, . . . , y2,1 = 0. Â çàêëþ÷åíèè ïðèìåíÿåì (3), èìååì

yi+1,j = yi,j−1,

îòêóäàXrs ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåéXrs = T (yr,s;1, . . . , yr,s;nr),
ëèáîXrs = T (yr,s;1, . . . , yr,s;ns) â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà. Ìåíÿÿ r, s ìåñòàìè ïîëó÷àåì
àíàëîãè÷íûé âûâîä äëÿ Xsr.

3. Ïóñòü r 6= s è λr 6= ωλs. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (6) âûâîäèì (λr − λs)ynr,1 = 0,
çíà÷èò, ynr,1 = 0. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ (4), ïîëó÷àåì ynr,2 = 0, ynr,3 =
0, . . . , ynr,nr = 0. Äàëåå, èñïîëüçóÿ (5), ïîëó÷àåì ynr−1,1 = 0, ynr−2,1 = 0, . . . , y1,1 = 0.
È â êîíöå ñ ïîìîùüþ (3) íà÷èíàÿ ñ nr − 1-îé ñòðîêè è 2-ãî ñòîëáöà, îêîí÷àòåëüíî
äåëàåì âûâîä

Xrs = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ìàòðèöà A ∈Mn(F) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè å¼ ìèíèìàëü-
íûé ìíîãî÷ëåí ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. Â òåðìèíàõ æîðäàíîâîé íîðìàëü-
íîé ôîðìû ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò
îäíà æîðäàíîâà êëåòêà.

Ñëåäñòâèå 4.7. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî èA ∈Mn(F). Òîãäà dim C(A) >
n, áîëåå òîãî, ðàâåíñòâî dim C(A) = n âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà
A � öèêëè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì ðàçìåðíîñòü öåíòðàëèçàòîðà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàò-
ðèöà A ïðèâåäåíà ê ÆÍÔ. Ïîñ÷èòàåì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà D, ïîðîæä¼ííî-
ãî áëî÷íî-äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè èç öåíòðàëèçàòîðà. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû
äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ Xrr ìàòðèöû X â ïðåäëîæåíèè 4.5 íàõîäÿòñÿ íåçàâèñèìî äëÿ

áëîêîâ, òî dimD =
m∑
i=1

dim 〈T (yr,r;1, . . . , yr,r;nr)|yr,r;1, . . . , yr,r;nr ∈ F〉 =
m∑
i=1

nr = n. Òàêèì

îáðàçîì, ïîñêîëüêó D ⊆ C(A), òî dim C(A) > n. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáðàùàåò-
ñÿ â ðàâåíñòâî, êîãäà âñå âíåäèàãîíàëüíûå áëîêè íóëåâûå. Ñîãëàñíî ïóíêòàì 2 è 3
ïðåäëîæåíèÿ 4.5 ýòî âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó ðàçíûõ æîðäàíîâûõ
êëåòîê ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû, ò.å. êàê ðàç äëÿ öèêëè÷åñêîé ìàòðèöû A.
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Ñëåäñòâèå 4.8. Öèêëè÷åñêèå ìàòðèöû � ýòî â òî÷íîñòè òàêèå ìàòðèöû, äëÿ êîòî-
ðûõ C(A) = F[A].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ, dim C(A) > n. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè dimF[A] = deg µA(t) 6 n, ïîýòîìó ñîâïàäåíèå ýòèõ
àëãåáð âîçìîæíî åñëè è òîëüêî åñëè, dim C(A) = dimF[A] = n. Ñíîâà ïðèìåíÿåì
ñëåäñòâèå 4.7.

Ñëåäñòâèå 4.9. C(A) =Mn(F) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = λE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.5 åñëè ó ìàòðèöû A åñòü õîòÿ áû 2 ðàç-
ëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà λr è λs, òî â öåíòðàëèçàòîðå ó âñåõ ìàòðèö áóäóò íóëåâûå
áëîêè Xrs, ïîýòîìó îí íå ìîæåò áûòü ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ìàòðèö.

Ïóñòü ó A åñòü ðîâíî îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ. Åñëè A 6= λE, òî â ÆÍÔ A åñòü
êëåòêà ðàçìåðà íå ìåíüøå 2. Ïóñòü êëåòêè â ÆÍÔ A óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ
ðàçìåðîâ. Òîãäà n1 > 2 è n1 > n2. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîåêöèè öåíòðàëèçàòîðà
íà áëîê ðàçìåðà n1 + n2 áóäåò ðàâíà: n1 + n2 + 2n2 < n2

1 + n2 + 2n1n2 6 n2
1 + n2

2 +
2n1n2 = (n1+n2)

2, çíà÷èò îïÿòü ðàçìåðíîñòü ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âñåõ
ìàòðèö.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïîñëåäóþùèå öåíòðàëèçàòîðû. Íàïðèìåð, äâîéíîé öåíòðàëè-
çàòîð C(C(A)) � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñî âñåìè ìàòðèöàìè,
êîììóòèðóþùèìè ñ A.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X : X ⊆ C(C(X )), à òåîðåìà î äâîéíîì
öåíòðàëèçàòîðå äàåò óñëîâèÿ êîãäà ýòî âêëþ÷åíèå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Çàìåòèì,
÷òî λE êîììóòèðóþò ñî âñåìè ìàòðèöàìè, à ñòåïåíè ìàòðèöû A êîììóòèðóþò ñ ìàò-
ðèöàìè èç öåíòðàëèçàòîðà A, ïîýòîìó âñåãäà F[A] ⊆ C(C(A)). Ïîýòîìó â ìàòðè÷íîì
ñëó÷àå, êîíå÷íî, íå ãîâîðÿò î ðàâåíñòâå C(C(A)) è {A}, íî î ñîâïàäåíèè C(C(A)) ñ
F[A].

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ∈Mn(F). Òîãäà C(C(A)) =
F[A], ò.å. ëþáàÿ ìàòðèöà C êîììóòèðóþùàÿ ñî âñåìè ìàòðèöàìè, êîììóòèðóþùèìè
ñ A, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäëîæåíèè Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî A ∈Mn(F) � æîðäàíîâà ìàòðèöà. Ïóñòü A = A1⊕ . . .⊕Am, ãäå Ai = Jni(λi)
� æîðäàíîâà êëåòêà (÷èñëà λi ìîãóò ñîâïàäàòü). Ëþáóþ ìàòðèöó X ∈Mn(F) íà m2

áëîêîâ Xkl ðàçìåðîâ nk × nl â ñîîòâåòñòâèè ñ áëî÷íûì ðàçáèåíèåì A.
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé öåíòðàëèçàòîð C(A) ñîäåðæèò äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

D(α1, . . . , αm) = diag (α1En1 , . . . , αmEnm).

Ñëåäîâàòåëüíî, CD(α1, . . . , αm) = D(α1, . . . , αm)C. Ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèå âûïîëíå-
íî äëÿ âñåõ αi è ìàòðèöû D(α1, . . . , αm) ÿâëÿþòñÿ æîðäàíîâûìè, äëÿ êàæäîé ïàðû
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r, s, r 6= s ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 4.5 äëÿ αr 6= αs, çàêëþ÷àåì, ÷òî C � áëî÷íî-
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Òàêæå âåðíî, ÷òî AC = CA, ïîýòîìó äèàãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèöû C èìåþò âèä
Crr = T (cr,1, . . . , cr,nr).

Ïóñòü òåïåðü X ∈ C(A) � áëî÷íàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ â ïðåäëîæåíèè 4.5. Èç
óðàâíåíèÿ CX = XC ïîáëî÷íî ïîëó÷àåì

CrrXrs = XrsCss. (7)

Åñëè ó êëåòîê Ar è As ñîáñòâåííûå ÷èñëà λr è λs ðàçëè÷íû, òî Xrs = O è ýòî
ñîîòíîøåíèå òðèâèàëüíî. Ïóñòü λr = λs. Âûáåðåì ïîðÿäîê ÷èñåë r, s òàê, ÷òîáû
nr 6 ns.

cr,1 cr,2 . . . cr,nr
0 cr,1 . . . cr,nr−1
... 0

. . .
...

0 0 . . . cr,1



0 . . . yr,s;1 yr,s;2 . . . yr,s;nr
0 0 0 yr,s;1 . . . yr,s;nr−1

0 0
. . . . . . . . .

...
0 0 0 . . . 0 yr,s;1

 =

=


0 . . . yr,s;1 yr,s;2 . . . yr,s;nr
0 0 0 yr,s;1 . . . yr,s;nr−1

0 0
. . . . . . . . .

...
0 0 0 . . . 0 yr,s;1



cs,1 cs,2 . . . cs,ns
0 cs,1 . . . cs,ns−1
... 0

. . .
...

0 0 . . . cs,1


Óìíîæàÿ ïåðâóþ ñòðîêó íà ïîñëåäíèé ñòîëáåö ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

cr,1yr,s;nr + cr,2yr,s;nr−2 + · · ·+ cr,nryr,s;1 = cs,nryr,s;1 + cs,nr−1yr,s;2 + · · ·+ cs,1yr,s;nr .

Ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ âñåõ yr,s;1, yr,s;2, . . . , yr,s;nr ∈ F,
òî ïîäñòàâëÿÿ yr,s;nr−i+1 = 1, à îñòàëüíûå íóëè, ïîëó÷àåì cr,i = cs,i äëÿ âñåõ i =
1, . . . , nr. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåÿþò ñòðóêòóðó ìàòðèöû C. Îñòàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà F[A] ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ ìàòðèö òàêîãî âèäà.

Ñïåðâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà λ1 = . . . = λm = λ. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè n1 > n2 > . . . > nm. Ðîññìîòðèì ìàòðèöû Bj = (A − λE)j ∈ F[A],
j = 0, . . . , n1 − 1. Îíè ñîñòàâëÿþò áàçèñ àëãåáðû F[A], ïîñêîëüêó ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû ïî ïîñòðîåíèþ (äèàãîíàëü åäèíèö ñìåùàåòñÿ íà îäíó ïîçèöèþ ââåðõ íà êàæäîì
øàãå) è èõ êîëè÷åñòâî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ F[A] (dimF[A] = deg µA(t) = n1�
ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð æîðäàíîâîé êëåòêè). Òîãäà

C =

n1−1∑
j=0

c1,jBj ∈ F[A].

Ïóñòü òåïåðü ó ìàòðèöû A åñòü k > 2 ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ðàñïîëîæèì æîð-
äàíîâû êëåòêè A òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñòîÿëè
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ðÿäîì, A = J1 ⊕ . . . ⊕ Jk, â æîðäàíîâîé ìàòðèöå Ji ñîáðàíû âñå êëåòêè ñ λk. Òîãäà
µA(t) =

∏k
i=1 µJi(t). Ïîëîæèì fl(t) =

∏k
i=1,i 6=l µJi(t). Òîãäà fl(Jq) = O ïðè q 6= l è

fl(Jl) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé ìàòðèöåé, ïîñêîëüêó ñðåäè êîðíåé fl(t) íåò λl. Òîãäà ó
ìàòðèö (A − λlE)jfl(A), j ïðîõîäèò çíà÷åíèÿ îò 0 äî ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà æîð-
äàíîâîé êëåòêè äëÿ λl áåç åäèíèöû, âíå l-ãî äèàãîíàëüíîãî áëîêà ñòîÿò 0, à â l-îì
áëîêå ñòîèò áàçèñ àëãåáðû F[Jl], ò.ê. fl(Jl) îáðàòèìà. Çíà÷èò óòâåðæäåíèå âåðíî è â
ýòîì ñëó÷àå.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 3.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ∈Mn(F) � ìàòðèöà ðàíãà 1. à)
Íàéäèòå ÿâíûé âèä öåíòðàëèçàòîðà A â æîðäàíîâîé ôîðìå. á) Âû÷èñëèòå dim C(A).

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü öåíòðàëèçàòîðà íåñêàëÿðíîé ìàòðèöû A ∈Mn(F).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ∈Mn(F). Ïîêàæèòå, ÷òî C(A)
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � öèêëè÷åñêàÿ
ìàòðèöà.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå öåíòðàëèçàòîð ìàòðèöû C =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
1 0 0 . . . 0

 .

Çàäà÷à 5. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ∈ Mn(F). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó
î äâîéíîì öåíòðàëèçàòîðå íàéäèòå à) C(C(C(A))), á) C(C(C(C(A)))).

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå, äëÿ êàêèõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö C(A) = C(A2).
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5 Êîììóòàòèâíûå ìàòðè÷íûå ïîäàëãåáðû. Òåîðåìà

Øóðà (âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðàçìåðíîñòè êîììóòàòèâ-

íîé àëãåáðû). Îïèñàíèå àëãåáð ìàêñèìàëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè. Ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷å-

íèþ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ðàçìåðíîñòè, ìåíü-

øåé ïîðÿäêà ìàòðèö.

5.1 Ëåêöèÿ 4.

Èç òåîðåìû î òðèàíãóëèçóåìîñòè êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà ìàòðèö äëÿ êîììóòàòèâ-

íîé ïîäàëãåáðû A ⊂Mn(F) ñëåäóåò îöåíêà ðàçìåðíîñòè dimA <
n(n+ 1)

2
. Ïîêàæåì,

÷òî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðàçìåðíîñòè, äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé îò ïîðÿäêà ìàòðèö.

Òåîðåìà 5.1 (Òåîðåìà Øóðà). Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Åñëè A ⊂

Mn(F) � êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà, òî dimA 6

[
n2

4

]
+ 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Øóðà ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà ñòðóêòóðå (è âîç-
ìîæíîì áëî÷íîì ñòðîåíèè) êîììóòàòèâíûõ àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ⊂ Mn(F) � ïîäàë-
ãåáðà (áåç åäèíèöû) ñîñòîÿùàÿ èç íèëüïîòåíòíûõ ìàòðèö (íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà).
Ïî òåîðåìå 3.7 îíà òðèàíãóëèçóåìà. Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ n âåðõíå-
íèëüòðåãîëüíûõ ìàòðèö ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ n ìàòðèö èç A
òàêæå ðàâíî íóëþ. Èíäåêñîì íèëüïîòåíòíîñòè èëè êëàññîì àëãåáðû A íàçîâ¼ì
íàèìåíüøåå òàêîå k ∈ N, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ k ìàòðèö àëãåáðû A ðàâíî íóëþ.

Ïóñòü A ⊂ Mn(F) � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà êëàññà k, 2 6 k 6 n. Èç k > 2 â
÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî A 6= 0. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî U1 = AFn. Òîãäà U 6= 0 è
ïðè ýòîì U 6= Fn, ïîñêîëüêó èíà÷å AkFn = Ak−1Fn 6= 0 è îäíîâðåìåííî AkFn = 0,
ïðîòèâîðå÷èå. Äàëåå èìååì öåïî÷êó âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fn ⊃ U1 ⊃ U2 =
AU1 = A2Fn ⊃ . . . ⊃ Uk−1 = Ak−1Fn ⊃ {0}. È åñëè äëÿ ýòîé öåïî÷êè ïîñòðîèòü
äîïîëíÿþùèå ïðîñòðàíñòâà Wi êàê â òåîðåìå 2.12 è âçÿòü îáúåäèíåíèå èõ áàçèñîâ,
òî ïîëó÷èì, ÷òî â ýòîì áàçèñå âñå ìàòðèöû èç A èìåþò áëî÷íî-íèëüòðåóãîëüíûé âèä

On1 A12 . . . A1k

On2,n1 On2 . . . A2k
... . . .

. . .
...

Onk,n1 Onk,n2 . . . Onk

 ,
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ãäå Op,q � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p× q, Ap,q � êàêàÿ-òî ìàòðèöà ðàçìåðà np × nq.
Äëÿ àëãåáð êëàññà 2 ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó

Øóðà.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ⊂ Mn(F) � íèëüïîòåíòíàÿ

ïîäàëãåáðà êëàññà 2. Òîãäà A � êîììóòàòèâíà è dimA 6
[
n2

4

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A,B ∈ A ðàâíî íó-
ëþ, òî AB = O = BA è àëãåáðà êîììóòàòèâíà.

Ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòüA ðàâíà ìàêñèìóìó âûðàæåíèÿ k(n−k), k = 1, . . . , n−
1. Ìàêñèìóì ôóíêöèè x(n− x) äîñòèãàåòñÿ ïðè x = n

2
è ðàâåí n2

4
, íî ïîñêîëüêó ìû

ðàññìàòðèâàåì öåëûå çíà÷åíèÿ k, òî dimA 6
[
n2

4

]
.

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè k > 3 áëî÷íûé-íèëüòðåóãîëüíûé âèä åñòü è ó íåêîììóòà-
òèâíûõ àëãåáð, ïîýòîìó äëÿ îöåíèâàíèÿ ðàçìåðíîñòè êîììóòàòèâíûõ àëãåáð íóæíû
äîïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ⊂Mn(F) � íèëüïîòåíòíàÿ

êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà êëàññà k > 2. Òîãäà dimA 6
[
n2

4

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíåå, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî U1 = AFn. Äàëåå ðàññìîò-
ðèì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Fn/U1, ïóñòü [x1] = x1 + U1, . . . , [xm] = xm + U1 � åãî áà-
çèñ. Ïîëîæèì V = 〈x1, . . . , xm〉 ⊆ Fn. Êàæäîé ìàòðèöå A ∈ A ìîæíî ñîïîñòàâèòü
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå θ(A) : V → U1, òàê, ÷òî íà áàçèñå V îíî çàäàíî ïðàâèëîì
θ(A)(xi) = Axi, à äàëåå ïðîäîëæàåì ïî ëèíåéíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî θ ïî ïîñòðîåíèþ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà A â ïðîñòðàíñòâî ëèíåíéûõ îòîá-
ðàæåíèé L(V, U1). Äîêàæåì åãî èíúåêòèâíîñòü. Ïóñòü θ(A) = O. Òîãäà Axi = 0
äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m. Äîáàâèì ê ïîäàëãåáðå A åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, A1 = A ⊕ 〈E〉.
Ïîêàæåì,÷òî A1V = Fn. Îáîçíà÷èì W = A1V . Ïîñêîëüêó A ⊂ A1, òî W � èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. dimV = m = n − dimU1, ïîñêîëüêó x1, . . . , xm ëèíåéíî
íåçàâèñèìû ïî ìîäóëþ U1, â ÷àñòíîñòè îíè ïðîñòî ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà åñëè
u1, . . . , un−m � áàçèñ U1, òî x1, . . . , xm, u1, . . . , un−m � áàçèñ Fn. Çíà÷èò, V +AFn = Fn,
A1V + A1U1 = A1Fn, A1V + U1 = Fn, W + AFn = Fn. Ïîñêîëüêó W èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî A, â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìîæíî ïåðåéòè ê ôàêòîðïðîñòðàíñòâó
è ôàêòîðàì àëãåáðû A, ò.å. ÃFn/W = Fn/W . Íî êàê ìû óæå óïîìèíàëè íà âòîðîé
ëåêöèè, ôàêòîðû íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ íèëüïîòåíòíû, è åñëè ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî íåíóëåâîå, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèâîäèòñÿ ê òàêîìó æå ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî
è AFn = Fn. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íóëåâîå, åñëè W = A1V = Fn.

Òîãäà ëþáîé âåêòîð v ∈ Fn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå A1x1 + . . . + Amxm, Ai ∈ A1,
îòêóäà ñ èñïîëüçîâàíèåì êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû ïîëó÷àåì, ÷òî Av = A(A1x1 +
. . .+ Amxm) = A1Ax1 + . . .+ AmAxm = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü A íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà L(V, U1), êîòîðàÿ ðàâíà ìàêñèìóìó âûðàæåíèÿ m(n − m),

m = 1, . . . , n− 1. Èç äîêàçàííîãî â ïðåäûäóùåé ëåììå ïîëó÷àåì dimA 6
[
n2

4

]
.

Ëåììà 5.5. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ S(n) =

[
n2

4

]
+ 1. Òîãäà S(n+m) > S(n) + S(m),

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = m = 1, ëèáî {n,m} =
{1, 2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì S(1) = 1, S(2) = 2, ïîýòîìó S(2) = S(1)+S(1). Ïóñòü n > m
è õîòÿ áû îäíî èç íèõ áîëüøå 1. Òîãäà

S(n+m) =

[
n2 +m2 + 2mn

4

]
+1 >

[
n2

4

]
+

[
m2

4

]
+
[mn

2

]
+1 = S(n)+

[
m2

4

]
+
[mn

2

]
>

> S(n) +

[
m2

4

]
+ 1 = S(n) + S(m),

ïðè÷¼ì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî åñëè
[mn

2

]
= 1.

Çíà÷èò, êîãäà n > m > 2 îíî ñòðîãîå. Îñòàþòñÿ ñëó÷àè m = 1, n = 2, 3. Åñëè
S(3) = 3, S(4) = 5, ïîýòîìó S(3) = S(2) + S(1), à S(4) > S(3) + S(2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øóðà. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Äëÿ n =
1 åñòü òîëüêî îäíîìåðíàÿ íåíóëåâàÿ ïîäàëãåáðà, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå âåðíî.

Øàã èíäóêöèè. Åñëè ó ëþáîé ìàòðèöû A èç àëãåáðû A ðîâíî îäíî ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå λA, òî A − λAE � íèëüïîòåíòíàÿ, è ïîýòîìó A = 〈E〉 ⊕ A0, ãäå A0 �
íèëüïîòåíòíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.4 dimA = 1+dimA0 6

1 +

[
n2

4

]
.

Ïóñòü òåïåðü ó ìàòðèöû A åñòü k > 2 ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ðàñïîëîæèì æîð-
äàíîâû êëåòêè A òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñòî-
ÿëè ðÿäîì, A = J1 ⊕ . . . ⊕ Jk, â æîðäàíîâîé ìàòðèöå Ji ñîáðàíû âñå êëåòêè ñ
λk. Òîãäà µA(t) =

∏k
i=1 µJi(t). Ïîëîæèì f1(t) =

∏k
i=2 µJi(t). Òîãäà f1(Jq) = O ïðè

q > 2 è f1(J1) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé ìàòðèöåé. Òîãäà ó ìàòðèö (A − λ1E)
jf1(A), j

ïðîõîäèò çíà÷åíèÿ îò 0 äî ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà æîðäàíîâîé êëåòêè äëÿ λl áåç
åäèíèöû, âíå 1-ãî äèàãîíàëüíîãî áëîêà ñòîÿò 0, à â 1-îì áëîêå ñòîèò áàçèñ àëãåá-
ðû F[J1], ò.ê. fl(J1) îáðàòèìà. Ðàçìåð ìàòðèöû J1 îáîçíà÷èì çà n1. ×åðåç áàçèñ
àëãåáðû F[J1] âûðàæàåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Çíà÷èò, â àëãåáðå A åñòü ìàòðèöà
E1 = diag (En1 , O). Ïîñêîëüêó A êîììóòàòèâíà, òî A ⊆ C(E1) è èç ïðåäëîæåíèÿ 4.5
ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ìàòðèöû â A èìåþò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä. Ñëåäîâàòåëüíî,
A = diag (B, C), B � êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â Mn1(F), C� êîììóòàòèâíàÿ ïî-
äàëãåáðà â Mn−n1(F). Òîãäà dimA = dimB + dim C è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
dimB 6 S(n1), dim C 6 S(n− n1) è ïî ëåììå 5.5 dimA 6 S(n).
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Èç ëåììû 5.5 ñëåäóåò, ÷òî áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ àëãåáðà áóäåò èìåòü ìàêñèìàëü-
íóþ ðàçìåðíîñòü òîëüêî äëÿ n = 2, 3. Ýòè ñëó÷àè ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

Ëåììà 5.6. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ⊂ Mn(F) � êîììóòàòèâíàÿ
ïîäàëãåáðà. Òîãäà
1. ïðè n = 2 dimA = S(2) = 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ñîïðÿæåíà ëèáî ñ

àëãåáðîé äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ëèáî ñ àëãåáðîé ìàòðèö âèäà

(
a b
0 a

)
; 2. ïðè n = 3

dimA = S(3) = 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ñîïðÿæåíà ëèáî ñ àëãåáðîé äèàãî-

íàëüíûõ ìàòðèö D3(F), ëèáî ñ àëãåáðîé ìàòðèö âèäà

a b 0
0 a 0
0 0 c

 ; ëèáî A = 〈E〉⊕A0,

ãäå A0 � íèëüïîòåíòíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà, A0 èìååò êëàññ 2 èëè 3, è ñî-

ïðÿæåíà ñ îäíîé èç àëãåáð, ñîñòîÿùèõ èç ìàòðèö âèäà

a b c
0 a b
0 0 a

 , ëèáî

a b c
0 a 0
0 0 a

 ,

ëèáî

a 0 b
0 a c
0 0 a

.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü n = 2. Åñëè â àëãåáðå åñòü ìàòðèöû ñ äâóìÿ ñîáñòâåííû-
ìè ÷èñëàìè, ïîëó÷àåì ñóììó äâóõ áëîêîâ ðàçìåðà îäèí, ò.å. àëãåáðó äèàãîíàëüíûõ
ìàòðèö D2(F). Èíà÷å, èç çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè ñëåäóåò, ÷òî â àëãåáðå åñòü íåñêàëÿð-
íàÿ ìàòðèöà ñ îäíèì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, îíà ïîäîáíà E12 (âM2(F) ýòî öèêëè÷åñêàÿ
ìàòðèöà), çíà÷èò, A = F[E12] � âòîðîé âàðèàíò àëãåáðû.

2. Ïóñòü n = 3. Åñëè â A åñòü ìàòðèöà ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñ-
ëàìè, ÷òî îíà ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé öèêëè÷åñêîé ìàòðèöå D, è ïðè ïåðåõîæå ê
æîðäàíîâó áàçèñó A = C(D) = D3(F). Åñëè ó ìàòðèö èç A ìàêñèìóì äâà ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ ÷èñëà, òî îíà ðàçáèâàåòñÿ â ñóììó áëîêîâ ðàçìåðîâ 2 è 1, â áëîêå ïîðÿä-
êà 2 ó âñåõ ìàòðèö îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî êðàòíîñòè 2, ïîëó÷àåì àëãåáðó ìàòðèö

âèäà

a b 0
0 a 0
0 0 c

 . Ïóñòü òåïåðü ó âñåõ ìàòðèö èç A ðîâíî îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî.

Òîãäà A = 〈E〉 ⊕ A0, A0 � íèëüïîòåíòíàÿ. Óòâåðæäåíèå ïðî àëãåáðû êëàññà 2 áó-
äåò äîêàçàíî äàëåå â îáùåì ñëó÷àå n > 2. Ïóñòü A0 èìååò êëàññ 3 è ïðèâåäåíà ê
òðåóãîëüíîìó âèäó. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò A,B ∈ A0, AB 6= O. Ó ýòîé ìàòðèöû
íåíóëåâîé ýëåìåíò ìîæåò áûòü òîëüêî íà ïîçèöèè (1, 3). Èìååì (AB)13 = a12b23 6= 0
è òàêæå ñîâïàäàåò ñ b12a23 â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a12a23 6= 0. Òî-
ãäà A � öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ïîäîáíàÿ J3(0). Çíà÷èò, A ïîäîáíà F[J3(0)], êîòîðàÿ

ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà

a b c
0 a b
0 0 a

 ,
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Ïðè n > 4 ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü èìåþò òîëüêî àëãåáðû, ïîëó÷åííûå ïðè-
ñîåäèíåíèåì åäèíè÷íîé ìàòðèöû ê íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðå.

Äëÿ íèõ îöåíêà äîñòèæèìà.

Ïðèìåð 5.7 (Àëãåáðà Øóðà). Ïóñòü n = k+m, k,m ∈ N è |k−m| 6 1. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó AS ⊆Mn(F) :

AS =

{(
xEk Z
0 xEm

) ∣∣∣∣x ∈ F, Z ∈Mk,m(F)
}

Åå ðàçìåðíîñòü dim F(AS) = 1+km = [n2/4]+1 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé äëÿ
êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû ìàòðè÷íîé àëãåáðû, ñëåäîâàòåëüíî, AS � ìàêñèìàëüíàÿ
êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà Mn(F).

Ãèïîòåçà 5.8 (ãèïîòåçà Ãóñòàôñîíà). Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ⊂
Mn(F) � íèëüïîòåíòíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà êëàññà k > 2. Òîãäà dimA 6[
(n−k+2)2

4

]
+ k − 2.

Ýòà ãèïîòåçà äîêàçàíà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ íèëüïîòåíòíîñòè, íî â îáùåì ñëó-
÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíà âåðíà, íà àëãåáðàõ êëàññîâ íèëü-
ïîòåíòíîñòè k > 3 àìàêñèìóì ðàçìåðíîñòè íå äîñòèãàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíî ñòðóêòóðó àëãåáð êëàññà 2.

Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è n > 2. Òîãäà â Mn(F) ñó-
ùåñòâóåò n− 1 ðàçëè÷íàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ
êîììóòàòèâíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà êëàññà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊂ Mn(F) � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà êëàññà 2. Êàê ïî-
êàçàíî âûøå, åñòü áàçèñ â êîòîðîì âñå ìàòðèöû èç A èìåþò áëî÷íî-íèëüòðåóãîëüíûé
âèä

A =

(
Om A12

On−m,m On−m

)
,

ãäå A12 � êàêàÿ-òî ìàòðèöà ðàçìåðà m× (n−m). Âñå ìàòðèöû A12, A ∈ A îáðàçóþò
ïîäïðîñòðàíñòâî U â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèöMm,n−m(F). Çàìåòèì, ÷òî
åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííîå, òî àëãåáðó ìîæíî âëîæèòü â áîëüøóþ, äîáàâèâ
ìàòðèöû, ó êîòîðûõ áëîêè A12 ëåæàò â äîïîëíåèè U äî Mm,n−m(F).

Ïóñòü òåïåðü â íàøåé àëãåáðå áëîê ðàçìåðà m × (n − m) èìååò ìàêñèìàëüíóþ
ðàçìåðíîñòü.

Ïóñòü B ∈ Mn(F) � èëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà è B ∈ C(A). Ðàçîáú¼ì B íà áëîêè:

B =

(
B11 B12

B21 B22

)
. Òîãäà AB =

(
A12B21 A12B22

On−m,m On−m

)
, BA =

(
Om B11A12

On−m,m B21A12

)
. Åñëè

A12B21 = Om äëÿ âñåõ A12 ∈Mm,n−m(F), òî B21 = On−m,m. Èç óñëîâèÿ íèëüïîòåíòíî-
ñòè B ïðè B21 = O ìàòðèöû B11 è B22 òîæå íèëüïîòåíòíû. Èìååì A12B22 = B11A12
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äëÿ âñåõ A12 ∈Mm,n−m(F). Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïîäñòàíîâêà E1,j, j = 1, . . . , n−m ïîêà-
çûâàåò, ÷òî B22 = O. Òîãäà ïîäñòàíîâêà ìàòðè÷íûõ åäèíèö âìåñòî A12 â óðàâíåíèå

B11A12 = O äàñò B11 = O. Ò.å. B =

(
O B12

O O

)
∈ A.

Åñëè t 6= m,n − m, òî t(n − t) 6= m(n − m), ïîýòîìó àëãåáðû ñ áëîêàìè ðàçíûõ
ðàçìåðîâ èìåþò ðàçíûå ðàçìåðíîñòè, çíà÷åò íå òîëüêî íå ñîïðÿæåíû, íî è âîîáùå
íå èçîìîðôíû.

Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé t = n −m. Àëãåáðû áóäóò èçîìîðôíû, íî äîêàæåì, ÷òî íå ñî-
ïðÿæåíû. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè m > t è T ∈ Mn(F) �
îáðàòèìàÿ ìàòðèöà.

T

(
Om A12

On−m,m On−m

)
=
(
On,m Bn,n−m

)
,(

On−m B12

Om,n−m Om

)
T =

(
Cn−m,n
Om,n

)
.

Èç ðàâåíñòâà òàêèõ ìàòðèö, ïîëó÷àåì, ÷òî T

(
Om A12

On−m,m On−m

)
=

(
On−m,m Cn−m,n−m
Om,m Om,n−m

)
.

Ïîñêîëüêó m > n − m ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ìååò ðàçìåðíîñòü (n − m)2 <
m(n − m), ò.å. óìíîæåíèå âñåõ ìàòðèö ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè m(n − m) ñëåâà
íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó T óìåíüøèëî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà äî (n − m)2. Ýòî
íåâîçìîæíî â ñèëó îáðàòèìîñòè T .

Çàäà÷è ê ëåêöèè 4.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ∈Mn(F). Ïîêàæèòå, ÷òî êîì-
ìóòàòèâíàÿ àëãåáðà F[A] ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà A � öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ôóíêöèè Øóðà S(n): S(n) 6 S(n− 1) + n
2

äëÿ âñåõ n > 2.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî â
êîììóòàòèâíîé íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðå A ⊂Mn(F) êëàññà n íàéäåòñÿ ìàòðèöà A
òàêàÿ, ÷òî An−1 6= O.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñ
òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè âMn(F) åñòü ðîâíî îäíà íèëüïîòåíòíàÿ êîììóòàòèâíàÿ
ïîäàëãåáðà êëàññà n è îíà ìàêñèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü F� àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è n > 4. Ïîêàæèòå (íà ïðèìåðå),
÷òî â êîììóòàòèâíîé íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðå A ⊂ Mn(F) êëàññà k < n íå âñåãäà
íàéäåòñÿ ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî Ak−1 6= O.
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5.2 Ëåêöèÿ 5.

Ïðè èññëåäîâàíèè ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð èíòåðåñåí
òàêæå âîïðîñ ìèíèìàëüíîé âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè. Èçâåñòíà íèæíÿÿ îöåíêà Ëàô-
ôè àñèìïòîòèêè n

2
3 .

Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ⊂Mn(F) � ìàêñèìàëüíàÿ
ïî âêëþ÷åíèþ íèëüïîòåíòíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà êëàññà k > 2, A1 = 〈E〉⊕A.
Òîãäà dimA1 > (2n)

2
3 − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî V0 = kerA, ò.å. âñå òàêèå x ∈ Fn,
÷òî Ax = 0. Ïóñòü t = dimV0. Òîãäà âçÿâ áàçèñ Fn, â êîòîðîì ïåðâûå t âåêòîðîâ
ñîñòàâëÿþò áàçèñ V0, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä äëÿ ìàòðèö èç A:

A =

(
Ot A12

On−t,t A22

)
.

ÏóñòüW � äîïîëíåíèå V0 äî Fn, ò.å. â äàííîì áàçèñå ýòî ñòîëáöû

(
0
w

)
, w ∈ Fn−t,

è ïóñòü W0 = {w ∈ Fn−t|A12w = 0 äëÿ âñåõ A ∈ A}. Çàìåòèì, ÷òî åñëè w ∈ W0,
òî è A22w ∈ W0 äëÿ âñåõ A ∈ A: äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìàòðèöû A2 áëîê (1, 2) � ýòî
A12A22, ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ W0 èìååì A12A22w = 0. Ïóñòü B = {A22|A ∈ A}.
Ïî îïðåäåëåíèþ B ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðîé â Mn−t è
ïðîñòðàíñòâî W0 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî B.

Äîêàæåì, ÷òî W0 = 0. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü W0 6= 0. Ïî òåîðåìå 3.7 íèëüïîòåíò-
íàÿ àëãåáðà B òðèàíãóëèçóåìà íà W0, ò.å. íàéäåòñÿ y 6= 0, y ∈ W0, òàêîé ÷òî By = 0
(ïåðâûé âåêòîð íîâîãî áàçèñà). Â ýòîì ñëó÷àå

A

(
0
y

)
=

(
A12y
A22y

)
= 0.

Òîãäà

(
0
y

)
∈ V0, ïðîòèâîðå÷èå. Ïîëîæèì d1 = dim {A12|A ∈ A. Äëÿ êàæäîé êîí-

êðåòíîé ìàòðèöû A ∈ A óðàâíåíèå A12x = 0, x ∈ Fn−t ýêâèâàëåíòíî îäíîðîäíîé
ñèñòåìå èç t ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî n− t íåèçâåñòíûõ. Ïîñêîëüêó â ñîâî-
êóïíîñòè ïî âñåì ìàòðèöàì ó òàêèõ ñèñòåì îáùèì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå,
òî n − t 6 td1 (èíà÷å îáÿçàòåëüíî áóäóò ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå è áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé).

Ïî ïîñòðîåíèþ, dimA1 > d1 + 1, çíà÷èò, dimA1 > n
k
.

Òåïåðü ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ àëãåáðû B, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî
áóäåì ñìîòðåòü óìíîæåíèå íà âåêòîðà-ñòðîêè ñïðàâà. Ïóñòü Y = Fn−t � ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ ñòðîê äëèíû n− t. Ïî àíàëîãèè ñ V0 ðàññìàòðèâàåì Y0 = {y ∈ Y |yB = 0},
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s = dimY . Ïóñòü Y = U ⊕ Y0, âûáèðàåì áàçèñ Y , ïîñòðîåíííûé êàê îáÚåäèíåíèå
áàçèñîâ U è Y0. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöû A22 ∈ B ïðèìóò âèä

A22 =

(
B22 B23

Os,n−t−s Os

)
.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì
îöåíêó

dimB >
n− t
s
− 1.

Âñïîìíèì ïðî óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè àëãåáðû, ò.å. C(A) ⊆ A. Â ïîñòðîåííîì
áàçèñå ìàòðèöû àëãåáðû A èìåþò âèä

A =

Ot B12 B13

O B22 B23

O O Os

 .

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû âèäàOt O Z
O O O
O O Os

 , Z ∈Mt,s(F),

êîììóòèðóþò ñî âñåìè ìàòðèöàìè A ∈ A, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæàòñÿ â A. Îòñþäà

dimA > st+ 1 + dimB > st+
n− t
s

.

Åñëè t 6 2−
2
3n

1
3 , òî èç îöåíêè dimA > n

t
ïîëó÷àåì, ÷òî dimA > (2n)

2
3 .

Ïóñòü t > 2−
2
3n

1
3 . Èç îöåíêè dimA > st+ 1 + dimB > st+ n−t

s
ïîëó÷àåì, ÷òî

dimA > 2{t(n− t)}
1
2 .

Êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå, ôóíêöèÿ x(n− x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0, n
2
], ïîýòîìó

dimA > 2{2−
2
3n

1
3 (n− 2−

2
3n

1
3 )}

1
2 =

= (2n)
2
3{1− (2n)−

2
3}

1
2 > (2n)

2
3{1− (2n)−

2
3} = (2n)

2
3 − 1.

Òåîðåìà 5.11 (Òåîðåìà Ëàôôè, 1985). Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A ⊂
Mn(F) � ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà. Òîãäà dimA >
(2n)

2
3 − 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìûØóðà, çàìåòèì, ÷òî åñëè
âA âñå ìàòðèöû èìåþò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, òîA óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ïðåäûäóùåé òåîðåìû 5.10 è dimA > (2n)

2
3 − 1.

Èíà÷å, êîãäà âA åñòü ìàòðèöû ñ íåñêîëüêèìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, òîA ñîïðÿ-
æåíà ñ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé àëãåáðîé. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ äëÿ äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ,
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A = B1 ⊕ . . . ⊕ Br, ãäå âñå àëãåáðû Bi ⊂ Mni(F), i = 1, . . . , r

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïðåäûäóùåé òåîðåìû 5.10 è dimBi > (2ni)
2
3 − 1.

Äëÿ n 6 4 èñïîëüçóÿ îïèñàíèå àëãåáð èç ëåììû 5.6 ïîëó÷àåì îöåíêó dimA > n.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâ

x+ {2(n− x)}
2
3 > (2n)

2
3 , 1 6 x < n− 4,

(2x)
2
3 + {2(n− x)}

2
3 > 1 + (2n)

2
3 , 4 6 x 6

n

2
,

ê ðàçìåðíîñòÿì áëîêîâ, äîêàçûâàåò îöåíêó äëÿ ðàçìåðíîñòè A.

Òî÷íîñòü ýòîé îöåíêè íåèçâåñòíà.
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî â êà÷åñòâå ïðèìåðà, íà êîòîðîì óäàåòñÿ ïîñòðîèòü òî÷íûå

îöíêè è êîíêðåòíûå êîíñòðóêöèè àëãåáð, íèëüïîòåííûå àëãåáðû êëàññà 3.
Ïóñòü A ⊂Mn(F) � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãáåðà êëàññà 3 òàêàÿ, ÷òî àëãåáðà A1 =

〈E〉⊕A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ. Êàê ìû ïîêàçàëè íà ïðîøëîé ëåêöèè,
ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì âñå ìàòðèöû èç A ïðèíèìàþò âèä On1 A12 A13

On2,n1 On2 A23

On3,n1 On3,n2 On3

 .

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû âèäàOn1 O Z
O On2 O
O O On3

 , Z ∈Mn1,n3(F),

êîììóòèðóþò ñî âñåìè ìàòðèöàìè A ∈ A1, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæàòñÿ â A1. Ïîëî-
æèì d = dimA− n1n3. Òîãäà d � ýòî ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà A0, ñîîòâåòñâó-
þùåãî âñåì ìàòðèöàì èç A ñ A13 = O. Ìàòðèöà âèäà On1 B O

On2,n1 On2 C
On3,n1 On3,n2 On3


ëåæèò â C(A), åñëè è òîëüêî åñëè BA23 = A12C äëÿ âñåõ A ∈ A0. Äëÿ êàæäîé
ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöû A ∈ A0 ýòî ìàòðè÷íîå óðàâíåíè ýêâèâàëåíòíî îäíîðîäíîé
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ñèñòåìå èç n1n3 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà n1n2+n2n3 íåèçâåñòíûõ ýëåñåíòîâ ìàòðèö B
è C. Îáúåäèíÿÿ óðàâíåíèÿ ïî âñåì ìàòðèöàì èç áàçèñà A0 ïîëó÷àåì â ñîâîêóïíîñòè
dn1n3 óðàâíåíèé, çíà÷èò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íå ìåíüøå n2(n1+n3)−
dn1n3. Ïî óñëîâèþ íà öåíòðàëèçàòîð, âñå ýòè ìàòðèöû-ðåøåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â A0,
îòêóäà

n2(n1 + n3)− dn1n3 6 d,

d > n2
n1 + n3

n1n3 + 1
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

dimA1 > n2
n1 + n3

n1n3 + 1
+ n1n3 + 1.

Ïî óñëîâèþ íà ðàçìåð ìàòðèö, n2 = n − (n1 + n3). Ïîäáåðåì n1, n3, ÷òîáû ìèíèìè-
çèðîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü âûøåîçíà÷åííîãî íåðàâåíñòâà. Èç ñèììåòðè÷íîñòè, ìîæíî

ðàññìîòðåòü n1 = n3 = m > 1. Ïóñòü f(m) =
2m(n− 2m)

m2 + 1
+ m2 + 1 =

2mn

m2 + 1
+

m2 +
4

m2 + 1
− 3. Íàéäåì íóëè ïðîèçâîäíîé f ′(x), f ′(x) = 2x − 2n

x2 + 1
+

4(n− 2x)

(x2 + 1)2
.

Ìèíèìóì âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ äëÿ x, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè x3 + 3x − n = 0. Â
ýòîì ñëó÷àå f(m) = 3m2+1. Â ÷àñòíîñòè äëÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ x3+3x−n = 0 èìååì

m > n
1
3 − n−

1
3 è

dimA1 >
[
3n

2
3 − 4

]
,

ò.ê. dimA1 > 3(n
1
3 − n−

1
3 )2 + 1 > 3n

2
3 − 5 >

[
3n

2
3 − 5

]
.

Èç ýòèõ îöåíîê, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî dimA1 > n äëÿ n 6 13.
Îñíîâûâàÿñü íà ðàçìåðíîñòè öåíòðàëèçàòîðà è ïîäîáíûõ ìàëûõ ïðèìåðàõ Ãåð-

øòåíõàáåðîì â 1961ã. áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà, óòâåðæäàþùàÿ ÷òî ðàçìåðíîñòü
ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû àëãåáðû Mn(F) âñåãäà íå
ìåíüøå ÷èñëà n (ïîðÿäêà ìàòðèö). Ðàññìîòðèì êîíòðïðèìåð Êóðòåðà, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà ìàòðèö.

Ïðèìåð 5.12 (Àëãåáðà Êóðòåðà). Ïîñòðîèì êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó àëãåáðû
M14(F) ðàçìåðíîñòè dim (AC) = 13.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B âñåõ ìàòðèö ïîðÿäêà 14 ñëåäóþùåãî âèäà:

0 0 O2×10 O2

0 0
x11 0
0 x11
x12 0
0 x12
x21 0 O10 O10×2
0 x21
x22 0
0 x22
z11 z12
z21 z22
y11 y12 z11 z12 z21 z22 0 0 0 0 x11 x12 0 0
y21 y22 0 0 0 0 z11 z12 z21 z22 x21 x22 0 0



,

ãäå xij, yij è zij � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ïîëÿ F. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà B
ñëåäóåò, ÷òî îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è ñîñòîèò èç ïîïàðíî êîììóòè-
ðóþùèõ ìàòðèö. Ïóñòü ìàòðèöà D ∈ B. Îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì áëî÷íîì
âèäå:

D =

O2 O O
A O10 O
Y B O2

 .

Ïóñòü

D′ =

O2 O O
A′ O10 O
Y ′ B′ O2


òàêæå ìàòðèöà èç B. Òîãäà

D′D =

 O2 O O
O O10 O
B′A O O2

 .

Ñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ òðåõ ìàòðèö èç B ðàâíî íóëþ. Òîãäà AC =
〈E14〉 ⊕ B � êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà M14(F) ðàçìåðíîñòè 13, ãäå B � íèëüïî-
òåíòíàÿ ïîäàëãåáðà êëàññà 3.

Ìàêñèìàëüíîñòü AC îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ðàçáåð¼ì òîëüêî ãëàâíûå
øàãè. Ëåâûé íèæíèé 2 íà 2 áëîê çàïîëíåí âñåâîçìîæíûìè ìàòðèöàìè. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ìàêñèìàëüíîñòè îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî íåëüçÿ äîáàâèòü ìàòðèö X âèäàO2 O O
P O10 O
O Q O2

 . Òàêàÿ ìàòðèöà ëåæèò â C(B), åñëè è òîëüêî åñëè XD = DX, ò.å.
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BP = QA äëÿ âñåõ D ∈ B. Äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöû D ∈ B ýòî ìàò-
ðè÷íîå óðàâíåíè ýêâèâàëåíòíî îäíîðîäíîé ñèñòåìå èç 4 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà 40
íåèçâåñòíûõ ýëåñåíòîâ ìàòðèö P è Q. Îáúåäèíÿÿ óðàâíåíèÿ ïî âñåì ìàòðèöàì èç
áàçèñà ïîëó÷àåì â ñîâîêóïíîñòè 32 óðàâíåíèÿ, çíà÷èò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé íå ìåíüøå 8. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû â òî÷íîñòè ðàâåí
32.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 5.

Âî âñåõ çàäà÷àõ ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå ìàêñèìàëüíîñòü ïî âêëþ÷åíèþ äëÿ àëãåáðû Êóðòåðà (îñòàëîñü
ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà ÑËÓ èìååò ðàíã 32).

Çàäà÷à 2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíîé ïîäàë-
ãåáðû A ⊂Mn(F) ðàçìåðíîñòè n.

Çàäà÷à 3. Âåðíî ëè, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn(F) ñîäåðæèòñÿ â ìàêñè-
ìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðå?

Çàäà÷à 4. Ïîñòðîéòå ìàêñèìàëüíóþ ïî âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó A ⊂
Mn(F), ñîäåðæàùóþ æîðäàíîâó ìàòðèöó ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì 0 èç äâóõ êëåòîê
ðàçìåðîâ n− 1 è 1.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü m,n ∈ N, k ∈ Z+ è k + m + 1 6 n. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B =
Em,m+1 + Em+1,m+2 + · · · + Em+k,m+k+1 ∈ Mn(F). Âîçüì¼ì ïîäïðîñòðàíñòâî Bk,m ⊆
Mn(F), ïîðîæä¼ííîå ìàòðèöàìè èç F[B] è ìàòðè÷íûìè åäèíèöàìè Ei,j, 1 6 i 6
m, m+ k + 1 6 j 6 n. Ïîêàæèòå, ÷òî
à) Bk,m ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé â Mn(F) êëàññà k + 2;
á) àëãåáðà B = Bk,m ⊕ 〈E〉 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ.

6 Îäíî- è äâóïîðîæä¼ííûå êîììóòàòèâíûå ìàòðè÷-

íûå ïîäàëãåáðû. Òåîðåìà Ãåðøòåíõàáåðà.

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé, åñëè âñå å¼ ýëåìåíòû ìî-
ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç F) êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà å¼ ýëåìåíòîâ, íàçû-
âàåìîãî ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà
ïîðîæäàåòñÿ ñâîèì áàçèñîì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé. Èíîãäà, ñèñòåìû ïî-
ðîæäàþùèõ, ìåíüøåé, ÷åì áàçèñ, íå ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, òàêîâà àëãåáðà Øóðà.

Äàëåå ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ àëãåáðû ñ åäèíèöåé âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü åäèíèöó ñëî-
âîì îò ïîðîæäàþùèõ äëèíû 0. Åñëè S ⊂Mn(F) � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî,
òî ïîäàëãåáðó ñ åäèíèöåé, ïîðîæä¼ííóþ ìíîæåñòâîì S, îáîçíà÷èì çà L(S).
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Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûå ìàòðè÷íûå ïîäàëãåáðû, ó êîòîðûõ
åñòü �ìàëûå� ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ � èç îäíîé èëè äâóõ ìàòðèö.

Èç ïðåäûäóùèõ ëåêöèé ìû çíàåì, ÷òî àëãåáðà L({A}), ïîðîæä¼ííàÿ îäíîé ìàò-
ðèöåé A, � ýòî àëãåáðà F[A] ìíîãî÷ëåíîâ îò A, dimL({A}) = deg µA(t) 6 n ïî òåîðåìå
Ãàìèëüòîíà�Êýëè, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèæèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâ-
ëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé, è â ýòîì ñëó÷àå L({A}) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî
âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé. ÏÎýòîìó äàëåå ðå÷ü ïîéäåò ïðî äâóïîðîæä¼í-
íûå àëãåáðû.

Ðàññìîòðèì òåîðåìó Ãåðøòåíõàáåðà 1961ã., à èìåííî, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå î
ðàçìåðíîñòè äëÿ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû, ïîðîæä¼ííîé ïàðîé ìàòðèö. Â îðèãè-
íàëüíîé ðàáîòå Ãåðøòåíõàáåðà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àëãåáðàè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ìû ðàññìîòðèì ÷èñòî ìàòðè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ðåçóëü-
òàòà, ïîëó÷åííîå â 1990-91ãã. íåçàâèñèìî Áàððèà è Õàëìîñîì, è Ëàôôè è Ëàçàðóñ.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìØóðà è Ëàôôè î ðàçìåðíîñòè, ñïåðâà ðàññìîòðèì
íèëüïîòåíòíûé ñëó÷àé.

Ïóñòü A ∈Mn(F) ïðèâåäåíà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå è èìååò âèä Jn1 ⊕
. . . ⊕ Jnk , ãäå k > 1, Jni = Jni(0) � æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà ni, è n1 > n2 > . . . >
nk > 1. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ êîíñòðóêöèþ óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðà ìàòðèö, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé âîçìîæíî ñäåëàòü âñå æîðäàíîâû êëåòêè ìàòðèöû A åäèíîãî ðàç-
ìåðà. Ñîïîñòàâèì ìàòðèöå A ìàòðèöó Â ∈ Mn1k(F), æîðäàíîâà ôîðìà êîòîðîé �
Jn1 ⊕ . . . ⊕ Jn1(k ðàç). Äëÿ n > 2 è ni 6 n ðàçëîæèì Fn = Fni ⊕ Fn−ni . Äëÿ æîð-
äàíîâîé êëåòêè Jn ïîäïðîñòðàíñòâî Fni ⊕ 0 èíâàðèàíòíî, à åå îãðàíè÷åíèå íà ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî ýòî â òî÷íîñòè Jni(0). Òîãäà äëÿ ìàòðèöû Â åñòâåñòâåííî âûäå-
ëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî M = (Fn1 ⊕ 0) ⊕ (Fn2 ⊕ 0) ⊕ . . . ⊕ (Fnk ⊕ 0), à
îãðàíè÷åíèå Â íà M ýòî â òî÷íîñòè A.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A,B ∈ Mn(F) � êîììóòèðóþ-
ùèå ìàòðèöû, A � íèëüïîòåíòíàÿ. Ïóñòü æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû A
èìååò âèä Jn1 ⊕ . . . ⊕ Jnk , ãäå k > 1, Jni = Jni(0) � æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà ni, è

n1 > n2 > . . . > nk > 1. Äëÿ ìàòðèöû Â ∈ Mn1k(F) è ïîäïðîñòðàíñòâà M , îïðåäå-
ëåííûõ âûøå, íà¼äåòñÿ ìàòðèöà B̂ ∈ Mn1k(F), êîììóòèðóþùàÿ ñ Â, äëÿ êîòîðîé M
òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è îãðàíè÷åíèå B̂ íà M ðàâíî B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.5 ìàòðèöû B è B̂ ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê
áëî÷íûå k× k ñ ðàçìåðàìè áëîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêàì A è Â. Âñïîìíèì ïîëî-
ñàòûé âèä áëîêà ìàòðèöû B. Ïóñòü i 6 j, èìååì ni > nj è Bij = T (yi,j;1, . . . , yi,j;nj).
Àíàëîãè÷íî, äëÿ i > j, èìååì ni 6 nj è Bij = T (yi,j;1, . . . , yi,j;ni). Áëîêè ìàòðèöû

B̂ ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè n1 × n1 ìàòðèöàìè. Îïðåäåëèì B̂ij ïî Bij: äëÿ i 6 j,

B̂ij = T (yi,j;1, . . . , yi,j;nj , 0, . . . , 0), äëÿ i > j, B̂ij = T (0, . . . , 0, yi,j;1, . . . , yi,j;ni), ãäå êîëè-
÷åñòâî 0 òàêîâî, ÷òîáû êàæäûé ðàçìåð ìàòðèöû ñòàë n1.

Òîãäà âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû ïî ïîñòðîåíèþ.
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Ëåììà 6.2. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, êâàäðàòíûå ìàòðèöû C1, . . . , Cm
� êâàäðàòíûå ìàòðèöû (âîçìîæíî, ðàçíûõ ðàçìåðîâ) ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
ñïåêòðàìè, p1(x), . . . , pm(x) ∈ F[x] � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà íàéä¼òñÿ îäèí
ìíîãî÷ëåí p(x) ∈ F[x] òàêîé, ÷òî p(Cj) = pj(Cj) äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Áàçà m = 1 î÷åâèäíà. Ïåðåõîä äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî m ïîëó÷èòñÿ, åñëè äîêàçàòü äëÿ m = 2, ïîñêîëüêó íîâîå óñëîâèå ìîæíî
äîáàâëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ïóñòü m = 2. Èñïîëüçóåì óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ: äàíû ìàòðèöû C è D è ìíî-
ãî÷ëåíû q è r. Åñëè p(C) = q(C), òî ìíîãî÷ëåí p− q àííóëèðóåò ìàòðèöó C, çíà÷èò,
p − q = fµC , p = fµC + q. Àíàëîãè÷íî, p = gµD + r. È îáðàòíî, ëþáûå ìíîãî÷ëåíû
òàêîé ñòðóêòóðû ïåðåâîäÿò C â q(C), à D â r(D). Òàêèì îáðàçîì, íóæåí ìíîãî÷ëåí p,
èìåþùèé îäíîâðåìåííî îáà âèäà p = fµC+q = gµD+r. Èñïîëüçóåì Êèòàéñêóþ Òåî-
ðåìó îá Îñòàòêàõ (èäåþ äîêàçàòåëüñòâà): ïî óñëîâèþ íà ñïåêòðû ìàòðèö ìíîãî÷ëåíû
µC è µD âçàèìíî ïðîñòû, ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ 1 = uµC + vµD, è
ïîëàãàåì p = ruµC + qvµD.

Òåîðåìà 6.3 (îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè). Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòî è A,B ∈Mn(F) � êîììóòèðóþùèå ìàòðèöû, k� ìàêñèìàëüíîå (ìàêñèìóì
ïî âñåì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì) êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ êëåòîê, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåí-
íîìó ÷èñëó ìàòðèöû A. Òîãäà íàéäóòñÿ ìàòðèöû A1, . . . , Ak ∈ F[A] òàêèå, ÷òî

Bk = A1B
k−1 + · · ·+ Ak−1B + Ak.

Äîêàçàòåëüñòâî. I. Ïóñòü ñíà÷àëà ó A ðîâíî îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ. Ïîñêîëüêó
F[A] = F[A − λE], ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà. Ïðèâåäåì åå
ê ÆÍÔ: A = Jn1 ⊕ . . . ⊕ Jnk . Ïî ëåììå 6.1 ïåðåéäåì ê ìàòðèöàì Â è B̂. Òîãäà
îãðàíè÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò íèõ íà M � ýòî òå æå ìíîãî÷ëåíû îò A è B. Ïîýòîìó
ìîæíî äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå êëåòêè A èìåþò îäèí
ðàçìåð n1. Ïî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû î âòîðîì öåíòðàëèçàòîðå, ëþáîé áëîê ìàòðèöû
B � ìíîãî÷ëåí îò Jn1 . Êîëüöî F[Jn1 ] � êîììóòàòèâíî, ìàòðèöà B íàä íèì èìååò
ðàçìåð k × k. Çàïèøåì äëÿ íåå òåîðåìó Ãàìèëüòîíà�Êýëè:

Bk = p1(Jn1)B
k−1 + · · ·+ pk−1(Jn1)B + pk(Jn1)E.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàä ýòîèì êîëüöîì ïî ïîñòðîåíèþ A = Jn1E � ñêàëÿðíàÿ ìàòðè-
öà, è òîãäà pi(Jn1)B = pi(A)B äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k.

II. Ïóñòü òåïåðü ó ìàòðèöû A m ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, A = A(1)⊕ · · · ⊕
A(m), Ai � æîðäàíîâà ìàòðèöà, îòâå÷àþùàÿ ÷èñëó λi. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.5,
ìàòðèöà B òàêæå èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä B = B(1)⊕· · ·⊕B(m), A(j)B(j) =
B(j)A(j), j = 1, . . . ,m. Ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå I, B(j)k = A1(j)B(j)k−1 + · · · +
Ak−1(j)B(j) + Ak(j), j = 1, . . . ,m. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k, ïîëîæèì Ai = Ai(1) ⊕
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. . . Ai(m). Òîãäà ðàâåíñòâî Bk = A1B
k−1 + · · · + Ak−1B + Ak âûïîëíåíî, íî îñòàëîñü

ïðîâåðèòü, ÷òî Ai ∈ F[A]. Ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå I íàì èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
j = 1, . . . ,m, Ai(j) = pij(A(j)), pij(x) ∈ F[x] � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû. Ïîñêîëüêó
ó êàæäîé ìàòðèöû A(j) ðîâíî îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ïðè÷¼ì ó êàæäîé ñâî¼, òî
ýòè ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 6.2, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî i =
1, . . . , k, íàéä¼òñÿ îáùèé ìíîãî÷ëåí pi(x) òàêîé, ÷òî Ai = pi(A(1))⊕ · · · ⊕ pi(A(m)) =
pi(A).

Îáû÷íàÿ òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè ñëåäóåò èç ýòîé, åñëè ïîëîæèòü A = λE. Äëÿ
ðàçìåðíîñòè àëãåáðû A = L({E,A,B}) ýòà òåîðåìà äà¼ò îöåíêó dimA 6 kn1, ÷òî â
îáùåì ñëó÷àå õóæå îöåíêè dimA 6 n.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A,B ∈ Mn(F) � êîììóòè-
ðóþùèå íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû. Ïóñòü æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû A
èìååò âèä Jn1 ⊕ . . . ⊕ Jnk , ãäå k > 1, Jni = Jni(0) � æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà ni, è
n1 > n2 > . . . > nk > 1. Òîãäà ó àëãåáðû A = L({E,A,B}) ñóùåñòâóåò áàçèñ âèäà

B = {AiBj| 0 6 i 6 n1 − 1, äëÿ j = 0,

0 6 i 6 n′2 − 1, äëÿ j = 1,

...

0 6 i 6 n′k − 1, äëÿ j = k − 1}, (8)

ãäå n1 > n′2 > . . . > n′k òàêèå ÷èñëà, ÷òî n
′
l 6 nl ïðè l = 2, . . . , k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñîïðÿæåíèè, ñðàçó áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî A ÿâÿëåòñÿ óêàçàííîé æîðäàíîâîé ìàòðèöåé. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóê-
öèåé ïî k.

Áàçà. Ïðè k = 1 ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ïîýòîìó B ∈ F[A], âûðàæàåòñÿ
â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå n− 1 = n1 − 1, è óòâåðæäåíèå âåðíî.

Øàã. Ïóñòü k > 2 è äëÿ âñåõ l 6 k−1 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ
4.5 A è B ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê áëî÷íûå k íà k ìàòðèöû. Äëÿ r 6 k ðàññìîòðèì
ïîäìàòðèöû A(r) = Jn1 ⊕ . . .⊕ Jnr , B(r) = (Bij), i, j = 1, . . . , r. Èç ïåðåñòàíîâî÷íîñòè
A è B ñëåäóåò, ÷òî A(r)B(r) = B(r)A(r) äëÿ âñåõ r 6 k.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðà L({E,A,B}) êàê ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ïîðîæäàåòñÿ âñåìè ñëîâàìè âèäà AiBj, i, j > 0. ×òîáû äîêàçàòü íàëè÷èå
áàçèñà âèäà 8, ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

L({E,A,B}) = 〈AiBj| 0 6 i 6 n1 − 1, äëÿ j = 0,

0 6 i 6 n2 − 1, äëÿ j = 1,

...

0 6 i 6 nk − 1, äëÿ j = k − 1〉. (9)
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Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà (9) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì, íî è àëãåáðîé, à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îíà èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ íà A è B.

Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî r: ïîëîæèì Ar = 〈A(r)iB(r)j−1| 0 6 i 6 nj − 1, j =
1, . . . , r〉. Äëÿ r = 1 ïîëó÷àåì òó æå áàçó, ÷òî è ïðè k = 1. Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè:
ïðè r < k Ar = L({E,A(r), B(r)}). Óòâåðæäåíèå ïîëó÷èòñÿ äëÿ r = k.

Ïóñòü r < k. Â ýòîì ñëó÷àå r+1 6 k, Jnr+1 íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà èíäåêñà nr+1.
Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ν > nr+1

Aν = A(r)ν ⊕O,
â ÷àñòíîñòè,

AνAi = A(r)νA(r)i ⊕O
äëÿ âñåõ i > 0.

Òåïåðü ïîñìîòðèì AνAiBj:

AνAiB =

(
A(r)ν+i O
O O

)(
B(r) ∗
∗ ∗

)
= BAνAi =

(
B(r) ∗
∗ ∗

)(
A(r)ν+i O
O O

)
,

îòêóäà
AνAiB = A(r)νA(r)iB(r)⊕O.

Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå j ðàç, ïîëó÷àåì

AνAiBj = A(r)νA(r)iB(r)j ⊕O.

Òàêèì îáðàçîì,
AνA = A(r)νL({E,A(r), B(r)})⊕O,

ïî èíäóêöèè AνA = A(r)νAr ⊕ O = Aν〈AiBj−1| 0 6 i 6 nj − 1, j = 1, . . . , r〉. Ðàñ-
ñìîòðèì óìíîæåíèå Aν íà ñëîâà èç 〈AiBj−1| 0 6 i 6 nj − 1, j = 1, . . . , r〉. Åñëè
nj > ν > nr+1, òî

Aν〈E,A, . . . , Anj−1〉Bj−1 =

Aν〈E,A, . . . , Anj−ν−1, Anj−ν , Anj−ν+1, . . . , Anj−1〉Bj−1 =

〈Aν , Aν+1, . . . , Anj−1〉Bj−1 + Anj〈E,A, . . . , Aν−1〉Bj−1 ⊆
Ak + AnjA

Åñëè ν > nj > nr+1, òî

Aν〈E,A, . . . , Anj−1〉Bj−1 =

〈Aν , Aν+1, . . . , Anj+ν−1〉Bj−1 =

Anj〈Aν−nj , . . . , Aν−1〉Bj−1 ⊆
AnjA.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ν > nr+1 èìååì AνA ⊆ Ak +
r∑
j=1

AnjA è

AνA ⊆ Ak.

Òåïåðü ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî AAk ⊆ Ak. Ïóñòü j = 1, . . . , k,

A〈E,A, . . . , Anj−1〉Bj−1 = 〈A,A2, . . . , Anj−1〉Bj−1 + 〈AnjBj−1〉 ⊆
Ak +Ak ⊆ Ak.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî
Bj−1L({A}) ⊆ Ak,

äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k, è çíà÷èò â ñèëó òîãî, ÷òî Ak ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, ïîëó÷àåì

k∑
j=1

Bj−1L({A}) ⊆ Ak.

Ïî îáîáù¼ííîé òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè äëÿ âñåõ s > k âñå áîëüøèå ñòåïåíè

AiBs ∈
k∑
j=1

Bj−1L({A}) ⊂ Ak Ò.å. Ak èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà A

è B, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé A è B çíà÷èò, Ak = A.
Êàê ïîëó÷èòü èñêîìûé áàçèñ B. Èç ñëîâ â ñïèñêåE,A, . . . , An1−1, B,AB, . . . , An2−1B, . . . ,

Bk−1, ABk−1, . . . , Ank−1Bk−1 ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî j > 2 è i′ = 0, . . . , nj − 1,
ïðîâåðÿåì, åñëè Anj−1−i

′
Bj−1 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå ñëîâà, òî âû-

÷åðêèâàåì åãî èç ñïèñêà. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì

B = {AiBj| 0 6 i 6 n1 − 1, äëÿ j = 0,

0 6 i 6 n′2 − 1, äëÿ j = 1,

...

0 6 i 6 n′k − 1, äëÿ j = k − 1},

ãäå n′l 6 nl ïðè l = 2, . . . , k. Ïî÷åìó n′l > n′n+1? Äëÿ l = 1 âåðíî, ÷òî n′2 6 n2 leqn1.
Äàëåå An

′
lBl−1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå ñëîâà ñïèñêà ïî ïîñòðîåíèþ. Óìíîæà-

åì íà B. Ïîëó÷àåì, ÷òî An
′
lBl âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå ñëîâà ñïèñêà, îòêóäà

n′l > (n′l+1 − 1) + 1 = n′l+1.

Ñëåäñòâèå 6.5. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è A,B ∈ Mn(F) � êîììóòè-
ðóþùèå íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû. Òîãäà dimL({E,A,B}) 6 n.

Òåîðåìà 6.6 (Òåîðåìà Ãåðøòåíõàáåðà, 1961). Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî
è A,B ∈Mn(F) � êîììóòèðóþùèå ìàòðèöû. Òîãäà dimL({E,A,B}) 6 n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ó ìàòðèöû A m ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, A = A(1)⊕
· · · ⊕ A(m), Ai � æîðäàíîâà ìàòðèöà ðàçìåðà ni, îòâå÷àþùàÿ ÷èñëó λi. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 4.5, ìàòðèöà B òàêæå èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä B = B(1)⊕· · ·⊕
B(m), A(j)B(j) = B(j)A(j), j = 1, . . . ,m. Êàê ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î
äâîéíîì öåíòðàëèçàòîðå è òåîðåìû Øóðà, àëãåáðà A = L({E,A,B}) ñîäåðæèò âñå
äèàãîíàëüíûå èäåìïîòåíòíûå ìàòðèöû âèäà Ej = O⊕· · ·⊕Enj⊕· · ·⊕O, j = 1, . . . ,m.

Ïîýòîìó A =
m⊕
j=1

L({Enj , A(j), B(j)}) è ïî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ

dimA =
m∑
j=1

dimL({Enj , A(j), B(j)}) 6
m∑
j=1

nj = n.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 6.

Âî âñåõ çàäà÷àõ ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Çàäà÷à 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö A,B ∈ Mn(F), òàêèõ, ÷òî
B /∈ F[A] è A /∈ F[B], è dimL({E,A,B}) = n.

Çàäà÷à 2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö A,B ∈ Mn(F), òàêèõ, ÷òî
B /∈ F[A] è A /∈ F[B], è dimL({E,A,B}) < n.

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû

A =



1 1 0 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0 1 0
−1 −1 0 0 0 0 0
0 3 −1 0 −1 −1 0


, B =



4 1 0 0 2 1 0
−1 −1 1 0 −2 1 0
−4 −1 0 0 −2 −1 0
0 0 0 0 0 0 0
−4 −1 0 0 −2 −1 0
−4 −1 0 0 −2 −1 0
9 3 −1 0 6 1 0


∈M7(C)

íèëüïîòåíòíû è êîììóòèðóþò. Íàéäèäå äëÿ àëãåáðû A, ïîðîæä¼ííîé A,B, áàçèñ èç
òåîðåìû 6.4. ×åìó ðàâíà dimA?

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A,B ∈ Mn(F) � êîììóòèðóþùèå íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû, æîð-
äàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà êîòîðûõ îäèíàêîâàÿ. Ìîæíî ëè îò áàçèñà èç òåîðåìû 6.4
ïåðåéòè ê íîâîìó áàçèñó îò ñëîâ AiBj, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ
ñèììåòðè÷íîñòè: äëÿ ïàðû (i, j) ñëîâà AiBj è AjBi âõîäÿò, ëèáî íå âõîäÿò â áàçèñ,
îäíîâðåìåííî?

Çàäà÷à 5. Ïóñòü A,B ∈Mn(F) � êîììóòèðóþùèå íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû, A èìååò
èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè r, B � èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè s, r > s. Êàêèì ìîæåò áûòü
êëàññ íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû, ïîðîæäåííîé A è B?
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7 Åù¼ ïðî àëãåáðû, ïîðîæä¼ííûå öèêëè÷åñêèìè ìàò-

ðèöàìè. Äâóïîðîæä¼ííûå êîììóòàòèâíûå ìàòðè÷-

íûå ïîäàëãåáðû ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ðàçáèåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n � ýòî ïðåäñòàâëåíèå n â âèäå
ñóììû ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ ÷àñòÿìè, òàê ÷òî ïîðÿäîê ñëåäî-
âàíèÿ ÷àñòåé íå ó÷èòûâàåòñÿ, (ò. å. ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ÷à-
ñòåé, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè). Â êàíîíè÷åñêîé çàïèñè ðàçáèåíèÿ ÷àñòè ïåðå÷èñëÿþòñÿ
â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå.

×èñëî ðàçáèåíèé P (n) íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ â òåîðèè ÷èñåë. Íàõîæäåíèå åãî âûðàæåíèÿ â âèäå ôóíêöèè îò
n îñòà¼òñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé
íàéäåíî Ã.Õ. Õàðäè è Ñ. Ðàìàíóäæàíîì: ïðè n→∞

P (n) ∼ 1

4n
√
3
eπ
√

2n
3 .

Îáîçíà÷åíèå 7.2. Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ìàòðèöó C ∈ Mn(F). Â æîðäàíîâîé
íîðìàëüíîé ôîðìå ìàòðèöû C êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ γj ñîîòâåòñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà nj, ïðè÷åì

∑
j

nj = n. Èçâåñòíî, ÷òî æîðäà-

íîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà êëåòîê. Òàêèì
îáðàçîì, æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå ìàòðèöû C ìîæíî ñîïîñòàâèòü ðàçáèåíèå
÷èñëà n. Îáîçíà÷èì åãî pJ(C).

Ëåììà 7.3. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è n ∈ N, n > 2. Ðàññìîò-
ðèì êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó A ⊂ Mn(F), ïîðîæä¼ííóþ öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé
A. Åñëè C ∈ A� öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî pJ(C) = pJ(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ C ∈ A ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Q(x) ∈ F[x]
ñòåïåíè degQ 6 n− 1 òàêîé, ÷òî C = Q(A).

Ïóñòü γ1, . . . , γk � âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, êðàòíîñòåé
s1, . . . , sk, ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ î ñïåêòðàõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè ìàòðèöû Q(A) áóäóò ÷èñëà Q(γ1), . . . , Q(γk), ïðè÷¼ì Q(γi) ìîæåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü îäíà æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà si, ëèáî íåñêîëüêî êëåòîê, ñóììà ðàçìåðîâ
êîòîðûõ òàêæå ðàâíà si.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà C = Q(A) ïî óñëîâèþ öèêëè÷åñêàÿ, òî êàæäîìó å¼ ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà, çíà÷èò, âñå ÷èñëà
Q(γ1), . . . , Q(γk) ïîïàðíî ðàçëè÷íû, èì ñîîòâåòñòâóþò êëåòêè ðàçìåðîâ s1, . . . , sk.

Òàêèì îáðàçîì, pJ(C) = pJ(Q(A)) = pJ(A).
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Îáîçíà÷åíèå 7.4. Ïóñòü F� àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è n ∈ N, n > 2. Ðàññìîò-
ðèì êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó A ⊂ Mn(F), ïîðîæä¼ííóþ öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé.
Òîãäà ÷åðåç pJ(A) îáîçíà÷èì ðàçáèåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâîëüíîé öèêëè÷åñêîé
ìàòðèöå â àëãåáðå A.

Îáîçíà÷èì Jk =
k−1∑
i=1

Ei,i+1 ∈ Tk(F) � æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà k ñ ñîáñòâåí-

íûì ÷èñëîì 0, è âîçüì¼ì ïîðîæä¼ííóþ åé àëãåáðó Nk. Îíà ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé
îáîëî÷êîé 〈Ek, J ik|i = 1, . . . , k − 1〉 ⊂ Tk(F).

Îáîçíà÷åíèå 7.5. Ïóñòü äàíî ðàçáèåíèå p = (n1, . . . , nm) ÷èñëà n, ãäå n > n1 > . . . >

nm > 0, 1 6 m 6 n,
m∑
i=1

ni = n. Òîãäà ñîïîñòàâèì åìó àëãåáðó Tp =
m⊕
j=1

Nnj ⊂ Tn(F),

ãäå ïðÿìàÿ ñóììà ïîíèìàåòñÿ êàê àëãåáðà áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 7.6. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, n ∈ N, n > 2. Ðàññìîòðèì
êîììóòàòèâíûå ïîäàëãåáðû A,B ⊂ Mn(F), ïîðîæä¼ííûå öèêëè÷åñêèìè ìàòðèöàìè.
Òîãäà
1. ïîäàëãåáðû A è B ïîäîáíû â Mn(F) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà pJ(A) = pJ(B);
2. â Mn(F) ñîäåðæèòñÿ ðîâíî P (n) ðàçëè÷íûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ ïîäàëãåáð,
ïîðîæä¼ííûõ öèêëè÷åñêèìè ìàòðèöàìè;
3. ïîäàëãåáðà A ïîäîáíà âåðõíåòðåóãîëüíîé ïîäàëãåáðå TpJ (A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2 î÷åâèäíî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà
1. Äîêàæåì 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A ∈ A, B ∈ B � öèêëè÷åñêèå ìàòðèöû. Äî-
ïóñòèì, íàéä¼òñÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T ∈ Mn(F) òàêàÿ, ÷òî B = TAT−1. Òîãäà
ïî ëåììå ?? àëãåáðà B ïîðîæäåíà öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé BT = TAT−1. ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí Q(x) ∈ F[x] ñòåïåíè degQ 6 n− 1 òàêîé, ÷òî B = Q(BT ).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.3, â èòîãå ïîëó÷àåì

pJ(A) = pJ(A) = pJ(TAT
−1) = pJ(B).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü pJ(A) = pJ(B) = (n1, . . . , nm), ãäå n > n1 > . . . > nm > 0,

1 6 m 6 n,
m∑
i=1

ni = n.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû U, V ∈ Mn(F), ÷òî U−1AU è
V −1BV � æîðäàíîâû, ïðè÷¼ì ðàçìåðû èõ êëåòîê óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ. Èç
òîãî, ÷òî êàæäîé æîðäàíîâîé êëåòêå ñîîòâåòñòâóåò ñâî¼ ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì

A = U(
m⊕
i=1

Nni)U−1,

B = V (
m⊕
i=1

Nni)V −1,
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îòêóäà
B = V U−1A(V U−1)−1.

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ è óòâåðæäåíèå ïóíêòà 3.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ãåðøòåíõàáåðà âèäíî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ àëãåáð ìàê-
ñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè äîñòàòî÷íî îïèñàòü òàêèå àëãåáðû â íèëüïîòåíòíîì ñëó÷àå.
Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé æîðäàíîâûõ êëåòîê åäèíîãî ðàçìåðà. Ïóñòü n = km, ìàòðèöà
A ∈ Mn(F) ïðèâåäåíà ê æîðäàíîâîé ôîðìå Jm ⊕ . . . ⊕ Jm(k ðàç). B ∈ Mn(F) �
êîììóòèðóþùàÿ ñ A íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå dimL({E,A <
,B}) = n îçíà÷àåò, ÷òî â òåîðåìå 6.4 áàçèñ B ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ñëîâ
{AiBj| 0 6 i 6 m− 1, j = 0, . . . , k − 1}.

Êàê ïîêàçàíî â îáîáù¼ííîé òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�ÊýëèB = (pij(Jm)), pij(x) ∈ F[x],
Bk = fk−1(A)B

k−1 + . . .+ f1(A)B + f0(A).

Îïðåäåëåíèå 7.7. Íàçîâ¼ì ìàòðèöó B A-öèêëè÷åñêîé, åñëè äëÿ r < k Br íå âûðà-
æàåòñÿ â âèäå òàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè r − 1 jn B ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F[A].
Îïðåäåëåíèå 7.8. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, n ∈ N è f(x) = xn + an−1x

n−1 +
. . . + a1x + a0 ∈ F[x] (ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 áóäåì íàçûâàòü óíè-
òàðíûì). Ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé ìíîãî÷ëåíà f(x) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

C(f) =


0 0 0 . . . 0 −a0
1 0 0 . . . 0 −a1
0 1 0 . . . 0 −a2
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0 . . . 1 −an−1

 ∈Mn(F).

Òåîðåìà 7.9. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, n ∈ N è A ∈Mn(F). Ìàòðèöà A ÿâëÿåò-
ñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîäîáíà ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöå
ñâîåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (ñì. çàäà÷è
ê ëåêöèè).

Òåîðåìà 7.10. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è n = km, ìàòðèöà A ∈Mn(F)
ïðèâåäåíà ê æîðäàíîâîé ôîðìå Jm ⊕ . . . ⊕ Jm(k ðàç). B ∈ Mn(F) � êîììóòèðóþ-
ùàÿ ñ A íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà, B = (b′ij(Jm)). Òîãäà dimL({E,A,B}) = n òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà B0 = (b′ij(Om)) ÿâëÿåòñÿ A-öèêëè÷åñêîé. Áîëåå òî-
ãî, â äàííûõ óñëîâèÿõ ìîæíî âûáðàòü æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ A, â êîòîðîì ìàòðèöà

B0 =


O Em O . . . O
O O Em . . . O
...

...
...

. . .
...

O O O . . . Em
O O O . . . O

 , B =


O Em O . . . O
O O Em . . . O
...

...
...

. . .
...

O O O . . . Em
f0(Jm) f1(Jm) f2(Jm) . . . fk−1(Jm)

 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. �⇒�. Ïóñòü dimL({E,A,B}) = n. Îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî
B0 íå ÿâëÿåòñÿ A-öèêëè÷åñêîé. Òîãäà B

k−1
0 = gk−2(A)B

k−2
0 + . . .+ g1(A)B0 + g0(A).

Â ìàòðèöå B0 ñîáðàíû ñâîáîäíûå ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíîâ èç ìàòðèöû B, ïîýòîìó â
ìàòðèöå B − B0 âñå ìíîãî÷ëåíû áåç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, çíà÷èò B − B0 = JmB1 äëÿ
íåêîòîðîé B1 ∈ Mk(F[Jm]). Ìàòðèöà êàê ýëåìåíò Mk(F[Jm]) � ñêàëÿðíàÿ, îòêóäà
B = B0 + AB1, è òàêæå A êîììóòèðóåò ñ B0 è B1. Ðàññìîòðèì Bk−1:

Bk−1 = (B0 + AB1)
k−1 = Bk−1

0 + AD,

D ∈Mk(F[Jm]) (ðàñêðûëè ñêîáêè è âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâèåì êîììóòèðîâàíèÿ ñ A).
Ïîñêîëüêó Am = 0, òî

Am−1Bk−1 = Am−1Bk−1
0 = Am−1(gk−2(A)B

k−2
0 + . . .+ g1(A)B0 + g0(A)) =

Am−1(gk−2(A)(B − AB1)
k−2 + . . .+ g1(A)(B − AB1) + g0(A)) =

Am−1(gk−2(A)B
k−2 + . . .+ g1(A)B + g0(A)),

â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñíîâà èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó áèíîìà è óñëîâèå Am = 0. Ïðè
óìíîæåíèè Am−1gi(A) âñå ñëàãàåìûå â gi(A), êðîìå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, îáíóëÿþòñÿ,
ò.å. îñòà¼òñÿ γiA

m−1, γi ∈ F. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî Am−1Bk−1 âûðàæåíî â âèäå F-
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñëîâ Am−1Bj, j = 0, . . . , k − 2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ýòè
ñëîâà ñîñòàâëÿþò áàçèñ B.

�⇐�. Çàìåòèì, ÷òî åñëè B0 = (b′ij(Om)) ÿâëÿåòñÿ A-öèêëè÷åñêîé, òî ìàòðèöà B̃0 =
(b′ij(0)) ∈ Mk(F) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé â îáû÷íîì ñìûñëå. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ
íà àëãåáðó B ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ìàòðèöåé, òî äëÿ íåêîòîðîãî s: O = Bs =
Bs

0+ADs. Èç óñëîâèÿ êîììóòàòèâíîñòè A è Ds, ïîëó÷àåì, ÷òî ADs � íèëüïîòåíòíàÿ,
òîãäà Bs

0, à çíà÷èò è ñàìà B0 òîæå íèëüïîòåíòíà. Òîãäà B̃0 ∈ Mk(F) � öèêëè÷åñêàÿ
íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, âMk(F) îíà ïîäîáíà æîðäàíîâîé êëåòêå Jk:
T̃−1B̃0T̃ = Jk äëÿ íåêîòîðîé îáðàòèìîé ìàòðèöû T̃ ∈ Mk(F). Ïóñòü â ÿâíîì âèäå,
T̃ = (tij), S̃ = T̃−1 = (sij). Ñîïîñòàâèì èì ìàòðèöû T = (tijEm), S = (sijEm) ∈
Mkm(F). Èìååì

TS = En, SB0T =


O E O . . . O
O O E . . . O
...

...
...

. . .
...

O O O . . . E
O O O . . . O

 ,

ïðè ýòîì ïî ïîñòðîåíèþ TA = AT .
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Â ýòîì áàçèñå

B =


Jmb11(Jm) E + Jmb12(Jm) Jmb13(Jm) . . . Jmb1k(Jm)
Jmb21(Jm) Jmb22(Jm) E + Jmb23(Jm) . . . Jmb2k(Jm)

...
...

...
. . .

...
Jmbk−1,1(Jm) Jmbk−1,2(Jm) Jmbk−1,3(Jm) . . . E + Jmbk−1,k(Jm)
Jmbk1(Jm) Jmbk2(Jm) Jmbk3(Jm) . . . Jmbkk(Jm)

 .

Ïîñòðîèì îáðàòèìóþ ìàòðèöó P = (pij(Jm)) ∈Mk(F[Jm]) òàêóþ, ÷òî
p11(Jm) p12(Jm) . . . p1k(Jm)
p21(Jm) p22(Jm) . . . p2k(Jm)

...
...

. . .
...

pk1(Jm) pk2(Jm) . . . pkk(Jm)




Jmb11(Jm) E + Jmb12(Jm) . . . Jmb1k(Jm)
...

...
. . .

...
Jmbk−1,1(Jm) Jmbk−1,2(Jm) . . . E + Jmbk−1,k(Jm)
Jmbk1(Jm) Jmbk2(Jm) . . . Jmbkk(Jm)

 =

=


O Em O . . . O
O O Em . . . O
...

...
...

. . .
...

O O O . . . Em
f0(Jm) f1(Jm) f2(Jm) . . . fk−1(Jm)



p11(Jm) p12(Jm) . . . p1k(Jm)
p21(Jm) p22(Jm) . . . p2k(Jm)

...
...

. . .
...

pk1(Jm) pk2(Jm) . . . pkk(Jm)

 .

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî íàéòè ðåøåíèå ñ p11(Jm) = E, p12(Jm) = . . . = p1k(Jm) = O.
Òîãäà èç ðàâåíñòâà ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè ïîëó÷àåì:

p21(Jm) = Jmb11(Jm), p22(Jm) = E + Jmb12(Jm), . . . , p2k(Jm) = Jmb1k(Jm).

Îïðåäåëèâ ýëåìåíòû âòðîé ñòðîêè ìàòðèöû P , ïðîäîëæàÿ ïî àíàëîãèè èç ðàâåíñòâ
ýëåìåíòîâ l-îé ñòðîêè (l = 2, . . . , k−1) ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ l+1-
îé ñòðîêè P :

pl+1,1(Jm) =
k∑
r=1

pl,r(Jm)Jmbr,1(Jm),

pl+1,j(Jm) = pl,j−1(Jm) +
k∑
r=1

pl,r(Jm)Jmbr,j(Jm), j = 2, . . . , k.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî pii� îáðàòèìàÿ ìàòðèöà âèäà E ïëþñ íèëüïîòåíòíàÿ:
pi,i(Jm) = E + Jmp̃i,i(Jm), à pij, i 6= j � íèëüïîòåíòíàÿ, pi,j(Jm) = Jmp̃i,j(Jm). Äëÿ i =
1, 2 áàçà âèäíà èç ïîñòðîåíèé. Äëÿ i > 3 è j = 1 â êàæäîì ñëàãàåìîì åñòü ìíîæèòåëü
Jm, ïîýòîìó pi,1(Jm) � íèëüïîòåíòíàÿ. Òîãäà äëÿ i > 3, j > 2, pi,j(Jm) = pi−1,j−1(Jm)+
k∑
r=1

pi−1,r(Jm)Jmbr,j(Jm). Åñëè i 6= j, òî i − 1 6= j − 1, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
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pi−1,j−1(Jm) = Jmp̃i−1,j−1(Jm), îòêóäà pi,j(Jm) = Jm(p̃i−1,j−1(Jm)+
k∑
r=1

pi−1,r(Jm)br,j(Jm))

� íèëüïîòåíòíàÿ òðåáóåìîãî âèäà. Åñëè i = j, pi−1,i−1(Jm) = E + Jmp̃i−1,i−1(Jm),

pi,i(Jm) = E + Jm(p̃i−1,i−1(Jm) +
k∑
r=1

pi−1,r(Jm)br,i(Jm)) åäèíè÷íàÿ ïëþñ íèëüïîòåíòíàÿ

òðåáóåìîãî âèäà.
Òîãäà âñÿ ìàòðèöà P = E +N , N � íèëüïîòåíòíàÿ, òàêàÿ ìàòðèöà êàê èçâåñòíî

îáðàòèìà.
Äëÿ îáðàòèìîé ìàòðèöû ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèå äëÿ ïîñëåäíåé ñòðîêè, ÷òîáû

îïðåäåëèòü ìíîãî÷ëåíû f0(Jm), f1(Jm), . . . , fk−1(Jm).
Äëÿ ìàòðèöûB òàêîãî âèäà ïî ïîñòðîåíèþ âèäíî, ÷òî ìàòðèöûAiBj, i = 0, . . . ,m−

1, j = 0, . . . , k − 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òåîðåìà 7.11. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è n = km, ìàòðèöà A ∈
Mn(F) ïðèâåäåíà ê æîðäàíîâîé ôîðìå Jm ⊕ . . . ⊕ Jm(k ðàç). B ∈ Mn(F) � êîì-
ìóòèðóþùàÿ ñ A íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà, B = (pij(Jm)). Òîãäà àëãåáðà L({E,A,B})
ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
dimL({E,A,B}) = n.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 7.

Âî âñåõ çàäà÷àõ ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå òåîðåìó 7.9.

Çàäà÷à 2. Óñòàíîâèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ñîïðÿæåíû:

A1 =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 −1 −1 −1

 , A2 =


−1 1 2 3 4 5
0 2 3 4 5 6
0 0 −2 7 8 9
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 ,

A3 =


0 1 0 0 0 0
−1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 −1 2 −1 1 1
0 −1 −5 −2 −3 −2

 , A4 =


2 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0
0 −1 2 1 0 0
−1 0 −1 2 1 0
−1 0 −1 1 1 1
1 0 1 1 −1 2

 .

Çàäà÷à 3. Äëÿ ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è âûÿñíèòü, ñîïðÿæåíû ëè ïîðîæäåí-
íûå èìè àëãåáðàìè?
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Çàäà÷à 4. Ïóñòü n = km, ìàòðèöà A ∈ Mn(F) ïðèâåäåíà ê æîðäàíîâîé ôîð-
ìå Jm ⊕ . . . ⊕ Jm(k ðàç). B ∈ Mn(F) � êîììóòèðóþùàÿ ñ A íèëüïîòåíòíàÿ ìàò-

ðèöà âèäà B =


O Em O . . . O
O O Em . . . O
...

...
...

. . .
...

O O O . . . Em
f0(Jm) f1(Jm) f2(Jm) . . . fk−1(Jm)

 . Ïîêàæèòå, äëÿ âåêòîðà

v =


O
...
O
E

 ∈ F[Jm]k, ÷òî ìíîæåñòâî v,Bv, . . . , Bk−1v ëèíåéíî íåçàâèñèìî íàä êîëü-

öîì F[Jm] (ò.å. íåò èõ íåòðèâèàëüíîé êîìáèíàöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F[Jm] ðàâíîé
íóëåâîìó âåêòîðó).

Çàäà÷à 5. Ê òåîðåìå 7.11: Ïóñòü n = km, ìàòðèöà A ∈ Mn(F) ïðèâåäåíà ê æîðäà-
íîâîé ôîðìå Jm⊕ . . .⊕ Jm(k ðàç). B ∈Mn(F) � êîììóòèðóþùàÿ ñ A íèëüïîòåíòíàÿ

ìàòðèöà âèäà B =


O Em O . . . O
O O Em . . . O
...

...
...

. . .
...

O O O . . . Em
f0(Jm) f1(Jm) f2(Jm) . . . fk−1(Jm)

 . Èñïîëüçóÿ ïðåäûäó-

ùóþ çàäà÷ó, ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà C ∈ C({A,B}) âûðàæàåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà
îò A è B, ò.å. àëãåáðà L({E,A,B}) ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ êîììóòàòèâíàÿ àë-
ãåáðà.

Çàäà÷à 6. Ê òåîðåìå 7.11: Ïóñòü n = km, ìàòðèöà A ∈ Mn(F) ïðèâåäåíà ê æîðäà-
íîâîé ôîðìå Jm ⊕ . . . ⊕ Jm(k ðàç). B ∈ Mn(F), êîììóòèðóþùàÿ ñ A íèëüïîòåíòíàÿ
ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà B0 íå ÿâëÿåòñÿ A-öèêëè÷åñêîé. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü C(B0)∩Mk(F[Jm−1m ]) (êàê ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä F) íå ìåíüøå
k + 1. Óêàçàíèå: ìàòðèöó B0 ìîæíî âçÿòü æîðäàíîâîé áëî÷íîé ìàòðèöåé êàê â äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.

8 Îáîáùåíèÿ êîììóòàòèâíîñòè. Ìàòðèöû, êîììóòè-

ðóþùèå ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, è ïîðîæä¼í-

íûå èìè àëãåáðû. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà Äðåéçèíà.

Â ñîîòíîøåíèè êîììóòàòèâíîñòè ìàòðèöû AB è BA ðàâíû. Îäíèì èç åñòåñòâåííûõ
îáîáùåíèé áóäåò ñëó÷àé, êîãäà îíè ìîãóò áûòü íå ðàâíû, íî ëèíåéíî çàâèñèìû êàê
âåêòîðû. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 8.1. Åñëè A,B ∈ Mn(F) è ñóùåñòâóåò ìíîæèòåëü ω ∈ F òàêîé, ÷òî
AB = ωBA, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A,B êîììóòèðóþò ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
ω (èëè ω-êîììóòèðóþò).

Ëåììà 8.2. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è A,B ∈Mn(F). Òîãäà χAB(t) = χBA(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì 2n × 2n ìàòðèöû. Ïóñòü C =

(
E A
O E

)
, òîãäà C−1 =(

E −A
O E

)
è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:(

E −A
O E

)(
AB O
B O

)(
E A
O E

)
=

(
O O
B BA

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ýòèõ ñîïðÿæåííûõ ìàòðèö ðàâíû, îòêóäà ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå ðàâåíñòâî χAB(t) = χBA(t).

Ñëåäñòâèå 8.3. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è A,B ∈ Mn(F), AB = ωBA, ω 6=
1. Åñëè ìàòðèöà AB íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, òî ω � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èç
åäèíèöû ñòåïåíè k 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùåé ëåììîé: χAB(t) = χBA(t) = χωBA(t).
Åñëè ìàòðèöà AB íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, òî å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî-

÷ëåí îòëè÷åí îò tn. Ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå j = 0, . . . , n− 1, äëÿ êîòîðîãî êîýôôè-
öèåíò cj ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ïðè t

j îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ ìàòðèöû ωBA êîýôôèöèåíò
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïðè tj ðàâåí ωn−jcj. Îòêóäà èç ñîâïàäåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ ïîëó÷àåì, ÷òî ωn−j = 1, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè n− j 6 n.
Êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n−j ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè
k|(n− j).

Ëåììà 8.4. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è A,B ∈ Mn(F), AB = ωBA,
ω 6= 1. Åñëè ìàòðèöà AB ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, òî ïàðà A,B îäíîâðåìåííî òðè-
àíãóëèçóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ω 6= 0. Ðàññìîòðèì [A,B] = AB − BA = (ω−1 − 1)AB,
ïî óñëîâèþ îí íèëüïîòåíòíûé. Â ñèëó óñëîâèÿ ω-êîììóòèðîâàíèÿ, ëþáîé îäíî÷ëåí
M(A,B)îò ìàòðèö A,B êîëëèíåàðåí îäíî÷ëåíó âèäà AiBj. Òîãäà M(A,B)[A,B] =
αAi+1Bj+1 è (M(A,B)[A,B])n = αn(Ai+1Bj+1)n = β(AB)nM1(A,B) = O. Çíà÷èò,
ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.12.

2) Ïðè ω 6= 0 óòâåðæäåíèå ïîëó÷åíî â ñëåäñòâèè 3.11.

Äàëåå ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöû AB è BA íå ÿâëÿþòñÿ íèëüïî-
òåíòíûìè.
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Ïðåäëîæåíèå 8.5. Ïóñòü F � ïîëå, ω ∈ F, ω 6= 0, 1. Ïóñòü A ∈Mn(F) � æîðäàíîâà
ìàòðèöà âèäà A = A1 ⊕ . . . ⊕ Am, ãäå Ai = Jni(λi) � æîðäàíîâà êëåòêà (÷èñëà λi
ìîãóò ñîâïàäàòü). Ðàññìîòðèì ìàòðèöó X ∈ Mn(F), AX = ωXA. Ðàçîáü¼ì X íà m2

áëîêîâ Xkl ðàçìåðîâ nk × nl â ñîîòâåòñòâèè ñ áëî÷íûì ðàçáèåíèåì A. Òîãäà
1. Xrs = 0 åñëè r = s è λr 6= 0, èëè åñëè r 6= s è λr 6= ωλs;
2. åñëè λr = 0, òî

Xrr =


yr,r;1 yr,r;2 yr,r;3 . . . yr,r;nr
0 ωyr,r;1 ωyr,r;2 . . . ωyr,r;nr−1

0 0
. . . . . .

...
0 0 ωnr−2yr,r;1 ωnr−2yr,r;2
0 0 0 . . . ωnr−1yr,r;1

 ;

3. åñëè λr = ωλs, òî

Xrs =


0 . . . yr,s;1 yr,s;2 . . . yr,s;nr
0 0 0 ωyr,s;1 . . . ωyr,s;nr−1

0 0
. . . . . . . . .

...
0 0 0 . . . 0 ωnr−1yr,s;1

 , nr < ns.

Xrs =



yr,s;1 yr,s;2 . . . yr,s;ns

0 ωyr,s;1
. . . ωyr,s;ns−1

0 0
. . . . . .

0 0 ωns−1yr,s;1
0 0 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . 0


, nr > ns.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ AX = XA ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ íà áëîêè:

ArXrs = ωXrsAs

äëÿ âñåõ r, s ∈ {1, . . . ,m}.
Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ r, s ∈ {1, . . . ,m} ìàòðèöà Xrs îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì óðàâíåíè-

åì
ArXrs = ωXrsAs. (10)

Óïðîñòèì îáîçíà÷åíèÿ: (Xrs)ij = yij, i = 1, . . . , nr, j = 1, . . . , ns.
Åñëè ðàñïèñàòü óðàâíåíèå (10) ïîýëåìåíòíî, ïîëó÷èì

λryij + yi+1,j = ω(λsyij + yi,j−1), if i 6= nr, j 6= 1, (11)
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λrynr,j = ω(λsynr,j + ynr,j−1), if j 6= 1, (12)

λryi,1 + yi+1,1 = ωλsyi,1, if i 6= nr, (13)

λrynr,1 = ωλsynr,1. (14)

I. s = r.
1. Ïóñòü λr 6= 0. Òîãäà èç (14) ïîëó÷àåì λr(1 − ω)ynr,1 = 0, îòêóäà ynr,1 = 0. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (12), ïîëó÷àåì ynr,2 = 0, ynr,3 = 0, . . . , ynr,nr = 0. Çàòåì
ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (13), ïîëó÷èì ynr−1,1 = 0, ynr−2,1 = 0, . . . , y1,1 = 0. Â êîí-
öå èñïîëüçóÿ (11), íà÷èíàÿ ñ nr−1-îé ñòðîêè è 2-ãî ñòîëáöà, îêîí÷àòåëüíî çàìå÷àåì,
÷òî

Xrr = 0.

2. Ïóñòü λr = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (12), ïîëó÷àåì ynr,1 = 0, ynr,2 =
0, . . . , ynr,nr−1 = 0. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (13), ïîëó÷èì ynr,1 = 0, ynr−1,1 =
0, . . . , y2,1 = 0. Íàêîíåö èç (11) ñëåäóåò, ÷òî

yi+1,j = ωyi,j−1,

ïîýòîìó Xrr ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé âèäà

Xrr =


y1 y2 y3 . . . ynr
0 ωy1 ωy2 . . . ωynr−1

0 0
. . . . . .

...

0
...

. . . ωnr−2y1 ωnr−2y2
0 0 . . . 0 ωnr−1y1

 .

II. r 6= s.
1. Ïóñòü λr 6= ωλs. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (14) ïîëó÷àåì, ÷òî (λr − ωλs)ynr,1 = 0, ò.å.
ynr,1 = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (12), ïîëó÷àåì ynr,2 = 0, ynr,3 = 0, . . . , ynr,nr = 0.
Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (13), ïîëó÷èì ynr−1,1 = 0, ynr−2,1 = 0, . . . , y1,1 = 0.
Â êîíöå èñïîëüçóÿ (11), íà÷èíàÿ ñ nr − 1-îé ñòðîêè è 2-ãî ñòîëáöà, îêîí÷àòåëüíî
çàìå÷àåì, ÷òî

Xrs = 0.

2. Ïóñòü λr = ωλs. Ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (12), ïîëó÷àåì ynr,1 = 0, ynr,2 =
0, . . . , ynr,nr−1 = 0. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (13), ïîëó÷èì ynr,1 = 0, ynr−1,1 =
0, . . . , y2,1 = 0. Íàêîíåö èç (11) ñëåäóåò, ÷òî

yi+1,j = ωyi,j−1,

ïîýòîìó Xrs ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé âèäà

Xrs =


0 . . . y1 y2 . . . ynr
0 0 0 ωy1 . . . ωynr−1

0 0
. . . . . . . . .

...
0 0 0 . . . 0 ωnr−1y1

 , nr < ns
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Xrs =



y1 y2 . . . yns

0 ωy1
. . . ωyns−1

0 0
. . . . . .

0 0 ωns−1y1
0 0 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . 0


, nr > ns.

Ïðåäëîæåíèå 8.6. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, n > 2, 2 6 k 6 n. Òîãäà ìàòðèöà

B ∈Mn(F), èìåþùàÿ áëî÷íîå ðàçáèåíèå ïîðÿäêà k âèäàB =


O O . . . O D1

D2 O . . . O O
. . .

O O . . . Dk O


íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ áëîêè � êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå
ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê èçB ïîëó÷àåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà A =


D2 O . . . O O

. . .

O O . . . Dk O
O O . . . O D1

, çíà÷èò, óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü äëÿ íå¼.
Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî k. Ïðè k = 2 ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñ óãëîì íóëåé. Åñëè åå äèà-
ãîíàëüíûå áëîêè íå êâàäðàòíûå, òî ìîæíî ïåðåãðóïïèðîâàòü ñòðîêè, ðàññìîòðåòü
êâàäðàòíûå áëîêè, â îäíîì èç êîòîðûõ áóäóò íóëåâûå ñòðîêè, ëèáî ñòîëáöû, òàêàÿ
ìàòðèöà âûðîæäåíà. Äëÿ êâàäðàòíûõ áëîêîâ èñïîëüçóåì òåîðåìó îá îïðåäåëèòåëå
ñ óãëîì íóëåé. Äàëåå äëÿ áîëüøèõ k ìàòðèöó èç k áëîêîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê

2 × 2 áëî÷íóþ A =

(
D2 O
O A′

)
, ãäå A′ � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ñ k − 1 áëîêîì. D2 è

A′� êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå (áàçà èíäóêöèè), äàëåå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè äëÿ A′.

Âàæíûì èíñòðóìåíòîì â èçó÷åíèè êâàçè-êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

Òåîðåìà 8.7 (Òåîðåìà Äðåéçèíà). Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è ïóñòü
n ∈ N, n > 2. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A,B ∈ Mn(F), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-
øåíèþ AB = εBA äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðà ε ∈ F, ε 6= 1, è ìàòðèöà AB íå ÿâëÿåòñÿ
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íèëüïîòåíòíîé. Òîãäà íàéäóòñÿ öåëîå ÷èñëî 0 6 r 6 n − 2 è îáðàòèìàÿ ìàòðèöà
P ∈Mn(F) òàêèå, ÷òî

P−1AP =

[
S X
O Ar

]
, P−1BP =

[
T Y
O Br

]
, (15)

ïðè÷¼ì ÷èñëî ε îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì èç åäèíèöû ïîðÿäêà
k > 1, äåëÿùåãî n− r, S è T � âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà r, ìàòðèöû ST
è TS íèëüïîòåíòíû, è

Ar =


C O . . . O
O εC . . . O

. . .

O O . . . εk−1C

 , Br =


O O . . . O D1

D2 O . . . O O
. . .

O O . . . Dk O

 , (16)

ãäå C ∈M(n−r)/k(F) � òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ÷òî σ(C)∩εjσ(C) = ∅ äëÿ âñåõ
j = 1, . . . , k − 1, D1, . . . , Dk ∈M(n−r)/k(F) � ïðîèçâîëüíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì DiC = CDi, i = 1, 2, . . . , k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî det(AB) = 0. Çíà÷èò, ïî êðàéíåé ìåðå îäíà
èç ìàòðèö A è B ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. Äîïóñòèì, detB = 0. Íàéäåòñÿ âåêòîð
v ∈ Fn \ {0}, òàêîé ÷òî Bv = 0. Îòñþäà B(Av) = ε−1A(Bv) = ε−1A · 0 = 0, è çíà÷èò,
BAiv = 0 äëÿ âñåõ i ∈ N∪{0}. Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâî W = 〈v,Av,A2v, . . .〉
ÿâëÿåòñÿ îáùèì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî A è B, è â íåì íàé-
äåòñÿ âåêòîð w ∈ W òàêîé, ÷òî Bw = 0 and Aw = λw. Äîïîëíèì âåêòîð w äî áàçèñà
Fn è âîçüìåì ìàòðèöó P1 ïåðåõîäà ê ýòîìó áàçèñó. Òîãäà

P−11 AP1 =

[
λ ∗

On−1,1 A1

]
, P−11 AP1 =

[
0 ∗

On−1,1 B1

]
,

ìàòðèöû A1 è B1 èìåþò ïîðÿäîê n − 1 è òîæå ε-êîììóòèðóþò. Ïîêà ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ áëîêîâ âûðîæäåíî, ïîâòîðèì èòåðàöèþ ñ Aj è Bj, j > 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññ
îñòàíîâèòñÿ ïðè j 6 n − 1, ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå AB íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé
ìàòðèöåé. Ñëó÷àé j = n − 1 íå âîçìîæåí, ïîñêîëüêó íåíóëåâûå ÷èñëà (ìàòðèöû
ïîðÿäêà 1) êîììóòèðóþò è íå ìîãóò ε-êîììóòèðîâàòü. Çíà÷èò, èìååì r = j 6 n − 2
è åñòü îáðàòèìàÿ ìàòðèöà Pr ∈Mn(F), ÷òî

P−1r APr =

[
S X
O Ar

]
, P−1r BPr =

[
T Y
O Br

]
, (17)

, S è T � âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà r, ìàòðèöû ST è TS íèëüïîòåíòíû,
è ArBr ∈ Mn−r(F) � îáðàòèìûå ε-êîììóòèðóþùèå ìàòðèöû. Ïî ñëåäñòâèþ 8.3 ε
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� êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n − r, ïîýòîìó îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì
êîðíåì èç åäèíèöû ïîðÿäêà k > 1, äåëÿùåãî n− r.

Ðàçîáú¼ì σ(Ar) íà k ÷àñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîáñòâåí-
íîãî ÷èñëà λ ∈ σ(Ar) â ïîäìíîæåñòâî Si, i = 1 . . . , k, äîáàâëÿåì εi−1λ, ïðîäîëæà-
åì ïðîöåññ, ïîêà îñòàëèñü ñîáñòâåííûå ÷èñëà, íå ðàñïðåäåëå¼ííûå ïî Si, ïðîöåññ
îñòàíîâèòñÿ, ïîñêîëüêó âñåãî áûëî íå áîëåå n − r ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Ar íåâûðîæäåííàÿ, ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå σ(Ar) =
k⊔
i=1

Si. Ïî ïî-

ñòðîåíèþ S1 íåïóñòî, è åñëè äëÿ λi ∈ Si è λj ∈ Sj âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå λi = ελj, òî
i ≡ j + 1( (mod k)). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8.5 åñëè ó Ar íåò ïàð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
âèäà λ, ελ, òî Br � íóëåâàÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè. Çíà÷èò,
S2 òîæå íåïóñòî.

Ïðèâåäåì ìàòðèöóAr ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå P
−1ArP = diag (C1, . . . , Ck),

ãäå Ci � æîðäàíîâà ìàòðèöà, îòâå÷àþùàÿ âñåì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì èç Si (ïîêà ìû
äîïóñêàåì, ÷òî Si ìîæåò áûòü ïóñòî ïðè i > 3, äîïóñòèì â ýòîì ñëó÷àå ïóñòóþ
ìàòðèöó Ci ïîðÿäêà 0. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî èç íåâûðîæäåííîñòè ArBr ñëåäóåò
íåïóñòîòà âñåõ ìíîæåñòâ.)

Òîãäà ìàòðèöó P−1BrP ðàññìîòðèì êàê áëî÷íóþ k×k ìàòðèöó, P−1BrP = (Dij).
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Ãr = P−1ArP ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé, òî ê íåé ïðèìåíèìî ïðåäëî-

æåíèå 8.5. Ïî óñëîâèþ íà ÷èñëà â êëàññàõ Si, B̃ = P−1BrP =


O O . . . O D1

D2 O . . . O O
. . .

O O . . . Dk O

,
ãäå ïîêà áëîêè Di ìîãóò ïîðÿäêà 0, åñëè ïóñòû êàêèå-òî Sj.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ÷òî Sj ïóñòî ïðè j > 3, à Sj−1 è Sj+1 (j + 1 áåðåì ïî ìî-
äóëþ k) íåïóñòû. Òîãäà ìàòðèöû Ãr, B̃r ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê áëî÷íûå ìàòðèöû
ïîðÿäêà k − 1. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà Aj−1 è Aj+1 íå ñâÿçàíû óìíî-
æåíèåì íà ε, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåíèå 8.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî áëîê Dj íóëåâîé è ó
ìàòðèöû B̃r åñòü íóëåâûå ñòðîêè, ïðîòèâîðå÷èå ñ íåâûðîæäåííîñòüþ. Ñëó÷àé ïóñòî-
òû íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, âñå Sj íåïóñòû.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 8.6 äëÿ ìàòðèöû B̃r ïîëó÷àåì, ÷òî âñå áëîêè � êâàäðàòíûå. Ýòî
îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå ðàçìåðîâ âñåõ ìàòðèö Cj �- êàæäàÿ èç íèõ èìååò ïîðÿäîê

n−r
k
.

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ ε-êîììóòàòèâíîñòè äëÿ áëîêîâ ïîëó÷àåì: C2D2 = εD2C1,
â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè D2 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

C2 = D2(εC1)D
−1
2 .

Ïðîäîëæàÿ äëÿ ñëåäþùèõ ñòðîê,

C3 = D3(εC2)D
−1
3 = D3D2(ε

2C1)D
−1
2 D−13 ,

è â îáùåì âèäå
Cj = Dj · · ·D2(ε

j−1C1)D
−1
2 · · ·D−1j ,
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j = 2, . . . , k. Îáîçíà÷èì C = C1, è ìû âèäèì, ÷òî Cj ïîäîáíà εj−1C äëÿ âñåõ j.
Âîçüìåì ìàòðèöó U = diag (Er, E,D2, D3D2, . . . , DkDk−1 · · ·D2), è ñîïðÿæåíèå A′ =
U(diag (Er, P ))

−1P−1r APrdiag (Er, P )U
−1,B′ = U(diag (Er, P ))

−1P−1r BPrdiag (Er, P )U
−1.

Ïðè ýòîì áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà îñòàíåòñÿ, îáðàòèìûå áëîêè èçìåíÿòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

A′r = diag (C, εC, . . . , εk−1C),

B′r =


O O . . . O D′1
D′2 O . . . O O

. . .

O O . . . D′k O

 ,
à èç ñîîòíîøåíèÿ ε-êîììóòàòèâíîñòè òåïåðü äëÿ áëîêîâ áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî CD′i =
D′iC.

Ñëåäñòâèå 8.8. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 8.7 äëÿ ìàòðèö Ar, Br ∈ Mn−r(F) âèäà (16)
ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ Q ∈Mn−r(F) òàêàÿ, ÷òî

Q−1ArQ = Ar =

[ C O ... O
O εC ... O

...
O O ... εk−1C

]
, Q−1BrQ =

[
O O ... O D0
I O ... O O
...

O O ... I O

]
, (18)

ãäå D0 = D1DkDk−1 · · ·D2 ∈ M(n−r)/k(F) íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèþ D0C = CD0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 8.7 âèäíî, ÷òî D0 íåâûðîæäåííàÿ è êîììóòèðóåò ñ C.
Çàìåòèì, ÷òî Bk

r = diag (X1, . . . , Xk) , Xj = DjDj−1 · · ·D1DkDk−1 · · ·Dj+1, â ÷àñòíî-
ñòè, X1 = D0.Ïîñêîëüêó âñå ìàòðèöû Dj íåâûðîæäåííûå êîììóòèðóþùèå ñ C, òî
D−1j XjDj = Xj−1 è D

−1
j CDj = C. Ñëåäîâàòåëüíî âñå ìàòðèöû Xj ïîäîáíû è ìàòðèöû

ïîäîáèÿ ìîæíî âûáðàòü êîììóòèðóþùèìè ñ C. Âîçüìåì

Q = E (n−r)
k

⊕D2 ⊕D3D2 ⊕ . . .⊕Dk · · ·D2,

òîãäà Q−1ArQ = Ar è Q
−1Bk

rQ = diag (D0, . . . , D0).
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Q−1BrQ =


O O . . . O D′1
D′2 O . . . O O

. . .

O O . . . D′k O

 ,
ãäå

D′1 = I ·D1 ·Dk · · ·D2 = D0, D
′
2 = D−12 ·D2 · E = E,
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è
D′i = D−12 · · ·D−1i ·Di ·Di−1 · · ·D2 = E

äëÿ âñåõ i = 3, . . . , k.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 8.

Âî âñåõ çàäà÷àõ ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ω 6= 0, 1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöû A,B ∈Mn(F) îäíîâðåìåííî
òðèàíãóëèçûåìû è ω-êîììóòèðóþò, òî AB � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ω 6= 0, 1, A ∈Mn(F). Ïîêàæèòå, ÷òî ω-öåíòðàëèçàòîð Cω(A) = {X ∈
Mn(F) : AX = ωXA} ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Mn(F). Â êàêèõ ñëó÷àÿõ îí áóäåò
ïîäàëãåáðîé?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ω 6= 0, 1, A ∈ Mn(F) � ìàòðèöà ðàíãà 1. à) Íàéäèòå ÿâíûé âèä
ω-öåíòðàëèçàòîðà Cω(A) = {X ∈ Mn(F) : AX = ωXA} ìàòðèöû A â æîðäàíîâîé
ôîðìå. á) Âû÷èñëèòå dim Cω(A).

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ω 6= 0, 1, A ∈ Mn(F) � íåíóëåâàÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà. Íàéäèòå
ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ω-öåíòðàëèçàòîðà Cω(A) = {X ∈Mn(F) : AX = ωXA}.

Çàäà÷à 5. Óñòàíîâèòå, ÷òî ñëåäóþùèå êîìïëåêñíûå ìàòðèöû A è B àíòèêîììóòè-
ðóþò è íàéäèòå äëÿ íèõ íîðìàëüíóþ ôîðìó èç òåîðåìû Äðåéçèíà:

A =


3 4 2 1 −3
−2 −3 −2 −1 3
−1 −4 0 −1 3
2 2 2 0 −3
−2 −1 −2 −1 1

 , B =


0 −3 1 4 6
0 5 −1 −2 −6
0 0 −1 −4 −3
2 −3 1 2 6
1 5 0 −2 −6

 .

9 Ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ. Íåóìåíüøàåìûå ñèñòåìû

ïîðîæäàþùèõ ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû, èõ ìàê-

ñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü.

Ïóñòü B = {b1, . . . , bm} � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (àëôàâèò). Êîíå÷íûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ èç B íàçîâåì ñëîâàìè. Ïóñòü B∗ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ
ñëîâ â àëôàâèòå B, FB � ñâîáîäíûé ìîíîèä íàä àëôàâèòîì B, ò.å. B∗ ñ îïåðàöèåé
êîíêàòåíàöèè.
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Îïðåäåëåíèå 9.1. Äëèíà ñëîâà bi1 . . . bit , ãäå bij ∈ B, ðàâíà t. Áóäåì ñ÷èòàòü 1
(ïóñòîå ñëîâî) ñëîâîì îò ýëåìåíòîâ B äëèíû 0.

Ïóñòü Bi îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå B äëèíû íå áîëüøåé i,
i > 0.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó A íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F è å¼ êîíå÷íóþ ñèñòåìó ïîðîæ-
äàþùèõ S. Ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà S ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê îáðàçû ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîãî ìîíîèäà FS ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèç-
ìå, è èõ òàêæå ìîæíî íàçûâàòü ñëîâàìè îò îáðàçóþùèõ è èñïîëüçîâàòü åñòåñòâåííîå
îáîçíà÷åíèå S i.

Ïîëîæèì S0 = {1A}, åñëè àëãåáðà A ñîäåðæèò åäèíèöó 1A, èíà÷å, ïîëîæèì S0 =
∅.

Îáîçíà÷åíèå 9.2. Ïîëîæèì Li(S) = 〈S i〉, ãäå 〈S〉 îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
ìíîæåñòâà S â íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì F. Çàìåòèì, ÷òî L0(S) =
〈1A〉 = F äëÿ àëãåáð ñ åäèíèöåé, è L0(S) = 0, èíà÷å.

Èç êîíå÷íîìåðíîñòè A ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð h, ÷òî Lh(S) =
Lh+1(S). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî h > 0 âûïîëíåíî Lh(S) = Lh+1(S), òî

Lh+2(S) = 〈L1(S)Lh+1(S) + L1(S)〉 = 〈L1(S)Lh(S) + L1(S)〉 = Lh+1(S)

è òàêæå Li(S) = Lh(S) äëÿ âñåõ i > h.
Ïî÷åìó åäèíèöà òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ ñëîâîì îò îáðàçóþùèõ:

Ïðåäëîæåíèå 9.3. S ïîðîæäàåòMn(F) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ∪{E} ïîðîæ-
äàåò Mn(F)

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãåáðà L(S) çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà S ∪ {E}, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì äâóñòîðîííèì èäåàëîì â Mn(F), çíà÷èò,
L(S) =Mn(F) .

Îïðåäåëåíèå 9.4. Íàçîâ¼ì ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ S ⊂ A íåóìåíüøàåìîé, åñëè
íèêàêîå å¼ ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî S ′ ⊂ S íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ
äëÿ A.

Ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ íåóìåíüøàåìîé ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ äëÿMn(F). Ïîñêîëüêó
îäíà ìàòðèöà ïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó, òî â íåóìåíüøàåìîé ñèñòåìå S íå
ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 9.5. Ìàòðèöû J = Jn(0) è ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà En,1 ïîðîæäàþò Mn(F).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñ äðóãîé ñòîðîíû êàêêàÿ ìîæåò áûòü íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü
íåóìåíüøàåìîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n = 2 åñòü òàêèå ñèñòåìû
èç 3-õ ìàòðèö, à äëÿ n > 3 � èç 2n− 2.
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Ïðèìåð 9.6. Ìàòðèöû A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
1 1
0 0

)
, C =

(
1 0
−1 0

)
ïîðîæäàþò M2(F)

(âìåñòå ñ E èìååì áàçèñ). Íèêàêàÿ ïàðà èç íèõ íå ïîðîæäàåò, ïîòîìó ÷òî ëþáàÿ ïàðà
ñ A ñðàçó òðåóãîëüíàÿ, à BC = O, ïîýòîìó òðèàíãóëèçóåìà.

Ïðèìåð 9.7. Ïóñòü n > 3. Ñèñòåìà èç 2n− 2 ìàòðè÷íûõ åäèíèö

E12, E21, E23, E32, . . . , En−1,n, En,n−1

ÿâëÿåòñÿ íåóìåíüøàåìîé ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû
Ei,i = Ei,i+1Ei+1,i, i < n,En,n = En,n−1En−1,n, ïðè i < j Ei,j = Ei,i+1Ei+1,i+2 · · ·Ej−1,j,
àíàëîãè÷íî ïðè i > j Ei,j = Ei,i−1Ei−1,i−2 · · ·Ej+1,j.

Åñëè óáðàòü îäíó èç ìàòðèö, òî ó îñòàëüíûõ åñòü îáùèé óãîë íóëåé, ïîýòîìó îíè
ëåæàò â ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðå.

Òåîðåìà 9.8. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, S ÿâëÿåòñÿ íåóìåíüøà-
åìîé ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ äëÿ M2(F). Òîãäà |S| 6 3, áîëåå òîãî, |S| = 3 åñëè è
òîëüêî åñëè äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû P ∈M2(F) âûïîëíåíî P−1SP ={
A =

(
a 0
0 0

)
+ αE,B =

(
b c
0 0

)
+ βE,C =

(
d 0
e 0

)
+ γE

}
, ãäå a, b, c, d, e, α, β, γ ∈ F,

ïðè÷åì bd+ ce = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 9.3 íåóìåíüøàåìàÿ ñèñòåìà S íå ñîäåðæèò
ñêàëÿðíûõ ìàòðèö. Ïóñòü A,B ∈ S è AB = BA. ÂM2(F) ëþáàÿ íåñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ò.å. A � öèêëè÷åñêàÿ, à òîãäà B ∈ F[A]. Â ýòîì ñëó÷àå L(S) =
L(S \ {B}), ïðîòèâîðå÷èå ñ íåóìåíüøàåìîñòüþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |S| > 4. Ïóñòü A,B,C ∈ S. Èç íåóìåíüøàåìîñòè ïîëó÷àåì,
÷òî dimL({A,B,C}) < dimM2(F). Ïî òåîðåìå 2.12 àëãåáðà L({A,B,C}) ÿâëÿåòñÿ
òðèàíãóëèçóåìîé, ò.å. dimL({A,B,C}) 6 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ýëåìåíòû íåóìåíüøà-
åìîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, çíà÷èò, A,B,C � áàçèñ T2(F). Â
ýòîì ñëó÷àå E ∈ 〈A,B,C〉, è òîãäà S íå ÿâëÿåòñÿ íåóìåíüøàåìîé. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé |S| = 3. Ïóñòü â S åñòü íåäèàãîíàëèçóåìàÿ ìàòðèöà A. Òîãäà
ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ A = αE + E12. Ïîñêîëüêó S ïîðîæäàåò M2(F), çíà÷èò â S
åñòü ìàòðèöà B, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, ò.å. b21 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå
A,B ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ, êîòîðàÿ ñòðîãî ñîäåðæèòñÿ â S. Òàêèì îáðà-
çîì, âñå òðè ìàòðèöû â íåóìåíüøàåìîé ñèñòåìå S äîëæíû áûòü äèàãîíàëèçóåìûìè.

Ïðèâåäåì ìàòðèöó A ∈ S ê æîðäàíîâîé ôîðìå è çàïèøåì A =

(
a 0
0 0

)
+ αE òàê,

÷òîáû a 6= 0. Ïóñòü B ∈ S. Ïîñêîëüêó ïàðà A,B íå ïîðîæäàåò M2(F), òî ïî òåîðåìå

2.12 îíà ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëèçóåìîé. Çíà÷èò ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî B =

(
b c
0 0

)
+ βE.

Ïóñòü C ∈ S, ïðåäñòàâèì C =

(
d f
e 0

)
+ γE. Èìååì e 6= 0, èíà÷å S ïîðîæäàåò òðå-

óãîëüíóþ àëãåáðó. Åñëè f 6= 0, òî B ∈ L({A,C}), ïðîòèâîðå÷èå ñ íåóìåíüøàåìîñòüþ.
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Çíà÷èò, C =

(
d 0
e 0

)
+ γE. Åñëè bd+ ce 6= 0, òî

(
b c
0 0

)(
d 0
e 0

)
= (bd+ ce)E11

è A = aE11 + αE ∈ L({B,C}), ïðîòèâîðå÷èå ñ íåóìåíüøàåìîñòüþ.

Ëåììà 9.9. Ïóñòü n > 2, F � ïîëå, S ⊂Mn(F) � òðèàíãóëèçóåìîå ñåìåéñòâî. Òîãäà
L(S) = Ln−1(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüX1, . . . , Xn� âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû,Xk = (x(k)ij). Òî-
ãäà

(X1 − x(1)11E)(X2 − x(2)22E) · · · (Xn − x(n)nnE) = O.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì, ÷òî X1 · · ·Xn ∈ Ln−1({X1, . . . , Xn}).
Ýòè óñëîâèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ñîïðÿæåíèè, ïîýòîìó L(S) = Ln−1(S).

Ëåììà 9.10. Ïóñòü n > 3, F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, S ÿâëÿåòñÿ íåóìåíü-
øàåìîé ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ äëÿ Mn(F) ìîùíîñòè |S| > n + 2. Òîãäà â S ñîäåð-
æèòñÿ ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî S ′ òàêîå, ÷òî àëãåáðà L(S ′) íå òðèàíãóëèçóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü òàêàÿ íåóìåíüøàÿ ñèñòåìà
è äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà S ′ ⊂ S ïîðîæäåííàÿ èì àëãåáðà òðèàíãóëèçóåìà.

1. Ïîêàæåì, ÷òî Ln−1(S) = Mn(F). Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A1, . . . , An ∈ S èìååì
|{A1, . . . , An}| 6 n < |S|, ïîýòîìó ìàòðèöû A1, . . . , An îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû
è L({A1, . . . , An}) = Ln−1({A1, . . . , An}). Çíà÷èò ëþáîå ïðîèçâåäåíèå n ìàòðèö èç S
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû èç Ln−1(S), îòêóäà Ln−1(S) = L(S) =Mn(F).

2. Ïóñòü k 6 n − 1, A1, . . . , Ak, B, C ∈ S, S ′ = {A1, . . . , Ak, B, C}. Èìååì |S ′| 6
n+1 < |S|, ïîýòîìó àëãåáðà L(S ′) � òðèàíãóëèçóåìà. Òîãäà A1 · · ·Ak[B,C] � íèëüïî-
òåíòíà ïî òåîðåìå 3.12. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà k è ìàòðèö Aj ∈ S ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà S ∈ Sn−1 ìàòðèöà S[B,C] � íèëüïîòåíòíà. Ñîãëàñíî ïóíêòó
1 Ln−1(S) = Mn(F). Çíà÷èò àëãåáðà Mn(F)[B,C] èìååò áàçèñ èç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-
ìåíòîâ. Åñëè [B,C] � ìàòðèöà ðàíãà r > 0, òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿMn(F)[B,C] �
ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ íåíóëåâûå òîëüêî íåêî-
òîðûå âûäåëåííûå r ñòîëáöîâ. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü áàçèñ
èç íèëüïîòåíòíûõ ìàòðèö, â ÷àñòíîñòè, îí ñîñòîèò èç ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì. Ïî
ëèíåéíîñòè ñëåäà, ó âñåõ ìàòðèö èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íóëåâîé ñëåä, ïðîòèâîðå-
÷èå, ò.ê. â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ñîäåðæèòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàò÷íàÿ åäèíèöà. Òàêèì
îáðàçîì, [B,C] = O. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà B,C, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî S �
êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî, íî òîãäà îíî íå ïîðîæäàåò Mn(F).
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Òåîðåìà 9.11. Ïóñòü n > 3, k < n, F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Ïîëîæèì

A =

(
Mk(F) O
O O

)
⊂Mn(F). Ïóñòü òàêæå ìàòðèöû X, Y ∈Mn(F) â áëî÷íîì âèäå X =(

X11 X12

X21 X22

)
, Y =

(
Y11 Y12
Y21 Y22

)
, X11, Y11 ∈ Mk)(F) äîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ X12Y21 6= O.

Òîãäà àëãåáðà B = L({A ∪ {X, Y }}) ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó ïîäîáíóþ
(
Mk+1(F) O

O O

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî diag (Ek, O) ∈ A, ïîýòîìó
(
O X12

O O

)
,

(
O O
Y21 O

)
∈ B.

Ïî óñëîâèþ íàéäóòñÿ èíäåêñû i, j, 1 6 i, j 6 k, ÷òî (X12Y21)ij 6= 0. Ïî óñëîâèþ

E1i, Ej1 ∈ A, òîãäà
(
O E1iX12

O O

)
,

(
O O

Y21Ej1 O

)
∈ B. Ýòî ïîçâîëÿåò áåç îãðàíè-

÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî i = j = 1 è X12 =


x1 . . . xn−k
0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0

 , Y21 =

 y1 0 . . . 0
...

...
. . .

...
yn−k 0 . . . 0

 , ïðè÷åì x1y1 + . . . xn−kyn−k = α 6= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ V ∈ Mn−k(F), òàêàÿ ÷òî (x1, . . . , xn−k)V =

(α, 0, . . . , 0) è V −1

 y1
...

yn−k

 =


1
0
...
0

 . Âòîðîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïåðâûé ñòîëáåö

ìàòðèöû V . Âîçüìåì ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ Fn−k ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (x1, . . . , xn−k)u =

0. Îíî èìååò ðàçìåðíîñòü n−k−1 è

 y1
...

yn−k

 /∈ U . Òîãäà îñòàâøèåñÿ ñòîëáöû ìàòðè-

öû V ìîæíî çàïîëíèòü áàçèñîì U , ïîëó÷èòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ñîïðÿãàåì
B ìàòðèöåé diag (E, V ). Ýòî ñîïðÿæåíèå òîæäåñòâåííî íà A, à ìàòðèöû X è Y ïå-
ðåéäóò â ìàòðè÷íûå åäèíèöû E1,k+1 è Ek+1,1. Íî òîãäà â ýòîé àëãåáðå ñîäåðæàòñÿ âñå

ìàòðèöû

(
Mk+1(F) O

O O

)
.

Çàäà÷è ê ëåêöèè 9.

Âî âñåõ çàäà÷àõ ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.
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Çàäà÷à 1. Ïóñòü A ∈ Mn(F) � ïðîèçâîëüíàÿ íåñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà. Âåðíî ëè, ÷òî
å¼ ìîæíî äîïîëíèòü äî íåóìåíüøàåìîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû Mn(F)?

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïàðà êîìïëåêñíûõ ìàòðèö D = diag (1, ε, . . . , εn−1), ãäå ε
� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû, C = E12 + E23 + . . . + En−1,n + En,1
ïîðîæäàåò Mn(C).

Çàäà÷à 3. Áóäåò ëè âåðíî óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, åñëè ε 6= 1 � ïðîèç-
âîëüíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèèèíèöû?

Çàäà÷à 4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåóìåíüøàåìîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ, ñîñòîÿùåé èç
3-õ ìàòðèö, äëÿ àëãåáðû Mn(F) ïðè ëþáîì n > 3.

9.1 Ëåêöèè 10�11.

Òåîðåìà 9.12. Ïóñòü F� àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, S ÿâëÿåòñÿ íåóìåíüøàåìîé
ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ äëÿ M3(F). Òîãäà |S| 6 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü |S| > 5.
Â ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 9.10 íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî S ′ ⊂ S, ÷òî àëãåáðà A =

L(S ′) íå òðèàíãóëèçóåìà. Ïî òåîðåìå 2.12 â áëî÷íîì âèäå A åñòü äèàãîíàëüíûé áëîê

M2(F). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, A =

(
M2(F) U12

O F

)
.

Èç òîãî, ÷òî A � ïîäàëãåáðà, ñëåäóåò, ÷òî ëèáî U12 = {0}, ëèáî U12 = F2. Òàêæå
ïî òåîðåìå äëÿ n = 2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |S ′| 6 3. Ïîñêîëüêó S * A, òî â S åñòü
ìàòðèöà Y ñ Y21 6= 0.

Ïóñòü U12 = F2. Òîãäà â S ′ åñòü ìàòðèöà X ñ X12 6= 0. Ïîñêîëüêó äëÿ íåíóëåâûõ
ìàòðèö X12, Y21 ðàçìåðîâ 1 íà 2 âûïîëíåíî óñëîâèå X12Y21 6= O, òî ïî òåîðåìå 9
S ′ ∪ {Y } ⊂ S ïîðîæäàåò M3(F), ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî U12 = {0}. Ïîñêîëüêó S ïîðîæäàåò M3(F),
òî â S \ S ′ åñòü ìàòðèöà X ñ X12 6= 0 è Y ñ Y21 6= 0. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ îäíîé
ìàòðèöûX ∈ S îäíîâðåìåííî âûïîëíåíîX12 6= 0 èX21 6= 0. Àëãåáðà L(S ′)) ñîäåðæèò

diag (E2, 0), îòêóäà

(
O X12

O O

)
,

(
O O
X21 O

)
∈ L(S ′ ∪ {X}). Òîãäà ïî òåîðåìå 9 S ′ ∪

{X} ⊂ S ïîðîæäàåò M3(F), ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêæå ïî òåîðåìå 9 S ′ ∪ {X, Y } ïîðîæäàåò M3(F), ïîýòîìó åñëè |S ′| = 2, òî

S ′ ∪ {X, Y } ⊂ S, òîæå ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, |S ′| = 3, è ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íåóìåíüøàåìîé ñèñòåìîé ïîðîæäàþ-

ùèõ äëÿ M2(F)⊕ 0, S ′ = {diagA1, 0, diagA2, 0, diagA3, 0}. Òàêæå äëÿ âñåõ X ∈ S \ S ′
ëèáî X12 = 0, ëèáî X21 = 0. Äëÿ X ñ X12 6= 0 è Y ñ Y21 6= 0 èìååì X21 = 0, Y12 = 0.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 9.3 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X22 = Y22 = 0. Ìàòðèöà X12Y21 èìååò ðàíã
1, çíà÷èò íåñêàëÿðíàÿ, òîãäà ïî òåîðåìå î çàìåíå {A1, A2, X12Y21} ÿâëÿåòñÿ íåóìåíü-
øàåìîé ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ äëÿ M2(F).
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Åñëè X11 = O, òî XY = diag (X12Y21, 0) è L({diagA1, 0, diagA2, 0, X, Y }) =M3(F).
Ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî, äëÿ Y11 = O. Åñëè X11 = βY11, òî diag (X12Y21, 0) =
−β−1(X − βY )2 è îïÿòü L({diagA1, 0, diagA2, 0, X, Y }) =M3(F).

Çíà÷èò, îñòàëñÿ ñëó÷àé, êîãäàX11 è Y11 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà dim 〈X11, Y11〉 =
2, dim 〈A1, A2, E〉 = 3 è ýòè äâà ïîäïðîñòðàíñòâà 4-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâàM2(F) èìå-
þò íåíóëåâîå ïåðåñå÷åíèå. Òîãäà ñíîâà diag (X12Y21, 0) ∈ L({diagA1, 0, diagA2, 0, X, Y, E})
è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåíèÿ 9.3 ñíîâà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Îïðåäåëåíèå 9.13. Äàëåå ìû ïîêàæåì, êàê óìåíüøèòü ðàçìåð èññëåäóåìûõ ìàòðèö
(óáðàòü òî, ÷òî ìû ðàíåå íàçûâàëè ñâÿçàííûìè áëîêàìè).

Òåíçîðíûì (Êðîíåêåðîâñêèì) ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A ∈Mm,n(F) è B ∈Mk,l(F)
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

A⊗B =

 a11B . . . a1nB
...

...
am1B . . . amnB

 ∈Mmk,nl(F).

Äëÿ n = km ÷åðåç (Mm(F))k îáîçíà÷èì âëîæåíèå Mm(F) â Mn(F), ïåðåâîäÿùåå
A = (aij) ∈ Mm(F) â áëî÷íóþ ìàòðèöó (A)k = (aijEk) ∈ Mn(F). Ïóñòü ïîäàëãåáðà
A ⊆Mn(F) â áëî÷íîì âèäå èç òåîðåìû 2.12 èìååò òîëüêî äèàãîíàëüíûå áëîêè. Â ýòîé
ñèòóàöèè ìû ìîæåì ïåðåãðóïïèðîâàòü ýëåìåíòû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîñëå ñîïðÿæå-
íèÿ A = (Mn1(F))k1 ⊕ . . .⊕ (Mns(F))ks . Ìàòðèöó X ∈ A ðàññìîòðèì â áëî÷íîì âèäå,
X = (Xij), Xij ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ðàçìåðà niki × njkj. Êàæäûé áëîê Y = Xij òîæå
èìååò áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå Y = (Yuv), u = 1, . . . , ki, v = 1, . . . , kj, Yuv � ìàòðèöà
ðàçìåðà ni × nj. Ïóñòü Y = 〈Yuv〉. Åñëè Y 6= 0, âîçüìåì â íåì áàçèñ B1, . . . , Bq. Òîãäà
Y =M1 ⊗B1 + . . .Mq ⊗Bq, Ml � ki × kj ìàòðèöû.

Äàëåå ðàññìîòðèì Ỹ = {M1 ⊗ T1 + . . .Mq ⊗ Tq|Tl ∈Mni,nj(F)}, Ŷ = {M1, . . . ,Mq}.
Åñëè Y = 0, òî ñ÷èòàåì, ÷òî Ŷ = 0. Âîçâðàùàÿñü ê ìàòðèöå X ∈ A, ìû òàêèì
îáðàçîì îïðåäåëèëè X̃ij è X̂ij äëÿ êàæäîé ïàðû (i, j).

×åðåç X̃ è X̂ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà (Kij), ãäå Kij ∈ X̃ij, èëè

Kij ∈ X̂ij ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 9.14. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ S äëÿ M2(F) âåðíî, ÷òî L2(S) =
M2(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè dimL1(S) > 3. Òîãäà
ëèáî dimL1(S) = 4 è L1(S) = M2(F), ëèáî dimL1(S) = 3 < dimL2(S) = 4 è L2(S) =
M2(F).

Òåîðåìà 9.15. Ïóñòü n > 4 è S� íåóìåíüøàåìàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ äëÿMn(F).
Ïóñòü |S| > n+4. Òîãäà åñëè ëþáàÿ ïàðà ìàòðèö èç S òðèàíãóëèçóåìà, è äëÿ ëþáîãî
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ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà S ′ ⊂ S àëãåáðà L(S ′) â áëî÷íîé ôîðìå èç òåîðåìû 2.12 íå
ñîäåðæèò äèàãîíàëüíîãî áëîêà ðàçìåðà k > 3, òî S ñîäåðæèò òðîéêó ìàòðèö A,B,C,
÷òî L({A,B,C}) ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó A ïîäîáíóþ (M2(F))m1 ⊕ . . .⊕ (M2(F))mt , n =
2(m1 + . . .+mt).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà S ′ ⊂ S àëãåáðà
L(S ′) â áëî÷íîé ôîðìå èç òåîðåìû 2.12 íå ñîäåðæèò äèàãîíàëüíîãî áëîêà ðàçìåðà
k > 3, çíà÷èò íà äèàãîíàëè åñòü òîëüêî áëîêè ðàçìåðîâ 2 è 1.

Ïóñòü |S ′| 6 n è â àëãåáðå B = L(S ′) â áëî÷íîé ôîðìå èç òåîðåìû 2.12 íà äèà-
ãîíàëè åñòü m áëîêîâ ðàçìåðà 2, îñòàëüíûå k = n − 2m� ðàçìåðà 1. Ïîêàæåì, ÷òî
B = Ln+m−1(S ′). Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå X1 . . . Xn+m ∈ (S ′)n+m. Ïóñòü ñåé÷àñ áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ó ìàòðèö ïåðâûå m äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ èìåþò ðàçìåð 2.
n = 2m+ k, n+m = 3m+ k. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . ,m− 1 ïî ëåììå 9.14 i+ 1-
ûé äèàãîíàëüíûé áëîê ïðîèçâåäåíèÿ Xi+1Xi+2Xi+3 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñëîâà äëèíû
íå áîëüøåé 2 îò áëîêîâ ýòèõ ìàòðèö, à çíà÷èò åñòü Vi ∈ L2({Xi+1, Xi+2, Xi+3}), ÷òî
i+ 1-ûé äèàãîíàëüíûé áëîê (Xi+1Xi+2Xi+3 − Vi) = O. Òîãäà

(X1X2X3−V0) · · · (X3m−2X3m−1X3m−Vm−1)(X3m+1−(X3m+1)2m+1,2m+1E) · · · (Xn+m)n,nE) = O.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Åñëè ëþáàÿ ïàðà ìàòðèö òðèàíãóëèçóåìà, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íî

áðàòü íå òðîéêè, à ïàðû, ïîýòîìó B = Ln−1(S ′). Ìû ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî ïîäìíî-
æåñòâà, ÷òî ñëîâà äëèíû n− 1 âñå ïîðîæäàþò, ïîýòîìó Ln−1(S) =Mn(F).

Â S ′ åñòü íåòðèàíãóëèçóåìàÿ òðîéêà ìàòðèö A,B,C (íàïðèìåð, äîëæíû áûòü
ìàòðèöû, ïðîåêöèè êîòîðûõ íà ïåðâûé áëîêM2(F) åãî ïîðîæäàþò). Ïóñòü s 6 n−1,
S ′ = {Y1, . . . , Ys, Z, A,B,C}. Â àëãåáðå L(A,B,C) åñòü ïàðà ìàòðèö U, V , ÷òî [U, V ] íå
íèëüïîòåíòíà. Äëÿ ìàòðèö èç M2(F) åñëè êîììóòàòîð � íåíèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà
ñ íóëåâûì ñëåäîì, òî ýòî îáðàòèìàÿ äèàãîíàëèçóåìàÿ ìàòðèöà ñ ïðîòèâîïîëîæíû-
ìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Çíà÷èò, [U, V ]2 � ñêàëÿðíàÿ â ïðîåêöèè íà ëþáîé áëîê
ðàçìåðà 2. Òîãäà [[U, V ]2, Z]Y1 · · ·Ys � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà äëÿ âñåõ Yi ∈ S. Èç
óñëîâèÿ Ln−1(S) =Mn(F) ïîëó÷àåì, ÷òî [[U, V ]2, Z]Mn(F) ñîäåðæèò áàçèñ èç ìàòðèö
ñî ñëåäîì 0. Îòêóäà êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 9.10 ïîëó÷èì [[U, V ]2, Z] = 0 äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû Z ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, [U, V ]2 ∈ Z(Mn(F), êàê èçâåñòíî åñëè ìàòðè-
öà êîììóòèðóåò ñî âñåìè ìàòðèöàìè, òî îíà ñêàëÿðíàÿ. Íî ñ îäíîé ñòîðîíû [U, V ]2

íåíóëåâàÿ (ïîñêîëüêó íåíèëüïîòåíòíàÿ) ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû â
ïðîåêöèè íà áëîêè ðàçìåðà 1 îíà íóëåâàÿ. Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò,
÷òî áëîêè ðàçìåðà 1 îòñóòñòâóþò.

Òåîðåìà 9.16. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, n = n1k1+. . . nsks. Ðàññìîòðèì
ïîäàëãåáðó A = (Mn1(F))k1 ⊕ . . . ⊕ (Mns(F))ks ⊆ Mn(F) è êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
S ⊂Mn(F). Òîãäà â âûøåîçíà÷åííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, S ∪A ïîðîæäàåò Mn(F) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Ŝ ∪ Â ïîðîæäàåò Mg(F), g = k1 + . . .+ ks.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áëî÷íîé ìàòðèöû X = (Xij) ∈Mn(F) îáîçíà÷èì çà XE
ij òàêóþ

ìàòðèöó, ÷òî âñå åå áëîêè, êðîìå (i, j)-ãî ðàâíû íóëþ, à îñòàâøèéñÿ áëîê ñîâïàäàåò
ñ Xij. Ïîëîæèì B = L(S ∪ A).

1. Åñëè S ∈ S, òî SEij ∈ B. Ñëåäóåò èç óñëîâèÿ, ÷òî EE
ii , E

E
jj ∈ A.

2. Åñëè S ∈ S, òî (Mni(F)SijMni(F))Eij ∈ B, ãäå A ∈ Mni(F) äåéñòâóåò íà Sij êàê
A⊕ . . .⊕ A (ki-ðàç). Ñëåäóåò èç óñëîâèÿ, ÷òî ((Mni(F))ki)Eii , ((Mnj(F))kj)Ejj ∈ A.

3. Åñëè S ∈ S, òî S̃ ⊂ B.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî (Sij)

E
ij ∈ B. Äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìàòðèö B1, . . . , Bq

è ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö T1, . . . , Tq ∈ Mni,nj(F) íàéäóòñÿ òàêèå Dp ∈ Mni(F), Hp ∈
Mnj(F), ÷òî

∑
p

DT
pBνHp) = Tν (òåîðåìà ïëîòíîñòè). Òîãäà ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ èç

ïóíêòà 2.
4. Ïîëîæèì Lij = 〈Sij|S ∈ S ∪ A〉. Åñëè A = (Aij) ∈ B, òî Aij ∈ Tij, ãäå

Tij = 〈Li1i2Li2i3 · · ·Lilil+1
|

l > 1, Lxy ∈ Lxy, i1 = i, il+1 = j〉

Îáðàòíîå òîæå âåðíî, åñëè A ∈Mn(F) è âñå Aij èìåþò óêàçàííûé âèä, òî A ∈ B.
Çàìåòèì, ÷òî B ïîðîæäàåòñÿ A è âñåìè ìàòðèöàìè SEij , S ∈ S. Çíà÷èò, ïîðîæäàåò-

ñÿ ìàòðèöàìè ((Mni(F))ki)Eii è SEij , S ∈ S. Ïî ïîñòðîåíèþ SEij , S ∈ S è (A)Eij ñîäåðæàòñÿ
â Tij. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî Tij ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé. Ýòî âåðíî, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðî-
åíèþ áåðóòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ äëèí. Îáðàòíî, âñå ýëåìåíòû (Tij)Eij ∈ B
ñîãëàñíî ïóíêòàì 2�3.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî 5. B = Mn(F) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (Tij)ij =
Mniki,njkj(F) äëÿ âñåõ i, j.

Çàìåòèì, ÷òî Â ñîñòîèò èç äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö EE
ii , i = 1, . . . , s. Òàêæå çàìåòèì,

÷òî äëÿ S ∈ S S̃ij = {M1⊗T1+ . . .Mq⊗Tq|Tl ∈Mni,nj(F)}. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå îáùåãî
âèäà

Li1i2Li2i3 · · ·Lilil+1

âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðîèçâåäåíèé âèäà

(M (1)
u1
⊗ T (1)) · · · (M (l)

ul
⊗ T (l)),

T (p) ∈Mip,ip+1(F), êîòîðûå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíèìàþò âèä

P =M (1)
u1
· · ·M (l)

ul
⊗ T (1) · · ·T (l).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ i + i1, i2, . . . , il+1 = j ìàòðèöû T

ïåðåáèðàþòñÿ âñå âîçìîæíûå, ïîýòîìó äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ìàòðèö M
(1)
u1 , . . . ,M

(l)
ul

ïðîèçâåäåíèÿ T (1) · · ·T (l) èç ïðîèçâåäåíèÿ P ïîðîæäàþò âñå ïðîñòðàíñòâî Mni,nj(F).
Çíà÷èò,

dim Tij = ninjdimMij,
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ãäå
Mij〈M (1)

h1
· · ·M (l)

hl
〉,

ïðîèçâåäåíèÿ áåðóòñÿ ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì èíäåêîâ i + i1, i2, . . . , il+1 = j,

à ìàòðèöà M
(ν)
hν

� ýòî îäíà èç ìàòðèö èç S̃inu,inu+1 äëÿ êàêîé-òî S ∈ S. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî

6. (Tij)ij =Mniki,njkj(F) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàMij =Mki,kj(F).
7. Mij = Mki,kj(F) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ŝ ∪ Â ïîðîæäàåò Mg(F), g =

k1 + . . .+ ks. Ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïóíêòîâ 1�6 ê Ŝ è Â.

Òåîðåìà 9.17. Ïóñòü F� àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, S ÿâëÿåòñÿ íåóìåíüøàåìîé
ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ äëÿ Mn(F). Òîãäà |S| 6 2n− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ n óòâåðæäåíèå íå âû-
ïîëíåíî. Òîãäà ñðåäè òàêèõ çíà÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü êîíòð-
ïðèìåð, åñòü ìèíèìàëüíîå, îáîçíà÷èì åãî nmin. Ïðåäïîëîãàåì, ÷òî åñòü íåóìåíüøà-
åìàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ S ⊂Mnmin(F), |S| > 2nmin − 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó S åñòü òàêîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî S ′, ÷òî ó àëãåáðû
L(S ′) â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè èç òåîðåìû 2.12 åñòü äèàãîíàëüíûé áëîê ïîðÿäêà
k > 3. Ïîñêîëüêó k < nnim, òî äëÿ àëãåáðû Mk(F) óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëè-
âî: â S ′ ìîæíî âçÿòü íå áîëåå 2k−2 ìàòðèö, áëîêè êîòîðûõ ïîðîæäàþò äàííûé äèà-
ãîíàëüíûé áëîê, îáîçíà÷èì ýòî ïîäìíîæåñòâî T . Ðàññìîòðèì áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ
ïîäàëãåáðó A àëãåáðû L((T )). Ïðèìåíèì òåîðåìó 9.16 ê S è A, ïîëó÷àåì, ÷òî Ŝ ∪ Â
ïîðîæäàåò Mg(F). Åñëè g > 2, òî ïðèìåíèì îñíîâíóþ òåîðåìó ê Mg(F): ñóùåñòâóåò
íåóìåíüøàåìîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Ŝ ∪ Â, |X | 6 2g − 2, ïîðîæäàþùåå Mg(F). Äëÿ
êàæäîãî X ∈ X áåðåì êàêóþ-íèáóäü èç ìàòðèö S = S(X) ∈ S, ÷òî Ŝ ñîäåðæèò X.

Ïîëàãàåì S0 = {S(X)|X ∈ X}. Èìååì |S0 6 |X | 6 2g − 2. Òàêæå Ŝ0 ∪ Â ïîðîæäàåò
Mg(F), ïîýòîìó ïî òåîðåìå 9.16 S0∪A ïîðîæäàåò Mn(F). Çíà÷èò, S0∪ (T ) ïîðîæäàåò
Mn(F). Íî òîãäà S = S0 ∪ (T ). Â ýòîì ñëó÷àå,

|S| 6 |S0|+ |T | 6 2g − 2 + 2k − 2 6 2(nmin − k + 1)− 2 + 2k − 2 = 2nmin − 2.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü g = 2. Òîãäà k = nmin − 1. L(T ) =

(
Mnmin−1(F) U12

O F

)
.

Çäåñü ïðèìåíÿåì ðàññóæäåíèÿ êàê ñ n = 3, ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå X, Y ∈ S,
÷òî Mnmin(F) = L(T ∪ {X, Y }). Òîãäà S = T ∪ {X, Y } è

|S| 6 2(nmin − 1)− 2 + 2 = 2nmin − 2.

Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè |S| > n+4, òî S ñîäåðæèò òðîéêó ìàòðèö A,B,C, ÷òî L({A,B,C}) ñîäåðæèò

ïîäàëãåáðó A = (M2(F))m1 ⊕ . . . ⊕ (M2(F))mt , nmin = 2(m1 + . . . + mt). Ïîâòîðÿÿ
ðåäóêöèþ ñ A ñíîâà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Îñòàåòñÿ ñëó÷àé |S| 6 nmin+3, ò.å. òîëüêî nmin = 4. Ñîáèðàÿ ïðåäûäóùèå óòâåð-
æäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âîçìîæíîãî êîíòðïðèìåðà
à) S íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà S ′ äëÿ êîòîðîãî â àëãåáðå L(S ′) åñòü
ïîäàëãåáðà M3(F);
á) S íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà S ′ äëÿ êîòîðîãî |S ′| 6 3 è â àëãåáðå
L(S ′) åñòü ïîäàëãåáðà ïîäîáíàÿ (M2(F))2 èëè M2(F)⊕M2(F);
â) àëãåáðà L({A,B}) òðèàíãóëèçóåìà äëÿ ëþáûõ A,B ∈ S;
ã) S ñîäåðæèò ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî S ′ äëÿ êîòîðîãî |S ′| = 3 è â àëãåáðå L(S ′)
åñòü ïîäàëãåáðà M2(F). Ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ

èç òåîðåìû 2.12 L(S ′) =
(
M2(F) ∗

0 ∗

)
. Âîçüìåì â ýòîé àëãåáðå áëî÷íî äèàãîíàëüíóþ

ïîäàëãåáðó B =

(
M2(F) 0

0 ∗

)
, ïî óñëîâèþ (á) áëîê * ìîæåò ñîäåðæàòü äâà ñâÿçàííûõ

èëè íåçàâèñèìûõ áëîêà ðàçìåðà 1. Òîãäà êàæäóþ ìàòðèöó X ∈M4(F) ïðåäñòàâèì â
áëî÷íîì âèäå X = (Xij), Xij ∈M2(F).

Îáîçíà÷èì X22 = L({S22|S ∈ S}). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêàêàÿ ïàðà A22, B22 íå
ïîðîæäàåò X22. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñðàâíèâàÿ ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåì X22 = M2(F). Â
òàêîé ñèòóàöèè íàéäåòñÿ òðîéêà ìàòðèö P,Q,R ∈ S, ÷òî 〈E2, P22, Q22, R22〉 = M2(F).
Ïîñêîëüêó S ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ, òî íàéäóòñÿ òàêèå ìàòðèöûX, Y ∈ S,
÷òî X12M2(F)Y21 6= 0, ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü S ∈ S ∪ {E}, äëÿ êîòîðîé X12S22Y21 6= 0.
Âîçüìåì T = S ′ ∪ {X, Y, S}. Òîãäà |T | 6 6 < |S|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, L(T ) ñîäåðæèò(
M2(F) 0

0 O

)
è

(
O X12S22

Y21 O

)
, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9 îíà ñîäåðæèò ïîäàëãåáðóM3(F),

ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (à). Åñëè X22 6= M2(F), òî îíà òðèàíãóëèçóåìà, è ïîýòîìó
ïîðîæäàåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîæåñòâîì {S22|S ∈ S ∪ {E}}. Â ýòîì
ñëó÷àå òàêæå ðàáîòàåò ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå. Ó íàñ îñòàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé
ä) X22 =M2(F) è íàéäåòñÿ ïàðà ìàòðèö P,Q ∈ S, ÷òî P22, Q22 ïîðîæäàþò M2(F).

Âîçüìåì T = S ′ ∪ {P,Q}. Èìååì |T | 6 5, ïîýòîìó îíî íå ïîðîæäåàåò M4(F), ñ

äðóãîé ñòîðîíû A = L(T ) ñîäåðæèò L(S ′) è
(
O O
O X22

)
, à çíà÷èò èìååò âèä A =(

M2(F) ∗
0 M2(F)

)
. Ñïåðâà äîïóñòèì, ÷òî A � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ. Ïî óñëîâèþ (á)

|T | > 4. Ïðè ýòîì X22 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì A, ñ óñëîâèåì (â) ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ åå äâóïîðîæäåííîñòüþ (óñëîâèåì (ä)).

Äàëåå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ñîäåðæèò ìàòðèöó B =

(
O O
B21 O

)
, B21 6= O. Â S

åñòü ìàòðèöà S, ó êîòîðîé S12 6= O. Òîãäà L(T ∪ {S}) ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó(
M2(F) M2(F)S12M2(F)

M2(F)B21M2(F) M2(F)

)
=M4(F).

Ïðè ýòîì |T ∪ {S}| 6 6. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàäà÷è ê ëåêöèè 11.

Âî âñåõ çàäà÷àõ ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó î çàìåíå äëÿ M2(F): Ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ
íåóìåíüøàåìîé ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ äëÿM2(F) ìîùíîñòè 3, A ∈M2(F) � ïðîèç-
âîëüíàÿ íåñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà â S íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà B, ÷òî ïðè çàìåíå
B íà A òîæå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ. Â êàêîì ñëó÷àå îíà áóäåò íåóìåíü-
øàåìîé?

Çàäà÷à 2. Â àëãåáðå M4(F) ïîñòðîéòå ïðèìåðû íåóìíüøàåìîé ñèñòåìû ïîðîæäàþ-
ùèõ ìîùíîñòè k äëÿ êàæäîãî 2 6 k 6 6.

Çàäà÷à 3. Â àëãåáðå Mn(F) ïîñòðîéòå ïðèìåð íåóìíüøàåìîé ñèñòåìû ïîðîæäàþ-
ùèõ, óäîâëåòâîðÿþùåé òåîðåìå 9.15. Äëÿ ñâîåãî ïðèìåðà óêàæèòå ìàòðèöû A,B,C
èç óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðåìû.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ïàðà ìàòðèö A,B ∈Mn(F) ïîðîæäàåòMn(F), ïðè÷åì B èìååò ðàíã
1. Äîêàæèòå, ÷òî A � öèêëè÷åñêàÿ.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü A ∈ Mn(F) � öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
B ∈Mn(F), òàêàÿ ÷òî ïàðà A,B ïîðîæäàåò Mn(F).

Çàäà÷à 6. Îáîñíóéòå øàã 3 â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.16: ïî÷åìó äëÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ìàòðèö B1, . . . , Bq ∈Mni,nj(F) è ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö T1, . . . , Tq ∈Mni,nj(F)
íàéäóòñÿ òàêèå Dp ∈Mni(F), Hp ∈Mnj(F), ÷òî

∑
p

DT
pBνHp = Tν
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