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Â ýòèõ çàïèñêàõ ìû ñëåäóåì ðàáîòàì [1], [2], [3], [4], [5], [6].
Ïóñòü X � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëåì k. Ïî-

âåðõíîñòü X íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé, åñëè ïîâåðõíîñòü X̄ =
X ⊗ k̄ áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíà P2 íàä k̄, ãäå k̄ � àëãåáðàè-
÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ k.

1. G-ïîâåðõíîñòè

Àëãåáðàè÷åñêóþ ñõåìó V íàä ïîëåì k âìåñòå ñ ãðóïïîé G, äåé-
ñòâóþùåé íà V ⊗ k̄, ãäå k̄ � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ k, ìû
áóäåì íàçûâàòü, G � ñõåìîé. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü G-ñõåìû ðàçìåðíîñòåé 0, 1, 2 ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ.

(i) Àëãåáðàè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïîëå k ñîâåðøåííî, G =
Gal(k̄/k) � ãðóïïà Ãàëóà, äåéñòâóþùàÿ íà V ⊗k ÷åðåç âòî-
ðîé ìíîæèòåëü. Äåéñòâèå G íà V òðèâèàëüíî.

(ii) Ãåîìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-
òî. G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Äåéñòâèå G íà V
çàäàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì G→ Aut(V ).

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü ïîëå k íåñåïàðàáåëüíî (õàðàêòåðèñòèêè p >
0) è ïóñòü θ ∈ k̄ \ k � ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûé ýëåìåíò òàêîé, ÷òî
θp ∈ k. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(k(θ)/k) òðèâèàëüíà. Ïîýòîìó
îïðåäåëåííàÿ íàä k(θ) ãèïåðïîâåðõíîñòü X ⊂ An, çàäàííàÿ óðàâ-
íåíèåì x2 = θx1 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî Aut(k(θ)/k).

Êàæäàÿ ïîäñõåìà V ′ ⊂ V â àëãåáðàè÷åñêîì ñëó÷àå è êàæ-
äàÿ G-èíâàðèàíòíàÿ � â ãåîìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ñíàáæåíû ñòðóêòóðîé G-ñõåì. G-ñõåìà V íàçûâàåòñÿ G-
íåïðèâîäèìîé, åñëè G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå íåïðè-
âîäèìûõ êîìïîíåíò V .

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä

k. Åñëè X èìååò k-òî÷êó P , òî Pic(X) = Pic(X̄)G.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Pic(X) ⊂ Pic(X̄)G. Ðàññìîòðèì íåêî-
òîðûé êëàññ C ∈ Pic(X̄)G. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå Ãà-
ëóà k′/k, äëÿ êîòîðîãî íà X ′ := X ⊗ k′ êëàññ C ðåàëèçóåòñÿ êàê
êëàññ íåêîòîðîãî äèâèçîðà D′ íà X ′. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì âûáðàòü
D′, íå ïðîõîäÿùèì ÷åðåç P . Ïóñòü Γ := Gal(k′/k). Äëÿ êàæäî-
ãî ýëåìåíòà γ ∈ Γ êëàññ äèâèçîðà γD′ ñîâïàäàåò ñ C . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ φγ ∈ k′(X ′) òàêàÿ, ÷òî
γD′ − D′ = div(φγ). Òàêèì îáðàçîì, âñå ôóíêöèè φγ ðåãóëÿðíû è
îáðàòèìû â òî÷êå P . Çàìåíÿÿ φγ íà φγ/φγ(P ), äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî
φγ(P ) = 1. Ïîñêîëüêó

γ1γ2D′ −D′ = γ1(γ2D′ −D′) + γ1D′ −D′,
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òî

div(φγ1γ2) = γ1 div(φγ2) + div(φγ1).

Îòñþäà

φγ1γ2 = γ1(φγ2) · φγ1 .
äëÿ âñåõ γ1, γ2 ∈ Γ. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð {φγ} îïðåäåëÿåò êîöèêë
ãðóïïû êîãîìîëîãèé Ãàëóà H1(Γ, k′(X ′)∗). Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà
90 èìååìH1(Γ,k′(X ′)∗) = 0 è ïîýòîìó êîöèêë {φγ} ÿâëÿåòñÿ êîãðà-
íèöåé, ò.å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ψ ∈ k′(X ′)∗ òàêàÿ, ÷òî φγ = γψ−ψ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, γD′ −D′ = div(γψ − ψ). Ïîëàãàÿ D = D′ − div(γψ),
ïîëó÷èì, ÷òî γD = D äëÿ âñåõ γ ∈ Γ. Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîð D
îïðåäåëåí íàä k. �

Çàìå÷àíèå 1.3. Òåîðåìà 1.2 äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.
Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå äëÿ ñòðóê-
òóðíîãî ìîðôèçìà π : X → Spec k:

Hp
et(Spec k, Rqπ∗O

∗
X) =⇒ Hp+q

et (X,O∗
X).

Îíà äàåò íàì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ H1
et(Spec k, π∗O∗

X)→ H1
et(X,O

∗
X)→

→ H0(Spec k, R1π∗O
∗
X)→ H2

et(Spec k, π∗O∗
X)→ H2

et(X,O
∗
X).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

H1
et(Spec k, π∗O∗

X) = H1(k̄/k, H0(X̄,O∗
X̄

)) = H1(k̄/k, k∗) = 0,

H1
et(X,O

∗
X) = H1(X,O∗

X) = Pic(X),

H0(Spec k, R1π∗O∗
X) = H0(Spec k, H1

et(X,O
∗
X)) = Pic(X̄)G

H2
et(Spec k, π∗O∗

X) = H2(k̄/k, H0(X̄,O∗
X̄

)) = Br k,
H2

et(X,O
∗
X) = BrX,

(ñì. [7]) ïîëó÷èì

0→ Pic(X)→ Pic(X̄)G → Br k→ BrX.

Îïðåäåëåíèå 1.4. G-ïîâåðõíîñòüX íàçûâàåòñÿG-ìèíèìàëüíîé,
åñëè ëþáîé áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì X → X ′ ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì.

2. Êîíóñ êðèâûõ

Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Ãîâîðÿò, ÷òî
öèêëû Z,Z ′ ∈ Z1(X) ÷èñëåííî ýêâèâàëåíòíû (ýòî îáîçíà÷àåòñÿ
Z ≡ Z ′), åñëè L · Z = L · Z ′ äëÿ âñåõ L ∈ Pic(X); ïî äâîéñòâåííî-
ñòè îïðåäåëåíà ÷èñëåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íà Pic(X). Áèëèíåéíàÿ
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ôîðìà Pic(X) × Z1(X) → Z � èíäóöèðóåò íåâûðîæäåííóþ áèëè-
íåéíóþ ôîðìó

N1(X)× N1(X)→ R,
ãäå N1(X) := (Pic(X)/ ≡)⊗R è N1(X) := (Z1(X)/ ≡)⊗R. Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå Íåðîíà-Ñåâåðè ïðîñòðàíñòâî N1(X) êîíå÷íîìåðíî. Åãî
ðàçìåðíîñòü íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ïèêàðà ìíîãîîáðàçèÿ X.
Â ïðîñòðàíñòâå N1(X) ðàññìîòðèì âûïóêëûé êîíóñ NE(X), ïî-

ðîæäåííûé âñåìè ýôôåêòèâíûìè 1-öèêëàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
NE(X) åãî çàìûêàíèå. Òàêèì îáðàçîì, NE(X) � çàìêíóòûé âûïóê-
ëûé êîíóñ â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå N1(X).
Îí íàçûâàåòñÿ êîíóñîì Ìîðè. Áîëåå òîãî, NE(X) ïîðîæäàåò
N1(X). Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî ýëåìåíòû NE(X) íåîáÿçàòåëüíî ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè 1-öèêëàìè è íåîáÿçàòåëüíî èìåþò ðà-
öèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Êàæäûé äèâèçîð Q-Êàðòüå îïðåäå-
ëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà N1(X).

Òåîðåìà 2.1 (êðèòåðèé îáèëüíîñòè Êëåéìàíà). Äèâèçîð Êàðòüå
H îáèëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îïðåäåëÿåò ñòðîãî ïî-

ëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ íà NE(X) \ {0}.

Ñëåäñòâèå 2.2. Êîíóñ NE(X) íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ.

Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëûé êîíóñ, íå ñîäåðæàùèé ïðÿìûõ. Ëó÷
R ⊂ K íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì, åñëè èç òîãî, ÷òî z1 + z2 ∈ R,
äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ z1, z2 ∈ K, ñëåäóåò, ÷òî z1, z2 ∈ R. Äëÿ
ëèíåéíîé ôóíêöèè f íà Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç Hf ãèïåðïëîñêîñòü
{f = 0}, à ÷åðåç Πf � ïîëóïðîñòðàíñòâî {f ≥ 0}.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëûé êîíóñ, íå ñîäåðæàùèé

ïðÿìûõ.

(i) Êîíóñ K ïîðîæäàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè ëó÷àìè, ò.å. äëÿ

ëþáîãî ýëåìåíòà z ∈ K ñóùåñòâóþò ýêñòðåìàëüíûå ëó-

÷è R1, . . . , Rm è ýëåìåíòû zi ∈ Ri òàêèå, ÷òî z = z1 +
· · ·+ zm.

(ii) Ëó÷ R ⊂ K ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî f
íåîòðèöàòåëüíà íà K, à ëó÷ R ñîäåðæèòñÿ è ýêñòðåìà-

ëåí â êîíóñå K ∩Hf .

(iii) Åñëè ëó÷ R ⊂ K ýêñòðåìàëåí, òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî Hf ∩K = R.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > 1. Åñëè
R ⊂ K ∩ Hf � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ êîíóñà K, òî, î÷åâèäíî îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì ëó÷îì ìåíüøåãî êîíóñà K ∩Hf . Íàîáîðîò,
ïóñòü R ⊂ K ∩ Hf � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ êîíóñà K ∩ Hf è ïóñòü
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z1 + z2 ∈ R, ãäå zi ∈ K. Òàê êàê f(z1 + z2) = 0 è f(zi) ≥ 0, òî
f(zi) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, zi ∈ R è ïîýòîìó R � ýêñòðåìàëüíûé
ëó÷ êîíóñà K.
Êîíóñ K ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîëóïðîñòðàíñòâ Πfα äëÿ íåêî-

òîðîãî íàáîðà ëèíåéíûõ ôóíêöèé fα, α ∈ I. Ïóñòü R ⊂ K � ýêñòðå-
ìàëüíûé ëó÷ è ïóñòü z ∈ R � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ìû óòâåðæäàåì,
÷òî ñèñòåìó ôóíêöèé fα ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî fo(z) = o äëÿ
íåêîòîðîãî o ∈ I. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å ìû ìîæåì íîðìèðîâàòü
ôóíêöèè fα òàê, ÷òî fα(z) = 1 äëÿ âñåõ α. Ïóñòü Uε � ε-îêðåñòíîñòü
òî÷êè z. Åñëè âñå fα ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû íà Uε, òî Uε ñîäåðæèò-
ñÿ â K, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ýêñòðåìàëüíîñòè R. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò zε ∈ Uε è fε òàêèå, ÷òî fε(zε) ≤ 0.
Ïóñòü fo = lim

ε→0
fε. Òîãäà fo(z) = lim

ε→0
fε(zε) ≤ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

fo(z) = lim
ε→0

fε(z) = 1. Ïðîòèâîðå÷èå.

�
Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü X � íîðìàëüíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü.

(i) Ïóñòü z ∈ N1(X) � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Åñëè z2 > 0 è

z ·H > 0 äëÿ íåêîòîðîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà H, òî z ïðè-
íàäëåæèò âíóòðåííîñòè êîíóñà NE(X).

(ii) Ïóñòü C ⊂ X � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ. Åñëè C2 ≤ 0, òî
êëàññ [C] ëåæèò íà ãðàíèöå NE(X). Åñëè C2 < 0, òî [C]
ïîðîæäàåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷.

(iii) Ïóñòü R ⊂ NE(X) � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷. Ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(a) R2 < 0,
(b) R · C < 0 äëÿ íåêîòîðîé êðèâîé C,
(c) R2 < 0 è R ïîðîæäåí êëàññîì (íåïðèâîäèìîé) êðè-

âîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Óñëîâèÿ z2 > 0 è z ·H > 0 îòêðûòû, ïîýòîìó
îíè âûïîëíåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uε,z ⊂ N1(X). Âîçüìåì
ðàöèîíàëüíûé ýëåìåíò z′ ∈ Uε,z (ò.å. z′ = [Z ′], ãäå Z ′ � ýëåìåíò
ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè). Òîãäà nZ ′ � öåëûé äèâèçîð
Êàðòüå äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Ñîãëàñíî íàøèì óñëîâèÿì èìååì
Z ′2 > 0 è H · Z ′ > 0. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà äëÿ m � 0 èìååì
h0(OX(mnZ ′)) > 0. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ z′ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýô-
ôåêòèâíûì öèêëîì. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
(ii) Êàæäûé ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð, íå ÿâëÿþùèéñÿ

îáèëüíûì, âûñåêàåò íà âûïóêëîì êîíóñå NE(X) íåêîòîðóþ ãðàíü
F . Åñëè C2 = 0, òî ïîñêîëüêó C � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, òî åå
êëàññ [C] ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è ëåæèò â ãðàíè F . Ïóñòü C2 < 0.
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Ðàññìîòðèì êîíóñ K := {z | z ·C ≥ 0} ∩NE(X). Ýòîò êîíóñ ñîäåð-
æèò êëàññû âñåõ íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ L 6= C. Ïîýòîìó NE(X)
ïîðîæäàåòñÿ K è R+[C]. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî R+[C] � ýêñòðåìàëü-
íûé ëó÷.
(iii) Âîçüìåì íåíóëåâîé ýëåìåíò z ∈ R è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ýôôåêòèâíûõ öèêëîâ Z(i) òàêóþ, ÷òî lim[Z(i)] = z.
(a) =⇒ (b) Ïóñòü R2 < 0. Çàïèøåì Z(i) =

∑
j aijCj, ãäå Cj �

íåïðèâîäèìûå êðèâûå, à aij ≥ 0. Òàê êàê 0 > z2 = lim z · Z(i), òî
ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ C = Cj òàêàÿ, ÷òî C · Z < 0.

(b) =⇒ (c) Ïóñòü R ·C < 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü êðèâóþ C íåïðè-
âîäèìîé. Äëÿ i� 0 èìååì C · Z(i) < 0. Ïîýòîìó C2 < 0. Çàïèøåì
Z(i) = αiC + Z ′(i), ãäå αi ≥ 0, öèêë Z ′(i) ýôôåêòèâåí è C íå ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïîíåíòîé Z ′(i). Äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà H èìååì
Z(i) ·H ≤ Const è Z(i) ·H ≥ 0. Ïîýòîìó âñå αi îãðàíè÷åíû ñâåðõó.
Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî αi ñõîäèò-
ñÿ: limαi = α. Ïîëîæèì z′ := z − α[C]. Òîãäà ýëåìåíò z′ = limZ ′(i)

ïðèíàäëåæèò NE(X). Òàê êàê C · Z ′(i) ≥ 0, òî C · z′ ≥ 0. Îòñþäà
α > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à [C] ∈ R. �
Ñëåäñòâèå 2.5. Åñëè ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ R òàêîé,

÷òî R2 > 0, òî ρ(X) = 1.

Ïðèìåð 2.6. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòü R � ýêñòðå-
ìàëüíûé ëó÷ íà X òàêîé, ÷òî KX · R < 0. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå
ñëó÷àè:

(i) R2 > 0, òîãäà ρ(X) = 1, äèâèçîð −KX îáèëåí, ñëåäîâà-
òåëüíî, X ' P2;

(ii) R2 < 0, òîãäà R = R+[C], ãäå C � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ.
Òàê êàê C2 < 0 è C ·KX < 0, òî C � (−1)-êðèâàÿ;

(iii) R2 = 0, òîãäà X èìååò ñòðóêòóðó ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíî-
ñòè è R ïîðîæäàåòñÿ åå ñëîÿìè (ò.å. X � ïðîåêòèâèçàöèÿ
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà 2 íà íåîñîáîé êðèâîé Γ).

Ïóíêòû (i) è (ii) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4.
Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(X) ≥ 3.
Ïóñòü f : X → X ′ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòÿãèâàíèé (−1)-êðèâûõ,
ïóñòü

∑
Ei � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð è ïóñòü R′ := f∗R. Ëåã-

êî ïðîâåðèòü, ÷òî R′ � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ â NE(X ′), KX′ · R′ ≤
KX · R < 0 è R′2 ≤ R2 ≤ 0. Ïîýòîìó KX′ íå ìîæåò áûòü ÷èñëåííî
ýôôåêòèâåí è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ′ � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõ-
íîñòü íàä íåîñîáîé êðèâîé Γ. Òîãäà ρ(X ′) = 2 è, ñëåäîâàòåëüíî,
R′2 = 0. Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî R′ ïîðîæäà-
åòñÿ öåëûì äèâèçîðîì D′, à èç òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà ñëåäóåò, ÷òî
D′ ìîæåò áûòü âçÿò ýôôåêòèâíûì. Ïóñòü D � 1-öèêë íà X òàêîé,
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÷òî [D] ∈ R è f∗D = D′. Çàïèøåì D = f ∗D′ −
∑
αiEi, αi ∈ R.

Òàê êàê D2 = D′2 = 0, òî
∑
αiEi = 0 è D = f ∗D′ � ýôôåêòèâíûé

öåëûé äèâèçîð. Ñíîâà ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà èìååì dim |D| > 0.
ÏîñêîëüêóD·

∑
Ei = 0, òî ìû èìååì ðàçëîæåíèåD ∼ D0+

∑
βiEi,

ãäå äèâèçîð D0 ýôôåêòèâåí, βi ≥ 0 è íå âñå βi ðàâíû íóëþ. Ïî-
ñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ýêñòðåìàëüíîñòè R = R+[D]. Òàêèì îáðà-
çîì, ρ(X) = 2. Êàê è âûøå, èç óñëîâèÿ R2 = 0 âûâîäèòñÿ, ÷òî R
ïîðîæäàåòñÿ öåëûì äèâèçîðîì D è ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| çàäàåò
ìîðôèçì X → Pn, êîòîðûé ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ìîðôèçì ñî ñâÿç-
íûìè ñëîÿìè íà íåîñîáóþ êðèâóþ. Çà îñòàëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè
ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê [8, ãë. 5, �2].

Òåîðåìà 2.7 (òåîðåìà î êîíóñå). Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü è ïóñòü H � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáèëüíûé äèâèçîð íà

X. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýêñ-

òðåìàëüíûõ ëó÷åé Ri ⊂ NE(X) òàêèõ, ÷òî (KX + εH) · Ri < 0.
Êàæäûé ëó÷ Ri ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì íåïðèâîäèìîé êðèâîé Ci.
Êîíóñ NE(X) ïîðîæäàåòñÿ êîíóñîì NE(X)∩{z | (KX+εH)·z ≥ 0}
è ëó÷àìè Ri.

Òåîðåìà 2.8 (òåîðåìà î ñòÿãèâàíèè). Ïóñòü R ⊂ NE(X) � ýêñ-

òðåìàëüíûé ëó÷ òàêîé, ÷òî R2 = 0 è KX ·R < 0. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ñòÿãèâàíèå f : X → Z ëó÷à R. Áîëåå òîãî, ρ(X) = 2, ëþáîé
ïðèâåäåííûé ñëîé f−1(z)red � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ è X
èìååò ëèøü ðàöèîíàëüíûå îñîáåííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î êîíóñå R = R+[D] äëÿ íåêîòî-
ðîé (íåïðèâîäèìîé) êðèâîé D. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà èìååì
h0(nD) > 0 ïðè n � 0. Âîçüìåì ìèíèìàëüíîå n òàêîå, ÷òî
dim |nD| > 0. ßñíî, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî ëèíåéíîé ñèñòåìû
|nD| ñîäåðæèòñÿ â êðèâîé D. Åñëè D � íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà
|nD|, òî dim |(n− 1)D| = dim |nD| > 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó
âûáîðó n. Ïîýòîìó |nD| íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò, à òàê
êàê D2 = 0, òî |nD| íå èìååò è áàçèñíûõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì,
|nD| îïðåäåëÿåò ìîðôèçì X → W ⊂ PN . Ðàññìîòðèì ôàêòîðèçà-

öèþ Øòåéíà X
f−→ Z

g−→W . Çäåñü ìíîãîîáðàçèå Z íîðìàëüíî, à
ìîðôèçì f èìååò ñâÿçíûå ñëîè. Òàê êàê D2 = 0, òî Z � (íåîñîáàÿ)
êðèâàÿ. Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà äëÿ îáùåãî ñëîÿ F èìååì pa(F ) = 0,
ò.å. F � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ (òåîðåìà Òçåíà). Òàê êàê
ñëîè ìîðôèçìà f èìåþò ÷èñòóþ êîðàçìåðíîñòü 1, òî îí � ïëîñ-
êèé è ïîýòîìó âñå ñõåìíûå ñëîè èìåþò àðèôìåòè÷åñêèé ðîä 0.
Ãîìîìîðôèçì-îãðàíè÷åíèå Pic(X)→ Pic(F ) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâ-
íûì, à åãî ÿäðî ïîðîæäàåòñÿ ñëîÿìè è êîìïîíåíòàìè ñëîåâ. Ïóñòü
f−1(z0) � ëþáîé ñõåìíûé ñëîé. Çàïèøåì f−1(z0) =

∑
miCi, ãäå Ci
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� íåïðèâîäèìûå êðèâûå, à mi ≥ 0. Êëàññ f−1(z0) ïðîïîðöèîíàëåí
êëàññó D è ïî îïðåäåëåíèþ ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à, [Ci] ∈ R. Ñëåäî-
âàòåëüíî, Ci·Cj = 0 äëÿ âñåõ i, j. Òàê êàê ñëîé f−1(z0) ñâÿçåí, òî îí
äîëæåí áûòü íåïðèâîäèìûì: f−1(z0) = m1C1. Ïîýòîìó ρ(X) = 2.
Äàëåå, ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà

2pa(C1)− 2 = (KX + C1) · C1 = KX · C1 < 0.

Òàêèì îáðàçîì, pa(C1) = 0 è C1 ' P1. Äîêàçàòåëüñâî ïîñëåäíåãî
óòâåðæäåíèÿ îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. �

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî N1(X)G ⊂ N1(X) ñîñòîÿ-
ùåå èç G-èíâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì òàêæå NE(X)G =
NE(X) ∩ N1(X)G. Èìååò ìåñòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Tr : N1(X) −→ N1(X)G, z 7−→ 1

|G|
∑
g∈G

g(z).

Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì: êîìïîçèöèÿ Tr ◦ι, ãäå ι :
N1(X)G ↪→ N1(X) � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-
íûì îòîáðàæåíèåì. ßñíî òàêæå, ÷òî Tr ñîõðàíÿåò ýôôåêòèâíîñòü
öèêëîâ è ïîýòîìó îòîáðàæàåò NE(X) íà NE(X)G.

Óòâåðæäåíèå 2.9. Åñëè R ⊂ NE(X)G � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷, òî

ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ Q ⊂ NE(X) òàêîé, ÷òî R =
Tr(Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì íåíóëåâîé ýëåìåíò z ∈ R. Òàê êàê
z ∈ NE(X), òî ïî òåîðåìå î êîíóñå èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
z =

∑
zi + z′, ãäå ýëåìåíò zi ïðèíàäëåæèò ýêñòðåìàëüíîìó ëó÷ó

Qi ⊂ NE(X), à ýëåìåíò z′ ñîäåðæèòñÿ â êîíóñå NE(X)∩{z | KX ·z ≤
0}. Òîãäà z = Tr(z) =

∑
Tr(zi)+Tr(z′), ãäå Tr(zi), Tr(z′) ∈ NE(X)G.

Ïî îïðåäåëåíèþ ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à Tr(zi),Tr(z′) ∈ R. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Tr(zi) ∈ R. �

Òåîðåìà 2.10 (G-èíâàðèàíòíàÿ òåîðåìà î êîíóñå). Ïóñòü X �

G-ïîâåðõíîñòü è ïóñòü H � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáèëüíûé G-
èíâàðèàíòíûé äèâèçîð íà X. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íå

áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé Ri ⊂ NE(X)G òàêèõ,

÷òî (KX + εH) · Ri < 0. Êàæäûé ëó÷ Ri ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì

G-íåïðèâîäèìîé êðèâîé Ci. Êîíóñ NE(X)G ïîðîæäàåòñÿ êîíóñîì

NE(X)G ∩ {z | (KX + εH) · z ≥ 0} è ëó÷àìè Ri.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ri � ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è êîíóñà NE(X)G

òàêèå, ÷òî (KX + εH) · Ri < 0. Ñîãëàñíî 2.9 èìååì Ri = Tr(Qi),
äëÿ íåêîòîðîãî ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à Qi êîíóñà NE(X). ßñíî, ÷òî
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(KX + εH) ·Qi = (KX + εH) · Ri < 0. Ïîýòîìó ÷èñëî ëó÷åé Ri êî-
íå÷íî. Îñòàëüíîå ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëü-
íî. �

Òåîðåìà 2.11 (G-èíâàðèàíòíàÿ òåîðåìà î ñòÿãèâàíèè). Ïóñòü
X � G-ïîâåðõíîñòü è ïóñòü R ⊂ NE(X)G � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷

òàêîé, ÷òî KX · R < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò G-ýêâèâàðèàíòíîå
ñòÿãèâàíèå f : X → Z ëó÷à R. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(i) R2 > 0. Òîãäà Z � òî÷êà, ρ(X)G = 1 è X � ïîâåðõíîñòü

äåëü Ïåööî.

(ii) R2 = 0. Òîãäà Z � êðèâàÿ, ρ(X) = 2, è f � ðàññëîåíèå íà

êîíèêè.

(iii) R2 < 0. Òîãäà f � áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì, èñêëþ-

÷èòåëüíûé äèâèçîð ñîñòîèò èç íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ

(−1)-êðèâûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. �

Ñëåäñòâèå 2.12. Ëþáàÿ G-ìèíèìàëüíàÿ ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ

ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü X èçîìîðôíà ïîâåðõíîñòè èç ñëåäó-

þùèõ äâóõ ñåìåéñòâ:

(i) ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñ Pic(X) ' Z;
(ii) ïîâåðõíîñòè, èìåþùåé ñòðóêòóðó G-ýêâèâàðèàíòíîãî

ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè f : X → Z íàä êðèâîé ðîäà 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. �

3. Ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî

Ïîâåðõíîñòü X íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî, åñëè åå
àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ −KX îáèëåí.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî íàä àëãåáðàè-

÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k.
(i) K2

X + ρ(X) = 10.
(ii) dim | −KX | = K2

X .

(iii) Îáùèé ýëåìåíò ëèíåéíîé ñèñòåìû | −KX | � íåîñîáàÿ ýë-
ëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

(iv) Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | −KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê ïðè

K2
X ≥ 2 è ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáèëüíîé ïðè K2

X ≥ 3. Ïðè
K2
X = 1 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííóþ áàçèñíóþ

òî÷êó.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî íàä àëãåáðàè-

÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k.
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(i) ÅñëèK2
X = 1, òî X èçîìîðôíà ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè

6 âî âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(1, 1, 2, 3).
(ii) ÅñëèK2

X = 2, òî X èçîìîðôíà ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè

4 âî âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(1, 1, 1, 3).
(iii) Åñëè K2

X = 3, òî X èçîìîðôíà êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

X3 ⊂ P3.

(iv) Åñëè K2
X = 4, òî X èçîìîðôíà ïåðåñå÷åíèþ äâóõ êâàäðèê

X4 ⊂ P4.

(v) Åñëè K2
X = 5, òî X èçîìîðôíà ñå÷åíèþ ãðàññìàíèàíà

Gr(2, 5) ⊂ P9 ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè 4.
(vi) Åñëè K2

X = 6, òî X èçîìîðôíà äèâèçîðó òðèñòåïåíè

(1, 1, 1) â P1 × P1 × P1. Ïîâåðõíîñòü X èçîìîðôíà òàêæå

ïåðåñå÷åíèþ äâóõ äèâèçîðîâ áèñòåïåíè (1, 1) â P2 × P2.

(vii) Åñëè K2
X = 7, òî X èçîìîðôíà ðàçäóòèþ äâóõ ðàçëè÷íûõ

òî÷åê íà P2.

(viii) Åñëè K2
X = 8, òî èëè X ' P1 × P1 èëè X èçîìîðôíà

ðàçäóòèþ òî÷êè íà P2.

(ix) Åñëè K2
X = 9, òî X ' P2.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü Y � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2 è

ïóñòü γ : Y → Y � èíâîëþöèÿ Ãåéçåðà. Òîãäà Pic(Y )〈γ〉 = Z ·KY .

Äåéñòâèå γ∗ íà Pic(Y ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿ-

ìè:
γ∗(−KY ) = −KY ,

L+ γ∗L ∼ −KY

äëÿ ëþáîé ïðÿìîé L ⊂ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Pic(Y )〈γ〉 ⊃ Z ·KY . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

rk Pic(Y )〈β〉 = rk Pic(P2) = 1.

Äàëåå, êëàññ äèâèçîðà L + β∗L èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî èíâî-
ëþöèè γ. Ïîýòîìó êëàññ L + γ∗L ïðîïîðöèîíàëåí −KY . Òàêèì
îáðàçîì, L+ γ∗L ∼ −aKY . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

2 = −KY · (L+ β∗L) ∼ aK2
Y = 2a.

�
Ëåììà 3.4. Ïóñòü Y � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 è

ïóñòü β : Y → Y � èíâîëþöèÿ Áåðòèíè. Òîãäà Pic(Y )〈β〉 = Z ·KY .

Äåéñòâèå β∗ íà Pic(Y ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿ-

ìè:
β∗(−KY ) = −KY ,

L+ β∗L ∼ −2KY

äëÿ ëþáîé ïðÿìîé L ⊂ Y .
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Pic(Y )〈β〉 ⊃ Z ·KY . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Pic(Q′) ' Z. Ïîýòîìó

rk Pic(Y )〈β〉 = rk Cl(Y )〈β〉 = rk Cl(Q′) = rk Pic(Q′) = 1.

Äàëåå, êëàññ äèâèçîðà L + β∗L èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî èíâî-
ëþöèè β. Ïîýòîìó êëàññ L + β∗L ïðîïîðöèîíàëåí −KY . Òàêèì
îáðàçîì, L+ β∗L ∼ −aKY . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

2 = −KY · (L+ β∗L) ∼ aK2
Y = a.

�

Îáîçíà÷èì ÷åðåç NR ⊂ Pic(X) ⊗ R îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ê KX è ïóñòü N = NR ∩ Pic(X). Ïî òåîðåìå Õîäæà îá èíäåêñå
îãðàíè÷åíèå ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ íà NR îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíî.
Ïóñòü äàëåå ∆ = {α ∈ N | α2 = −2}. Òîãäà ∆ ñèñòåìà êîðíåé òèïà
A1 × A2, A4, D5, E6, E7, E8 äëÿ n = 3, . . . , 8, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷è. (1) Çàäàéòå ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî X ñòåïåíè 6
óðàâíåíèåì â P1 × P1 × P1 è íàéäèòå âñå ïðÿìûå íà X.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 5 ÿâëÿåòñÿ
äèâèçîðîì áèñòåïåíè (1, 2) â P1 × P2.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 5 ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè 6 â P(1, 2, 3, 5).

(4) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1, 2,
3 è 4, èìåþùèõ ðîâíî îäíó îñîáóþ òî÷êó òèïà E8, E7, E6

è D5, ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîé ñìûñë èìååò ñèñòåìà êîðíåé
â ýòîì ñëó÷àå?

(5) Ìîãóò ëè âñå ïðÿìûå íà âåùåñòâåííîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè áûòü âåùåñòâåííûìè?

(6) Ïóñòü X � ãëàäêèé äèâèçîð áèñòåïåíè (1, 1) íà P1 × P2.
Äîêàæèòå, ÷òî X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Êàêîâ åå òèï?

(7) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êóáè÷åñêèõ G-ïîâåðõíîñòåé ñ ðàçëè÷-
íûì èíâàðèàíòíûì ÷èñëîì Ïèêàðà (àðèôìåòè÷åñêèå è
ãåîìåòðè÷åñêèå ñëó÷àè).

(8) Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2 ≤
d ≤ 7 ëþáîé ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåí-
íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè êëàññîâ ïðÿìûõ. Êîãäà ýòî íàðóøàåòñÿ íà ïî-
âåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1?

(9) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1. Ïîêàæè-
òå, ÷òî èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó êîðíÿìè â Pic(X) è ïðÿìûìè íà X.
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(10) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî X = X4 ⊂
P4 ñòåïåíè 4 ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèÿìè

x2
0 + · · ·+ x2

4 = λ0x
2
0 + · · ·+ λ4x

2
4 = 0

äëÿ íåêîòîðûõ λi ∈ k.
(11) Ïóñòü Q1, Q2 ⊂ P4 � ðàçëè÷íûå êâàäðèêè. Äîêàæèòå, ÷òî

ïîâåðõíîñòü Q1 ∩ Q2 íåîñîáà (è ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïó÷îê
〈Q1, Q2〉 ñîäåðæèò ðîâíî 5 âûðîæäåííûõ êâàäðèê.

4. Ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè

Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ, íåîñîáàÿ G-ïîâåðõíîñòü è ïóñòü f :
X → Z � G-ìîðôèçì íà íåîñîáóþ ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ Z. Ãî-
âîðÿò, ÷òî f : X → Z � (ñòàíäàðòíîå) ðàññëîåíèå íà êîíèêè, åñëè
îáùèé ñëîé Xη � ãåîìåòðè÷åñêè íåïðèâîäèì, ïðèâåäåí è èìååò ðîä
íóëü íàä ïîëåì âû÷åòîâ k(η) îáùåé òî÷êè η ∈ Z.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàæäûé ñëîé ê òîìó æå ãåîìåòðè÷åñêè íåïðè-

âîäèì, òî, î÷åâèäíî, f : X → Z � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïóñòü f : X → Z � G-ðàññëîåíèå íà êîíèêè,
z̄ ∈ Z ⊗ k � ãåîìåòðè÷åñêàÿ òî÷êà. Åñëè ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîé Xz̄

âûðîæäåí, òî îí èìååò âèä Xz̄ = E1 +E2, ãäå Ei ⊂ Z ⊗ k � íåïðè-
âîäèìûå (−1)-êðèâûå è E1 · E2 = 1.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü f : X → Z � ðàññëîåíèå íà êîíèêè.

(i) Ïó÷îê E := f∗OX(−KX) ëîêàëüíî ñâîáîäåí è èìååò ðàíã

3.
(ii) Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X → PZ(E ) ÿâëÿåòñÿ âëî-

æåíèåì è îòîáðàæàåò êàæäûé ñëîé Xξ íà ïðèâåäåííóþ

êîíèêó â P2
k(ξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Äëÿ ëþáîãî ñëîÿ
Xξ èìååì ωXξ

= ωX ⊗ OXξ
. Îòñþäà

H1(Xξ,OXξ
(−KX)) = H1(Xξ, ω

∨
Xξ

) = H0(Xξ, ω
⊗2
Xξ

) = 0.

Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà íà Xξ èìååì

dimH0(Xξ,OXξ
(−KX)) = 3.

Ïî òåîðåìå Ãðàóýðòà (ñì., íàïðèìåð, [8, ãë. 3, �12, ñëåäñòâèå 12.9])
ïó÷îê f∗OX(−KX) ëîêàëüíî ñâîáîäåí è èìååò ðàíã 3. �
Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïóñòü f : X → Z � G-ðàññëîåíèå íà êîíèêè
è ïóñòü K2

X < 8. Òîãäà ãðóïïà Pic(X̄)G ïîðîæäåíà KX è êëàññîì

ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîÿ Xz̄.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ ∈ Pic(X̄)G. Òàê êàê KX ·z̄ = −2, òî äëÿ
íåêîòîðîãî a ∈ Z ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî (ξ + aKX) · Xz̄ = 0 èëè
1. Ïóñòü C � êîìïîíåíòà âûðîæäåííîãî ñëîÿ Xz̄. Òàê êàê ðàññëî-
åíèå íà êîíèêè G-ìèíèìàëüíî, òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà δ ∈ G
èìååì C ∩ δC 6= ∅ è C 6= δC. Òîãäà C + δC � ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîé.
Ñëåäîâàòåëüíî,
Òîãäà ξ · C1 = · · · = ξ · Cr.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ci ∩ Cj 6= ∅ for some i 6= j.

�

Ëåììà 4.4. Ïóñòü f : X → Z � ðàññëîåíèå íà êîíèêè íàä êðèâîé

àðèôìåòè÷åñêîãî ðîäà 0. Åñëè K2
X íå÷åòíî, òî Z ' P1 è Pic(X) =

Pic(X̄)G.

Çàäà÷è. (1) Ìîãóò ëè âñå ñëîè ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè
(char k = 2) áûòü îñîáûìè?

(2) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïó÷êîâ êîíèê ñîäåðæèò ïîâåðõíîñòü
äåëü Ïåööî ñòåïåíè d?

(3) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2. Ïîêàæè-
òå, ÷òî èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó êîðíÿìè â Pic(X) è ïó÷êàìè êîíèê íà X.

(4) Ïóñòü X = X4 ⊂ P4 � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4.
Êàê îïèñûâàþòñÿ ïó÷êè êîíèê íà X â òåðìèíàõ êâàäðà-
òè÷íûõ óðàâíåíèé, çàäàþùèõ X.

5. Ìèíèìàëüíîñòü

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü f : X → Z � îòíîñèòåëüíî G-ìèíèìàëüíîå
ðàññëîåíèå íà êîíèêè íàä ðàöèîíàëüíîé êðèâîé Z. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî K2
X ≤ 6.

(i) Åñëè X íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé G-ïîâåðõíîñòüþ, òî
X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî (ñ ρ(X)G = 2).

(ii) Åñëè K2
X /∈ {3, 5, 6}, òî X � G-ìèíèìàëüíàÿ G-

ïîâåðõíîñòü.

(iii) Åñëè K2
X ∈ {3, 5, 6}, òî ïîâåðõíîñòü X íå ÿâëÿåò-

ñÿ G-ìèíèìàëüíîé (è, ñëåäîâàòåëüíî, X � ïîâåðõíîñòü

äåëü Ïåööî). Ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíîå ñòÿãèâàíèå ϕ :
X → X ′ íà ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî X ′.

(a) Åñëè K2
X = 3, òî X ′ = X ′

4 ⊂ P4 � ïîâåðõíîñòü äåëü

Ïåööî ñòåïåíè 4, ìîðôèçì ϕ : X → X ′ çàäàåòñÿ ëè-

íåéíîé ñèñòåìîé | − 2KX − F | è ñòÿãèâàåò íåïðèâî-

äèìóþ (−1)-êðèâóþ C ∼ −KX − F â G-òî÷êó.
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(b) Åñëè K2
X = 5, òî X ′ ' P2, ìîðôèçì ϕ : X → P2

çàäàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé | − KX − F | è ñòÿãè-

âàåò G-èíâàðèàíòíóþ ÷åòâåðêó (−1)-êðèâûõ C =
C1 + · · ·+ C4 ∼ −2KX − 3F .

(c) Åñëè K2
X = 6, òî òî X ′ = X ′

8 ⊂ P8 � ïîâåðõíîñòü

äåëü Ïåööî ñòåïåíè 8, ìîðôèçì ϕ : X → X ′ çàäà-

åòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé | − 2KX − F | è ñòÿãèâàåò

G-èíâàðèàíòíóþ ïàðó (−1)-êðèâûõ C = C1 + C2 ∼
−KX − 2F .

(iv) Åñëè K2
X ∈ {1, 2, 4}, òî X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò äâå ñòðóêòóðû

G-ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè. Âòîðàÿ ñòðóêòóðà çàäàåòñÿ ëè-
íåéíîé ñèñòåìîé | − 4KX −F |, | − 2KX −F | è | −KX −F |
ïðè K2

X = 1, 2 è 4, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü X � G-ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü

Ïåööî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(X)G > 1. Òîãäà ρ(X)G = 2, ïîâåðõ-
íîñòü X èìååò äâå ñòðóêòóðû G-ìèíèìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà

êîíèêè è K2
X ∈ {1, 2, 4, 8}.

Çàìå÷àíèå 5.3. Ïðè K2
X = 1 è 2 äâå ñòðóêòóðû íà êîíèêè ïåðå-

ñòàâëÿþòñÿ èíâîëþöèåé Áåðòèíè è Ãåéçåðà, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) ñëåäóåò èç òåîðåìû î êîíóñå.
(ii) Ïóñòü C � G-èíâàðèàíòíàÿ èñêëþ÷èòåëüíàÿ êðèâàÿ è ïóñòü

m � ÷èñëî åå êîìïîíåíò. Îáîçíà÷èì òàêæå d := K2
X . Çàïèøåì

C ∼ −aKX + bF , a > 0. Òîãäà

−m = C2 = da2 + 4ab
m = −KX · C = da+ 2b

Èñêëþ÷àÿ b, ïîëó÷èì

b = (m− da)/2, da2 − 2ma−m = 0.

Îòñþäà d > 0 è m = a2m′, ãäå m′ ∈ Z. Òîãäà
d = (2a+ 1)m′.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî d ≤ 6. Ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòè:

• a = 1, m′ = 1, d = 3, m = 1, b = −1;
• a = 1, m′ = 2, d = 6, m = 2, b = −2;
• a = 2, m′ = 1, d = 5, m = 4, b = −3.

(iii) Ïî ëåììå 4.4 Z ' P1. Ïóñòü F � îáùèé ñëîé ðàññëîåíèÿ
f . Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà H0(X,−KX − F ) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð C ∼ −KX − F . Èìååì C2 =
−1 è −KX · C = 1. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî êðèâàÿ C íåïðèâîäèìà.
Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå C = Γ + mF , ãäå
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m ≥ 0, à Γ � ñóììà ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò. Òàê êàê Γ ·F = C ·
F = 2 è f íå èìååò èíâàðèàíòíûõ ñå÷åíèé, òî êðèâàÿ Γ ïðèâåäåíà
è èìååò íå áîëåå äâóõ êîìïîíåíò. Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà

2pa(Γ)− 2 = (KX + Γ) · Γ =

= −(m+ 1)F · (−KX − (m+ 1)F ) = −2(m+ 1).

Îòñþäà pa(Γ) = −m ≤ 0. Åñëè Γ íåïðèâîäèìà, òî 0 ≤ pa(Γ) =
−m ≤ 0, ò.å. m = 0 è êðèâàÿ C = Γ òàêæå íåïðèâîäèìà. Ïóñòü
Γ = Γ1 + Γ2, ãäå Γ1 6= Γ2. Òîãäà KX · Γ1 = KX · Γ2 è

3 = K2
X = −KX · (Γ1 + Γ2 + (m+ 1)F ) = −2KX · Γ1 + 2(m+ 1).

Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ C íåïðèâîäèìà (è ïðèâå-
äåíà).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ Γ òàêàÿ, ÷òî −KX ·Γ ≤ 0. Íî
òîãäà C ·Γ < 0 è ïîýòîìó C = Γ. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, −KX ·C = 1.
Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò (iii).
(iv) Ïî ëåììå 4.4 Z ' P1. Ïóñòü K2

X = 5. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-
Ðîõà H0(X,−2KX − 3F ) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýôôåê-
òèâíûé äèâèçîð C ∼ −2KX − 3F . Èìååì C2 = −4 è −KX · C = 4.
Çàïèøåì C = Γ + mF , ãäå m ≥ 0, à Γ � ñóììà ãîðèçîíòàëüíûõ
êîìïîíåíò. Òàê êàê Γ · F = C · F = 2 è f íå èìååò èíâàðèàíòíûõ
ñå÷åíèé, òî êðèâàÿ Γ ∼ −2KX − (3 +m)F èìååò íå áîëåå ÷åòûðåõ
êîìïîíåíò. Åñëè Γ = 2Γ′, òî Γ′ ∼ −KX − kF , ãäå k = (m + 3)/2 è
ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà

2pa(Γ
′)− 2 = (KX + Γ′) · Γ′ =

= −kF · (−KX − kF ) = −2k ≤ −4.

Òîãäà Γ′ = Γ1 + Γ2, k = 2 è

5 = K2
X = −KX · (Γ′ + 2F ) = −2KX · Γ1 + 4.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó êðèâàÿ Γ ïðèâåäåíà. Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà

2pa(Γ)− 2 = (KX + Γ) · Γ =

= (−KX − (m+ 3)F ) · (−2KX − (m+ 3)F ) = −8− 6m ≤ −8.

Ïîýòîìó êðèâàÿ Γ ïðèâîäèìà è èìååò 4 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè:
C = Γ = Γ1 + Γ2 + Γ3 + Γ4. Îòñþäà íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òî Γi �
(−1)-êðèâûå.
(v) Ïóñòü K2

X = 6. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà H0(X,−KX−2F ) 6=
0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð C ∼ −KX −
2F . Èìååì C2 = −2 è −KX · C = 2. Çàïèøåì C = Γ + mF , ãäå
m ≥ 0, à Γ � ñóììà ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò. Òàê êàê Γ ·F = C ·
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F = 2 è f íå èìååò èíâàðèàíòíûõ ñå÷åíèé, òî êðèâàÿ Γ ïðèâåäåíà
è èìååò íå áîëåå äâóõ êîìïîíåíò. Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà

2pa(Γ)− 2 = (KX + Γ) · Γ =

= −(m+ 2)F · (−KX − (m+ 2)F ) = −2(m+ 2) < −2.

Ïîýòîìó êðèâàÿ Γ ïðèâîäèìà: Γ = Γ1 + Γ2, ãäå Γ1 6= Γ2. Ñíîâà ïî
ôîðìóëå äëÿ ðîäà

− 2 = 2pa(Γ1)− 2 = (KX + Γ1) · Γ1 =

= −(Γ2 + (m+ 2)F ) · Γ1 = −Γ2 · Γ1 −m− 2 ≤ −2.

Îòñþäà m = 0 è Γ2 · Γ1 = 0, ò.å. C � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå (−1)-
êðèâûõ.
(vi) Ñëåäóåò èç òåîðåìû î êîíóñå. �

Çàäà÷è. (1) ÏóñòüX � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 èëè
2 è ïóñòü G � ãðóïïà åå àâòîìîðôèçìîâ, ñîäåðæàùàÿ èí-
âîëþöèþ Áåðòèíè β, åñëè K2

X = 1, è èíâîëþöèþ Ãåéçå-
ðà γ, åñëè K2

X = 2. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà X ÿâëÿåòñÿ G-
ìèíèìàëüíîé.

(2) Ìîæåò ëè êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëåì R áûòü ìè-
íèìàëüíîé?

(3) ßâëÿåòñÿ ëèG-ìèíèìàëüíîé êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Ôåð-
ìà x3

0 + · · ·+x3
3 = 0 (íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì),

ãäå G � ïîëíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ?
(4) Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü X, çàäàííóþ óðàâ-

íåíèÿìè

x3
0 + · · ·+ x3

4 = x0 + · · ·+ x4 = 0.

Ïóñòü G � åå ïîëíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ. ßâëÿåòñÿ ëè
X G-ìèíèìàëüíîé? Èçîìîðôíà ëè îíà êóáèêå Ôåðìà?

(5) Íàéäèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
Ôåðìà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïî-
âåðõíîñòü G-ìèíèìàëüíîé?

(6) Íàéäèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 2, çàäàííîé óðàâíåíèåì x4

1 + x4
2 + x4

3 + x2
4 = 0 â

P(1, 1, 1, 2) íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 3. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà
ïîâåðõíîñòü G-ìèíèìàëüíîé?

(7) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû G-ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé äåëü
Ïåööî X ñòåïåíè 1, 2 è 4 ñ ρ(X)G = 2.

(8) Êàêèå êîíôèãóðàöèè îñîáûõ òî÷åê âîçìîæíû íà äþâàëåâ-
ñêîé ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6? Ïðèâåäèòå ïðè-
ìåðû, çàäàâ ïîâåðõíîñòü êàê äèâèçîð â P1 × P1 × P1.
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6. Êóáè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Äëÿ êóáè÷åñêîé G-ïîâåðõíîñòè X ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) X ÿâëÿåòñÿ G-ìèíèìàëüíîé;
(ii) Pic(X)G = Z;
(iii) åñëè L1, . . . , Lm � G-èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,

òî äèâèçîð
∑
Li ïðîïîðöèîíàëåí KX ;

(iv) åñëè L1, . . . , Lm � G-èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,

òî Li ∩ Lj 6= ∅ äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j.

Òåîðåìà 6.2 (Á. Ñåãðå, Þ.È. Ìàíèí). Ïóñòü X = X3 ⊂ P3 �

íåîñîáàÿ G-ìèíèìàëüíàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.

(i) Òîãäà X íå ÿâëÿåòñÿ G-ðàöèîíàëüíîé.
(ii) Åñëè X1 ⊂ P3 � ëþáàÿ äðóãàÿ íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõ-

íîñòü áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíàÿ X, òî ïîâåðõíîñòè X
è X ′ ÿâëÿþòñÿ G-ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíûìè.

×àñòü (i) òåîðåìû ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî, áîëåå îáùåãî ïðåäëî-
æåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6.3. Ïóñòü X ⊂ P3 � êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü è

ïóñòü φ : X 99K P2 � áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïîëîæèì

H := φ−1
∗ |OP2(1)|. Òîãäà H 6⊂ | − nKX | äëÿ ëþáîãî n.

6.4. Ïóñòü X � ëþáàÿ íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòü
H � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà áåç íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò íà X. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå φ = φH : X 99K PN , çàäàííîå
ëèíåéíîé ñèñòåìîé H . Òàêèì îáðàçîì, H = φ−1

∗ |OPN (1)|. Èìååò
ìåñòî äèàãðàììà

(6.4.1) X̃
q

  A
AA

AA
AA

A
p

����
��

��
��

X
φ //_______ PN

Îòîáðàæåíèÿ p è q ðàñêëàäûâàþòñÿ â êîìïîçèöèè ðàçäóòèé òî÷åê.
Çàïèøåì

(6.4.2)
p∗H = H̃ +

∑
miE

∗
i ,

KX̃ = p∗KX +
∑
E∗
i .

Ïðåäëîæåíèå 6.5. Â îáîçíà÷åíèÿõ 6.4 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà H çà-

äàåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå íà P2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà

(6.5.3)
H 2 = 1 +

∑
m2
i ,

−KX ·H = 3 +
∑
mi.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëåíèå èíäåêñîâ ïåðåñå÷åíèé H̃ 2 è H̃ ·KX̃

(ñ èñïîëüçîâàíèåì (6.4.2)). �

Ñëåäñòâèå 6.6. Ïóñòü X � G-ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè
1 ñ ρ(X)G = 1. Òîãäà X íå ÿâëÿåòñÿ G-ðàöèîíàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H ⊂ | − nKX |. Èç (6.5.3) ïîëó÷àåì

n2 = 1 +
∑
m2
i ,

n = 3 +
∑
mi.

Îòñþäà

9 +
∑

m2
i = (3 +

∑
mi)

2 = 1 +
∑

m2
i ,

÷òî íåâîçìîæíî. �

Èç (6.5.3) ïîëó÷àåì ∑
m2
i = 3n2 − 1,∑

mi = 3n− 3.

Ñëåäñòâèå 6.7. Äëÿ íåêîòîðîãî i èìååì mi > n.

Ëåììà 6.8. Ïóñòü X = X3 ⊂ P3 � êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü è

ïóñòü O ∈ X � òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà ïðÿìûõ. Ïóñòü σ : X̄ → X
� ðàçäóòèå O. Òîãäà X̄ � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E = σ−1(O) � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð.
Ïóñòü T := X ∩ TO,X � ñå÷åíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ è ïóñòü
T̄ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç T íà X̄. Òîãäà êðèâàÿ T îñîáà â O è
íå ñîäåðæèò êîìïîíåíò ñòåïåíè 1, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç O. Ñëåäîâà-
òåëüíî, T íåïðèâîäèìà è T̄ ∼ σ∗T − 2E.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî −KX̄ · C̄ ≤ 0 äëÿ íåêîòîðîé íåïðèâîäèìîé

êðèâîé C̄. ßñíî, ÷òî −KX̄ ∼ −σ∗KX −E ∼ T̄ +E. Òàê êàê −KX̄ ·
E = 1, òî C := σ(C̄) � êðèâàÿ è ïîýòîìó −σ∗KX · C̄ = −KX ·C > 0.
Îòñþäà E · C̄ > 0 è T̄ · C̄ < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, T̄ = C̄. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû,

−KX̄ · T̄ = (−σ∗KX − E) · (−σ∗KX − 2E) = 3− 2 = 1.

Ïðîòèâîðå÷èå. �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6.3. Âûáåðåì n ìèíèìàëüíûì âîç-
ìîæíûì. Èìååì

H̄ = nσ∗(−KX)−mE = −nKX̄ − (m− n)E,
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ãäå H̄ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç H íà X̄. Îòñþäà

γ∗H̄ ∼ −nKX̄ − (m− n)γ∗E =

− nKX̄ − (m− n)(−KX̄ − E) =

− (n− (m− n))KX̄ + (m− n)E =

− (n− (m− n))σ∗KX̄ + (2m− 3n)E.

Òàêèì îáðàçîì,

σ∗γ∗σ
−1
∗ H = σ∗γ∗H̄ ⊂ | − n̄KX |,

ãäå n̄ = n− (m− n) < n. Ïðîòèâîðå÷èå. �
Ïðèñòóïèì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó (ii) òåîðåìû 6.2. Èç (6.5.3)

ïîëó÷àåì ∑
m2
i = 3n2 − 3,∑

mi = 3n− 3.

Ñëåäñòâèå 6.9. (i) Äëÿ íåêîòîðîãî i èìååì mi > n.
(ii) Íåðàâåíñòâî mi > n èìååò ìåñòî íå áîëåå ÷åì äëÿ äâóõ

çíà÷åíèé i.

Ëåììà 6.10. Ïóñòü σ : X̄ → X � ðàçäóòèå òî÷åê O1 è O2. Òîãäà

X̄ � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî −KX̄ · C̄ ≤ 0 äëÿ íåêîòîðîé
íåïðèâîäèìîé êðèâîé C̄. Ïóñòü H̄ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç H íà
X̄. Çàïèøåì

H̄ = nσ∗(−KX)−mE1 −mE2 = −nKX̄ − (m− n)(E1 + E2).

Îòñþäà

0 ≤ H̄ · C̄ = −nKX̄ · C̄ − (m− n)(E1 + E2) · C̄ ≤ 0.

Ïîëó÷àåì −KX̄ · C̄ = Ei · C̄ = 0. Íî òîãäà

σ∗KX · C̄ = KX̄ · C̄ − (E1 + E2) · C̄ = 0.

Ïðîòèâîðå÷èå. �
Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.2. Èìååì

H̄ = nσ∗(−KX)−mE1 −mE2 = −nKX̄ − (m− n)(E1 + E2),

ãäå H̄ � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç H íà X̄. Îòñþäà

β∗H̄ ∼ −nKX̄ − (m− n)β∗(E1 + E2) =

− nKX̄ − (m− n)(−4KX̄ − E1 − E2) =

− (n− 4(m− n))KX̄ + (m− n)(E1 + E2) =

− (n− 4(m− n))σ∗KX̄ + (5m− 6n)(E1 + E2).
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Òàêèì îáðàçîì,

σ∗β∗σ
−1
∗ H = σ∗β∗H̄ ⊂ | − n̄KX |,

ãäå n̄ = n− 4(m− n) < n. �
Òåîðåìà 6.11. Ïóñòü φ : X 99K P2 � áèðàöèîíàëüíîå îòîáðà-

æåíèå è ïóñòü H = φ−1
∗ |OP2(1)| � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç íà X

ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðÿìûõ íà P2. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò

êîíèêè F íà X òàêîé, ÷òî

(6.11.4) H ∼ −aKX + bF äëÿ a ∈ N è b ∈ Z.
Ñëåäñòâèå 6.12. Ïóñòü f : X → Z îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëü-

íîå G-ðàññëîåíèå íà êîíèêè ñ K2
X = 3. Òîãäà ïîâåðõíîñòü X íå

ÿâëÿåòñÿ G-áèðàöèîíàëüíî òðèâèàëüíîé.

Ñëåäñòâèå 6.13. Ïóñòü X � êóáè÷åñêàÿ G-ïîâåðõíîñòü ñ

ρ(X)G = 2. Åñëè íà X èìååòñÿ G-ýêâèâàðèàíòíûé ïó÷îê êîíèê,

òî ïîâåðõíîñòü X íå ÿâëÿåòñÿ G-áèðàöèîíàëüíî òðèâèàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îñíîâíîì, ìû ñëåäóåì ðàáîòàì [6] è [4]. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàçðåøåíèå òî÷åê íåîïðåäåëåííîñòè îòîáðàæåíèÿ (6.4.1).
Ìû èìååì (6.4.2) è (6.5.3).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñîîòíîøåíèå (6.11.4) âûïîëíåíî äëÿ

íåêîòîðîé êîíèêè F íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà a > 0 �
íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ. Òàê êàê F 2 = 0 íà X, òî èç (6.11.4) è
(6.5.3) ìû ïîëó÷èì

(6.13.5)
n∑
i=1

m2
i = 3a2 + 4ab− 1 è

n∑
i=1

mi = 3a+ 2b− 3.

Ïóñòü f = f|F | : X → P1 � ðàññëîåíèå íà êîíèêè îïðåäëåííîå
ïó÷êîì |F |. Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ëåììû 6.14 � 6.17.

Ëåììà 6.14. Ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì íàä P1

X

f   A
AA

AA
AA

A
//_______ X ′

f ′~~||
||

||
||

P1

ãäå X ′ � ñíîâà êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü òàêàÿ, ÷òî äëÿ ñîáñòâåí-

íûõ ïðîîáðàçîâ H ′ ëèíåéíîé ñèñòåìû H è ñëîÿ F ′ ðàññëîåíèÿ f ′

ìû èìååì

H ′ ∼ −aKX + b′F ′

ñ òåì æå çíà÷åíèåì a êàê è â (6.11.4), è äîïîëíèòåëüíî ñ

m′ := max
i
{m′

i} ≤ a ∀i,

ãäå öåëûå m′
i èìåþò òî æå çíà÷åíèå íà X ′, ÷òî è mi íà X.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî mi > a äëÿ
íåêîòîðîãî i. Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå íà êîíèêè f = f|F | : X → P1

è ñäåëàåì ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå f â òî÷êå P = p(Ei) ∈ X.

Âî-ïåðâûõ, ðàçäóåì ýòó òî÷êó σ : X̂ → X. Ïóñòü E � èñêëþ-
÷èòåëüíûé äèâèçîð. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî mi = multP (H ), íà íîâîé

ïîâåðõíîñòè X̂ èìååì

(6.14.6) Ĥ := σ−1
∗ (H ) = σ∗H −miE è KX̂ = σ∗KX + E.

Âûáåðåì êîíèêó F (â ïó÷êå) ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P . Òîãäà F
íåïðèâîäèìà. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å F = F1 + F2, ãäå F1, F2 ïàðà
ïðÿìûõ íà X è F1 ïðîõîäèò ÷åðåç P . Òàêèì îáðàçîì,

a < mi ≤ (F1 ·H )P ≤ F1 ·H = F1 · (−aKX + b(F1 + F2)) = a ,

÷òî íåâîçìîçíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç F̂ ∼
σ∗F − E êîíèêè F íà X̂ ÿâÿëåòñÿ (−1)-êðèâîé.

Ñòÿãèâàíèå σ′ : X̂ → X ′ êðèâîé F̂ â òî÷êó P ′ ∈ X ′ äàåò íåâû-
ðîæäåííóþ êîíèêó F ′ := σ′

∗(E) ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç P ′ íà ïîëó÷åí-
íîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè X ′, ïðè÷åì

H ′ := σ′
∗(Ĥ ) ∼ −aKX + b′F ′ äëÿ íåêîòîðîãî b′ ∈ Z.

Ïðèìåíÿÿ (6.11.4) è (6.14.6) íà X ′ ïîëó÷èì

multP ′(H ′) = Ĥ · F̂ = σ∗H · F̂ −miE · F̂ =

= H · F −mi = −aKX · F −mi = 2a−mi < a.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ìû äîáúåìñÿ òîãî, ÷òî m′
i ≤ a äëÿ âñåõ i, êàê

è óòâåðæäàëîñü. �
Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

(6.14.7) m = max
i
{mi} ≤ a ∀i.

Ëåììà 6.15. Â ïðåäïîîæåíèÿõ (6.14.7) èìååì b < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.15. Èç (6.13.5) è (6.14.7) ïîëó÷àåì

(6.15.8) 3a2 + 4ab = 1 +
n∑
i=1

m2
i ≤ 1 +m

n∑
i=1

mi ≤

≤ 1 +m(3a+ 2b− 3) ≤ 1 + a(3a+ 2b− 3).

Äîëåå, èç (6.15.8) ñëåäóåò, ÷òî 2ab ≤ 1 − 3a. Òàê êàê a ≥ 1, òî
b ≤ 1

2a
− 3

2
≤ −1. �

Ëåììà 6.16 (Íåðàâåíñòâî Í�åòåðà-Ôàíî). Äëÿ m òàêîãî, êàê â

(6.14.7) èìååì
a ≥ m > a+ b.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.16. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç
(6.14.7). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå

(6.16.9) m ≤ a+ b.

Èç (6.15.8) è (6.16.9) ïîëó÷àåì

(6.16.10) 3a2 + 4ab ≤ 1 +m(3a+ 2b− 3) ≤ 1 + (a+ b)(3a+ 2b− 3).

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (6.16.9) è (6.16.10) èìååì

(6.16.11) 3 ≤ 3m ≤ 3(a+ b) ≤ 1 + b(a+ 2b).

Ïîêàæåì, ÷òî a+2b ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü C âû÷åòíàÿ ïðÿìàÿ
ê êîíèêå F íà X. Òàêèì îáðàçîì, F + C ∼ −KX . Òîãäà (6.11.4)
äàåò íàì

0 ≤H · C = (−aKX + bF ) · C = a+ 2b.

Òåïåðü (6.16.11) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîñêîëüêó b < 0 ïî
ëåììå 6.15. �
Ëåììà 6.17. Ïîëîæèì m = mi è ïóñòü Q = p(Ei) ∈ X. Åñëè
÷åðåç òî÷êó Q ïðîõîäèò ïðÿìàÿ l íà X, òî l � êîìïîíåíòà ñëîÿ
f−1(f(Q)) ìîðôèçìà f .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.17. Èìååì

(6.17.12) (H · l)Q ≥ multQ(H ) = m > a+ b.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(6.17.13) (H · l)Q ≤H · l = (−aKX + bF ) · l = a+ bF · l.
Ñîãëàñíî (6.17.12) è (6.17.13) èìååì b < bF · l, ãäå b < 0 ïî ëåììå
6.15. Ñëåäîâàòåëüíî, F · l = 0, ÷òî è äîêàçûâàåò íàøó ëåììó. �
Ïóñòü ñíîâà C � âû÷åòíàÿ (−1)-êðèâàÿ ê êîíèêå F íà X. Òàêèì

îáðàçîì, −KX ∼ F + C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ïîâåðõíîñòü äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 4, ïîëó÷åííóþ ñòÿãèâàíèåì π : X → V êðèâîé C,
à ÷åðåç HV , FV è.ò.ä. îäîçíà÷èì îáðàçû íà V ëèíåéíîé ñèñòåìû
H , F , è.ò.ä. Ñîãëàñíî (6.11.4),

(6.17.14) −KV ∼ FV è HV ∼ −aKV + bFV ∼ −(a+ b)KV .

Ïî ëåììå 6.17 ÷åðåç òî÷êó QV := π(Q) íå ïðîõîäèò ïðÿìûõ (â V ).
Ïîýòîìó ðàçäóòèå σ : X ′ → V â òî÷êå QV äàåò åùå îäíó êóáè÷å-
ñêóþ ïîâåðõíîñòü X ′ ñ (−1)-êðèâîé E = σ−1(QV ). Äëÿ ñîáñòâåí-
íîãî ïðîîáðàçà H ′ = σ−1

∗ (HV ) íà X ′ èìååì ïî (6.17.14):
(6.17.15)
H ′ ∼ σ∗HV−mE ∼ −(a+b)σ∗KV−mE ∼ −(a+b)KX′+(a+b−m)E.

Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
|F ′| = | −KX′ − E|
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Çàäàåò ðàññëîåíèå íà êîíèêè íà X ′. Ïîäñòÿâëÿÿ E ∼ −KX′ −F ′ â
(6.17.15) ïîëó÷àåì:

(6.17.16) H ′ ∼ (2a+ 2b−m)(−KX′)− (a+ b−m)F ′.

Ïî ëåììàì 6.15 è 6.16,

(6.17.17) 2a+ 2b−m = (a+ b) + (a+ b−m) < a.

Ó÷èòûâàÿ (6.17.16), âèäèì, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå-
÷èò ìèíèìàëüíîñòè a. Ýòî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
6.11. �
Çàäà÷è. (1) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé,

òàêèõ êàê â 6.13 (àðèôìåòè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé ñëó-
÷àè). Âîçìîæåí ëè òàêîé ïðèìåð íàä ïîëåì R?

7. Íåðàâåíñòâî Í¼òåðà-Ôàíî è áèðàöèîíàëüíàÿ

ñóïåðæåñòêîñòü

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ìèíèìàëüíàÿ G-ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî
X íàçûâàåòñÿ áèðàöèîíàëüíî ñóïåðæåñòêîé, åñëè ëþáîå G-
áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X 99K X ′ íà ëþáóþ G-ïîâåðõíîñòü
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ìèíèìàëüíîå G-ðàññëîåíèå íà êîíèêè
X → Z íàçûâàåòñÿ áèðàöèîíàëüíî ñóïåðæåñòêèì, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî G-áèðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ X 99K X ′ íà îòíîñèòåëü-
íî ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü, ýòà ìîäåëü òàêæå èìååò ñòðóêòóðó G-
ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè íàä Z è èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèà-
ãðàììà

X

��

//___ X ′

��
Z Z

7.2. Ïóñòü φ : X 99K X ′ � áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå íåîñîáûõ
ïðîåêòèâíûõ ìèíèìàëüíûõ G-ïîâåðõíîñòåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ
íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ðàññìîòðèì ðàçðåøåíèå òî÷åê íåîïðå-
äåë¼ííîñòè:

X̃
g

  A
AA

AA
AA

A
f

��~~
~~

~~
~

X
φ //_______ X ′

Ïóñòü H ′ � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà áåç íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò íà X ′

è ïóñòü H = φ−1
∗ H ′ � åå ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç íà X. Çàïèøåì

(7.2.1)
f ∗H = H̃ +

∑
miE

∗
i ,

KX̃ = f∗KX +
∑
E∗
i .
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Êîíå÷íî, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà H çàâèñèò îò âûáîðà H . Ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ñòàíäàðòíûé âûáîð. Åñëè X ′ � ïîâåðõ-
íîñòü äåëü Ïåööî, òî ïóñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà H ′ ïîðîæäåíà îáðà-
çóþùåé ãðóïïû Pic(X ′)G. Åñëè æå X ′ èìååò ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ
íà êîíèêè, òî ïóñòü H ′ � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ ñëîåì.

Òåîðåìà 7.3 (Íåðàâåíñòâî Í¼òåðà). Â îáîçíà÷åíèÿõ 7.2 ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî |H ′ + aKX′| = ∅. Òîãäà èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäó-

þùèõ:

(i) |H + aKX | = ∅ èëè
(ii) ñóùåñòâóåò òî÷êà Oi ∈ X êðàòíîñòè mi > a (ìàêñè-

ìàëüíàÿ îñîáåííîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (7.2.1) ïîëó÷àåì

H̃ + aKX̃ = f ∗(H + aKX) +
∑

(a−mi)E
∗
i ,

H ′ + aKX′ = g∗(H̃ + aKX̃) = g∗f
∗(H + aKX) +

∑
(a−mi)g∗E

∗
i .

Åñëè |H + aKX | 6= ∅, òî a −mi < 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, ïîñêîëüêó
|H ′ + aKX′ | = ∅. �
Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(φ) ÷èñëî èñêëþ÷èòåëüíûõ äèâèçîðîâ E∗

i , äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî mi > a.

Ïðåäëîæåíèå 7.4. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ G-ïîâåðõíîñòü
äåëü Ïåööî ñòåïåíè K2

X ≤ 6 è â îáîçíà÷åíèÿõ 7.2 Òîãäà d(φ) <
K2
X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó −KX ïîðîæäàåò ãðóïïó Pic(X)G, òî
ìû ìîæåì çàïèñàòü H = −nKX äëÿ íåêîòîðîãî n > 1. Ìû ïðèìå-
íèì òåîðåìó 7.3, ïîëàãàÿ n = a. Òîãäà î÷åâèäíî ñëó÷àé (i) íåâîç-
ìîæåí. Èç (7.2.1) èìååì

0 ≤ H̃ 2 = n2K2
X −

∑
m2
i < n2K2

X − d(φ)n2.

�
Ñëåäñòâèå 7.5. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ G-ïîâåðõíîñòü äåëü

Ïåööî ñòåïåíè K2
X = 1. Òîãäà X ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíî ñâåðõ-

æåñòêîé.

Ñëåäñòâèå 7.6. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ G-ïîâåðõíîñòü äåëü

Ïåööî ñòåïåíè K2
X = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íå èìååò G-

íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Òîãäà X ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíî ñâåðõ-

æåñòêîé.

Ñëåäñòâèå 7.7. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíàÿ G-ïîâåðõíîñòü äåëü

Ïåööî ñòåïåíè K2
X = d ≤ 6. Åñëè ëþáàÿ G-îðáèòà ñîäåðæèò ≥ d

ýëåìåíòîâ, òî X ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíî ñâåðõæåñòêîé.
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Ïðåäëîæåíèå 7.8. Ïóñòü X � ìèíèìàëüíîå G-ðàññëîåíèå íà êî-
íèêè ñ K2

X ≤ 0. Òîãäà X ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíî ñâåðõæåñòêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 7.5 X ′ íå ìîæåò áûòü ïî-
âåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1. Â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
H ′ íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Èç (7.2.1) èìååì

H ′2 = H̃ 2 = f ∗H 2 + (
∑

miE
∗
i )

2 = H 2 −
∑

m2
i .

Ïî ôîðìóëå äëÿ ðîäà

(KX′ + H ′) ·H ′ = 2pa(H
′)− 2 = 2pa(H̃ )− 2 =

= (KX̃ + H̃ ) · H̃ = (KX + H ) ·H −
∑

(mi − 1)mi.

Îòñþäà

KX′ ·H ′ = KX ·H +
∑

mi.

Ïîñêîëüêó −KX è êëàññ ñëîÿ F ïîðîæäàþò ãðóïïó Pic(X)G, òî ìû
ìîæåì çàïèñàòü H = −aKX + bF äëÿ íåêîòîðûõ a, b, ãäå a > 1.

H ′2 = f ∗(−aKX + bF )2 −
∑
m2
i = a2K2

X + 4ab−
∑
m2
i ,

KX′ ·H ′ = KX · (−aKX + bF ) +
∑
mi = −aK2

X − 2b+
∑
mi.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a = 0. Òîãäà H ′2 = 0 è mi = 0 äëÿ ëþáîãî i.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî H ′ ïîðîæäåíà ñëîÿìè ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè è
φ íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a > 0. Èìååì äëÿ ëþáîãî i

0 ≤ H̃ · (f ∗F − Ei) = H · F −mi = 2a−mi.

Ïîëó÷àåì

H ′2 = a2K2
X + 4ab−

∑
m2
i ≥ a2K2

X + 4ab− 2a
∑

mi.

H ′2 ≥ a2K2
X + 4ab− 2a(KX′ ·H ′ + aK2

X + 2b) =

= a(−2KX′ ·H ′ − aK2
X).

Åñëè X ′ � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî, òî −KX′ = rH ′, ãäå r ≤ 3.
Òîãäà

1

a
H ′2 ≥ 2rH ′2 − aK2

X ,

(
1

a
− 2r

)
H ′2 ≥ −aK2

X ≥ 0,

÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè æå X ′ èìååò ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ íà êî-
íèêè, òî H ′2 = 0 è −KX′ · H ′ = 2. Îòñþäà aK2

X ≥ 4. Ñíîâà
ïðîòèâîðå÷èå. �
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8. Ðàöèîíàëüíîñòü

Ïðåäëîæåíèå 8.1. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî è ïóñòü

σ : X̃ → X � ðàçäóòèå òî÷êè O ∈ X. Åñëè O íå ëåæèò íà ïðÿìîé

è K2
X ≥ 3, òî X̃ � òàêæå ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K2
X ≥ 4. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé M , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êàñàòåëüíóþ ïëîñ-
êîñòü TO,X . Ïóñòü M̃ � ñîáñòâåííûé ïðîáðàç M íà X̃. Ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà M íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò è åå îáùèé ýëåìåíò
îñîá â òî÷êåO. Ñëåäîâàòåëüíî, M̃ = σ∗M−mE ∼ −KX̃−(m−1)E,
ãäå m ≥ 2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî −KX̃ · C̃ ≤ 0 äëÿ íåêîòîðîé íåïðèâîäèìîé

êðèâîé C̃. Òîãäà C̃ · E > 0 è M̃ · C̃ < 0, ò.å. C̃ � íåïîäâèæíàÿ
êîìïîíåíòà M̃ . Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 8.2. Íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî X ñòåïåíè 4 ≤ K2
X ≤ 7

÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîõîäèò íå áîëåå äâóõ ïðÿìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî X = Xd ⊂ Pd ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü L1, . . . , Lr ⊂ X
� ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó P ∈ X. Òîãäà TP,X ∩ X ⊃
{L1, . . . , Lr}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, TP,X ∩ X � ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê
íà TP,X ' P2, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç P . �

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü X � ðàöèîíàëüíàÿ G-ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåö-
öî ñòåïåíè d ≥ 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà èìååò G-òî÷êó. Òîãäà
X ÿâëÿåòñÿ G-ðàöèîíàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5.1 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõ-
íîñòü X ÿâëÿåòñÿ G-ìèíèìàëüíîé. Ìû òàêæå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
d < 8. Òàêèì îáðàçîì, Pic(X)G = −KX · Z. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
òî÷êà P íå ëåæèò íà ïðÿìûõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà P ëåæèò
íà åäèíñòâåííîé ïðÿìîé E, òî ñòÿãèâàíèå ϕ : X → Y ÿâëÿåòñÿ
G-ìîðôèçìîì è ïîâåðõíîñòü X íå G-ìèíèìàëüíà. Ïóñòü P ëåæèò
íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ: {P} = E1 ∩E2. Òîãäà êëàññ E1 +E2

ïðèíàäëåæèò Pic(X)G. Ïîýòîìó E1 +E2 ∼ −aKX , a ∈ Z. Íî òîãäà
2 = −KX · (E1 + E2) = ad ≥ 5. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ÷å-
ðåç P íå ïðîõîäÿò ïðÿìûå. Òîãäà ïðè ðàçäóòèè σ : X̃ → X òî÷êè
P ìû ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî X̃ ñòåïåíè d− 1. Ïðÿìóþ
E = σ−1(P ) ïåðåñåêàþò ïÿòü (ñîîòâåòñòâåííî, òðè) äðóãèõ ïðÿìûõ
E1, . . . , Em ïðè d = 5 (ñîîòâåòñòâåííî, ïðè d = 6). Ïîñêîëüêó X̃ íå
ñîäåðæèò �òðåóãîëüíèêîâ�, òî ýòè ïðÿìûå íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñòÿãè-
âàíèå ϕ : X̃ → Y êðèâûõ E1, . . . , Em ÿâëÿåòñÿ G-ìîðôèçìîì è Y
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� ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè d− 1 +m. Ïîëó÷èì äèàãðàììó

X̃
σ

��~~
~~

~~
~ ϕ

��?
??

??
??

X Y

Ïðè d = 5 Y � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 9, ñîäåðæàùàÿ
G-èíâàðèàíòíóþ ïÿò¼ðêó òî÷åê ϕ(Ei). Îáðàç ïðÿìîé E ÿâëÿåò-
ñÿ êîíèêîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè. Íà ýòîé êîíèêå èìååò-
ñÿ G-îðáèòà íå÷åòíîé ñòåïåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(E) � ðàöèîíàëü-
íàÿ êðèâàÿ. Íî òîãäà ïîâåðõíîñòü Y èìååò G-òî÷êó è ïîýòîìó G-
ðàöèîíàëüíà. Àíàëîãè÷íî, ïðè d = 6 Y � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 8, ñîäåðæàùàÿ G-èíâàðèàíòíóþ òðîéêó òî÷åê ϕ(Ei). Îá-
ðàç ïðÿìîé E ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ñ èíäåêñîì
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ 2. Íà ýòîé êðèâîé èìååòñÿ G-îðáèòà íå÷åòíîé
ñòåïåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(E) � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ. Íî òîãäà
ïîâåðõíîñòü Y èìååò G-òî÷êó è ïîýòîìó G-ðàöèîíàëüíà. �
Ïðåäëîæåíèå 8.4. Ïóñòü X = X5 ⊂ P5 � G-ïîâåðõíîñòü äåëü

Ïåööî ñòåïåíè 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ñîäåðæèò G-òî÷êó ñòå-
ïåíè 2 (ò.å. ïàðó G-ñîïðÿæåííûõ òî÷åê). Òîãäà X ÿâëÿåòñÿ G-
ðàöèîíàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = {P1, P2} ∈ X � G-òî÷êà ñòåïåíè
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åðåç P íå ïðîõîäèò ïðÿìûõ è íå ñóùå-
ñòâóåò êîíèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P1 è P2. Ðàññìîòðèì ðàçäó-
òèå σ : X̃

σ2−→ X1
σ1−→ X òî÷åê P1 è P2. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî

X̃ � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò G-
èíâàðèàíòíàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ C̃ òàêàÿ, ÷òî −KX̃ · C̃ ≤ 0.
Ïîñêîëüêó ÷åðåç P1 íå ïðîõîäèò ïðÿìûõ, òî X1 � ïîâåðõíîñòü äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 4. Ñëåäîâàòåëüíî, σ2(C̃) � îáúåäèíåíèå≤ 2 ïðÿìûõ.

�
Ïðåäëîæåíèå 8.5. Ïóñòü X = X5 ⊂ P5 � ïîâåðõíîñòü äåëü

Ïåööî ñòåïåíè 5. Ïóñòü σ : P̃ → P5 � ðàçäóòèå X, E � èñêëþ-

÷èòåëüíûé äèâèçîð è H∗ = σ∗H � ïîëíûé ïðîîáðàç êëàññà ãèïåð-

ïëîñêîñòè â P5.

(i) Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |2H∗−E| çàäàåò ìîðôèçì ϕ : P̃→ P4,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ P1-ðàññëîåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ñëåäóåì çàìåòêå [9].
Ïîâåðõíîñòü X = X5 ⊂ P5 (êàê ñõåìà) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì

5 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êâàäðèê, ïîýòîìó ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ïî-
ðîæäåííàÿ ýòèìè êâàäðèêàìè çàäàåò ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå
P5 99K P4. Ðàçðåøåíèå òî÷åê íåîïðåäåë¼ííîñòè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ
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� ýòî ðàçäóòèåX ⊂ P5. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |2H∗−E|
çàäàåò ìîðôèçì ϕ : P̃→ P4.
Èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ TX −→ TP5 |X −→ NX/P5 −→ 0

ãäå T � êàñàòåëüíîå, à N � íîðìàëüíîå ðàññëîåíèÿ. Äëÿ òîòàëü-
íûõ êëàññîâ ×æåíÿ èìååì c(X) · c(NX/P5) = c(P5)|X = (1 +H|X)6.
Îòñþäà

c1(NX/P5) = c1(P5)|X − c1(X) = 5H,

deg c2(NX/P5) = deg
(
c2(P5)|X − c1(X) · c1(NX/P5)− c2(X)

)
= 43.

Äèâèçîð E åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ P(NX/P5), à îãðàíè÷å-
íèå −E|E � ñ òàâòîëîãè÷åñêèì äèâèçîðîì L íà P(NX/P5). Ïóñòü
π : E = P(NX/P5)→ X � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Òàê êàê

L3 + π∗c1(NX/P5) · L2 + π∗c2(NX/P5) · L = 0,

òî ìû èìååì

π∗(−KX) · L3 = −π∗(−KX) · π∗c1(NX/P5) · L2 = −25,

L4 = −π∗c1(NX/P5) · L3 − π∗c2(NX/P5) · L2 =

= −5π∗(−KX) · L3 − 43 = 125− 43 = 82.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

(2H∗ − E)4 · E = (2H∗|E − E|E)4 = (−2π∗KX + L)4 =

= L4 + 8π∗(−KX) · L3 + 24π∗K2
X · L2 =

= 82− 8 · 25 + 24 · 5 = 2.

Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå ϕ|E : E → P4 � äâóëèñòíûé â îáùåé òî÷êå

ìîðôèçì è, â ÷àñòíîñòè, ϕ(P̃) = ϕ(E) = P4.

Ïóñòü ` ⊂ P5 � 2-ñåêóùàÿ ïîâåðõíîñòè X è ïóñòü ˜̀ � ñîáñòâåí-
íûé ïðîîáðàç ` íà P̃. Òîãäà (2H∗ − E) · ˜̀ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ˜̀

ñîäåðæèòñÿ â ñëîå ìîðôèçìà ϕ. �
Îïðåäåëåíèå 8.6. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîëå k óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó
c1, åñëè ëþáîå óðàâíåíèå1 f(x1, . . . , xn) = 0, ãäå f � îäíîðîäíûé
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d < n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k, èìååò íåòðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå â kn.

Ïðèìåðû 8.7. (i) Î÷åâèäíî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå
ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òèïà c1.

(ii) Ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå èìååò òèï c1 (òåîðåìà Øåâàëëå, ñì.,
íàïðèìåð, [10, ãë. V, �10]).

1Ñ ýòîãî ìåñòà � íà ñëåä. ñåìåñòð
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(iii) Åñëè k0 � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è k ⊃ k0 � åãî
ðàñøèðåíèå ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè 1, òî k èìååò òèï
c1 (òåîðåìà Òçåíà, ñì., íàïðèìåð, [11, ãë. 1, �6]).

(iv) Ïîëå òèïà c1 äîëæíî áûòü êâàäðàòè÷íî çàìêíóòî. Ïîýòî-
ìó R è Q íå ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè òèïà c1.

Òåîðåìà 8.8. Ïóñòü X � ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëåì

k òèïà c1. Òîãäà X èìååò k-òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü X ìèíè-
ìàëüíà. Ïóñòü ñíà÷àëà X èìååò ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè
f : X → Z. Òîãäà Z � êðèâàÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ðîäà 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Z èçîìîðôíà êîíèêå â P2. Ïîñêîëüêó k � ïîëå òèïà c1, òî
Z èìååò k-òî÷êó z. Åñëè ñëîé f−1(z) � âûðîæäåííàÿ êîíèêà, òî
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åå êîìïîíåíò îïðåäåëåíà íàä k. Åñëè, æå ñëîé
f−1(z) íåâûðîæäåí, òî ñíîâà îí èìååò k-òî÷êó ïîñêîëüêó k � ïîëå
òèïà c1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X � ïîâåðõíîñòü
äåëü Ïåööî ñ Pic(X) = Z. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè ñîãëàñíî çíà÷åíèÿì
ñòåïåíè K2

X .
K2
X = 1. Òîãäà áàçèñíàÿ òî÷êà ïó÷êà | −KX | îïðåäåëåíà íàä k

ïðè ëþáîì âûáîðå ïîëÿ k.
K2
X = 3. Òîãäà X = X3 ⊂ P3 � êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü è ñóùå-

ñòâîâàíèå k-òî÷êè ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà c1.
K2
X = 4. Òîãäà X = X4 ⊂ P4 � ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê. Ñîîò-

âåòñòâóþùèé ïó÷îê êâàäðèê îïðåäåëåí íàä k è ïàðàìåòðèçóåòñÿ
k-ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Âûðîæäåííûå êâàäðèêè ïó÷êà �

Çàäà÷è. (1) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 2, 4, 8 íàä ïîëåì R, íå èìåþùèõ R-òî÷åê.

(2) Ïîêàæèòå, ÷òî âåùåñòâåííàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü îáÿ-
çàòåëüíî èìååò R-òî÷êó.

(3) Ïóñòü T � äâóìåðíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð (ãðóïïîâàÿ ñõå-
ìà íàä ïîëåì k òàêàÿ, ÷òî T ⊗ k̄ ' Gm,k̄×Gm,k̄). Äîêàæèòå,
÷òî T ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü
êîìïàêòèôèêàöèþ V ⊃ T è ïðèìåíèòü ïðîãðàììó ìèíè-
ìàëüíûõ ìîäåëåé ê ìèíèìàëüíîìó ðàçðåøåíèþ ïîâåðõíî-
ñòè X.

(4) Íàîáîðîò, ïóñòü X � êîìïàêòèôèêàöèÿ ãëàâíîãî îäíîðîä-
íîãî ïðîñòðàíñòâà U äâóìåðíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T .
Äîêàæèòå, ÷òî X áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíî ïîâåðõíîñòè
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 6, 8 èëè 9.

(5) Ìîæåò ëè êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàä Q ñîäåðæàòü ðîâíî
îäíó ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó?
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(6) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà êóáèêå Ôåðìà
íàä ïîëåì F4 ëåæàò íà ïðÿìûõ. Äëÿ êàêèõ ïîëåé F2n âåðíî
òî æå ñàìîå?
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9. Ïðîãðàììà Ñàðêèñîâà

Îáîçíà÷åíèÿ 9.1. Ïóñòü π : X → Z è π′ : X ′ → Z ′ � G-
ìèíèìàëüíûå ìèíèìàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ïîâåðõíîñòè è ïóñòü

(9.1.1) X
π��

χ //______ X ′

π′��
Z Z ′

� áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñè-
ñòåìà H ′ î÷åíü îáèëüíà íà X ′. Çàïèøåì H ′ ∼ −a′KX′ + b′F ′, ãäå
a′, b′ � íåîòðèöàòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî b′ = 0 è F ′ = 0 åñëè Z ′ � òî÷êà. Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî a′, b′ > 0. Ïóñòü H := χ−1

∗ H ′. Êàê è âûøå çàïèøåì
H ∼ −aKX + bF , ãäå a, b ∈ Q è a > 0 (ìû òàêæå ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî b = 0 è F = 0 åñëè Z � òî÷êà). Ïóñòü c = ct(X,H ) �
êàíîíè÷åñêèé ïîðîã ïàðû (X,H ).

Îïðåäåëåíèå 9.2. Îïðåäåëèì ñòåïåíü Ñàðêèñîâà áèðàöèîíàëü-
íîãî îòîáðàæåíèÿ 9.1.1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

degS(χ) = (a, r = 1/c, e)

Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ñòåïåíåé îïðåäåëÿåòñÿ ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå χ (èëè ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà H ) èìååò ìàêñèìàëüíóþ îñîáåííîñòü, åñëè a < 1/c.

Ïðåäëîæåíèå 9.4 (íåðàâåíñòâî Í¼òåðà-Ôàíî). (i) a ≥ a′ è
ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî êîãäà èëè χ � èçîìîðôèçì èëè

π è π′ � ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè è (9.1.1) çàìûêàåòñÿ äî

êîììóòàòèâíîãî êâàäðàòà ñ Z ' Z ′.

(ii) Åñëè ïàðà (X, 1
a
H ) êàíîíè÷íà, ò.å. H íå èìååò ìàêñè-

ìàëüíûõ îñîáåííîñòåé è b ≥ 0 (ýòî âûïîëíåíî àâòîìà-

òè÷åñêè, åñëè Z � òî÷êà), òî a = a′. Áîëåå òîãî, χ íå

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçììîì òîëüêî åñëè π è π′ � ðàññëîå-

íèÿ íà êîíèêè è χ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì Z ' Z ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáùåå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé

(9.4.2) X̃
φ

{{wwwwww ψ

$$H
HHHHH

X
π
��

χ //_______ X ′

π′
��

Z Z ′
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Äëÿ ëþáîãî α ∈ Q ìû ìîæåì íàïèñàòü

(9.4.3) KX̃ + αH̃ = φ∗(KX + αH )+

+
∑

aiEi = ψ∗(KX′ + αH ′) +
∑

a′iE
′
i,

ãäå a′i > 0 ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ ñèñòåìà H ′ ñâîáîäíà. Ïóñòü L
(ñîîòâ. L′) � êðèâàÿ íà X (ñîîòâ. X ′). Ìû âîçüìåì L ∼ −KX , åñëè
X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî è L ∼ F , ãäå F � ñëîé, åñëè X �
ðàññëîåíèå íà êîíèêè. Àíàëîãè÷íî äëÿ X ′. Ïîëàãàÿ α = 1/a′ â
(9.4.3) ïîëó÷èì

(9.4.4)

(
KX̃ +

1

a′
H̃

)
· φ∗L =

(
b′

a′
ψ∗F ′ +

∑
a′iE

′
i

)
· φ∗L ≥ 0

(ïîñêîëüêó a′ > 0, b′ ≥ 0). Äàëåå(
KX +

1

a
H

)
· L =

b

a
F · L = 0,

ïîýòîìó (
KX̃ +

1

a
H̃

)
· φ∗L =

∑
aiEi · φ∗L = 0.

Îòñþäà a′ ≤ a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî a′ = a.
Òîãäà ìû èìååì òàêæå ðàâåíñòâî â (9.4.4):(
b′

a′
ψ∗F ′ +

∑
a′iE

′
i

)
·φ∗L = 0 =⇒ b′ψ∗F ′ ·φ∗L = E ′

i ·φ∗L = 0, ∀i.

Åñëè Z � òî÷êà, òî ýòî ðàâåíñòâî âëå÷åò b′ = 0 è èñêëþ÷èòåëüíîñòü
âñåõ äèâèçîðîâ E ′

i äëÿ ìîðôèçìà φ. Íî òîãäà Z ′ � òàêæå òî÷êà è
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ψ � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è φ = χ.
Òàê êàê ρ(X)G = ρ(X ′)G = 1, òî χ � èçîìîðôèçì.
Ïóñòü òåïåðü Z � êðèâàÿ, ò.å. π � ðàñëëîåíèå íà êîíèêè. Òîãäà

ψ∗F ′ è âñå äèâèçîðû E ′
i ñîäåðæàòñÿ â ñëîÿõ êîìïîçèöèè π ◦ φ. Ýòî

îçíààåò, ÷òî (9.1.1) çàìûêàåòñÿ äî êîììóòàòèâíîãî êâàäðàòà.
(ii) Ïóñòü ïàðà (X, 1

a
H ) êàíîíè÷íà. Ïîëîæèì α = 1/a â (9.4.3).

Òîãäà ai ≥ 0. Îòñþäà ïîëó÷èì(
KX̃ +

1

a
H̃

)
· ψ∗L′ =

(
b

a
φ∗F +

∑
aiEi

)
· ψ∗L′ ≥ 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (KX̃+ 1
a′

H̃ )·ψ∗L′ = 0. Îòñþäà a ≤ a′. Èç ïóíêòà
(i) ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî a = a′ è χ íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
òîëüêî åñëè dimZ = dimZ ′ = 1 è íèæíÿÿ ÷àñòü äèàãðàììû (9.4.2)
çàìûêàåòñÿ äî êîììóòàòèâíîãî êâàäðàòà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èç
(9.4.2) ñ α = 1/a = 1/a′ èìååì

b

a
φ∗F +

∑
aiEi ≡

b′

a
ψ∗F ′ +

∑
a′jE

′
j.
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Ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå

b

a
φ∗F +

∑
siEi ≡

b′

a
ψ∗F ′ +

∑
s′jE

′
j,

ãäå
∑
siEi è

∑
s′jE

′
j � ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïî-

íåíò. Îòñþäà

0 ≤
(
b

a
φ∗F +

∑
siEi

)
·
∑

s′jE
′
j =

(∑
s′jE

′
j

)2

.

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè
∑
s′jE

′
j = 0, ò. å. âñå äèâèçîðû E ′

j ÿâ-

ëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûìè äëÿ φ. Òàê êàê ρ(X)G = ρ(X ′)G = 2, òî
χ � èçîìîðôèçì. �
9.5. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ëèíêè) Ñàðêèñîâà.

Òèï I. X ′
σ

ttiiiiiiiiiiiiiiiii

π′

��

X
π
��

Z = Spec k Z ′oo

Òèï II. Y
σ

{{xxx
xxx

x σ′

##G
GGGGG

X

π ##F
FFF

FFF
X ′

π′{{www
www

w

Z

Òèï III. X

π

��

σ

**UUUUUUUUUUUUUUUUU

X ′

π′
��

Z // Z ′ = Spec k

Òèï IV. X
π′

&&LLLLLLLLL
π

yysssssssss

Z

%%KK
KKK

KKK
Z ′

yysssssss

Spec k

Òåîðåìà 9.6. Ëþáîå áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ðàñêëàäûâà-

åòñÿ â êîìïîçèöèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèíêîâ I � IV.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî χ íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà H èìååò
ìàêñèìàëüíóþ îñîáåííîñòü êðàòíîñòè r > a, ãäå r = 1/ ct(X,H ).
Ïóñòü µ : Y → X � ðàçäóòèå ýòîé ìàêñèìàëüíîé îñîáåííîñòè.
Òàêèì îáðàçîì,

KY + cHY = µ∗(KX + cH ), cY := ct(Y,HY ) ≥ ct(XH ) = c.

Ïîëîæèì, α := min{cY , 1/a}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèâèçîð KY +
αHY ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí íàä Z. Èìååì

KY + αHY = σ∗ (KX + αH ) + (1− αr)E.
Ïîýòîìó äèâèçîð KX + αH òàêæå ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí íàä Z.
Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè α ≥ 1/a, ò.å. α = 1/a è

KY + αHY =
b

a
σ∗F + (1− r/a)E,
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ãäå 1 − r/a < 0 è ïîýòîìó b > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, π � ðàññëîåíèå
íà êîíèêè. Ïóñòü F ] � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç ñëîÿ, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç öåíòð ðàçäóòèÿ. Òîãäà (KY + αHY ) · F ] < 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîð KX + αH íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýô-

ôåêòèâíûì íàä Z. Ïðèìåíèì ïðîãðàììó ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé ê
ïàðå (Y, αHY ) íàä Z.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìû èìååì äèâèçîðèàëüíîå ñòÿãèâàíèå

σ′ : Y → X ′. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ëèíê òèïà II. Òàê êàê 1/a > c =
ct(C,H ), òî

σ∗
(
KX +

1

a
H

)
= KY +

1

a
HY + λE, λ > 0.

Îòñþäà(
KX +

1

a
H

)
· σ∗σ′∗L′ =

(
KY +

1

a
HY

)
· σ′∗L′ + λE · σ′∗L′ ≥

≥
(
KY +

1

a
HY

)
· σ′∗L′ =

(
KX′ +

1

a
HX′

)
· L′

Åñëè Z � òî÷êà, òî îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî a′ < a è degS(X,H ) >
degS(X ′,H ′). Ïóñòü Z � êðèâàÿ. Òîãäà a′ = a è

ct(X ′,H ′) ≥ ct(Y,HY ) ≥ ct(X,H ),

ïðè÷åì åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî e(X ′,H ′) > ct(X,H ). Òà-
êèì îáðàçîì, ñíîâà degS(X,H ) > degS(X ′,H ′).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìû èìååì ñòÿãèâàíèå σ′ : Y → Z

ðàññëîåííîãî òèïà. Ïîëîæèì X ′ := Y . Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ëèíê
òèïà I c degS(X,H ) > degS(X ′,H ′).
Ïóñòü òåïåðü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà H íå èìååò ìàêñèìàëüíûõ

îñîáåííîñòåé. Èç íåðàâåíñòâà Íåòåðà-Ôàíî 9.4 ïîëó÷àåì, ÷òî π
è π′ � ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè è b < 0. Â ýòîì ñëó÷àå äèâèçîð
KX + 1

a
H ≡ b

a
F ÷èñëåííî íå ýôôåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-

ñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷R 6= R+[F ] òàêîé, ÷òî (KX+ 1
a
H )·R < 0.

Ðàññìîòðèì åãî ñòÿãèâàíèå ϕR : X → X1.
Åñëè ϕR � ðàññëîåííîãî òèïà, òî ýòî ðàññëîåíèå íà êîíèêè è ìû

èìååì ëèíê òèïà IV ñ Z ′ = X1, π
′ = ϕR. Çàïèøåì

H ∼ −aKX + bF ∼ −a′KX + b′F ′,

ãäå 2a′ = H ·F ′ = 2a+bF ·F ′ < 2a. Òàêèì îáðàçîì, degS(X, π,H ) >
degS(X, π′,H ).
Íàêîíåö, ïóñòü ϕR � äèâèçîðèàëüíîå ñòÿãèâàíèå. Òîãäà ìû èìå-

åì ëèíê òèïà III ñ X ′ = X1, σ = ϕR. Â ýòîì ñëó÷àå

HX′ ∼ −a′KX′ = σ∗H = σ∗(−aKX + bF ) = −aKX′ + bσ∗F.
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Îòñþäà a′ < a è ñíîâà degS(X, π,H ) > degS(X ′, π′,HX′).
�

Çàäà÷è. (1) Îáîáùèòå íåðàâåíñòâî Íåòåðà-Ôàíî 9.4 íà ñëó-
÷àé, êîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà H ′ ñâîáîäíà, íî íåîáÿçàòåëü-
íî îáèëüíà.

10. Ãðóïïà Êðåìîíû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì ãðóïïó áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ ïëîñêîñòè P2 íàä ñîâåðøåííûì ïîëåì k. Ýòà ãðóïïà îáû÷-
íî íàçûâàåòñÿ äâóìåðíîé ãðóïïîé Êðåìîíû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Cr2(k). Îíà èçîìîðôíà ãðóïïå k-àâòîìîðôèçìîâ Aut(k(x, y)) ïîëÿ
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ k(x, y) íàä k.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå îáðàçóþùèõ ãðóïïû

Êðåìîíû Cr2(k) íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k.
(10.0.1) (x0 : x1 : x2) 99K (x1x2 : x0x2 : x0x1) = (x−1

0 : x−1
1 : x−1

2 )

Îïðåäåëåíèå 10.1. Áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå χ : P2 99K P2

íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äå Æîíêüåðà (de Jonqui�eres), åñëè
îíî âêëþ÷àåòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

F1
//___

��

zzuuuuuuuuuuuuuu
F1

��

$$I
IIIIIIIIIIIII

P1 ∼ // P1

P2
χ //__________________ P2

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïðåäëîæåíèå 10.2.

Êàê è â (9.4.2) ðàññìîòðèì îáùåå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé

(10.2.2) X̃
φ

{{wwwwww ψ

$$H
HHHHH

X
χ //_______ X ′

è çàïèøåì

H̃ = φ∗H −
∑

miE
∗
i ,

KX̃ = φ∗KX +
∑

E∗
i .

Òåîðåìà 10.3. Ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå Êðåìîíû ðàñêëàäûâàåòñÿ â

êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé äå Æîíêüåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ : P2 99K P2 � ïðåîáðàçîâàíèå Êðåìîíû.
Ïî òåîðåìå 9.6 χ ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ P2 ← F1 99K F1 →
P2, ìû èìååì �
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Òåîðåìà 10.4. Ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå äå Æîíêüåðà χ : P2 99K P2

ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ êâàäðàòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî χ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

χ : (x, y) 7−→
(
x,
α(x)y + β(x)

γ(x)y + δ(x)

)
, ãäå det

(
α β
γ δ

)
6= 0.

Ýòî ïðåîáðàçîâàííèå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â êîìïîçèöèþ ïðåîá-
ðàçîâàíèé

χ1 : (x, y) 7−→ (x, yp(x))

χ2 : (x, y) 7−→ (x, y/q(x))

χ3 : (x, y) 7−→ (x, y + r(x))

χ4 : (x, y) 7−→ (x, 1/y)

ãäå p(x), q(x) è r(x) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû. ßñíî, ÷òî χ4 ÿâëÿ-
åòñÿ êâàäðàòè÷íûì, à ïðåîáðàçîâàíèÿ χ1 è χ2 ðàñêëàäûâàþòñÿ â
êîìïîçèöèè êâàäðàòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

(x, y) 7−→ (x, y(x− c)), c ∈ k

è îáðàòíûõ ê íèì. Äëÿ χ3 ìû çàïèøåì r(x) = (x − c)r1(x), ãäå c
� êîðåíü r(x). Òîãäà χ3 ðàñêëàäûâàþòñÿ â êîìïîçèöèþ (x, y) 7→
(x, y(x− c)−1), (x, y) 7→ (x, y+ r1(x)), è (x, y) 7→ (x, y(x− c)). Äàëåå
� ïî èíäóêöèè. �

Òåîðåìà 10.5. Ïóñòü C ⊂ P2 � êðèâàÿ ñòåïåíè d. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ïàðà (P2, 3
d
C) èìååò ëèøü êàíîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåìîíû χ : P2 99K P2 êðèâàÿ χ(C)
èìååò ñòåïåíü ≥ d.

Çàäà÷è. (1) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êâàäðàòè÷íîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Êðåìîíû â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ ìîæåò áûòü ïðè-
âåäåíî ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

(x0 : x1 : x2) 7−→


(x1x2 : x0x2 : x0x1) (ñì. (10.0.1))

(x0x2 : x1x2 : x2
0)

(x2
0 : x0x1 : x2

1 + x0x2)

(2) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êâàäðàòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Êðå-
ìîíû ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äå Æîíêüåðà.
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