
Òåîðåìà (Êðèòåðèé íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû). Ïóñòü A �êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:(1) A íåâûðîæäåíà;(2) ñòîëáöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû;(3) ñòðîêè A ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1, . . . , An � ñòîëáöû ìàòðèöû. Çàïè-øåì óñëîâèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè λ1A1 + · · · + λnAn = 0, ãäå
λi ∈ k, à 0 � íóëåâîé ñòîëáåö. Óñëîâèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíîâ âèäå
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Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïî òåîðåìå Êðà-ìåðà |A| 6= 0 ⇐⇒ ñèñòåìà îïðåäåëåíà (ò.å. λ1 = · · · = λn = 0 �åäèíñòâåííîå ðåøåíèå) ⇐⇒ ñòîëáöû A1, . . . , An ëèíåéíî íåçà-âèñèìû. Ýòî äîêàçûâàåò (1) ⇐⇒ (2). Òàê êàê |A| = |AT|, òîàíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì (1) ⇐⇒ (3).Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü
M ⊂ V � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî (ñèñòåìà âåêòîðîâ). �îâîðÿò,÷òî ýëåìåíòû e1, . . . , em ∈ M îáðàçóþò áàçèñ M , åñëè(1) âåêòîðû e1, . . . , em ëèíåéíî íåçàâèñèìû,45



(2) äëÿ ëþáîãî v ∈ M âåêòîðû v, e1, . . . , em ëèíåéíî çàâèñè-ìû.Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ áàçèñ M = V .Çàìå÷àíèå. Ýëåìåíòû e1, . . . , em ∈ M îáðàçóþò áàçèñ òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1) è (2)′:(2)′ ëþáîé âåêòîð v ∈ M ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
e1, . . . , em.Çàìå÷àíèå. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî áàçèñû èç êîíå÷íîãî÷èñëà ýëåìåíòîâ.Çàìå÷àíèå. Áàçèñ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óïîðÿäî÷åííîå ìíî-æåñòâî.Ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå R

n èìååòñÿ ñòàíäàðòíûé áàçèñ
e1, . . . , en, ãäå ei = (0, . . . , 1

↑
i

, . . . , 0).Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü e1, . . . , em ∈ M � áàçèñ. Òîãäà ëþáîéâåêòîð v ∈ M îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç e1, . . . , em. Êîý�-�èöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåê-òîðà.Äîêàçàòåëüñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Òåîðåìà (ëåììà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè). Ïóñòü âåêòîðû
v1, . . . ,vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåçâåêòîðû w1, . . . ,wm. Òîãäà n ≤ m.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > m. Çàïèøåì

vj = α1,jw1 + · · · + αm,jwm.Òîãäà
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wi.�àññìîòðèì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
n
∑

j=1

αi,jλj = 0, i = 1, . . .m.îòíîñèòåëüíî λ1, . . . , λn. Òàê êàê ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ìåíüøå÷èñëà óðàâíåíèé, òî ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òàêîå,÷òî ∑n
j=1

λjvj = 0.Ñëåäñòâèå. Ëþáîé áàçèñ M ⊂ V ñîäåðæèò îäèíàêîâîå êîëè-÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Áîëåå òî÷íî, åñëè w1, . . . ,wm � áàçèñ M ,òî ëþáàÿ ñèñòåìà èç n âåêòîðîâ v1, . . . ,vn ∈ M ïðè n > mëèíåéíî çàâèñèìà. Åñëè æå v1, . . . ,vn òàêæå îáðàçóþò áàçèñ
M , òî m = n. 47



Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðû v1, . . . ,vn ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷å-ðåçw1, . . . ,wm. Åñëè v1, . . . ,vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ïî ëåì-ìå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n ≤ m. Åñëè æå v1, . . . ,vn îáðàçóþòáàçèñ, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì m ≤ n.Îïðåäåëåíèå. Åñëè M ⊂ V � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî, òî ðàíãîì
M (îáîçíà÷àåòñÿ rkM) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà (åñ-ëè êîíå÷íûé áàçèñ ñóùåñòâóåò). �àíãîì ñòîëáöîâ ìàòðèöû íà-çûâàåòñÿ ðàíã ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ (êàê ñèñòåìû âåêòîðîâ Rn).�àíãîì ñòðîê ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ðàíã ñèñòåìû åå ñòðîê∗. �àç-ìåðíîñòüþ† ïðîñòðàíñòâà V (îáîçíà÷àåòñÿ dimV ) íàçûâàåòñÿðàíã M = V .Çàìå÷àíèå. Åñëè M ⊂ V , òî rkM ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó ÷èñ-ëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ v1, . . . ,vn ∈ M .Ñëåäñòâèå. Ïóñòü dimV = n. Òîãäà ñèñòåìà èç m âåêòîðîââ V ëèíåéíî çàâèñèìà ïðè m > n.Ñëåäñòâèå. Åñëè âñå âåêòîðû ñèñòåìû M ⊂ V ëèíåéíî âû-ðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðû ñèñòåìû M ′ ⊂ V , òî rkM ≤ rkM ′.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . ,vn � áàçèñ M , à v

′
1, . . . ,v

′
m �áàçèñ M ′. Ïî óñëîâèþ âåêòîðû v1, . . . ,vn ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ

∗Ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ðàíãè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîâïàäàþò.
†Òåðìèí ðàíã óïîòðåáëÿåòñÿ â îòíîøåíèè ïîäìíîæåñòâà (÷àùå âñåãî êîíå÷íîãî)M ⊂

V . Òåðìèí ðàçìåðíîñòü óïîòðåáëÿåòñÿ òîëüêî â îòíîøåíèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.48



÷åðåç âåêòîðû M ′, à ëþáîé âåêòîð M ′ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷å-ðåç v′
1, . . . ,v

′
m. Ñëåäîâàòåëüíî, v1, . . . ,vn ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ÷åðåç v′

1, . . . ,v
′
m. Ïî ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n ≤ m.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü dimV = n, M ⊂ V è ïóñòü e1, . . . , ek ∈ M� ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû. Òîãäà e1, . . . , ek ∈ M ìîæíîäîïîëíèòü äî áàçèñà M .Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ M âåêòîðû e1,. . . , ek,

x ëèíåéíî çàâèñèìû, òî e1, . . . , ek � áàçèñ M . Â ïðîòèâíîì ñëó-÷àå ñóùåñòâóåò x ∈ M òàêîé, ÷òî âåêòîðû e1,. . . , ek, x ëèíåéíîíåçàâèñèìû. Ïîëàãàåì ek+1 = x è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ. Ïðî-öåññ îáîðâåòñÿ ïîñêîëüêó ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâíå ïðåâîñõîäèò n.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãîïðîñòðàíñòâà. Òîãäà dimW ≤ dimV è åñëè dimW = dimV ,òî W = V .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãîñëåäñòâèÿ (ïîëàãàåì M ′ = V , M = W ).Ïóñòü dimW = dimV . Äîêàæåì‡, ÷òî W = V . Ïóñòü
v1, . . . ,vn � áàçèñ V è ïóñòü w1, . . . ,wn � áàçèñ W . Òàê êàê
wi ∈ V , òî ìû ìîæåì çàïèñàòü

wi =
n
∑

j=1

ai,jvj.

‡Èìååòñÿ êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî (ñì. íèæå)49



Åñëè ìàòðèöà A = (ai,j) âûðîæäåíà, òî åå ñòðîêè ëèíåéíî çà-âèñèìû: ∑n
i=1

λiai,j = 0 ∀j. Íî òîãäà
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vj = 0.Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà A = (ai,j) íåâûðîæäå-íà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 = (bi,j).Èìååì
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δk,jvj = vk.ò.å. vk ∈ W ∀k. Ïîýòîìó V ⊂ W .Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà w1, . . . ,wn ∈ W ⊂ V ìîæåòáûòü äîïîëíåíà äî áàçèñà V . Òàê êàê dimV = n, òî w1, . . . ,wn� óæå áàçèñ V . Ñëåäîâàòåëüíî, V ⊂ W .Òåîðåìà (Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû). �àíã ñèñòåìû ñòðîêìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ è ðàâåí íàèâûñ-øåìó ïîðÿäêó îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà.Ëåììà. �àíã (ñèñòåìû ñòðîê) ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðèýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê.50



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû Aîäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñòðîê. Òîãäà ñòðîêàìàòðèöû A′ ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðîêè ìàòðèöû A.Ñëåäîâàòåëüíî, rkA′ ≤ rkA. Ïðåîáðàçîâàíèå A 7→ A′ îáðà-òèìî, ïîýòîìó rkA ≤ rkA′.Ëåììà. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöûëèíåéíûå çàâèñèìîñòè (íåçàâèñèìîñòè) ñèñòåìû åå ñòîëáöîâíå ìåíÿþòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (ai,j) � n × m-ìàòðèöà è ïóñòü
C1, . . . , Cm � åå ñòîëáöû. Ïóñòü ìàòðèöà A′ = (a′i,j) ïîëó÷åíàèç ìàòðèöû A îäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñòðîê èïóñòü C ′

1, . . . , C
′
m � ñòîëáöû A′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ëè-íåéíàÿ çàâèñèìîñòü ∑m

j=1
λjCj = 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

n ðàâåíñòâ
m
∑

j=1

λjai,j = 0, i = 1, . . . , n. (2)Ïóñòü, íàïðèìåð, A 7→ A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (I), ò.å.
a′i,j =

{

ai,j ïðè i 6= i0

ai0,j + µai1,j ïðè i = i0äëÿ íåêîòîðûõ i0 6= i1 è µ. Òîãäà ðàâåíñòâî (2) ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ
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a′i,j ïðè i 6= i0, à äëÿ i = i0 îíî äàåò íàì
0 =

m
∑

j=1

λjai0,j =

m
∑

j=1

λj(a
′
i0,j

− µai1,j) =

m
∑

j=1

λja
′
i0,j

− µ

m
∑

j=1

ai1,jÏîñêîëüêó âòîðîé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òî∑m
j=1

λja
′
i0,j

= 0. Ñëåäî-âàòåëüíî, ∑m
j=1

λjC
′
j = 0.Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîëáöû Ci1, . . . , Cir ëèíåéíîíåçàâèñèìû. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû Ci1, . . . , Cir ëèíåé-íî çàâèñèìû, òî èç îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ A 7→ A′ ìûïîëó÷àåì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ Ci1, . . . , Cir.Ñëåäñòâèå. �àíã ñèñòåìû ñòîëáöîâ ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê.Ëåììà. Ïóñòü â ìàòðèöå A ìèíîð, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèèñòðîê i1, . . . , ir è ñòîëáöîâ j1, . . . , jr, îòëè÷åí îò íóëÿ. Òî-ãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè (ñ íîìåðàìè i1, . . . , ir) ëèíåéíîíåçàâèñèìû. Òî æå âåðíî äëÿ ñòîëáöîâ (ñ íîìåðàìè j1, . . . , jr).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà. Ñî-ãëàñíî êðèòåðèþ íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ñòðîêè è ñòîëáöû

M ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî íåçàâèñèìûòàêæå è óäëèí¼ííûå ñòðîêè è ñòîëáöû.Ëåììà. �àíã ñèñòåìû ñòðîê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû A =

(ai,j) ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ è ðàâåí ÷èñëó åå íåíó-ëåâûõ ñòðîê. 52



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1,j1, . . . , ar,jr � ëèäåðû ñòðîê, ãäå
j1 < j2 < · · · < jr è r � ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê. Òîãäà ìèíîð,ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê 1, . . . , r è ñòîëáöîâ j1, . . . , jr, îò-ëè÷åí îò íóëÿ. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå íåíóëåâûå ñòðîêè ìàò-ðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïîýòîìó ðàíã ñèñòåìû ñòðîê Aðàâåí r. Äàëåå, ãëàâíûå ñòîëáöû Aj1,. . . , Ajr òàêæå ëèíåéíîíåçàâèñèìû. Äîêàæåì, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû ñòîëá-öîâ. Ïóñòü Ak � ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö ìàòðèöû A. Äîñòàòî÷íîïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Ak = λ1Aj1 + · · ·+λrAjr.�àññìîòðèì åãî êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-íî λ1, . . . , λr. Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû òðåóãîëüíà è èìååò îïðå-äåëèòåëü (ðàâíûé ìèíîðó) îòëè÷íûé îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,ñèñòåìà ñîâìåñòíà.Ñëåäñòâèå. �àíã ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ñèñòå-ìû åå ñòîëáöîâ.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû à ðàíãå. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òîðàíã ìàòðèöû íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü íàèâûñøåãî ïîðÿäêàîòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà. Ïóñòü â ìàòðèöå ñòðîêè ñ íî-ìåðàìè i1, . . . , ir îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû ñòðîê. Äîêàæåì,÷òî íåêîòîðûé ìèíîð ïîðÿäêà r îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü
A′ � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A âû÷¼ðêèâàíèåì âñåõ ñòðîêêðîìå i1, . . . , ir. Òîãäà rkA′ = r (ïîñêîëüêó ñòðîêè A′ ëèíåéíîíåçàâèñèìû). Ïóñòü òåïåðü ñòîëáöû ìàòðèöû A′ ñ íîìåðàìè
j1, . . . , jr îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ è ïóñòü A′′ �53



ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A′ âû÷¼ðêèâàíèåì âñåõ ñòîëáöîâ,êðîìå j1, . . . , jr. Ñíîâà rkA′′ = r (ïîñêîëüêó ñòîëáöû A′′ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Ñîãëàñíî êðèòåðèþ íåâûðîæäåííîñòèìàòðèöû |A′′| 6= 0.
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