
2 Ïîäñòàíîâêè2.1 Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèéÒîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X â ñåáÿ áóäåò îáîçíà-÷àòüñÿ εX èëè ïðîñòî ε. Òàêèì îáðàçîì, ε(x) = x ∀x ∈ X .Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé f : X → Y è
g : Y → Z íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå g ◦ f : X → Z òàêîå,÷òî g ◦ f(x) = g(f(x)).Òåîðåìà. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f : X → Y , g : Y → Z è
h : Z → U . Òîãäà (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååì

(h ◦ g) ◦ f(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))),

h ◦ (g ◦ f)(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x))).Ñëåäîâàòåëüíî, h(g(f(x))) = h(g(f(x))).Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëèèç òîãî, ÷òî f(x1) = f(x2) ñëåäóåò x1 = x2. Îíî íàçûâàåòñÿñþðúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò x ∈ Xòàêîå, ÷òî f(x) = y. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿáèåêòèâíûì åñëè îíî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå f : X → Y . Îáðàòíûì ê íåìóíàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f−1 : Y → X òàêîå, ÷òî f ◦ f−1 = εYè f−1
◦ f = εX . 13



Ïðåäëîæåíèå. (1) Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê f : X → Yñóùåñòâóåò ⇐⇒ f áèåêòèâíî.(2) Åñëè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê f : X → Y ñóùåñòâóåò,òî îíî åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2.2 Ïîäñòàíîâêè�àññìîòðèì ìíîæåñòâî Ωn := {1, . . . , n}. Ïîäñòàíîâêîé íàçûâà-åòñÿ ëþáîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå σ : Ωn → Ωn. Ìíîæåñòâîâñåõ ïîäñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn. Êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà îä-íîçíà÷íî σ ∈ Sn çàäàåòñÿ 2× n-òàáëèöåé (ìàòðèöåé)
(
i1 i2 · · · in−1 in
j1 j2 · · · jn−1 jn

)

ãäå {i1, . . . , in} = Ωn è jk := σ(ik). Òàêàÿ çàïèñü íå åäèíñòâåííà:ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ ìû ïîëó÷àåì òó æå ïîäñòàíîâêó.Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà âñòàíäàðòíîì âèäå
(
1 2 · · · n− 1 n

j1 j2 · · · jn−1 jn

)

Íàçîâåì ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ ñòðîêó (i1, . . . , in), ãäå
ik ∈ Ωn è ik 6= il ïðè k 6= l. ßñíî, ÷òî äëÿ ïåðåñòàíîâêè
(i1, . . . , in) âñåãäà âûïîëíåíî {i1, . . . , in} = Ωn.14



Ïðåäëîæåíèå. ×èñëî ÷èñëî âñåõ ïîäñòàíîâîê ðàâíî ÷èñëóâñåõ ïåðåñòàíîâîê è ðàâíî n!.Ïðîèçâåäåíèåì ïîäñòàíîâîê σ1, σ2 ∈ Sn íàçîâåì èõ êîìïî-çèöèþ σ1 ◦ σ2 ∈ Sn. Òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç ε.Ñâîéñòâà ïîäñòàíîâîê.
• (σ◦ϕ)◦δ = σ◦(ϕ◦δ) äëÿ âñåõ σ, ϕ, δ ∈ Sn (àññîöèàòèâíîñòü);
• σ ◦ ε = ε ◦ σ = σ äëÿ âñåõ σ ∈ Sn;
• ∀ σ ∈ Sn ∃ σ−1 ∈ Sn σ ◦ σ−1 = σ−1

◦ σ = ε.Îïðåäåëåíèå. Òðàíñïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà τ ∈ Snòàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j òàêèå, ÷òî
τ (i) = j, τ (j) = i è τ (k) = k ïðè k /∈ {i, j}. Ýòà òðàíñïîçè-öèÿ îáîçíà÷àåòñÿ σ = [i, j].Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé: σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåð-æäåíèå âåðíî äëÿ n− 1. Ïóñòü

σ =

(
1 2 · · · n− 1 n

i1 i2 · · · in−1 in

)
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Åñëè in 6= n, òî ðàññìîòðèì òðàíñïîçèöèþ τ = (n, in). Åñëè æå
in = n, òî ïîëîæèì τ = ε. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

τ ◦ σ =

(
1 2 · · · n− 1 n

i′1 i′2 · · · i′n−1 n

)

�àññìîòðèì ïîäñòàíîâêó
σ′ =

(
1 2 · · · n− 1

i′1 i′2 · · · i′n−1

)

∈ Sn−1Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâå-äåíèå òðàíñïîçèöèé: σ′ = τ ′1 ◦ · · · τ ′m, τ ′i = [ki, li] ∈ Sn−1,
ki li ∈ {1, . . . , n − 1}, ki 6= li. �àññìîòðèì òðàíñïîçèöèè
τi = [ki, li] ∈ Sn. Î÷åâèäíî, ÷òî τ ◦ σ = τ1 ◦ · · · ◦ τm. Ïîýòîìó
σ = τ ◦ τ1 ◦ · · · ◦ τm.Äëÿ ïåðåñòàíîâêè Π = (i1, . . . , in) è ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn ïî-ëîæèì σ(Π) = (σ(i1), . . . , σ(in)). ßñíî, ÷òî σ(Π) � ïåðåñòàíîâêàè δ ◦ σ(Π) = δ(σ(Π)).Ñëåäñòâèå. Ëþáûå äâå ïåðåñòàíîâêè èç îäèíàêîâîãî ÷èñëàýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ïðèìåíåíèåìêîíå÷íîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π = (i1, . . . , in) è Π′ = (j1, . . . , jn). �àñ-ñìîòðèì ïîäñòàíîâêó

σ =

(
i1 i2 · · · in−1 in
j1 j2 · · · jn−1 jn

)
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Ïî òåîðåìå σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr, ãäå τk � òðàíñïîçèöèè. Òîãäà
Π′ = σ(Π) = τ1 ◦ · · · τr(Π) = τ1(τ2(· · · τr(Π)))

�àññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó Π = (i1, . . . , ik, . . . , il, . . . , in). Ïîîïðåäåëåíèþ ïåðåñòàíîâêè ik 6= il ïðè k 6= l. Ïóñòü k < l. Åñëè
ik > il, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòû ik è il îáðàçóþòèíâåðñèþ. ×åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè íàçîâåì ÷åòíîñòü îáùåãî÷èñëà èíâåðñèé.Ïðèìåð. Ïóñòü 1 ≤ i < j ≤ n. ×èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå

(1, 2, . . . i− 1, j, i + 1, . . . , j − 1, i, j + 1, . . . , n− 1, n)ðàâíî j − i+ 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸

j−i−1

= 2(j − i)− 1. Ïîýòîìó ïåðåñòàíîâêà �íå÷åòíàÿ.Ëåììà. ×åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè ìåíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèèòðàíñïîçèöèè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π = (i1, . . . , in), ïóñòü τ = [a, b], a 6= b.ßñíî, ÷òî a = ik, b = il äëÿ íåêîòîðûõ ik 6= il, k < l. Òà-êèì îáðàçîì, Π = (i1, . . . , ik, . . . , il, . . . , in) è τ = [ik, il]. Òîãäà
τ (Π) = (i1, . . . , il, . . . , ik, . . . , in). Îáîçíà÷èì ÷åðåç rα (ñîîòâ. sα))÷èñëî èíâåðñèé, êîòîðûå îáðàçóåò ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ìåñòå α â
Π (ñîîòâ. τ (Π)) ñî âñåìè ïîñëåäóþùèìè. �àññìîòðèì ñíà÷àëà17



ñëó÷àé l = k + 1. Åñëè α < k èëè α > k + 1, òî rα = sα). Äëÿ
α = k è α = k + 1 èìååì

sk =

{

rk+1 + 1 åñëè ik < ik+1

rk+1 åñëè ik > ik+1

sk+1 =

{

rk åñëè ik < ik+1

rk − 1 åñëè ik > ik+1Â èòîãå ïîëó÷àåì ∑
sα =

∑
rα±1. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿïðîèçâîëüíûõ k è l > k + 1 ìû èìååì

[ik, il] = [ik, ik+1] ◦ [ik+1, il] ◦ [ik+1, ik]è òàêèì îáðàçèì êàæäàÿ òðàíñïîçèöèÿ [ik, il] ðàñêëàäûâàåòñÿ âêîìïîçèöèþ íå÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé �ñîñåäíèõ� ýëåìåí-òîâ.Îïðåäåëåíèå. ×åòíîñòüþ ïîäñòàíîâêè
σ =

(
i1 i2 · · · in−1 in
j1 j2 · · · jn−1 jn

)

íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñòü ñóììû ÷èñëà èíâåðñèé â ïåðâîé è âòîðîéñòðîêàõ. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå ÷åòíîñòü ïîäñòàíîâêè íåçàâèñèò îò âèäà çàïèñè (ïðè òðàíñïîçèöèè ñòîëáöîâ ìåíÿåòñÿ÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé â îáîèõ ñòðîêàõ). Çíàêîì σ íàçûâàåò-ñÿ
sgn(σ) := (−1)÷åòíîñòü (σ).18



Ïðèìåð. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó òðàíñïîçèöèÿ ÿâëÿ-åòñÿ íå÷åòíîé ïîäñòàíîâêîé.Ïðåäëîæåíèå. • sgn(σ1 ◦ σ2) = sgn(σ1) sgn(σ2).
• sgn(σ−1) = sgn(σ).Ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

An.Ïðåäëîæåíèå. ×èñëî ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ðàâíî ÷èñëóíå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê è ðàâíî n!/2.Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðóþ íå÷åòíóþ ïîäñòà-íîâêó τ (íàïðèìåð, òðàíñïîçèöèþ). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå
∀σ ∈ An τ ◦σ ∈ Sn \An. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ îòîáðàæåíèå
f : An → Sn\An, f(σ) = τ ◦σ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îíî áèåêòèâ-íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà An è Sn \ An ðàâíîìîùíû.2.3 ÖèêëûÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü σ ∈ Sn. Ýëåìåíò j ∈ {1, . . . , n} íàçûâà-åòñÿ íåïîäâèæíûì äëÿ σ, åñëè σ(j) = j è ïîäâèæíûì, åñëè
σ(j) 6= j. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ìû îáîçíà-÷èì ÷åðåç F (σ), à ìíîæåñòâî âñåõ ïîäâèæíûõ � ÷åðåç M(σ).Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òîM(σ1◦σ2) ⊂ M(σ1)∪M(σ2) è F (σ1◦σ2) ⊃
F (σ1) ∩ F (σ2) ∀σ1, σ2 ∈ Sn. 19



Ëåììà. Åñëè äëÿ ïîäñòàíîâîê σ, ϕ ∈ Sn âûïîëíåíî M(σ) ∩
M(ϕ) = ∅, òî σ ◦ ϕ = ϕ ◦ σ (ò.å. σ è ϕ êîììóòèðóþò).Îïðåäåëåíèå. Ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ öèêëîì (öèê-ëè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé), åñëè M(σ) = {i1, . . . , im} è

σ(ik) =

{

ik+1 ïðè k = 1, . . . ,m− 1,

i1 ïðè k = m.Òàêàÿ ïîäñòàíîâêà îáîçíà÷àåòñÿ σ = [i1, . . . , im]. ×èñëî m íà-çûâàåòñÿ äëèíîé öèêëà.Öèêë äëèíû 2 � ýòî òðàíñïîçèöèÿ. Çàïèñü σ = [i1, . . . , im]íå åäèíñòâåííà. ßñíî, ÷òî [i1, . . . , im] = [i2, . . . , im, i1] =

[i3, . . . , im, i1, i2] è ò. ä.Öèêëû σ = [i1, . . . , im] è ϕ = [j1, . . . , jl] íàçûâàþòñÿ íåçàâè-ñèìûìè, åñëè M(σ) ∩M(ϕ) = ∅.Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ σ = σ1 ◦ · · · σl. Ýòî ïðîèçâå-äåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ÷èñëóýëåìåíòîâ â M(σ). Ïóñòü i1 ∈ M(σ) � ïîäâèæíûé ýëåìåíò. Ïî-ëîæèì ik := σk−1(i1). Òàêèì îáðàçîì, ik+1 = σ(ik). Âñå ýëåìåí-òû i1, i2, · · · ∈ Ωn íå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ik+r = ikäëÿ íåêîòîðûõ k, r ∈ N. Âûáåðåì k, r ∈ N � òàê, ÷òî r �20



íàèìåíüøåå, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ. Òîãäà äëÿ âñå÷èñëà i1, . . . , ir ðàçëè÷íû è
ir+1 = σr(i1) = σ−(k−1)(σk−1+r(i1)) =

= σ−(k−1)(ik+r) = σ−(k−1)(ik) = σ−(k−1)(σk−1(i1)) = i1.Ïîëîæèì σ1 := [i1, . . . , ir] è σ′ = σ ◦ σ−1
1 . Èìååì

σ′(ik) =

{

σ(ir) = i1 ïðè k = 1,

σ(ik−1) = ik ïðè k = 2, . . . , rò.å. ik ∈ F (σ′) k = 1, . . . , r − 1. Åñëè æå j /∈ {i1, . . . , ir}, òî
σ′(j) = σ(j). Òàêèì îáðàçîì, M(σ) = M(σ′)∪M(σ1) è M(σ′)∩
M(σ1) = ∅.
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