
3 ÎïðåäåëèòåëèÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà
(∗) A =





a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . .

an,1 · · · an,n



Åå îïðåäåëèòåëåì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
|A| =

∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n).Ïðèìåð. Ïóñòü n = 2. Òîãäà Sn ñîñòîèò èç äâóõ ïîäñòàíîâîê:òîæäåñòâåííîé ε è òðàíñïîçèöèè τ = [1, 2]. Ïîýòîìó
|A| =

∣

∣

∣

∣

a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

∣

∣

∣

∣

= sgn(ε) a1,ε(1)a2,ε(2) + sgn(τ ) a1,τ(1)a2,τ(2)

= a1,1a2,2 − a1,2a2,1.Ïðèìåð. Ìàòðèöà A = (ai,j) íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé,åñëè ai,j = 0 ïðè i > j è îíà íàçûâàåòñÿ íèæíåòðåóãîëüíîé,åñëè ai,j = 0 ïðè i < j. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè A = (ai,j) � âåðõíå-òðåóãîëüíàÿ (íèæíåòðåóãîëüíàÿ) ìàòðèöà, òî
|A| = a1,1a2,2 · · · an,n.Äåéñòâèòåëüíî, â �îðìóëå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ÷ëåí

a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n) îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî åñëè σ(i) ≥ i ∀i.22



Îòñþäà σ(n) = n è ïîýòîìó σ(n−1) 6= n. Òîãäà σ(n−1) = n−1 èò. ä. Ïîëó÷èì, ÷òî åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåòåäèíè÷íîé ïîäñòàíîâêå.Òåîðåìà. |A| = |AT|.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
(

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

1 2 · · · n

)

=

(

1 2 · · · n

σ−1(1) σ−1(2) · · · σ−1(n)

)

Ïîýòîìó
|AT| =

∑

σ∈Sn

sgn(σ)aT1,σ(1)a
T
2,σ(2) · · · a

T
n,σ(n) =

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n =

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ−1)a1,σ−1(1)a2,σ−1(2) · · · an,σ−1(n) =

=
∑

τ∈Sn

sgn(τ )a1,τ(1)a2,τ(2) · · · an,τ(n) = |A|.

Ôóíêöèÿ F (X1, . . . , XN) îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ íàçûâà-åòñÿ ïîëèëèíåéíîé, åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ëþáîé ïåðå-ìåííîé Xi çíà÷åíèÿ λ′X ′
i + λ′′X ′′

i , ãäå λ′ è λ′′ � ïðîèçâîëüíûå23



÷èñëà, ìû èìååì
F (X1, . . . , λ

′X ′
i + λ′′X ′′

i , . . . , XN) =

= λ′F (X1, . . . , X
′
i, . . . , XN) + λ′′F (X1, . . . , X

′′
i , . . . , XN)�àññìîòðèì ìàòðèöó A êàê ñîâîêóïíîñòü åå ñòðîê

A =





a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . .

an,1 · · · an,n



 = (A1, . . . , An), Ai =
(

ai,1 · · · ai,n
)

à îïðåäåëèòåëü |A| ðàññìîòðèì êàê ÷èñëîâóþ �óíêöèþ ñòðîê
|A| = |A1, . . . , An| = F (A1, . . . , An).Òåîðåìà (ïîëèëèíåéíîñòü îïðåäåëèòåëÿ). Îïðåäåëèòåëü ÿâ-ëÿåòñÿ ïîëèëèíåéíîé �óíêöèåé ñâîèõ ñòðîê.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ai = λ′A′

i + λ′′A′′
i , ãäå

A′
i =

(

a′i,1 a′i,2 . . . a′i,n
)

A′′
j =

(

a′′i,1 a′′i,2 . . . a′′i,n
)
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Òàêèì îáðàçîì, ai,j = λ′a′i,j + λ′′a′′i,j ∀j. Ïîýòîìó
|A| =

∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(i) · · · an,σ(n) =

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · (λ
′a′i,σ(i) + λ′′a′′i,σ(i)) · · · an,σ(n) =

= λ′
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · a
′
i,σ(i) · · · an,σ(n)+

λ′′
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · a
′′
i,σ(i) · · · an,σ(n) = λ′|A′| + λ′′|A′′|,

ãäå A′ (ñîîòâ. A′′) � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîðîê
A1, . . . , A

′
i, . . . , An (ñîîòâ. A1, . . . , A

′′
i , . . . , An).Ôóíêöèÿ F (X1, . . . , XN) îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ íàçûâà-åòñÿ êîñîñèìåòðè÷åñêîé, åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå äâóõ ëþáûõ ïå-ðåìåííûõ Xi è Xi, i 6= j �óíêöèÿ ìåíÿåò çíàê:

F (X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , XN) =

= −F (X1, . . . , Xj, . . . , Xi, . . . , XN).Ëåììà. Ïîëèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ F (X1, . . . , XN) ÿâëÿ-åòñÿ êîñîñèìåòðè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
F (X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , XN) = 0 ïðè Xi = Xi, ∀i, j, i 6= j.Äîêàçàòåëüñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .25



Òåîðåìà (êîñîñèìåòðè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ). Îïðåäåëèòåëüÿâëÿåòñÿ êîñîñèìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé ñâîèõ ñòðîê.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ai = Aj, ò.å. ai,k = aj,k ∀k, ãäå i <

j. Äîêàæåì, ÷òî |A| = 0. �àçîáúåì âñå ïîäñòàíîâêè èç Sn íà(íåïåðåñåêàþùèåñÿ) ïàðû
σ σ′ = σ ◦ [i, j]Òàê êàê ai,σ(i) = aj,σ(i) è aj,σ(j) = ai,σ(j), òî ñîîòâåòñòâóþùèå÷ëåíû â �îðìóëå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ

sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(i) · · · aj,σ(j) · · · an,σ(n)

− sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(j) · · · aj,σ(i) · · · an,σ(n)ñîêðàùàþòñÿ.3.1 Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðè ïîìîùèýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.Òåîðåìà. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A îäíèìýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òîãäà
(I) |A′| = |A|;

(IIi,λ) |A′| = λ|A|;
(III) |A′| = −|A|.Äîêàçàòåëüñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26


