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1 Ãðóïïû, ïîäãðóïïû, òåîðåìà

Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ

îïåðàöèåé G×G → G, (a, b) 7→ a ◦ b, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäó-

þùèì ñâîéñòâàì:

(1) a ◦ (b ◦c) = (a ◦b) ◦c ∀a, b, c ∈ G (çàêîí àññîöèàòèâíîñòè);

(2) ∃1 ∈ G a ◦ 1 = 1 ◦ a = a ∀a ∈ G (ñóùåñòâîâàíèå åäè-

íè÷íîãî ýëåìåíòà);

(3) ∀a ∈ G ∃a−1 ∈ G a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = 1 (ñóùåñòâîâàíèå

îáðàòíîãî ýëåìåíòà).

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé ∗ (èëè êîììóòàòèâíîé) åñëè âû-

ïîëíåíî ñâîéñòâî

• a ◦ b = b ◦ a ∀a, b ∈ G (êîììóòàòèâíîñòü).

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî

÷èñëà ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ

ïîðÿäêîì ýòîé ãðóïïû è îáîçíà÷àåòñÿ |G|. Ïîäìíîæåñòâî H ⊂
G ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ

òîé æå îïåðàöèåé.

∗Niels Henrik Abel � íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê (1802 � 1829)
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Ïðèìåðû. (1) Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà (ãðóïïà ïîäñòà-

íîâîê), An ⊂ Sn � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà (ïîäãðóïïà

÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê).

(2) GLn(k) � ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà íàä ïîëåì k (ãðóï-

ïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n), SLn(k) ⊂
GLn(k) � ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà (ïîäãðóïïà ìàò-

ðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1).

(3) Q8 � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ, ïîäãðóïïà â GL2(C), ñîñòîÿ-

ùàÿ èç âîñüìè ýëåìåíòîâ ±1, ± i, ± j, ±k, ãäå

1 := E, i :=

(
i 0

0 −i

)
, j :=

(
0 1

−1 0

)
, k :=

(
0 i

i 0

)
.

(4) µn := {z ∈ C | zn = 1} � ãðóïïà êîðíåé ñòåïåíè n èç 1.

(5) Zn � ãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ (ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ).

(6) Îòîáðàæåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An
k â ñåáÿ íàçû-

âàåòñÿ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè îá-

ðàç ëþáîé ïðÿìîé � ïðÿìàÿ. Âñå àôôèííûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ An
k îáðàçóþò ãðóïïó àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Affn(k). Îíà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíî-

ñîâ TranAffn(k).

(7) Îòîáðàæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En â ñåáÿ íàçûâà-

åòñÿ íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ðàññòîÿ-
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íèÿ. Âñå äâèæåíèÿ En îáðàçóþò ãðóïïó äâèæåíèé EAffn,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Affn(R).

(8) Âñå äâèæåíèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E2, ïåðåâîäÿùèå

â ñåáÿ ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê Γn, îáðàçóþò ïîäãðóïïó

Dn ⊂ EAff2. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà.

(9) Âñå äâèæåíèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3, ïåðåâîäÿùèå â

ñåáÿ ïðàâèëüíûé òåòðàýäð (ñîîòâåòñòâåííî, êóá), îáðàçó-

þò ïîäãðóïïó â EAff3, ãðóïïó äâèæåíèé òåòðàýäðà (ñî-

îòâåòñòâåííî, êóáà).

•

��������������������

////////////////////

•

???????????

• •

• •

•

��������� •

���������

• •

• •

���������

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà äâèæåíèé èêîñàýäðà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü S ⊂ G � ïîäìíîæå-

ñòâî. Ïîëîæèì

〈S〉 := {an11 · · · anmm | ai ∈ S, ni ∈ Z}.
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ßñíî, ÷òî 〈S〉 � ïîäãðóïïà â G. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G ïîðîæ-

äàåòñÿ ìíîæåñòâîì S, åñëè 〈S〉 = G. Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáîé

ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé

ýëåìåíòîâ èç S.

Ïðèìåðû. (1) Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ

òðàíñïîçèöèÿìè.

(2) Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(k) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàð-

íûìè ìàòðèöàìè.

(3) Ãðóïïà µn ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì èç

1.

Çàìå÷àíèå. Íå âñÿêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì

ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, ãðóïïà R+ íåc÷¼òíà, ïîýòîìó íå ìîæåò

ïîðîæäàòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Q+ è Q∗ íå ìîãóò áûòü ïîðîæ-
äåíû êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à. ßâëÿåòñÿ ëè êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïà Q/Z?

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A, B ⊂ G ãðóïïû G

ïîëîæèì

AB := {ab | a ∈ A, b ∈ B}.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäãðóïïû H ⊂ G è ýëåìåíòà a ∈ H ïîäìíî-

æåñòâî

aH := {ah | h ∈ H}

íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿ-

þòñÿ ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ îáîçíà÷àåòñÿ G/H. Ìîù-

íîñòü ìíîæåñòâà G/H îáîçíà÷àåòñÿ [G : H ] è íàçûâàåòñÿ èí-

äåêñîì ïîäãðóïïû H.

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü ñìåæíîãî êëàññà â âèäå gH íå ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííîé:

Ëåììà. gH = g′H ⇐⇒ ∃ h ∈ H g′ = gh.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè gH = g′H, òî g′ ∈ gH è òîãäà g′ = gh

äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H. Îáðàòíî, åñëè g′ = gh äëÿ íåêîòîðîãî

h ∈ H, òî g′h′ = ghh′ ∈ gH è ïîýòîìó g′H ⊂ gH. Àíàëîãè÷íî

äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � ëþáàÿ ïîäãðóï-

ïà.

(1) Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ëåâûõ ñìåæíûõ êëàñ-

ñîâ gH ∈ G/H.

(2) Åñëè äâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà g1H è g2H ïåðåñåêàþò-

ñÿ, òî îíè ñîâïàäàþò.
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(3) Âñå ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ðàâíîìîùíû.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ ïðàâûõ ñìåæíûõ

êëàññîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó g ∈ gH.

(2) Ïóñòü g ∈ g1H ∩ g2H. Òîãäà g = g1h1 = g2h2 äëÿ íåêî-

òîðûõ h1, h2 ∈ H. Îòñþäà g2 = g1(h1h
−1
2 ) è g1H = g2H ïî

ëåììå.

(3) Îòîáðàæåíèå H → gH, h 7→ gh ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ëàãðàíæà). † Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà,

òî

|G| = |H| [G : H ].

†Joseph Louis Lagrange � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, àñòðîíîì è ìåõàíèê èòàëüÿíñêîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ (1736 �1813)
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2 Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå

2.1 Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíîé (îáîçíà÷àåòñÿ H CG), åñëè gHg−1 ⊂ H ∀g ∈ G.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, â óñëîâèÿõ âûøå âåðíî ðàâåíñòâî

gHg−1 = H. (Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ïðèìåðû. (1) Â àáåëåâîé ãðóïïå ëþáàÿ ïîäãðóïïà íîðìàëü-

íà.

(2) Â ëþáîé ãðóïïåG èìåþòñÿ òðèâèàëüíûå íîðìàëüíûå ïîä-

ãðóïïû G è {1}.

(3) SLn(k) C GLn(k).

Çàìå÷àíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû g è g′ ãðóïïû G ñîïðÿæå-

íû, åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ G òàêîé, ÷òî g′ = xgx−1. (Íå ïóòàéòå ñ

êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì!) Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøå-

íèå ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Òà-

êèì îáðàçîì, ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùååñÿ îáú-

åäèíåíèå êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïîäãðóïïà H ÿâ-

ëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîñòàâëåíà

èç êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.
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Îïðåäåëåíèå. Öåíòðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Z(G) := {z ∈ G | gz = zg ∀g ∈ G}.

Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð � ïîäãðóïïà è îíà íîðìàëüíà (äîêàæè-

òå ñàìîñòîÿòåëüíî). Áîëåå òîãî, ëþáàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ Z(G)

íîðìàëüíà â G.

Çàäà÷à. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ïîðÿäêà 2 íîðìàëüíà òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà H ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå. Â ÷àñòíîñòè, Sn íå

ñîäåðæèò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2.

Íàïðèìåð, Z(GLn(k)) ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö, à

Z(SLn(k)) ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Ïðåäëîæåíèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) H CG;

(2) gH = Hg ∀g ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H CG, ïóñòü g ∈ G è ïóñòü gh ∈ gH,

ãäå h ∈ H. Òîãäà ghg−1 = h′ ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, gh = h′g ∈
Hg è ïîýòîìó gH ⊂ Hg. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü gH = Hg ∀g ∈ G è ïóñòü h ∈ H. Òîãäà gh ∈ Hg.
Ñëåäîâàòåëüíî, gh = h′g äëÿ íåêîòîðîãî h′ ∈ H è ïîýòîìó

ghg−1 = h′ ∈ H. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî H CG.
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Ñëåäñòâèå. Ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 íîðìàëüíà.

Ïðèìåðû. (1) DnBRn, ãäå Rn � ïîäãðóïïà ïîâîðîòîâ.

(2) Â êàæäûé ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü ïðà-

âèëüíûé n-óãîëüíèê. Ýòî çàäàåò âëîæåíèå Dn â D2n êàê

íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû.

(3) Q8 B〈i〉, 〈j〉, 〈k〉.

(4) SnBAn.

2.2 Èçîìîðôèçìû è àâòîìîðôèçìû ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Èçîìîðôèçì ãðóïï � ýòî îòîáðàæåíèå ϕ : G→
G1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ∀a, b ∈ G.

Ãðóïïû G è G1 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ G '
G1), åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èçî-

ìîðôèçì.

Ïðèìåð. Îòîáðàæåíèå

exp : R+ → R>0, a 7→ ea

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï.
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Çàäà÷à. Èçîìîðôíû ëè ãðóïïû Q+ è Q∗?

Îïðåäåëåíèå. Èçîìîðôèçì ãðóïïû íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòî-

ìîðôèçìîì. Èíà÷å ãîâîðÿ, àâòîìîðôèçì � ýòî îòîáðàæåíèå

ϕ : G → G ãðóïïû íà ñåáÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ∀a, b ∈ G.

Ïðèìåðû. (1) Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå � àâòîìîðôèçì.

(2) Îòîáðàæåíèå ϕ(a) = a−1 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà àáåëåâà.

(3) Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ϕ(z) = z̄ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèç-

ìîì â ãðóïïàõ C è C∗.

(4) Îòîáðàæåíèå ϕ(A) = (A−1)T ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì

ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(k), à òàêæå è ñïåöèàëüíîé

ëèíåéíîé ãðóïïû SLn(k).

Çàäà÷à. Êîãäà îòîáðàæåíèå a 7→ a2 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì?

Çàìå÷àíèå. Âñå àâòîìîðôèçìû Aut(G) ãðóïïû G îáðàçóþò

ãðóïïó ñ îïåðàöèåé � êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå

ϕg : a 7→ gag−1

íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ϕg � äåéñòâèòåëüíî àâòîìîðôèçì (ïðîâåðü-

òå ñàìîñòîÿòåëüíî). Âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû îáðàçóþò ïîä-

ãðóïïó Int(G) ⊂ Aut(G).

Ïðèìåðû. (1) Aut(S3) = Int(S3) ' S3;

(2) Aut(Zn) ' Z∗n.

Çàìå÷àíèå. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕg(H) ⊂ H äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî àâòî-

ìîðôèçìà ϕg.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî â ñèììåòðè÷å-

ñêîé ãðóïïå S4:

V4 := {(1), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïîäãðóïïà. Îíà íàçûâàåòñÿ ÷åò-

âåðíîé ãðóïïîé Êëåéíà. Ëþáîé âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì S4 ñî-

õðàíÿåò ÷åòíîñòü è ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ. Òàê êàê V4 � åäèíñòâåí-

íàÿ íåöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç

÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê, òî îíà íîðìàëüíà.

2.3 Ôàêòîðãðóïïû

Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G (â ìóëüòèïëèêà-

òèâíîé çàïèñè). Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç G/H ìû îáîçíà÷àåì ìíî-

æåñòâî âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå
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ñìåæíûõ êëàññîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(aH) · (bH) = (ab)H.

Ëåììà. Îïðåäåëåííîå âûøå óìíîæåíèå íå çàâèñèò îò ñïîñî-

áà çàïèñè ñìåæíûõ êëàññîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü aH = a′H è bH = b′H. Òîãäà a′ = ah1

è b′ = bh2 äëÿ íåêîòîðûõ h1, h2 ∈ H. Èìååì

a′b′ = (ah1)(bh2) = (ab)(b−1h1b)h2,

ãäå b−1h1b ∈ H (ïîñêîëüêó H C G). Ñëåäîâàòåëüíî, a′b′ = abh

äëÿ h := (b−1h1b)h2 ∈ H è ïîýòîìó (aH) · (bH) = (ab)H.

Ïðåäëîæåíèå. G/H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ îïðåäåëåííûì âûøå

óìíîæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

(aH · bH) · cH = (ab)cH = a(bc)H = aH · (bH · cH).

Ýòî äîêàçûâàåò àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè. Íåéòðàëüíûì ýëå-

ìåíòîì â G/H ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûé ñìåæíûé êëàññ 1H = H,

à îáðàòíûì ê ýëåìåíòó aH ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò a−1H.

Ïðèìåð. Ïóñòü G := C∗ è ïóñòü H := {z | |z = 1|}. Êàæäûé
ýëåìåíò z ∈ C∗ åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

z = αz0, ãäå α ∈ R>0, z0 ∈ H. Ïîýòîìó êàæäûé ñìåæíûé

êëàññ G/H ìîæíî îäíîçíà÷íî çàïèñàòü â âèäå αH, α ∈ R>0.

Ñëåäîâàòåëüíî, G/H ' R>0.
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Ïðèìåð. Ôàêòîðãðóïïà GLn(k) ïî ïîäãðóïïå ñêàëÿðíûõ ìàò-

ðèö (öåíòðó GLn(k)) èçîìîðôíà ïðîåêòèâíîé ëèíåéíîé ãðóï-

ïå PGLn(k), ãðóïïå ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîåêòèâíîãî

ïðîñòðàíñòâà Pn−1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè H ⊂ G � íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà, òî èçó÷åíèå G ìîæåò áûòü �ñâåäåíî� ê èçó÷åíèþ

�ìåíüøèõ� ãðóïï H è G/H. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñ-

ëè ëþáàÿ åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà òðèâèàëüíà (ò. å. ñîâïàäàåò

ñ G èëè ñ {1}). Ïðèìåðîì ïðîñòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî, êîãäà ãîâîðÿò î ïðî-

ñòûõ ãðóïïàõ, îáû÷íî èìåþò â âèäó íåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóï-

ïû.

2.4 Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå ϕ : G → G1 ãðóïï íàçûâàåòñÿ

ãîìîìîðôèçìîì åñëè

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ∀a, b ∈ G.

Ãîìîìîðôèçì G → G ãðóïïû â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýíäîìîð-

ôèçìîì.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

a1, . . . , an. Åñëè äëÿ äâóõ ãîìîìîðôèçìîâ ϕ1 : G → G1 è

ϕ2 : G→ G1 èìååì ϕ1(ai) = ϕ2(ai) äëÿ âñåõ i, òî ϕ1 = ϕ2.
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Ïðèìåðû. (1) Îïðåäåëèòåëü det : GLn(k)→ k∗ ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(2) Çíàê ïîäñòàíîâêè sgn : Sn → {±1} ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì ãðóïï.

(3) Â àáåëåâîé àääèòèâíîé ãðóïïå äëÿ ëþáîãî n ∈ Z îòîáðà-

æåíèå a 7→ na ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû â ñåáÿ.

(4) Ýêñïîíåíòà exp : R → R∗, a 7→ ea ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-

ìîì ãðóïï.

(5) Âçÿòèå ìîäóëÿ | · | : C∗ → R>0, z 7→ |z| ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì ãðóïï.

(6) Ïóñòü HCG è ïóñòü G/H � ôàêòîðãðóïïà. Îòîáðàæåíèå

π : G→ G/H, a 7→ aH ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî

Ker(ϕ) := {a ∈ G | ϕ(a) = 1}

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà ϕ : G→ G1.

Ëåììà. Ïóñòü ϕ : G → G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà åãî

ÿäðî Ker(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G, à åãî è îáðàç Im(ϕ) =

ϕ(G) � ïîäãðóïïîé â G1.

17



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ïåðâîå:

a1, a2 ∈ Ker(ϕ)⇐⇒ ϕ(a1) = ϕ(a2) = 1 =⇒
=⇒ ϕ(a1a

−1
2 ) = ϕ(a1)ϕ(a2)−1 = 1⇐⇒ a1a

−1
2 ∈ Ker(ϕ).

Çàìå÷àíèå. Ãîìîìîðôèçì ϕ : G→ G1 ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ker(ϕ) = {1}.

Òåîðåìà. Ïóñòü ϕ : G→ G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà

(1) Ker(ϕ) CG.

(2) Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ψ : G/Ker(ϕ)→ ϕ(G)

òàêîé, ÷òî ϕ = ψ ◦ π, ãäå π : G → G/Ker(ϕ) � åñòå-

ñòâåííûé ãîìîìîðôèçì â ôàêòîðãðóïïó. Â ýòîì ñëó÷àå

ãîâîðÿò, ÷òî äèàãðàììà

G
ϕ //

π
%%KKKKKKKKKKK G1

G/Ker(ϕ)

ψ
99rrrrrrrrrrr

êîììóòàòèâíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì H := Ker(ϕ). Äëÿ ëþáîãî b ∈ G

èìååì

a ∈ H ⇒ ϕ(a) = 0 ⇒ ϕ(bab−1) = 0 ⇒ bab−1 ∈ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

Îïðåäåëèì ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ψ(aH) = ϕ(a). Âî-

ïåðâûõ ïðîâåðÿåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ïóñòü aH =

a′H. Òîãäà a′ = ah äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H. Îòñþäà

ψ(a′H) = ϕ(ah) = ϕ(a)ϕ(h) = ϕ(a) = ψ(aH).

Äàëåå ïðîâåðÿåì, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì:

ψ(aH · bH) = ψ((ab)H) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = ψ(aH)ψ(bH).

Äàëåå

ψ(aH) = 1 ⇔ ϕ(a) = 1 ⇔ a ∈ H ⇔ aH = H.

Ñëåäîâàòåëüíî, ψ èíúåêòèâíî. Íàêîíåö, ψ ñþðúåêòèâíî ïî ïî-

ñòðîåíèþ.

Ïðèìåðû. (1) Sn /An ' {±1};

(2) GLn(k)/ SLn(k) ' k∗;

(3) R∗/{±1} ' R>0;

(4) C∗/µn ' C∗.
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Ïðåäëîæåíèå. Int(G) ' G/Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå

Ψ : G −→ Int(G), g 7−→ ϕg

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï, ïðè÷åì

Ker(Ψ) = Z(G) (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî!).

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ

Int(G) íîðìàëüíà âî âñåé ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ Aut(G).

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåàáåëåâîé

ãðóïïû íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé. Ìîæåò ëè îíà áûòü àáå-

ëåâîé?
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3 Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G1,. . . , Gn � ãðóïïû. Èõ (âíåøíèì) ïðÿ-

ìûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

G1 × · · · ×Gn := {(g1, . . . , gn) | gi ∈ Gi}

ñ ïîêîìïîíåíòíûì óìíîæåíèåì:

(g1, . . . , gn)(g′1, . . . , g
′
n) = (g1g

′
1, . . . , gng

′
n).

Â ñëó÷àå, êîãäà â ãðóïïàõ Gi îïåðàöèÿ àääèòèâíà (ñëîæåíèå),

âìåñòî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå

ïðÿìîé ñóììû, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ G1 ⊕ · · · ⊕Gn.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü G1,. . . , Gn � åå ïîä-

ãðóïïû. Ãîâîðÿò, ÷òîG ÿâëÿåòñÿ (âíóòðåííèì) ïðÿìûì ïðîèç-

âåäåíèåì ýòèõ ïîäãðóïï, åñëè ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G îäíîçíà÷íî

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

g = g1 · · · gn, gi ∈ Gi.

ïðè÷åì gigj = gjgi ∀gi ∈ Gi, gj ∈ Gj.

Ïðåäëîæåíèå. (1) Åñëè ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï G1,. . . , Gn, òî

G èçîìîðôíà èõ âíåøíåìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ: G '
G1 × · · · ×Gn.
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(2) Îáðàòíî, åñëè G = G1×· · ·×Gn � âíåøíåå ïðÿìîå ïðîèç-

âåäåíèå, òî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïû Hi ⊂ G, i = 1, . . . , n

òàêèå, ÷òî Hi ' Gi è G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï H1, . . . , Hn.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ψ : G1 × · · · ×
Gn −→ G, (g1, . . . , gn) 7−→ g1 · · · gn. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îòîá-

ðàæåíèå èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî. Áîëåå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôèçìîì

Ψ((g1, . . . , gn) · (g′1, . . . , g′n)) = Ψ(g1g
′
1, . . . , gng

′
n) =

= g1g
′
1 · · · gng′n = g1 · · · gng′1 · · · g′n = Ψ(g1, . . . , gn)Ψ(g′1, . . . , g

′
n).

(2) Ïîëîæèì

Hi := {(1, . . . , 1, gi
↑
i

, 1, . . . , 1) | gi ∈ Gi} ⊂ G.

ßñíî, ÷òî Hi ' Gi. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî g ∈ G èìååì

g = (g1, . . . , gn), gi ∈ Gi. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî îäíîçíà÷íîå

ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ãðóïï Hi:

g = (g1, 1, . . . , 1)(1, g2, . . . , 1) · · · (1, . . . , 1, gn).

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ýëåìåíòû èç Hi è Hj êîììóòèðóþò ïðè

i 6= j.
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Ïðåäëîæåíèå. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïðÿìûì ïðî-

èçâåäåíèåì äâóõ ñâîèõ ïîäãðóïï G1, G2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà

(1) G1 CG, G2 CG,

(2) G1 ∩G2 = {1},

(3) 〈G1, G2〉 = G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé (1)�(3).

Ïóñòü óñëîâèÿ (1)�(3) âûïîëíåíû. Äëÿ g1 ∈ G1, g2 ∈ G2 èìååì

G1 3 g1(g2g
−1
1 g−1

2 ) = g1g2g
−1
1 g−1

2 = (g1g2g
−1
1 )g−1

2 ∈ G2.

Ñëåäîâàòåëüíî, g1g2g
−1
1 g−1

2 ∈ G1∩G2, g1g2g
−1
1 g−1

2 = 1 è ïîýòî-

ìó g1g2 = g2g1. Òîãäà â ïîäãðóïïå 〈G1, G2〉 ëþáîå ïðîèçâåäåíèå
ìîæíî óïîðÿäî÷èòü, ò. å. ïðèâåñòè ê âèäó g1g2, ãäå g1 ∈ G1,

g2 ∈ G2. Òàê êàê 〈G1, G2〉 = G, òî â òàêîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ

ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G. Íàêîíåö, åñëè g1g2 = g′1g
′
2 äëÿ g1, g

′
1 ∈ G1,

g2, g
′
2 ∈ G2, òî

G1 3 g′−1
1 g1 = g′2g

−1
2 ∈ G2.

Ñëåäîâàòåëüíî, g′−1
1 g1 = g′2g

−1
2 ∈ G1 ∩ G2, è ïîýòîìó g1 = g′1,

g2 = g′2.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1)�(3) ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ñà-

ìîñòîÿòåëüíî.
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Ïðèìåðû. (1) Q∗ = Q>0 × {±1}, R∗ = R>0 × {±1}.

(2) ×åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà èìååò òðè ðàçëè÷íûõ ðàçëîæå-

íèÿ â íåòðèâèàëüíîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå: ïóñòü H1, H2 è

H3 � öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ïîðîæäåííûå ïîäñòàíîâêà-

ìè (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4) è (1, 4)(2, 3), ñîîòâåòñòâåííî. Òî-

ãäà

V4 = H1 ×H2 = H1 ×H3 = H2 ×H3.

(3) C∗ = R>0 × {z | |z| = 1}.

(4) Ïóñòü GL+
n (R) ⊂ GLn(R) � ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ìàò-

ðèö ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì. Òîãäà GL+
n (R) =

SLn(R)× {λE | λ > 0}.

(5) Äëÿ íå÷åòíîãî n ãðóïïà On(R) îðòîãîíàëüíûõ n × n-

ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïû

SOn(R) = On(R) ∩ SLn(R) îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ

îïðåäåëèòåëåì 1 è ãðóïïû {±1}.

(6) Ãðóïïà Z íå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ïðÿìîé ñóììîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáûå äâå íåòðèâèàëüíûå ïîäãðóïïû â

Z ïåðåñåêàþòñÿ íåòðèâèàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï ïîðÿäêîâ n1 è n2 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà n = n1n2 è (n1, n2) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò íàøåé

ãðóïïû G.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü n = n1n2 è (n1, , n2) = 1. Ïîëîæèì

G1 := 〈an1〉 è G2 := 〈an2〉. Åñëè b ∈ G1∩G2, òî b = an1m1 = an2m2

äëÿ íåêîòîðûõ m1, m2 ∈ Z. Òîãäà an1m1−n2m2 = 1. Ïîýòîìó

n1m1 − n2m2 ≡ 0 mod n, m1 ≡ 0 mod n2, m2 ≡ 0 mod n1 è

b = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, G1∩G2 = {1}. Ïî òåîðåìå î íàèáîëüøåì
îáùåì äåëèòåëå n1u1 +n2u2 = 1 äëÿ íåêîòîðûõ ui ∈ Z. Îòñþäà
äëÿ ëþáîãî ak ∈ G èìååì ak = an1u1kan2u2k ∈ G1G2 è ïîýòîìó

G = G1 ×G2. Íàêîíåö, |Gi| = |ani| = n/(n, ni) = n/ni.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G = G1 × G2, ãäå |Gi| = ni. Òîãäà

n1n2 = |G1×G2| = |G| = n. Òàê êàê Gi � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû,

òî ìû ìîæåì çàïèñàòüGi := 〈ai〉 äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ G. Ïðè÷åì
|ai| = ni è a = ak11 a

k2
2 äëÿ íåêîòîðûõ ki ∈ Z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(n1, n2) 6= 1 è ïóñòü p � ïðîñòîé äåëèòåëü n1 è n2. Òîãäà

an/p = (an11 )k1n2/p(an22 )k2n1/p = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, |a| < n. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà � ýòî öèêëè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pk, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Ïðè-

ìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà íå ðàçëàãàåòñÿ â íåòðèâèàëüíîå

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.
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Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà âñåõ äâèæåíèé êóáà ÿâëÿåò-

ñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïïû ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé è

{±E}.

3.1 Ëåììà î ôàêòîðèçàöèè ïî ñîìíîæèòåëÿì

Ëåììà. Ïóñòü G = G1×· · ·×Gn è ïóñòü HiCGi � íîðìàëüíûå

ïîäãðóïïû. Ïóñòü

H := H1 × · · · ×Hn ⊂ G.

Òîãäà H CG è

G/H ' G1/H1 × · · · ×Gn/Hn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü πi : Gi → Gi/Hi � êàíîíè÷åñêèå ãîìî-

ìîðôèçìû íà ôàêòîðãðóïïû è ïóñòü

pi : G −→ Gi, (g1, . . . , gn) 7−→ (1, . . . , gi, . . . , 1)

� ïðîåêöèÿ íà i-óþ êîìïîíåíòó. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

ϕi : G
pi−→ Gi

πi−→ Gi/Hi

è îòîáðàæåíèå

ϕ : G −→ G1/H1 × · · · ×Gn/Hn, ϕ(g) = (ϕ1(g), . . . , ϕn(g)).
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ßñíî, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Áîëåå òîãî, îí ñþðúåê-

òèâåí ïîñêîëüêó ýëåìåíòû âèäà (1, . . . , giHi, . . . , 1) ∀gi ∈ Gi

ëåæàò â îáðàçå. Äàëåå äëÿ g = (g1, . . . , gn) ∈ G èìååì

ϕ(g) = 1⇐⇒ ϕi(g) = 1,∀i⇐⇒ gi ∈ Hi,∀i⇐⇒ g ∈ H.

Òàêèì îáðàçîì,

Ker(ϕ) = H.

Ñëåäîâàòåëüíî,HCG èG/H ' G1/H1×· · ·×Gn/Hn ïî òåîðåìå

î ãîìîìîðôèçìå.
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4 Ïîëóïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå (âíóòðåííåå îïðåäåëåíèå). Ïóñòü G � ãðóïïà è

ïóñòü G1, G2 ⊂ G � åå ïîäãðóïïû. Ãîâîðÿò, ÷òî G åñòü ïîëó-

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå G1 è G2 (îáîçíà÷àåòñÿ G = G1 oG2) åñëè

(1) G = G1 ·G2,

(2) G1 ∩G2 = {1},

(3) G1 C G.

Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðÿìîãî, îïðåäåëåíèå ïîëóïðÿ-

ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå ñèììåòðè÷íî. Ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî òàêæå

G2 C G.

Ïðèìåðû. (1) Äëÿ ãðóïïû äèýäðà èìååì Dn = 〈r〉o 〈s〉, ãäå
〈r〉 � ïîäãðóïïà ïîâîðîòîâ, à s ∈ Dn � ëþáàÿ ñèììåòðèÿ.

(2) Sn = Ano〈(i, j)〉.

(3) Affn(k) = TranAffn(k) o GLn(k), ãäå GLn(k) îòîæäåñòâëÿ-

åòñÿ ñ ïîäãðóïïîé àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ (ôèêñè-

ðîâàííîé) íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

(4) Äëÿ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè èìååì

On(R) = SOn(R) o 〈−E〉, ãäå SOn(R) � ñïåöèàëüíàÿ îðòî-
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ãîíàëüíàÿ ãðóïïà (ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ îïðå-

äåëèòåëåì 1).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü G = G1 oG2.

(1) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîå

ðàçëîæåíèå g = g1g2, gi ∈ Gi. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g1g2 =

g′1g
′
2, òî

G2 3 g2g
′−1
2 = g−1

1 g′1 ∈ G1

Ñëåäîâàòåëüíî, g2g
′−1
2 = g−1

1 g′1 = 1, g1 = g′1 è g2 = g′2.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï G1

è G2 ïîðÿäîê ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ G1 o G2 ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ ïîðÿäêîâ G1 è G2.

(2) Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ g1g2 è g
′
1g
′
2 ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

ïî ïðàâèëó

(g1g2) · (g′1g′2) =
(
g1(g2g

′
1g
−1
2 )
)
(g2g

′
2) =

(
g1ϕg2(g

′
1)
)
(g2g

′
2),

ãäå ϕg2 : G1 → G1 � îãðàíè÷åíèå íà ïîäãðóïïó G1 âíóò-

ðåííåãî àâòîìîðôèçìà

G −→ G, x 7−→ g2xg
−1
2 .

Ýòî ïîäâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.
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Îïðåäåëåíèå (âíåøíåå îïðåäåëåíèå). Ïóñòü äàíû äâå ãðóïïû

G1 è G2 è çàäàí ãîìîìîðôèçì φ : G2 → Aut(G1). Îïðåäåëèì

óìíîæåíèå íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè G1 è G2 ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

(g1, g2) · (g′1, g′2) = (g1φ(g2)(g′1), g2g
′
2).

Ëåììà. Îïðåäåëåííîå âûøå óìíîæåíèå îïðåäåëÿåò ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì àññîöèàòèâíîñòü. Èìååì

A := (g1, g2) · ((g′1, g′2) · (g′′1 , g′′2 )) =

= (g1, g2) · (g′1φ(g′2)(g′′1 ), g′2g
′′
2 ) = (g1φ(g2)(g′1φ(g′2)(g′′1 )), g1g

′
2g
′′
2 ).

B := ((g1, g2) · (g′1, g′2)) · (g′′1 , g′′2 ) =

= (g1φ(g2)(g′1), g2g
′
2)·(g′′1 , g′′2 ) = (g1φ(g2)(g′1)φ(g2g

′
2)(g′′1 ), g1g

′
2g
′′
2 ).

Òàê êàê

g1φ(g2)(g′1φ(g′2)(g′′1 )) = g1φ(g2)(g′1)φ(g2)(φ(g′2)(g′′1 )) =

= g1φ(g2)(g′1)φ(g2g
′
2)(g′′1 ),

òî A = B. Åäèíèöåé â G1 oG2 ÿâëÿåòñÿ (1, 1):

(g1, g2) · (1, 1) = (g1φ(g2)(1), g2) = (g1, g2),

(1, 1) · (g1, g2) = (φ(1)(g1), g2) = (g1, g2).
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Äëÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïîëîæèì (g1, g2)−1 =

(φ(g2)−1(g−1
1 ), g−1

2 ). Äåéñòâèòåëüíî,

(g1, g2)·(φ(g2)−1(g−1
1 ), g−1

2 ) = (g1φ(g2)(φ(g2)−1(g−1
1 )), g2g

−1
2 ) = (1, 1).

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåííîå âûøå âíåøíåå ïîëóïðÿìîå ïðîèç-

âåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ : G2 →
Aut(G1) � òðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì, ò.å. φ(G2) = {1}.

Ïðåäëîæåíèå. (1) Åñëè ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì

ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï G1 o
âíóò

G2, òî

G èçîìîðôíà èõ âíåøíåìó ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ:

G ' G1 o
âíåø

G2, ãäå ãîìîìîðôèçì φ : G2 → Aut(G1) �

ýòî îòîáðàæåíèå ýëåìåíòà h ∈ G2 â ãîìîìîðôèçì, èí-

äóöèðîâàííûé íà íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå G1 âíóòðåííèì

àâòîìîðôèçìîì

ϕh : G −→ G, x 7−→ hxh−1.

(2) Îáðàòíî, åñëè G = G1 o
âíåø

G2 � âíåøíåå ïîëóïðÿìîå ïðî-

èçâåäåíèå, òî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïû H1, H2 ⊂ G òà-

êèå, ÷òî Hi ' Gi è G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïîëóïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì H1 o
âíóò

H2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Ψ : G1 o
âíåø

G2 −→ G, (g1, g2) 7−→ g1g2.

Îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì:

Ψ((g1, g2) · (g′1, g′2)) = Ψ((g1φ(g2)(g′1), g2g
′
2)) = g1φ(g2)(g′1)g2g

′
2 =

= g1(g2g
′
1g
−1
2 )g2g

′
2 = g1g2g

′
1g
′
2 = Ψ(g1, g2)Ψ(g′1, g

′
2),

à ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ Ψ èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

(2) Ïîëîæèì

H1 := {(g1, 1) | g1 ∈ G1}, H2 := {(1, g2) | g2 ∈ G2} ⊂ G.

ßñíî, ÷òî Hi ' Gi è H1 ∩ H2 = {(1, 1)}. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþ-

áîãî g = (g1, g2) ∈ G èìååò ìåñòî îäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå â

ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ãðóïï Hi:

g = (g1, 1)(1, g2).

Íàêîíåö, äëÿ (g′1, 1) ∈ H1 è g = (g1, g2) ∈ G èìååì

g(g′1, 1)g−1 = (g1, 1)(1, g2)(g′1, 1)(1, g2)−1(g1, 1)−1 ∈ H1.

Ïðèìåð. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ

öèêëè÷åñêîé ãðóïïû µn àáåëåâà. Åñëè n = p � ïðîñòîå ÷èñëî,
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òî |Aut(µp)| = p− 1 (áîëåå òîãî, èç îäíîãî ðåçóëüòàòà î êîíå÷-

íûõ ïîëÿõ ñëåäóåò, ÷òî Aut(µp) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà). Ïóñòü

òåïåðü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ìû ìîæåì ïðåäïî-

ëîæèòü, ÷òî p > q è ïóñòü p ≡ 1 mod q. Òîãäà Aut(µp) ñîäåð-

æèò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà q è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì φ : µq → Aut(µp). Ñëåäîâàòåëü-

íî, èìååòñÿ íåòðèâèàëüíîå ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå µpoµq �

íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pq.
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5 Àáåëåâû ãðóïïû

Âñå àáåëåâû ãðóïïû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ àääèòèâíîé îïå-

ðàöèåé (îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ). Â àääèòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïå

îïðåäåëåíî óìíîæåíèå íà öåëûå ÷èñëà: äëÿ a ∈ A, n ∈ Z ïîëî-

æèì

na :=


a + · · · + a︸ ︷︷ ︸

n

åñëè n > 0,

0 åñëè n = 0,

−na åñëè n < 0.

Ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(1) (nm)a = n(ma) ∀n, m ∈ Z ∀a ∈ A;

(2) (n + m)a = na + ma ∀n, m ∈ Z ∀a ∈ A;

(3) n(a + b) = na + nb ∀n ∈ Z ∀a, b ∈ A;

(4) 1a = a ∀a ∈ A.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ñâîéñòâà ñîâïàäàþò ñ àêñèîìàìè â îïðåäåëå-

íèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. (Çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî Z íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì è ïîýòîìó ðàâåíñòâî na = 0 íå âëå÷åò a = 0.)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü öåëî÷èñëåííûå ëè-

íåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ a1, . . . , ar ∈ A

n1a1 + · · · + nrar, ni ∈ Z.
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Àáåëåâà ãðóïïà A ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a1, . . . , ar ∈ A, åñ-
ëè ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå öåëî÷èñëåííîé

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ a1, . . . , ar. Â ýòîì ñëó÷àå (ò.å.

åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ) ãðóïïà íàçû-

âàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.

5.1 Ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòû a1, . . . , ar íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çà-

âèñèìûìè, åñëè íåêîòîðàÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëþ. Íàáîð ýëåìåíòîâ a1, . . . , ar
íàçûâàåòñÿ áàçèñîì àáåëåâîé ãðóïïû A, åñëè âûïîëíåíû äâà

óñëîâèÿ

(1) a1, . . . , ar ïîðîæäàþò A;

(2) a1, . . . , ar ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Àáåëåâà ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ áàçèñîì, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé

àáåëåâîé ãðóïïîé.

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíòû a1, . . . , ar ∈ A

îáðàçóþò áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé ýëåìåíò a ∈
A îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè

a = n1a1 + · · · + nrar, ni ∈ Z.
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Ïðèìåðû. (1) Îáîçíà÷èì Zr := Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r

. Ýòà ãðóïïà îá-

ëàäàåò ñòàíäàðòíûì áàçèñîì

ai := (0, 0, . . . , 1
↑
i

, . . . , 0)

è ïîýòîìó îíà ñâîáîäíà.

(2) Åñëè â ãðóïïå åñòü íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïî-

ðÿäêà, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé.

(3) Ãðóïïà Q+ íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé.

Çàìå÷àíèå. Ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà

ãðóïïà F èçîìîðôíà Zr äëÿ íåêîòîðîãî r. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
a1, . . . , ar � áàçèñ F , òî îòîáðàæåíèå

ϕ : Zr −→ F, (n1, . . . , nr) 7−→
∑

niai

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ

àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì e1, . . . , er.

(1) Åñëè ýëåìåíòû b1, . . . , bm ∈ F ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî

m ≤ r.

(2) Ëþáîé áàçèñ F ñîäåðæèò r ýëåìåíòîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (2) ñëåäóåò èç (1). Äîêàæåì (1). Ïóñòü FQ
� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q ñ òåì æå áàçèñîì e1, . . . , er.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ι : F −→ FQ,
∑

niei 7−→
∑

niei ∈ FQ.

ßñíî ÷òî ýòî èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï. Ïî-

ýòîìó åñëè ýëåìåíòû b1, . . . , bm ∈ F ëèíåéíî çàâèñèìû â F ,

òî è èõ îáðàçû â FQ òàêæå ëèíåéíî çàâèñèìû. Íàîáîðîò, åñëè

b1, . . . , bm ∈ F è èõ îáðàçû â FQ ëèíåéíî çàâèñèìû, òî äî-

ìíîæàÿ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íà çíàìåíàòåëè êîýôôèöèåí-

òîâ, ïîëó÷èì, ÷òî è ñàìè b1, . . . , bm ëèíåéíî çàâèñèìû â F .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íàøåé ñèòóàöèè m > r. Òîãäà

ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

äëÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

×èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû F íà-

çûâàåòñÿ åå ðàíãîì è îáîçíà÷àåòñÿ rkF .

Òåîðåìà. Ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé

ãðóïïû ñâîáîäíà è êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ

àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü E � ëþáàÿ ïîäãðóïïà â F . Äîêàçàòåëü-

ñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ðàíãó ãðóïïû F . Åñëè rkF = 1,

òî ãðóïïà F � öèêëè÷åñêàÿ. Òîãäà ëþáàÿ åå ïîäãðóïïà � òàêæå

öèêëè÷åñêàÿ, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå â ýòîì ñëó÷àå.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ãðóïï F ðàíãà

< r è äîêàæåì åãî äëÿ rkF = r. Ïóñòü f1, . . . , fr � áàçèñ F .

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïû F ′ := 〈f1〉 è F ′′ := 〈f2, . . . , fr〉 � ñâî-

áîäíûå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû ðàíãà 1 è r − 1,

ñîîòâåòñòâåííî. Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ F îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå x = x′ + x′′, ãäå x′ ∈ F ′, x′′ ∈ F ′′. Òàêèì îáðàçîì,

F = F ′ ⊕ F ′′. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

π : F −→ F ′′, x = x′ + x′′ 7−→ x′′, ãäå x′ ∈ F ′, x′′ ∈ F ′′.

ßñíî, ÷òî π � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì è Ker(π) = F ′. Ïî-

ýòîìó ìíîæåñòâî E ′′ = π(E) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â F ′′. Ïîëî-

æèì E ′ := F ′ ∩ E = Ker(π) ∩ E. Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå

E ′′ ' E/E ′. ßñíî, ÷òî E ′ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà (ïîñêîëüêó ýòî

ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû F ′ = 〈f1〉). Ïóñòü e0 ∈ E ′ �

ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè E ′′ � ñâîáîäíàÿ êîíå÷íî ïî-

ðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ïóñòü e′′1, . . . , e
′′
m � áàçèñ E ′′ è ïóñòü

e1, . . . , em ∈ E � ýëåìåíòû òàêèå, ÷òî π(ei) = e′′i . Ìû ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî E ′ 6= {0} (èíà÷å E ' E ′′).

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî e0, e1,. . . , em � áàçèñ E. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü x ∈ E. Çàïèøåì

π(x) = x1e
′′
1 + · · · + xme

′′
m

äëÿ íåêîòîðûõ xi ∈ Z. Ïîëîæèì

y := x1e1 + · · · + xmem ∈ E.
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Òîãäà π(x − y) = 0 =⇒ x − y ∈ Ker(π) =⇒ x − y ∈ E ′ =⇒
x− y = x0e0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ Z. Îòñþäà

x = x0e0 + y = x0e0 + x1e1 + · · · + xmem.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû e0, . . . , em ëèíåéíî çàâèñèìû,

ò. å.

0 = x0e0 + x1e1 + · · · + xmem

äëÿ xi ∈ Z. Òîãäà

0 = π(0) = π(x0e0 + · · · + xmem) = x1e
′′
1 + · · · + xme

′′
m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, e1,. . . , em � áàçèñ E ′′. Ñëåäîâàòåëüíî, xi = 0

∀i = 1, . . . ,m. Îòñþäà x0e0 = 0 è x0 = 0 ïîñêîëüêó e0 6= 0 (è F

� ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà).

5.2 Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ñâîáîäíûõ àáå-

ëåâûõ ãðóïï.

Ëåììà. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà è

ïóñòü a1, . . . , ar � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî åå ïîðîæäàþùèõ. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà F ðàíãà r ñ áàçèñîì

f1, . . . , fr è ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ϕ : F → A òàêîé,

÷òî

ϕ(fi) = ai ∀i.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

ϕ
(∑

nifi

)
=
∑

niai.

Ýòî îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó ëþáîé ýëå-

ìåíò f ∈ F îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå f =
∑
nifi. Ñâîé-

ñòâî ãîìîìîðôèçìà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Òàê êàê a1, . . . , ar ïî-

ðîæäàþò A, òî ϕ ñþðúåêòèâåí.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ñ

r îáðàçóþùèìè èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå F/E ñâîáîäíîé àáå-

ëåâîé ãðóïïû F ðàíãà r ïî ïîäãðóïïå E ⊂ F (êîòîðàÿ òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé).

5.3 Öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû è ýëåìåíòàðíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà è ïóñòü M1, . . . ,Mr � íàáîð

åå ñòîëáöîâ. Öåëî÷èñëåííûì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

ñòîëáöîâ íàçûâàåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ:

(1) ïðèáàâëåíèå ê ñòîëáöó Mi äðóãîãî ñòîëáöà Mj, j 6= i,

óìíîæåííîãî íà öåëîå ÷èñëî λ: M ′
i = Mi + λMj;

(2) óìíîæåíèå ñòîëáöà Mi íà ±1: M ′
i = ±Mi.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûå ýëåìåíòàðíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ñòðîê.
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Öåëî÷èñëåííàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà � ýòî ìàòðèöà, ïîëó-

÷åííàÿ èç åäèíè÷íîé ïðè ïîìîùè îäíîãî öåëî÷èñëåííîãî ýëå-

ìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

êàê êîìïîçèöèÿ öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Çàìå÷àíèå. Öåëî÷èñëåííûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îá-

ðàòèìû, ò. å. åñëè îò ìàòðèöû M ê ìàòðèöå M ′ ìîæíî ïðèéòè

ïðè ïîìîùè öåïî÷êè öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé, òî è îò M ′ ê ìàòðèöå M ìîæíî ïðèéòè ïðè ïîìîùè

íåêîòîðîé öåïî÷êè öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ (íåîáÿçàòåëüíî êâàäðàòíàÿ) öåëî÷èñëåííàÿ

ìàòðèöàM öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-

ìè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó (ò.å. ê âèäó M ′ = (m′i,j) ñ m
′
i,j = 0 ïðè i 6= j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ñóì-

ìàðíîìó ðàçìåðó ìàòðèöû. Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà.

Äëÿ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû L = (λi,j) ïîëîæèì

δ(L) := min{λi,j | λi,j > 0}.

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, êîòîðûå ìîæíî ïîëó-

÷èòü èçM öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
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ñòðîê è ñòîëáöîâ è ïóñòü

δ := min{δ(N) | N ∈ S}.

Ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû N :

∃N = (λi,j), δ = δ(N) = λi0,j0.

Ïåðåñòàâëÿÿ ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû N , ìîæíî äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òî (i0, j0) = (1, 1), ò. å. δ = λ1,1. Â ÷àñòíîñòè, λ1,1 6= 0.

Îáîçíà÷èì i-óþ ñòðîêó ìàòðèöû N ÷åðåç Ni. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî λi,1 6= 0. Ðàçäåëèì λi,1 íà λ1,1 ñ îñòàòêîì:

λi,1 = λ1,1qi + si, qi, si ∈ Z, 0 ≤ si < λ1,1

è ñäåëàåì öåëî÷èñëåííîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå N ′i =

Ni − qiN1. Â íîâîé ìàòðèöå N ′ = (λ′i,j) èìååì λ′1,1 = λ1,1 è

0 ≤ λ′i,1 = λi,1 − λ1,1qi = si < λ1,1 = δ.

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ λ′i,1 = 0. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âñåõ i > 1 ìû äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî λ′i,1 = 0

∀i > 1. Àíàëîãè÷íî, ïîñòóïàåì ñî ñòîëáöàìè è äîáüåìñÿ òîãî,

÷òî λ′1,j = 0 ∀j > 1. Òàêèì îáðàçîì, íîâàÿ ìàòðèöà N ′ èìååò

âèä

N ′ =


λ1,1 0 · · · 0

0 λ′2,2 · · · λ′2,m
. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 λ′n,2 · · · λ′n,m
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìàòðèöà

K ′ =

λ′2,2 · · · λ′2,m. . . . . . . . . . . . .

λ′n,2 · · · λ′n,m


ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó öåëî÷èñëåííûìè

ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäå-

íèå.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ñ

îïðåäåëèòåëåì ±1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ öå-

ëî÷èñëåííûõ.

Ëåììà. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü f1, . . . , fr
� åå áàçèñ. Ïóñòü M = (λi,j) � öåëî÷èñëåííàÿ r × r-ìàòðèöà.
Ïîëîæèì

f ′1 = λ1,1f1 + · · · + λr,1fr,

f ′2 = λ1,2f1 + · · · + λr,2fr,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f ′r = λ1,rf1 + · · · + λr,rfr.

ò. å. (f ′1, . . . , f
′
r) = (f1, . . . , fr) ·M . Òîãäà ýëåìåíòû f ′1, . . . , f

′
r

îáðàçóþò áàçèñ F åñëè è òîëüêî åñëè |M | = ±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ. Ïóñòü

|M | = ±1. Òîãäà îáðàòíàÿ ìàòðèöà M−1 = (µi,j) � òàêæå öåëî-
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÷èñëåííàÿ è ìû èìååì (f1, . . . , fr) = (f ′1, . . . , f
′
r) ·M−1, ò. å.

(∗)

f1 = µ1,1f
′
1 + · · · + µr,1f

′
r,

f2 = µ1,2f
′
1 + · · · + µr,2f

′
r,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fr = µ1,rf
′
1 + · · · + µr,rf

′
r.

Ïîýòîìó ýëåìåíòû f ′1, . . . , f
′
r ïîðîæäàþò F . Åñëè ýòè ýëåìåíòû

ëèíåéíî çàâèñèìû, òî îíè òàêæå ëèíåéíî çàâèñèìû â FQ. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ âåêòîðíûõ

ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f ′1, . . . , f
′
r � áàçèñ F . Òîãäà ýëåìåíòû f1, . . . , fr ìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç f ′1, . . . , f
′
r â âèäå (*). Öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà M

′ := (µi,j)

áóäåò îáðàòíîé ê M .

5.4 Òåîðåìà î ñîãëàñîâàííûõ áàçèñàõ

Òåîðåìà. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü E ⊂
F � åå ïîäãðóïïà. Òîãäà ñóùåñòâóþò áàçèñû f1, . . . , fr ∈ F è

e1, . . . , em ∈ E òàêèå, ÷òî ei = µifi, i = 1, . . . ,m, µi ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ëþáûå áàçèñû

a1, . . . , ar ∈ F, b1, . . . , bm ∈ E
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è âûðàçèì bi ÷åðåç aj:

bi =

m∑
j=1

λj,iaj, λj,i ∈ Z, i = 1, . . . , r.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M = (λj,i). Òàêèì îáðàçîì,

(b1, . . . , bm) = (a1, . . . , ar) ·M.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèÿõ ñóùåñòâóþò öåëî÷èñëåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû T è S

òàêèå, ÷òî |S| = ±1, |T | = ±1 è

M ′ := TMS =


µ1 0 0 · · · 0

0 µ2 0 · · · 0

0 0 µ3 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . .


Âûáåðåì íîâûå áàçèñû ñëåäóþùèì îáðàçîì

(f1, . . . , fr) = (a1, . . . , ar) · T−1, (e1, . . . , em) = (b1, . . . , bm) · S.

Òîãäà

(f1, . . . , fr) ·M ′ = (a1, . . . , ar) · T−1TMS =

= (b1, . . . , bm) · S = (e1, . . . , em).

Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà. Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ è ïðèìàð-

íûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. ×èñëî ýòèõ ïîäãðóïï è èõ ïîðÿäêè

îïðåäåëÿþòñÿ ãðóïïîé A îäíîçíà÷íî.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé, åñëè îòêàçàòüñÿ

îò óñëîâèÿ êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè ãðóïïû. Íàïðèìåð, ãðóïïà

Q+ íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â íåòðèâèàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ. Ñîãëàñíî óíè-

âåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï A ' F/E,

ãäå F � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, à E ⊂ F � åå ïîäãðóï-

ïà. Ïî òåîðåìå î ñîãëàñîâàííûõ áàçèñàõ ñóùåñòâóþò áàçèñû

f1, . . . , fr ∈ F è e1, . . . , em ∈ E òàêèå, ÷òî ei = µifi, i = 1, . . . ,m.

Ïîëîæèì Fi := 〈fi〉 è Ei := 〈ei〉 ïðè i = 1, . . . ,m è Ei := {0}
ïðè i = m, . . . , r. Íàïîìíèì ëåììó î ôàêòîðèçàöèè ïî ñîìíî-

æèòåëÿì (â àääèòèâíîé ôîðìå).

Ëåììà. Ïóñòü F1, . . . , Fn � àáåëåâû ãðóïïû, ïóñòü F = F1 ⊕
· · · ⊕ Fn è ïóñòü Ei ⊂ Fi � ïîäãðóïïû. Ïîëîæèì

E := E1 ⊕ · · · ⊕ En ⊂ F.

Òîãäà

F/E ' F1/E1 ⊕ · · · ⊕ Fn/En.

Â íàøåé ñèòóàöèè âñå ãðóïïû Fi/Ei � öèêëè÷åñêèå. Äàëåå

êàæäàÿ êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà

â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ.
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Ëåììà. Â àáåëåâîé ãðóïïå A ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ êî-

íå÷íîãî ïîðÿäêà îáðàçóåò ïîäãðóïïó Tor(A). Ôàêòîðãðóïïà

A/Tor(A) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïî-

ðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a, b ∈ Tor(A), òî ñóùåñòâóþò n, m ∈
Z \ {0} òàêèå, ÷òî na = 0 è mb = 0. Òîãäà nm(a − b) = 0,

ò. å. a − b ∈ Tor(A). Ñëåäîâàòåëüíî, Tor(A) � ïîäãðóïïà. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç π : A → A/Tor(A) êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π(a) � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Òîãäà

π(na) = nπ(a) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z \ {0}. Ñëåäîâàòåëüíî,
na ∈ Ker(π) = Tor(A). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò m ∈ Z \ {0} òàêîå,
÷òî mna = 0, ò. å. a ∈ Tor(A) = Ker(π) è òîãäà π(a) = 0.

Ïðèìåð. Åñëè k � ïîëå, òî Tor(k∗) � ïîäãðóïïà âñåõ êîðíåé èç
1. Ïîäãðóïïà Tor(k+) íåòðèâèàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

char(k) 6= 0 è â ýòîì ñëó÷àå Tor(k+) = k+.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïîëîæèì

Tor(p)(A) := {a ∈ A | ∃k ∈ N pka = 0}

Òîãäà Tor(p)(A) � ïîäãðóïïà è ôàêòîðãðóïïà A/Tor(p)(A) íå

èìååò íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà pk.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà Tor(A) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé

÷àñòüþ àáåëåâîé ãðóïïû (èëè åå ïîäãðóïïîé êðó÷åíèÿ). Ïîä-

ãðóïïà Tor(p)(A) íàçûâàåòñÿ p-ïðèìàðíîé ÷àñòüþ àáåëåâîé

ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü

A =
⊕
i

Ai

� ðàçëîæåíèå êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû â ïðÿ-

ìóþ ñóììó áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ è ïðèìàðíûõ öèêëè÷å-

ñêèõ ãðóïï. Ïåðåïèøåì íàøå ðàçëîæåíèå â âèäå

A =
(⊕

p,i

Ap,i

)
⊕
(⊕

i

A∞,i

)
,

ãäå Ap,i � p-ïðèìàðíûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû (p � ïðîñòîå), à

A∞,i � áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. ßñíî, ÷òî ⊕p,iAp,i �

êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿñÿ â Tor(A). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ëþáîé ýëåìåíò A \ ⊕p,iAp,i èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê. Òàêèì

îáðàçîì, ïîäãðóïïà ⊕p,iAp,i = Tor(A) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Ïîýòîìó îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî è ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà ïîä-

ãðóïïà ⊕iA∞,i ' A/Tor(A), à òàêæå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â

⊕iA∞,i, ðàâíîå åå ðàíãó.
Äàëåå, ðàññìîòðèì ïîäãðóïïû ⊕iAp,i ⊂ Tor(p)(A). Êàê è âû-

øå, òàê êàê ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà A\⊕iAp,i èëè áåñêîíå÷åí
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èëè äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p′ 6= p, òî ⊕iAp,i = Tor(p)(A). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîäãðóïïû⊕iAp,i òàêæå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Òàêèì

îáðàçîì, îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü B � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pk. Òîãäà â ëþáîì

ðàçëîæåíèè B = B1 ⊕ · · · ⊕ Bn â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ

ïîäãðóïï ÷èñëî ýòèõ ïîäãðóïï è èõ ïîðÿäêè íå çàâèñÿò îò

âûáîðà ðàçëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî k.

Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà âåðíà äëÿ

âñåõ ãðóïï B ïîðÿäêà pk
′
, k′ < k.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : B → B, b 7→ pb. ßñíî, ÷òî

ýòî ãîìîìîðôèçì è åãî ÿäðî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ p-êðó÷åíèÿ

(ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà p è 1). Îáîçíà÷èì K := Ker(ϕ) è Ki :=

K ∩Bi. Òîãäà êàæäàÿ Ki � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p. Ìû

óòâåðæäàåì, ÷òîK = K1⊕· · ·⊕Kn. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî

x ∈ K ⊂ B ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

x = x1 + · · · xn,

ãäå xi ∈ Bi. Òàê êàê

0 = px = px1 + · · · + pxn

è ïîñëåäíåå ðàçëîæåíèå òàêæå åäèíñòâåííî, òî pxi = 0 äëÿ âñåõ

i, ò. å. xi ∈ Ki. Ïî ëåììå î ôàêòîðèçàöèè ïî ñëàãàåìûì

B/K ' B1/K1 ⊕ · · · ⊕Bn/Kn,
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ãäå âñå ãðóïïû Bi/Ki � öèêëè÷åñêèå (âîçìîæíî, òðèâèàëüíûå)

ãðóïïû ïîðÿäêîâ |Bi/Ki| = |Bi|/p. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-

öèè ÷èñëà |Bi|/p îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðå-

äåëåíû îäíîçíà÷íî è ÷èñëà Bi.

Ñëåäñòâèå. Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ

ñâîáîäíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïîäãðóïïà êðó÷åíèÿ

òðèâèàëüíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîðÿäîê êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A äåëèò-

ñÿ íà m, òî â A èìååòñÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |A| = n è ïóñòü p0 � ïðîñòîé äåëèòåëü

n. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â A èìååòñÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà p0

(äàëåå ìîæíî ïðîäîëæèòü èíäóêöèåé ïî èíäåêñó ïîäãðóïïû).

Ðàçëîæèì A â ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï

A =
⊕
p,i

Ap,i

è çàìåíèì îäíî èç ñëàãàåìûõ Ap0,i0 íà

A′p0,i0 = p0Ap0,i0 := {p0a | a ∈ Ap0,i0}.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëîæèì A′p,i = Ap,i. Òîãäà

A′ :=
⊕
p,i

A′p,i
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� íóæíàÿ íàì ïîäãðóïïà.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî äëÿ íåàáåëåâûõ

ãðóïï. (Ïðèâåäèòå ïðèìåð!)

Îïðåäåëåíèå. Ïîêàçàòåëåì (èëè ýêñïîíåíòîé) êîíå÷íîé àáå-

ëåâîé ãðóïïû A íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïîðÿäêîâ âñåõ åå

ýëåìåíòîâ. Ïîêàçàòåëü ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç exp(A).

Ïóñòü êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàçëîæåíà â ïðÿìóþ ñóììó

ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï A =
⊕

p,iAp,i, ïóñòü np,i = pkp,i

� ïîðÿäêè ýòèõ ãðóïï. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå ýòîãî ïàðàãðàôà

íàáîð ÷èñåë np,i îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé A îäíîçíà÷íî. Ýòè ÷èñëà

íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè äåëèòåëÿìè ãðóïïû.

Ïðåäëîæåíèå. Ýêñïîíåíòà êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A ðàâ-

íà íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó å¼ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòå-

ëåé. Â ãðóïïå A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà exp(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì n = ÍÎÊ {np,i}, ãäå np,i � ýëåìåí-
òàðíûå äåëèòåëè ãðóïïû. Òîãäà ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà A

äåëèò n. Ñëåäîâàòåëüíî, è exp(A) äåëèò n. Ïîýòîìó ïðåäëîæå-

íèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Â ãðóïïå A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ap,i = 〈ap,i〉. Óïîðÿäî÷èì ãðóïïû Ap,i

òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî p ÷èñëà np,i íå âîçðàñòàþò. Òàêèì îáðà-

çîì, np,1 = pkp � ìàêñèìàëüíîå ñðåäè âñåõ np,i = pkp,i äëÿ ôèê-

ñèðîâàííîãî p. Ïóñòü Ap,1 = 〈ap〉. Ïîëîæèì :=
∏

p ap. Òîãäà

n =
∏

p p
kp è

|a| = ÍÎÊ {|ai|} = ÍÎÊ {pkp} = n

ïîñêîëüêó â àáåëåâîé ãðóïïå ïîðÿäîê ñóììû ýëåìåíòîâ âçàèì-

íî ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ ïîðÿäêîâ.

Ëåììà. Ïóñòü â àáåëåâîé ãðóïïå A ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ a è b

âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ïîðÿäîê èõ ñóììû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ

ïîðÿäêîâ: |a + b| = |a||b|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì |a| = α, |b| = β è |a+ b| = γ. ßñíî,

÷òî αβ(a + b) = 0. Ïîýòîìó γ äåëèò αβ. Òàê êàê (α, β) = 1, òî

αu + βv = 1 äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ Z. Îòñþäà

a = (αu + βv)a = βva = βv(a + b),

b = (αu + βv)b = αua = αu(a + b).

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû a è b ïðèíàäëåæàò öèêëè÷åñêîé ïîä-

ãðóïïå, ïîðîæäåííîé a+ b, è ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà α è β äåëÿò

γ.

Ñëåäñòâèå. Êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà exp(A) = |A|.
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6 Äèñêðåòíûå ïîäãðóïïû â Rn

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé åñ-

ëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U 3 0 íà÷àëà êîîðäèíàò, ÷òî

U ∩ A = {0}.

Ëåììà. Ïóñòü A ⊂ Rn � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ a, b ∈ A ìû

èìååì ‖a− b‖ ≥ δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì îêðåñòíîñòü U 3 0 òàêóþ, ÷òî

U ∩ A = {0}. Îíà ñîäåðæèò øàð Uδ ñ öåíòðîì â 0 íåêîòîðîãî

ðàäèóñà δ > 0. Òîãäà åñëè ‖a − b‖ < δ, òî 0 6= a − b ∈ Uδ ∩ A.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà. Åñëè A ⊂ Rn � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà è K ⊂ Rn �

êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî ïåðåñå÷åíèå K ∩ A êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ � òàêîå êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ K ïóñòü Ux � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà < δ/2

ñ öåíòðîì â x. Ýòè øàðû ïîêðûâàþò K. Èç ýòîãî ïîêðûòèÿ

ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Uvi, ò.å. K = ∪iUxi. Ïî
êîíñòðóêöèè êàæäûé øàð Uxi ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî ýëå-

ìåíòà A.

Òåîðåìà. Äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà â Rn ñâîáîäíà (è êîíå÷íî ïî-

ðîæäåíà).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Rn íå èìååò êðó÷åíèÿ, òî äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà A êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Ïóñòü

e1, . . . , em ∈ A � ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ íàä R ñè-

ñòåìà. Ïîëîæèì

K :=
{∑

αiei | 0 ≤ αi ≤ 1
}
.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî K çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, òî îíî êîì-

ïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèåK∩A êîíå÷íî. Òîãäà ãðóï-

ïà A ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè e1, . . . , em è êîíå÷íûì ìíîæå-

ñòâîì K ∩ A. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå

a =
∑

βiei, βi ∈ R.
Òîãäà

a =
∑

[βi]ei +
∑
{βi}ei,

∑
{βi}ei ∈ K ∩ A.

Ïðèìåð. Ïîäãðóïïà Qn ⊂ Rn íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü A ⊂ Rn � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà è ïóñòü

e1, . . . , em � åå áàçèñ. Òîãäà e1, . . . , em ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä

R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

e1 =

m∑
i=2

αiei, αi ∈ R.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

K :=
{∑

β2e2 + · · · + βmem | 0 ≤ βi ≤ 1
}
.

Îíî êîìïàêòíî è ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå K ∩ A êîíå÷íî. Äàëåå

äëÿ ëþáîãî t ∈ Z

te1 =

m∑
i=2

[tαi]ei +

m∑
i=2

{tαi}ei

Âòîðàÿ ñóììà ñîäåðæèòñÿ â K ∩ A. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ

t1 6= t2 ýòè âòîðûå ñóììû ñîâïàäóò. Òîãäà

t1e1 − t2e1 =

m∑
i=2

([t1αi]− [t2αi])ei ∈ 〈e2, . . . , em〉.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåð. Ïîäãðóïïà A ⊂ R, ïîðîæäåííàÿ 1 è
√

2 íå ÿâëÿåòñÿ

äèñêðåòíîé ïîñêîëüêó åå áàçèñ ëèíåéíî çàâèñèì íàä R.
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7 Êîììóòàíò

Îïðåäåëåíèå. Êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ a, b ∈ G íàçûâàåò-

ñÿ

[a, b] := aba−1b−1.

Êîììóòàíòîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæ-

íûõ ïðîèçâåäåíèé âñåõ êîììóòàòîðîâ. Êîììóòàíò îáîçíà÷àåò-

ñÿ ÷åðåç [G,G] èëè, áîëåå êðàòêî, ÷åðåç G′.

Ëåììà. Êîììóòàíò ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a, b ∈ G, òî [a, b]−1 = [b, a] ∈ G′.

Ïðèìåð. Ãðóïïà G àáåëåâà ⇐⇒ G′ = {1}.

Òåîðåìà. (1) Ïóñòü ϕ : G → G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òî-

ãäà ϕ(G′) = ϕ(G)′.

(2) Êîììóòàíò ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè âñåõ àâòîìîðôèçìàõ

ãðóïïû: ϕ(G′) = G′ ∀ϕ ∈ Aut(G).

(3) G′ CG.

(4) Ôàêòîðãðóïïà G/G′ àáåëåâà.

(5) Äëÿ íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N ôàêòîðãðóïïà

G/N àáåëåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N ⊃ G′.
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Ïðîöåññ ôàêòîðèçàöèè ïî êîììóòàíòó íàçûâàåòñÿ àáåëèà-

íèçàöèåé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Çàìåòèì, ÷òî ϕ([a, b]) = [ϕ(a), ϕ(b)]. Ïî-

ýòîìó

ϕ([a1, b1] · · · [an, bn]) = [ϕ(a1), ϕ(b1)] · · · [ϕ(an), ϕ(bn)] ∈ ϕ(G)′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(G′) ⊂ ϕ(G)′. Îáðàòíî, åñëè c ∈ ϕ(G)′, òî c

èìååò âèä

c = [ϕ(a1), ϕ(b1)] · · · [ϕ(an), ϕ(bn)] = ϕ([a1, b1] · · · [an, bn]) ∈ ϕ(G′).

(2) ñëåäóåò èç (1), à (3) ñëåäóåò èç (2). Óòâåðæäåíèå (4)

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (5). Äîêàæåì (5). Ïóñòü π : G →
G/N � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà ñîãëàñíî (1) èìååì

π(G′) = (G/N)′. Ïîýòîìó G/N � àáåëåâà ⇐⇒ π(G′) = {1} ⇐⇒
G′ ⊂ N .

Çàäà÷à. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � åå ïîäãðóïïà.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè H ⊃ G′, òî H CG.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì êîììóòàíò ãðóïïû äèýäðà Dn. Íàïîìíèì,

÷òî Dn = 〈r, s〉, ãäå r � ïîâîðîò íà óãîë 2π/n, à s � ñèììåòðèÿ

îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð è îäíó èç âåðøèí.

Èìåþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ rn = s2 = 1 è srs−1 = r−1. Òàêèì îáðà-

çîì, [r, s] = r−2 ∈ D′n è ïîýòîìó 〈r2〉 ⊂ D′n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

〈r2〉CDn è ôàêòîðãðóïïà Dn /〈r2〉 èìååò ïîðÿäîê ≤ 4 è ïîòîìó
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àáåëåâà. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈r2〉 ⊃ D′n è ïî òåîðåìå 〈r2〉 = D′n. Åñ-

ëè n íå÷åòíî, òî D′n = 〈r2〉 = 〈r〉 � ïîäãðóïïà èíäåêñà 2, à åñëè

n ÷åòíî, òî D′n = 〈r2〉 6= 〈r〉 � ïîäãðóïïà èíäåêñà 4.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå êîììóòàíò ãðóïïû A4.
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8 Ðàçðåøèìûå ãðóïïû

Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì n-é êîììóòàíò ãðóïïû G ïðàâèëîì

G(n+1) = (G(n))′. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âëîæåííûõ ïîäãðóïï:

G ⊃ G′ ⊃ G′′ ⊃ · · · ⊃ G(n) ⊃ · · · .

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè G(n) = {1} äëÿ íåêîòî-

ðîãî n. Àáåëåâà ãðóïïà âñåãäà ðàçðåøèìà ïîñêîëüêó äëÿ íåå

G′ = {1}.

Çàìå÷àíèå. Ïîäãðóïïà H ðàçðåøèìîé ãðóïïû H âñåãäà ðàç-

ðåøèìà òàê êàê H(n) ⊂ G(n).

Òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü N C G. Òîãäà ãðóïïà G

ðàçðåøèìà ⇐⇒ ðàçðåøèìû ãðóïïû N è G/N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì π :

G → G/N . Èìååì π(G′) = (G/N)′. Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåì,

÷òî π(G(n)) = (G/N)(n).

Ïóñòü G ðàçðåøèìà. Òîãäà

(G/N)(n) = π(G(n)) = {1}

äëÿ íåêîòîðîãî n. Ïîýòîìó ðàçðåøèìû N è G/N (ñì. çàìå÷à-

íèå).
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Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî N è G/N ðàçðåøèìû. Òîãäà

ñóùåñòâóåò n òàêîå, ÷òî

π(G(n)) = (G/N)(n) = {1}.

Ñëåäîâàòåëüíî,G(n) ⊂ N . Òàê êàêN ðàçðåøèìà, òî ñóùåñòâóåò

m òàêîå, ÷òî

G(n+m) = (G(n))(m) ⊂ N (m) = {1}.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Dn è S4 ðàçðåøèìû.

Òåîðåìà. Ãðóïïà Tn(k) íåâûðîæäåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ

n× n-ìàòðèö íàä ïîëåì k ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà èíäóêöèè n = 1 î÷å-

âèäíà ïîñêîëüêó T1(k) ' k∗. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ :

Tn(k) −→ Tn−1(k),

ϕ :


a1,1 a1,2 · · · a1,n−1 a1,n

0 a2,2 · · · a2,n−1 a2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · 0 an,n

 7−→

a1,1 a1,2 · · · a1,n−1

0 a2,2 · · · a2,n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · an−1,n−1


(âû÷åðêèâàíèå ïîñëåäíåé ñòðîêè è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà). ßñ-

íî, ÷òî ϕ � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
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èíäóêöèè ãðóïïà Tn−1(k) ðàçðåøèìà. Äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü

ãðóïïû

Kn = Ker(ϕ) =




1 0 0 · · · b1

0 1 0 · · · b2

. . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · bn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ b1, . . . , bn ∈ k


Ðàññìîòðèì ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

ψ : Kn → k∗


1 0 0 · · · b1

0 1 0 · · · b2

. . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · bn

 7−→ bn

Òàê êàê îáðàç è ÿäðî

Ker(ψ) =




1 0 0 · · · b1

0 1 0 · · · b2

. . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ b1, . . . , bn−1 ∈ k


ãîìîìîðôèçìà ψ ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè, òî è ãðóïïà

Kn ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà. Ïðè n ≥ 5 çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An íå ÿâëÿåòñÿ

ðàçðåøèìîé. Áîëåå òîãî, A′n = An.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i, j, k, l, m ∈ {1, . . . , n} � ïîïàðíî

ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì òðîéíûå öèêëû σ := (i, j, k) è

τ := (k, l,m). Òîãäà

A′5 3 [σ, τ ] = (i, j, k)(k, l,m)(i, k, j)(k,m, l) = (i, l, k).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî A′5 ñîäåðæèò âñå òðîéíûå öèêëû. Òåïåðü

óòâåðæäåíèå ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An ïîðîæäàåòñÿ òðîéíûìè

öèêëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðîæ-

äàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè, òî ëþáîé ýëåìåíò σ ∈ An ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé. Ïî-

ýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïàðû ðàçëè÷íûõ

òðàíñïîçèöèé τ1 = (i, j) è τ2 = (k, l) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ íåêî-

òîðûõ òðîéíûõ öèêëîâ. Åñëè âñå ýëåìåíòû i, j, k, l ïîïàðíî

ðàçëè÷íû, òî τ1τ2 = (i, j, k)(j, k, l). Åñëè æå, íàïðèìåð, j = l, à

i 6= j 6= k 6= i, òî

τ1τ2 = (i, j)(k, j) = (i, j, k).

Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå êîììóòàíò ãðóïïû Sn.
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Òåîðåìà. Åñëè ïîëå k ñîäåðæèò áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ, òî

ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà SLn(k) íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé.

Áîëåå òîãî, SLn(k)′ = SLn(k).

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå

óòâåðæäåíèå: åñëè SLn(k)′ 6= SLn(k), òî n = 2 è ïîëå k ñîäåðæèò
≤ 3 ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå äëÿ n = 2. Äëÿ ðàñ-

ñìîòðåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íóæíî ëèøü äîïîëíèòü íàøè ìàòðè-

öû ìíîãîòî÷èÿìè. Èìååì[(
λ 0

0 λ−1

)
,

(
1 µ

0 1

)]
=

(
λ 0

0 λ−1

)(
1 µ

0 1

)(
λ−1 0

0 λ

)(
1 µ

0 1

)
=

(
1 η

0 1

)
ãäå η := µ(λ2 − 1). Åñëè λ 6= ±1, òî ýëåìåíò η ìîæåò ïðè-

íèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ

äëÿ íèæíå-òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, SLn(k)′ ñîäåð-

æèò âñå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû òèïà I. Òåïåðü óòâåðæäåíèå

ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Ãðóïïà SLn(k) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìàòðè-

öàìè òèïà I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ëþáóþ

ìàòðèöó A = (ai,j) ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ìîæíî ýëåìåíòàðíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè òèïà I ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîé. Ïóñòü A1, . . . ,
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An � ñòðîêè ìàòðèöû. Åñëè a2,1 = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèåì âèäà

A′2 = A2 + Ai äëÿ íåêîòîðîãî i ìû äîáú¼ìñÿ òîãî, ÷òî a′2,1 6= 0.

Äàëåå ïðåîáðàçîâàíèåì âèäà A′1 = A1 + λA2 äîáú¼ìñÿ òîãî,

÷òî a′1,1 = 1. Íàêîíåö, ïðåîáðàçîâàíèÿìè âèäà A′i = Ai + λA1,

i > 1 îáíóëÿåì ïåðâûé ñòîëáåö: a′i,1 = 0, i > 1. Ïðîäîëæàÿ ïî

èíäóêöèè, ïðèâîäèì ìàòðèöó A ê óíèòðåóãîëüíîìó âèäó:

A′ =


1 ∗ · · · ∗
0 1 · · · ∗
. . . . . . . . . .

0 0 · · · 1


Êàê è â ñòàíäàðòíîì àëãîðèòìå Ãàóññà ýòà ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ

ê óëó÷øåííîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó, êîòîðûé áóäåò åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå êîììóòàíòû ãðóïï SL2(Z2) è SL2(Z3).
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9 Äåéñòâèÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è Ω � íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Ω (îáîçíà÷à-

åòñÿ G : Ω), åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå

G× Ω −→ Ω, (g, x) 7−→ g ∗ x

òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà:

(1) (g1g2) ∗ x = g1 ∗ (g2 ∗ x) ∀g1, g2 ∈ G ∀x ∈ Ω

(2) 1 ∗ x = x ∀x ∈ Ω.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ äåéñòâèÿ G : Ω è ýëåìåíòà g ∈ G îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå

σg : Ω −→ Ω, x 7−→ g ∗ x.
Ïî îïðåäåëåíèþ ∀g1, g2 ∈ G, ∀x ∈ Ω èìååì

(σg1 ◦ σg2)(x) = σg1(σg2(x)) = g1 ∗ (g2 ∗ x) = (g1g2) ∗ x = σg1g2(x)

è σ1 � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, σg1 ◦ σg2 =

σg1g2. Â ÷àñòíîñòè, σg−1 � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê σg. Ñëåäîâà-

òåëüíî, σg � áèåêöèÿ. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå

Ψ : G −→ SΩ, g 7−→ σg

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì â ãðóïïó ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Ω.

Îáðàòíî, ëþáîé ãîìîìîðôèçìîì Ψ : G → SΩ îïðåäåëÿåò

äåéñòâèå G : Ω ïî ïðàâèëó g ∗ x = Ψ(g)(x). (Ïðîâåðüòå!).
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ßäðîì ýôôåêòèâíîñòè äåéñòâèÿ G : Ω íàçûâàåòñÿ ïîäãðóï-

ïà

{g ∈ G | g ∗ x = x ∀x ∈ Ω}
ßñíî, ÷òî ÿäðî ýôôåêòèâíîñòè ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì ãîìîìîðôèç-

ìà Ψ (âûøå). Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè åãî ÿä-

ðî ýôôåêòèâíîñòè òðèâèàëüíî.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G : Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G. Îðáèòîé

ýëåìåíòà x ∈ Ω íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî â Ω

Orb(x) := {g ∗ x | g ∈ G}.

Ïîäìíîæåñòâî â G

St(x) := {g ∈ G | g ∗ x = x}

íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé èëè ñòàáèëèçàòîðîì

ýëåìåíòà x. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ïîä-

ãðóïïà.

Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî ýôôåêòèâíîñòè � ïåðåñå÷åíèå ñòàöèî-

íàðíûõ ïîäãðóïï âñåõ ýëåìåíòîâ Ω. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿòðàí-

çèòèâíûì, åñëè ìíîæåñòâî Ω ñîâïàäàåò ñ îðáèòîé íåêîòîðîãî

ñâîåãî ýëåìåíòà: Ω = Orb(x).

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G : Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G.

(1) Åñëè y ∈ Orb(x), òî Orb(y) = Orb(x).
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(2) Åñëè Orb(x) ∩ Orb(y) 6= ∅, òî Orb(x) = Orb(y).

(3) Ìíîæåñòâî Ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåïåðåñåêàþùåãîñÿ

îáúåäèíåíèÿ îðáèò: Ω = ∪x∈Ω Orb(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) y ∈ Orb(x) ⇐⇒ ∃g0 ∈ G y = g0 ∗ x =⇒
∀g ∈ G g ∗ y = (gg0) ∗ x ∈ Orb(x). Ñëåäîâàòåëüíî, Orb(y) ⊂
Orb(x). Àíàëîãè÷íî, ∀g ∈ G g ∗ x = (gg−1

0 ) ∗ x ∈ Orb(y) è

ïîýòîìó èìååò ìåñòî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

(2) Ïóñòü z ∈ Orb(x) ∩ Orb(y). Òîãäà, ñîãëàñíî (1), èìååì

Orb(x) = Orb(z) = Orb(y).

Óòâåðæäåíèå (3) ñëåäóåò èç (2) ïîñêîëüêó x ∈ Orb(x).

Ïðèìåðû. (1) Äëÿ ëþáîé ãðóïïûG è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà

Ω èìååòñÿ òðèâèàëüíîå äåéñòâèå g∗x = x ∀g ∈ G ∀x ∈
Ω.

(2) Ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn äåéñòâóåò íà ìíî-

æåñòâå Ω = {1, . . . , n}. Ýòî äåéñòâèå òðàíçèòèâíî. Ñòàáè-
ëèçàòîð ýëåìåíòà � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn−1 ýëåìåíòîâ

1, . . . , k̂, . . . , n.

(3) Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(k) äåéñòâóåò íà âåêòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå V = kn. Ïðè ýòîì èìååòñÿ äâå îðáèòû �

V \ {0} è {0}.

(4) Ãðóïïà SO3(R) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà äâóìåðíîé ñôå-

ðå S2 = {x ∈ R3 | ‖x‖ = 1}.
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(5) Ãðóïïà U := {z ∈ C | |z| = 1} óìíîæåíèÿìè äåéñòâóåò íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Îðáèòû äåéñòâèÿ � ìíîæåñòâà

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàííûì ìîäóëåì.

(6) Ãðóïïà SL2(R) äåéñòâóåò íà ïîïîëíåííîé êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè C̄ = C ∪ {∞} ïî ïðàâèëó(
a b

c d

)
∗ z =

az + b

cz + d
.

(7) Ñ êàæäûì äåéñòâèåì G : Ω ñâÿçàíû íåñêîëüêî äðóãèõ

äåéñòâèé.

• Äåéñòâèå íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ G : 2Ω, ãäå

äëÿ X ⊂ Ω ïîëàãàåì g ∗X := {g ∗ x | x ∈ X}.
• Äåéñòâèå íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè G : Ω×· · ·×Ω

ïî ïðàâèëó g ∗ (x1, . . . , xn) := (g ∗ x1, . . . , g ∗ xn).

• Ïóñòü G : Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G è ïóñòü H ⊂ G �

ïîäãðóïïà. Òîãäà èìååòñÿ åñòåñòâåííîå äåéñòâèå H :

Ω � îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ G : Ω.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G : Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G. Ïîäìíîæå-

ñòâî Ω′ ⊂ Ω íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè g ∗ x ∈ Ω′ äëÿ

âñåõ g ∈ G è äëÿ âñåõ x ∈ Ω′. Èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî ÿâ-

ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì (íåêîòîðûõ) îðáèò. Äëÿ x ∈ Ω′ ôîðìóëà

g ∗ x çàäàåò äåéñòâèå íà Ω′, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì íà

èíâàðèàíòíîì ïîäìíîæåñòâå.
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Êàæäàÿ ãðóïïà èìååò íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ äåéñòâèé íà

ñåáå:

Ïðèìåð. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � åå ïîäãðóïïà

(âîçìîæíî G = H). Òîãäà èìååòñÿ äåéñòâèå H : G ëåâûìè

ñäâèãàìè èëè ëåâîå ðåãóëÿðíîå äåéñòâèå:

h ∗ g = hg ∀h ∈ H, ∀g ∈ G.

Îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ � ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû, à ñòàáèëèçà-

òîð ëþáîãî ýëåìåíòà òðèâèàëåí. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äåé-

ñòâèå H íà G ïðàâûìè ñäâèãàìè:

h ∗ g = gh−1 ∀h ∈ H, ∀g ∈ G.

Ïðèìåð. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G èìååòñÿ äåéñòâèå G : G íà ñåáå

ñîïðÿæåíèÿìè:

g ∗ x = gxg−1.

Îðáèòàìè äåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà x ∈ G â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ öåí-

òðàëèçàòîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ Z(x). Îí ñîñòîèò èç âñåõ ýëå-

ìåíòîâ G, êîììóòèðóþùèõ ñ x:

Z(x) := St(x) = {g ∈ G | gx = xg}.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äåéñòâèå ãðóïïû S4 íà ñåáå ñîïðÿ-

æåíèÿìè è åå äåéñòâèå íà èíâàðèàíòíîì ïîäìíîæåñòâå

Ω = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)} = V4 \{(1)}.
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Ïîñëåäíåå äåéñòâèå èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì S4 → SΩ ' S3,

ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ V4. Ñëåäîâàòåëüíî, S4 /V4 ' S3.

Ïðèìåð. Ëþáàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Ω ñâîèõ

ïîäãðóïï ñîïðÿæåíèÿìè:

g ∗H = gHg−1.

Ïðè ýòîì ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà H ∈ Ω èìååò âèä

NG(H) := {g ∈ G | gHg−1 = H}

îí îáîçíà÷àåòñÿ NG(H) (èëè ïðîñòî N(H)) è íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëèçàòîðîì H. Íîðìàëèçîòîð � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G,

â êîòîðîé H íîðìàëüíà. Â ÷àñòíîñòè, NG(H) = G⇐⇒ H CG.

ßñíî òàêæå, ÷òî N(H) ⊃ H.

Ïðèìåð. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � åå ïîäãðóïïà.

Èìååòñÿ äåéñòâèå ãðóïïû G (ñäâèãàìè) íà ìíîæåñòâå ëåâûõ

ñìåæíûõ êëàññîâ:

G : G/H, g ∗ aH = (ga)H.

Ýòî äåéñòâèå òðàíçèòèâíî, à äëÿ ñòàáèëèçàòîðà èìååì

St(aH) = aHa−1.

Òåîðåìà (Òåîðåìà Êýëè). ∗ Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿä-

êà n. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê Sn.

∗Arthur Cayley � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê (1821 � 1895)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàíóìåðóåì ýëåìåíòû ãðóïïû: G :=

{g1, . . . , gn} è ðàññìîòðèì äåéñòâèå G : G ëåâûìè ñäâèãàìè.

Òàê êàê ñòàáèëèçàòîð ëþáîãî ýëåìåíòà òðèâèàëåí, òî ãîìîìîð-

ôèçì G→ Sn, èíäóöèðîâàííûé äåéñòâèåì, èíúåêòèâåí.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G : Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G è ïóñòü

x ∈ Ω. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæå-

ñòâîì ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G/ St(x) è îðáèòîé ýëåìåíòà

x:

φ : G/ St(x) −→ Orb(x), g St(x) 7−→ g ∗ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ φ.

Ïóñòü g St(x) = g′ St(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò h ∈ St(x) òàêîé,

÷òî g′ = gh. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòàáèëèçàòîðà h ∗ x = x. Îòñþäà

φ(g′ St(x)) = (gh) ∗ x = g ∗ (h ∗ x) = g ∗ x = φ(g St(x)).

Îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî ïî îïðåäåëåíèþ îðáèòû. Ïðîâåðèì

åãî èíúåêòèâíîñòü. Ïóñòü φ(g′ St(x)) = φ(g St(x)). Òîãäà èìååì

ïîñëåäîâàòåëüíî g ∗ x = g′ ∗ x, (g−1g′) ∗ x = x, g−1g′ ∈ St(x) è

g St(x) = g′ St(x).

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííàÿ áèåêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

äåéñòâèé G : Ω è G : G/ St(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

φ(h ∗ x) = h ∗ φ(x) ∀h ∈ G.
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Ñëåäñòâèå.

|Orb(x)| = [G : St(x)].

Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G êîíå÷íà. Òîãäà

|G| = | St(x)| · |Orb(x)|.

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð. Ãðóïïà äèýäðà Dn åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò

íà âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Çàíóìåðîâàâ ýòè âåð-

øèíû, ïîëó÷èì ãîìîìîðôèçì Dn → Sn. Ïîñêîëüêó ëþáîå äâè-

æåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè âåðøèí n-óãîëüíèêà,

òî ýòîò ãîìîìîðôèçì èíúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ âëî-

æåíèå Dn ↪→ Sn. Äëÿ n = 3 èç ñîâïàäåíèÿ ïîðÿäêîâ ãðóïï

ïîëó÷èì èçîìîðôèçì D3 ' S3.

Ïðèìåð. Ãðóïïà òåòðàýäðà T äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ ýòîãî

òåòðàýäðà. Êàê è âûøå, ïîëó÷àåì èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

T ↪→ S4. Èç ñîâïàäåíèÿ ïîðÿäêîâ ïîëó÷èì èçîìîðôèçì T ' S4.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ãðóïïó ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé êóáà O.

Îíà äåéñòâóåò íà áîëüøèõ äèàãîíàëÿõ êóáà. Ýòî çàäàåò èíúåê-

òèâíûé ãîìîìîðôèçì O ↪→ S4. Èç ñîâïàäåíèÿ ïîðÿäêîâ ïîëó-

÷èì èçîìîðôèçì O ' S4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàÿ äåé-

ñòâèå íà ìíîæåñòâå òðåõ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ öåíòðû ïðîòè-

âîïîëîæíûõ ãðàíåé, ìû ïîëó÷èì ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

O ' S4 → S3.

72



Çàäà÷à. Íàéäèòå ïîðÿäîê ãðóïïû äâèæåíèé èêîñàýäðà.

Ïðèìåð. Ïðîåêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà PGLn(k) åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn−1.

Ïóñòü òåïåðü k = Fq � êîíå÷íîå ïîëå, ñîäåðæàùåå q ýëå-

ìåíòîâ è ïóñòü n = 2. Òîãäà |GL2(k)| = (q2 − 1)(q2 − q), à

|PGL2(k)| = (q2 − 1)q. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðîåêòèâíàÿ

ïðÿìàÿ ñîäåðæèò q + 1 ýëåìåíò, òî ýòî äåéñòâèå èíäóöèðó-

åò âëîæåíèå PGL2(k) ↪→ Sq+1. Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

PGL2(F2) ' S3 è PGL2(F3) ' S4.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî PGL2(F4) ' A5.

Çàäà÷à. Ïóñòü p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà

ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G èìååòñÿ ïîäãðóïïà H èíäåê-

ñà p. Äîêàæèòå, ÷òî H C G. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå äåéñòâèå

H : G/H.

9.1 p-ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå. p-ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pk, ãäå p

� ïðîñòîå.

Òåîðåìà. Öåíòð p-ãðóïïû íåòðèâèàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå G : G ñîïðÿæåíèÿìè:

g ∗ x = gxg−1.
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Òîãäà îäíîýëåìåíòíûå îðáèòû � ýòî â òî÷íîñòè ýëåìåíòû öåí-

òðà ãðóïïû. Ïîýòîìó èìååì ðàçëîæåíèå â íåïåðåñåêàþùååñÿ

îáúåäèíåíèå

G = Z(G) ∪

 ⋃
|Orb(x)|>1

Orb(x)

 .

Òàê êàê ÷èñëî ýëåìåíòîâ îðáèòû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû, òî

|Orb(x)| = pl, l ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ G. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

pk = |G| = |Z(G)| +
∑

|Orb(x)|>1

|Orb(x)| = |Z(G)| +
∑

pli,

ãäå li > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, |Z(G)| äåëèòñÿ íà p.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ (êîíå÷íàÿ) p-ãðóïïà ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû.

Ñëåäñòâèå. Ãðóïïà ïîðÿäêà p2 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |G| = p2, òî ñîãëàñíî òåîðåìå, |Z(G)| =
p2 èëè p. Âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí ïî ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà. Äëÿ íåàáåëåâîé ãðóïïû G ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) íå

ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π : G→ G/Z(G) � åñòåñòâåííûé ãîìî-

ìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G/Z(G) � öèêëè÷åñêàÿ è ïîðîæ-

äàåòñÿ ýëåìåíòîì ā. Âûáåðåì ëþáîé ýëåìåíò a ∈ G òàêîé, ÷òî

π(a) = ā. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

g = akz, ãäå z ∈ Z(G). ßñíî, ÷òî òàêèå ýëåìåíòû êîììóòèðóþò

ìåæäó ñîáîé.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà p3

íåîáÿçàòåëüíî àáåëåâà.

Ïðèìåð. Ãðóïïà âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ 3× 3-ìàòðèö
1 a b

0 1 c

0 0 1

 ∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ Zp

 ⊂ GL3(Zp)

èìååò ïîðÿäîê p3 è íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.
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10 Òåîðåìû Ñèëîâà

Òåîðåìà (ïåðâàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). ∗ Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ

ãðóïïà ïîðÿäêà n = pkm, ãäå p � ïðîñòîå. Òîãäà â G ñóùå-

ñòâóåò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èí-

äóêöèè î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ

ãðóïï ïîðÿäêîâ n′ < n. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå G : G ñîïðÿæå-

íèÿìè:

g ∗ x = gxg−1.

Òîãäà

St(x) = Z(x) := {g ∈ G | gx = xg}

� öåíòðàëèçàòîð x. Îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ � êëàññû ñîïðÿæåí-

íûõ ýëåìåíòîâ, à îäíîýëåìåíòíûå îðáèòû � ýòî â òî÷íîñòè ýëå-

ìåíòû öåíòðà ãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùåå ðàç-

ëîæåíèå G â íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå:

G = Z(G) ∪

 ⋃
|Orb(x)|>1

Orb(x)

 .

Èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

∗Ludwig Sylow � íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê (1832�1918).
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(1) Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ G \Z(G) òàêîé, ÷òî p - |Orb(x)|.
Òàê êàê

n = |Z(x)| · |Orb(x)|,

òî pk | |Z(x)| è |Z(x)| < n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

â Z(x) ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pk.

(2) Äëÿ âñåõ x ∈ G\Z(G) èìååì p | |Orb(x)|. Òîãäà p | |Z(G)|
è ïî îñíîâíîé òåîðåìå îá àáåëåâûõ ãðóïïàõ â Z(G) ñóùå-

ñòâóåò ýëåìåíò z ïîðÿäêà p. Ïîäãðóïïà 〈z〉 íîðìàëüíà â

G. Ïóñòü G1 := G/〈z〉 è ïóñòü π : G → G1 � åñòåñòâåí-

íûé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà |G1| = pk−1m è ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ èíäóêöèè â G1 ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà P1 ïîðÿäêà

pk−1. Ïîëîæèì P := π−1(P1). Òîãäà P ⊂ G � ïîäãðóïïà

(ïðîâåðüòå!) Òàê êàê P ⊃ 〈z〉, òî P/〈z〉 ' P1 è ïîýòîìó

|P | = pk.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n = pkm,

ãäå p � ïðîñòîå è m íå äåëèòñÿ íà p. Ïîäãðóïïà Gp ⊂ G ïî-

ðÿäêà pk íàçûâàåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Ìíîæåñòâî âñåõ

ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Sylp(G).

Ïðèìåðû. (1) Ïóñòü G = Sp � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà (p �

ïðîñòîå). Òîãäà ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà � öèêëè÷å-

ñêàÿ è ïîðîæäàåòñÿ öèêëîì äëèíû p.
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(2) Ïóñòü k = Zp � ïîëå èç p ýëåìåíòîâ è ïóñòü G = GL2(k) �

ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà. Åå ïîðÿäîê ðàâåí (p2−1)(p2−p).

Ñëåäîâàòåëüíî ïîäãðóïïà âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàò-

ðèö {(
1 a

0 1

) ∣∣∣∣ a ∈ Zp
}

ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé.

Òåîðåìà (âòîðàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóï-

ïà.

(1) Ëþáàÿ p-ïîäãðóïïà H ⊂ G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñè-

ëîâñêîé.

(2) Âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Gp ∈ Sylp(G). Ðàññìîòðèì äåéñòâèå

ãðóïïû G ñäâèãàìè íà ìíîæåñòâå ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ

G/Gp è åãî îãðàíè÷åíèå íà ïîäãðóïïó H. Ïóñòü

G/Gp =
⋃

xGp∈G/Gp

Orb(xGp)

� ðàçëîæåíèå ìíîæåñòâà G/Gp â íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíå-

íèå îðáèò äåéñòâèÿ H : G/Gp. ×èñëî ýëåìåíòîâ ëþáîé îðáèòû

äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû H è ïîýòîìó èìååò âèä pk, k ≥ 0. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G/Gp íå äåëèòñÿ íà
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p. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îðáèòà Orb(yGp), ñîñòîÿùàÿ èç

îäíîãî ýëåìåíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ H ìû èìååì

hyGp = yGp, ò. å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ Gp (çàâèñÿùèé îò h)

òàêîé, ÷òî hy = yg. Èíà÷å ãîâîðÿ,

∀h ∈ H y−1hy ∈ Gp.

Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî y−1Hy ⊂ Gp. Îòñþäà

(∗) H ⊂ yGpy
−1,

÷òî äîêàçûâàåò (1).

Ïóñòü Go
p ∈ Sylp(G) � äðóãàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà. Ïîëàãàÿ

H = Go
p â (*) ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå (2).

Ñëåäñòâèå. ×èñëî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ðàâíî èíäåêñó íîðìà-

ëèçàòîðà îäíîé èç íèõ: | Sylp(G)| = [G : N(Gp)].

Ñëåäñòâèå. Ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà åäèíñòâåííà.

Òåîðåìà (òðåòüÿ òåîðåìà Ñèëîâà). | Sylp(G)| ≡ 1 mod p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Ω := Sylp(G). Ðàññìîòðèì äåé-

ñòâèå G : Ω ñîïðÿæåíèÿìè. Ïî âòîðîé òåîðåìå Ñèëîâà ýòî äåé-

ñòâèå òðàíçèòèâíî. Çàôèêñèðóåì òåïåðü ñèëîâñêóþ ïîäãðóïïó

Gp ∈ Sylp(G) è ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ G : Ω íà

ïîäãðóïïó Gp. Ýòî äåéñòâèå íåîáÿçàòåëüíî òðàíçèòèâíî. Ïóñòü
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Ω = ∪Ωi � ðàçëîæåíèå â íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå îðáèò.

Èìååì |Ωi| = pki, ki ≥ 0 è
∑
pki = |Ω|. Îðáèòà Orb(Gp) = {Gp}

ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðó-

ãàÿ îäíîýëåìåíòíàÿ îðáèòà Ωi = {G′p}, G′p ∈ Sylp(G), Gp 6= G′p.

Òîãäà gG′pg
−1 = G′p ∀g ∈ Gp. Òàêèì îáðàçîì, Gp ⊂ N(G′p).

Åñëè Gp 6= G′p, òî ãðóïïà N(G′p) ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå ñè-

ëîâñêèå ïîäãðóïïû. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ âûøå (ïî-

ñêîëüêó Gp � íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà â N(Gp)). Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îäíîýëåìåíòíàÿ îðáèòà

Orb(Gp) = {Gp}. Îòñþäà |Ω| ≡ 1 mod p.

10.1 Ïðèìåíåíèÿ òåîðåì Ñèëîâà

Òåîðåìà. Ãðóïïà ïîðÿäêà pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, ðàç-

ðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p > q. Ïóñòü |G| =

pq è ïóñòü Gp ∈ Sylp(G). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Gp C G (è

òîãäà ðàçðåøèìîñòü G áóäåò ñëåäîâàòü èç öèêëè÷íîñòè Gp è

G/Gp). Èìååì

| Sylp(G)| = [G : N(Gp)].

Òàê êàê G ⊃ N(Gp) ⊃ Gp, òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà |N(GP ) = p

èëè pq. Åñëè Gp íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, òî | Sylp(G)| = q.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, | Sylp(G)| ≡ 1 mod p ïî òðåòüåé òåîðåìå

Ñèëîâà. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû p > q è p 6≡
1 mod q, òî è Gq CG. Ñëåäîâàòåëüíî, G = Gp ×Gq è ïîýòîìó

G � öèêëè÷åñêàÿ. Åñëè æå p ≡ 1 mod q, òî G = Gp o Gq.

Ïîñòðîéòå ïðèìåð òàêîãî ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Çàäà÷à. Ïóñòü p è q � ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû

ïîðÿäêîâ p2q è p3q ðàçðåøèìû.
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11 Ïðîñòûå ãðóïïû

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà íå ñîäåð-

æèò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.

Çàìå÷àíèå. Ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà G íå ìîæåò áûòü ðàç-

ðåøèìîé, ïîñêîëüêó äëÿ íåå G′ = G.

Çàäà÷à. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî åå ñèëîâñêàÿ

2-ïîäãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî G íå ìîæåò áûòü

ïðîñòîé. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òåîðåìó Êýëè è íîðìàëüíîñòü

An â Sn.

Ìû ðàññìîòðèì äâå ñåðèè ïðîñòûõ ãðóïï: çíàêîïåðåìåííûå

ãðóïïû è ñïåöèàëüíûå ïðîåêòèâíûå ëèíåéíûå ãðóïïû.

Òåîðåìà. Ïðè n ≥ 5 ãðóïïà An ïðîñòà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè n ≤ 3 ãðóïïû An ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷å-

ñêèìè, à A4 ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó V4 (÷åòâåðíóþ

ãðóïïó Êëåéíà).

Ëåììà. Ïóñòü σ ∈ Sn è ïóñòü

σ = σ1 · · ·σr = (i11, i
1
2, . . . , i

1
m1

) · · · (ir1, ir2, . . . , irmr
)

� ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Òîãäà äëÿ

τ ∈ Sn ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè τ ◦σ ◦τ−1 â ïðîèçâåäåíèå íåçà-

âèñèìûõ öèêëîâ èìååò âèä

τ ◦σ ◦τ−1 =
(
τ (i11), τ (i12), . . . , τ (i1m1

)
)
· · ·
(
τ (ir1), τ (ir2), . . . , τ (irmr

)
)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

τ ◦ σ ◦ τ−1
(
τ (ilk)

)
= τ ◦ σ(ilk) = τ (ilk+1)

ãäå íèæíèé èíäåêñ ó ilk ìû ðàññìàòðèâàåì ïî ìîäóëþ ml. Ýòî

è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî.

Ñëåäñòâèå. Êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â Sn � ýòî â

òî÷íîñòè ýëåìåíòû, èìåþùèå îäèíàêîâîå öèêëè÷åñêîå ñòðî-

åíèå.

Ïðèìåð. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ

â S5.

• ÷åòíûå: {(1)}, {(i, j)(k, l)}, {(i, j, k)}, {(i, j, k, l,m)},

• íå÷åòíûå: {(i, j)}, {(i, j, k, l)}, {(i, j, k)(l,m)},

ãäå âñå i, j, k, l, m � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç {1, . . . , 5}.

Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ n = 5. Íàéäåì

êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â A5. Äëÿ ýòîãî ïåðå÷èñëèì

÷åòíûå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â S5 (òðèâèàëüíûé

êëàññ ìû íå ðàññìàòðèâàåì):

σ |OrbS5(σ)| |ZS5(σ)| ZS5(σ) ZA5(σ) |OrbA5(σ)|
(i, j, k) 20 6 〈σ, (l,m)〉 〈σ〉 20

(i, j)(k, l) 15 8 〈V4, (i, k, j, l)〉 V4 15

(i, j, k, l,m) 24 5 〈σ〉 〈σ〉 12
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Òàêèì îáðàçîì, ÷åòíûå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ S5 âèäà

{(1)}, {(i, j, k)}, {(i, j)(k, l)} îñòàþòñÿ êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ

ýëåìåíòîâ è â A5, à êëàññ {(i, j, k, l,m)} ðàñïàäàåòñÿ íà äâà

êëàññà â A5.

Ïóñòü H C A5. Òîãäà ïîäãðóïïà H ñîñòàâëåíà èç êëàññîâ

ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

|H| = 1 + 20x1 + 15x2 + 12x3,

ãäå x1, x2 ∈ {0, 1}, x3 ∈ {0, 1, 2}. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà |H|
äåëèò 60. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à. Îïèøèòå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â A6.

Ëåììà. Ïóñòü H C Sn, n ≥ 5. Òîãäà H = {1}, An èëè Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H 6= {1} è ïóñòü σ ∈ H
� íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò (ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a � ýëåìåíò

ïðîñòîãî ïîðÿäêà). Ðàçëîæèì σ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ íåçàâè-

ñèìûõ öèêëîâ è ïóñòü (i1, i2, . . . , im) � öèêë íàèáîëüøåé äëè-

íû â ðàçëîæåíèè. Òàêèì îáðàçîì, σ = (i1, i2, . . . , im)τ , ãäå τ

� ïðîèçâåäåíèå îñòàëüíûõ öèêëîâ (âîçìîæíî ïóñòîå). Ñíà÷àëà

ïðåäïîëîæèì, ÷òî m ≥ 3. Òîãäà H ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêó

σ′ = (i1, i2)σ(i1, i2)−1 = (i1, i2)(i1, i2, . . . , im)(i1, i2)−1τ = (i2, i1, . . . , im)τ.

Ïîýòîìó

σ′σ−1 = (i2, i1, . . . , im)ττ−1(i1, i2, . . . , im)−1 = (i1, i2, i3) ∈ H.
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Ñëåäîâàòåëüíî, H ñîäåðæèò âñå òðîéíûå öèêëû. Ïîñêîëüêó An

ïîðîæäàåòñÿ òðîéíûìè öèêëàìè, H ⊃ An.

Ïóñòü òåïåðü m = 2. Òîãäà σ èìååò âèä (i1, j1) · · · (ik, jk).
Åñëè k = 1, òî H = Sn (ïîñêîëüêó Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçè-

öèÿìè). Ïóñòü k ≥ 2. Òîãäà

H 3 (i1, i2)σ(i1, i2)−1σ = (i1, i2)(j1, j2).

Ñëåäîâàòåëüíî,H ñîäåðæèò âñå ïîäñòàíîâêè âèäà (i1, i2)(j1, j2),

ãäå i1, i2, j1, j2 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà äëÿ k îòëè÷íîãî îò i1,

i2, j1, j2 èìååì

H 3 (i1, i2)(j1, j2)(j1, j2)(i2, k) = (i1, i2, k),

ò.å. H ñîäåðæèò òðîéíûå öèêëû. Êàê è âûøå ïîëó÷àåì H ⊃
An.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü H1 CAn è ïóñòü H1 íå ÿâëÿ-

åòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â Sn. Âûáåðåì ïîäãðóïïó H1 òàê,

÷òî åå ïîðÿäîê ìàêñèìàëåí. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå Sn ñîïðÿæå-

íèÿìè íà ìíîæåñòâå Ω âñåõ ïîäãðóïï. Ïîñêîëüêó íîðìàëèçàòîð

N(H1) = NSn(H1) ñîäåðæèò An, òî |Orb(H1)| ≤ 2. Ïî íàøåìó

ïðåäïîëîæåíèþ |Orb(H1)| = 2. Òàêèì îáðàçîì, N(H1) = An è

Orb(H1) = {H1, H2}, ãäå H2 � ñîïðÿæåííàÿ ñ H1 (ïîäñòàíîâêîé

èç Sn) ïîäãðóïïà. Ïîýòîìó H2 � ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 â Sn è ïî
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ëåììå N(H2) = An. Òàêèì îáðàçîì,

σH1σ
−1 =

{
H1 åñëè σ ∈ An,

H2 åñëè σ ∈ Sn \An,

σH2σ
−1 =

{
H2 åñëè σ ∈ An,

H1 åñëè σ ∈ Sn \An.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H1∩H2CSn è ïî ëåììå H1∩H2 = {1}.
Ãðóïïû H1 è H2 îáðàçóþò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå â An: H1 ×
H2 ⊂ An. Áîëåå òîãî, H1×H2CAn (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ïî íàøåìó âûáîðóH1 èìååìH1×H2 = An. Â ÷àñòíîñòè, |An | =
|H1| · |H2| = |H1|2. Òàê êàê |H1| äåëèòñÿ íà 3, òî ïî ïåðâîé

òåîðåìå Ñèëîâà â H1 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò σ ïîðÿäêà 3. ßñíî,

÷òî îí � ïðîèçâåäåíèå òðîéíûõ öèêëîâ. Åñëè σ = (i, j, k), òî

H1 3 σ2 = (i, k, j) = (k, j)(i, j, k)(k, j)−1 ∈ H2.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó σ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå σ =

(i, j, k)(l,m, r)τ , ãäå âñå i, j, k, l, m, r ðàçëè÷íû, à τ � ïðî-

èçâåäåíèå îñòàëüíûõ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ (âîçìîæíî ïóñòîå).

Òîãäà êàê è âûøå äëÿ δ = (i, l)(j,m)(k, r) èìååì

H2 3 δσδ−1 = (l,m, r)(i, j, k)τ = σ ∈ H1.

Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà PGLn(k) � ýòî

GLn(k)/{λE | λ ∈ k∗}, à ñïåöèàëüíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ

ãðóïïà PSLn(k) � ýòî îáðàç SLn(k) â PGLn(k).

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî PSLn(k) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â

PGLn(k) äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k. ×åìó ðàâåí èíäåêñ [PGLn(k) :

PSLn(k)]?

Òåîðåìà. Ãðóïïà PSL2(C) ' PGL2(C) ïðîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà. Ïóñòü N C SL2(C) íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ −E. Òîãäà N = {±E}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Dλ :=

(
λ 0

0 λ−1

)
Tµ :=

(
1 µ

0 1

)
Ïóñòü A ∈ N è A 6= ±E. Ñîãëàñíî òåîðåìå î æîðäàíîâîé íîð-

ìàëüíîé ôîðìå, ìû ìîæåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî A èìååò æîð-

äàíîâó ôîðìó, ò. å. A = Dλ èëè T1. Äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöû

Tµ ïðèíàäëåæàò N äëÿ ëþáîãî µ ∈ C. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
A = T1, òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ C∗ èìååì

N 3 DλAD
−1
λ = Tλ2,
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ãäå µ := λ2 ïðèíèìàåò ëþáûå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ. Åñëè æå

A = Dλ äëÿ λ 6= 0, ±1, òî

N 3 A−1(TνAT
−1
ν ) = Dλ−1TνDλT−ν = Tν(λ−2−1).

Òàê êàê λ−2 − 1 6= 0, òî µ := ν(λ−2 − 1) ïðèíèìàåò ëþáûå

çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, Tµ ∈ N è

N 3
(

0 1

−1 0

)
Tµ

(
0 1

−1 0

)−1

= (T−µ)t.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî N ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû òè-

ïà I. Òàê êàê SL2(C) ïîðîæäàåòñÿ òàêèìè ìàòðèöàìè, òî N =

SL2(C). Ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü N CPSL2(C) íåòðèâèàëüíàÿ

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïóñòü π : SL2(C) → PSL2(C) � åñòå-

ñòâåííûé ãîìîìîðôèçì è ïóñòü Ñ := π−1(N). Òîãäà ÑCSL2(C),

Ñ 6= SL2(C) è Ñ 6= {±E}. Ñîãëàñíî ëåììå ìû èìååì ïðîòèâî-

ðå÷èå.

Íà ñàìîì äåëå, âåðåí áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà. Ïðè n ≥ 2 ãðóïïà PSLn(k) ïðîñòà çà èñêëþ÷åíèåì

äâóõ ñëó÷àåâ: PSL2(F2) è PSL2(F3), ãäå Fq � ïîëå èç q ýëåìåí-
òîâ.

Çàìå÷àíèå. Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû:
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• PSL2(F2) ' S3,

• PSL2(F3) ' A4,

• PSL2(F4) ' PSL2(F5) ' A5,

• PSL2(F9) ' A6.

Ìû äàäèì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà äëÿ åùå îäíîãî ñëó÷àÿ:

Òåîðåìà. Ãðóïïà PSL2(R) ïðîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N C SL2(R) íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ −E. Êàê è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå,

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî N = {±E}. Ïóñòü A ∈ N , A 6= ±E.
Ïóñòü

A =

(
a b

c d

)
, C =

(
0 1

−1 0

)
.

Òîãäà

B := CAC−1A−1 =

(
c2 + d2 −ac− bd
−ac− bd a2 + b2

)
∈ N.

Çàìåíÿÿ A íà DλAD
−1
λ ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A íå

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Òîãäà B 6= ±E. Òàêèì îáðàçîì, N ñî-

äåðæèò ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó 6= ±E. Ýòà ìàòðèöà ñîïðÿ-

æåíà äèàãîíàëüíîé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Dλ ∈ N
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äëÿ λ 6= ±1. Äàëåå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå äëÿ êîìïëåêñíî-

ãî ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà N ñîäåðæèò âñå ìàòðèöû Tµ,

à òàêæå è âñå òðàíñïîíèðîâàííûå ê íèì. Òàê êàê SL2(R) ïî-

ðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè òèïà I, òî N = SL2(R).

Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ïðèìåð. Ãðóïïà PSL2(Z) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Ýòî ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ãðóïïà SL2(Z) ñîäåðæèò íîðìàëü-

íóþ ïîäãðóïïó

Γ(n) := {A ∈ SL2(Z) | A ≡ E mod n}.
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12 Êîëüöà, èäåàëû, ãîìîìîðôèçìû

êîëåö

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî R ñ

äâóìÿ îïåðàöèÿìè: ñëîæåíèåì (+) è óìíîæåíèåì (·) òàêèìè,
÷òî

(1) R ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;

(2) a(b + c) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc ∀a, b, c ∈ R.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî

(ab)c = a(bc) ∀a, b, c ∈ R.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî

ab = ba ∀a, b ∈ R.

Åäèíèöåé êîëüöà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò 1 ∈ R òàêîé, ÷òî

1 6= 0 è 1a = a1 = a ∀a ∈ R.

(åñëè òàêîé ñóùåñòâóåò).

Ïðèìåðû. (1) Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè êîììóòàòèâíûõ

àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé ÿâëÿþòñÿ êîëüöî öåëûõ

÷èñåë Z, êîëüöà âû÷åòîâ Zn è êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ R[x]

91



(íàä êîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíè-

öåé). Öåëûå ÷åòíûå ÷èñëà îáðàçóþò êîììóòàòèâíîå àññî-

öèàòèâíîå êîëüöî áåç åäèíèöû.

(2) Íàïîìíèì, ÷òî ýíäîìîðôèçìîì ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ëþ-

áîé ãîìîìîðôèçì ýòîé ãðóïïû â ñåáÿ. Ïóñòü A � àáåëåâà

ãðóïïà ñ àääèòèâíîé îïåðàöèåé è ïóñòü End(A) � ìíîæå-

ñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ A. Îïðåäåëèì ñëîæåíèå ýíäî-

ìîðôèçìîâ ôîðìóëîé

(ϕ + ψ)(a) = ϕ(a) + ψ(a).

à çà óìíîæåíèå âîçüìåì êîìïîçèöèþ. Òîãäà End(A) ñòà-

íîâèòñÿ àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

(3) Ìíîæåñòâî Oz0 ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, àíà-

ëèòè÷åñêèõ â òî÷êå z0 ∈ C, ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì àñ-

ñîöèàòèâíûì êîëüöîì.

(4) Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Îïðåäåëèì íîâîå óìíî-

æåíèå íà R ôîðìóëîé

[a, b] = ab− ba.

Òîãäà R ñ ýòèì íîâûì óìíîæåíèåì òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëü-

öîì (â îáùåì ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíûì è íåàññîöèàòèâ-

íûì). Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

[a, b] = −[b, a] ∀a, b ∈ R,
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[[a, b], c]+[[b, c], a]+[[c, a], b] = 0 ∀a, b, c ∈ R (òîæäåñòâî ßêîáè).

Êîëüöà, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ýòè ñâîéñòâà íàçûâàþò-

ñÿ êîëüöàìè Ëè∗. Äðóãèì ïðèìåðîì êîëüöà Ëè ÿâëÿåòñÿ

R = R3 ñ âåêòîðíûì óìíîæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Äåëèòåëÿìè íóëÿ â êîëüöå R íàçûâàþòñÿ ýëå-

ìåíòû a, b ∈ R òàêèå, ÷òî ab = 0, íî a 6= 0, b 6= 0.

Íàïðèìåð, äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå ìàòðèö Matn(k) � ýòî â

òî÷íîñòè íåíóëåâûå âûðîæäåííûå ìàòðèöû. Äåëèòåëè íóëÿ â

êîëüöå âû÷åòîâ Zn � ýòî íåíóëåâûå êëàññû âû÷åòîâ, èìåþùèå

îáùèé äåëèòåëü ñ n.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî ýëåìåíò a ∈ R
íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ∃a−1 ∈ R aa−1 = a−1a = 1.

Ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà ñ åäèíèöåé

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü R∗. Åñëè êîëüöî R àññîöèàòèâíî, òî R∗ �

ãðóïïà. Íàïðèìåð, Z∗ = {±1}, Matn(k)∗ = GLn(k).

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî R � êîëüöî ñ äåëåíèåì, åñëè â R

èìååòñÿ åäèíèöà è ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàòè-

ìûì, ò. å. R∗ = R\{0}. Òåëîì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîå êîëüöî

ñ äåëåíèåì. Ïîëå � ýòî êîììóòàòèâíîå òåëî.

∗Sophus Lie � íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê (1842 � 1899)

93



Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà I ⊂ R àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà

íàçûâàåòñÿ (äâóñòîðîííèì) èäåàëîì, åñëè aI ⊂ I è Ia ⊂ I äëÿ

ëþáîãî a ∈ R.

Ïðèìåð. Â êàæäîì êîëüöå èìååòñÿ èäåàë (0) := {0} íàçûâà-
åòñÿ íóëåâûì. Âñå êîëüöî R � òàêæå èäåàë.

Ïðèìåð. ×åòíûå ÷èñëà � èäåàë â êîëüöå Z.

Ïðèìåð. Ïóñòü R = C[a, b] � êîëüöî äåéñòâèòåëüíûõ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå. Ôóíêöèè, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü

à íåêîòîðîé òî÷êå îáðàçóþò èäåàë

Ic := {f ∈ C[a, b] | f (c) = 0}.

Ïðèìåð. Â êîëüöå ìàòðèö Matn(k) àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà

I :=


0 ∗ · · · ∗
. . . . . . . . . .

0 ∗ · · · ∗




(ìàòðèö ñ íóëåâûì ëåâûì ñòîëáöîì) èäåàëîì íå ÿâëÿåòñÿ. Îä-

íàêî îíà ÿâëÿåòñÿ ëåâûì èäåàëîì: ∀A ∈ I , ∀B ∈ Matn(k)

BA ∈ I .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëü-

öî è ïóñòü a1, . . . , an ∈ R. Ìíîæåñòâî

(a1, . . . , an) := {a1b1 + · · · anbn | bi ∈ R}
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ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â R. Îí íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, ïîðîæäåííûì

ýëåìåíòàìè a1, . . . , an. Ýòî íàèìåíüøèé èäåàë, ñîäåðæàùèé

a1, . . . , an. Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî (1) = R. Ýòîò èäåàë

íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì.

Ïðèìåðû. (1) Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå

êîëüöî ñ åäèíèöåé. Åñëè íåêîòîðûé èäåàë I ñîäåðæèò îá-

ðàòèìûé ýëåìåíò, òî îí ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì: a ∈ I =⇒
1 = aa−1 ∈ I =⇒ I = (1) = R. Ëþáîé èäåàë â ïîëå ÿâëÿ-

åòñÿ èëè íóëåâûì èëè åäèíè÷íûì.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçìîì êîëåö íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-

íèå ϕ : R → R1 òàêîå, ÷òî ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b) è ϕ(ab) =

ϕ(a)ϕ(b) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, ãî-

ìîìîðôèçì êîëåö ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èõ àääèòèâíûõ

ãðóïï. Êàê îáû÷íî â àëãåáðå, áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì íàçû-

âàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Èçîìîðôèçì êîëüöà íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ

àâòîìîðôèçìîì. Åñëè R è R1 � êîëüöà ñ åäèíèöàìè 1 è 1′, òî

îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãîìîìîðôèçì êîëåö ϕ : R→ R1 åäèíèöó

ïåðåâîäèò â åäèíèöó, ò.å. ϕ(1) = 1′ (ýòî ñâîéñòâî àâòîìàòè÷åñêè

íå âûïîëíÿåòñÿ).

Ïðèìåðû. (1) Îòîáðàæåíèå Z → Zn, ïåðåâîäÿùåå öåëîå

÷èñëî â åãî êëàññ âû÷åòîâ, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êî-

ëåö.
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(2) Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà a = (a1, . . . , an) ∈ kn îòîáðàæåíèå

ϕa : k[t1, . . . , tn]→ k, f 7→ f (a) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

(3) Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî îòîáðàæåíèå

Z −→ R, n 7−→ n · 1

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R. Íà ôàêòîðãðóïïå

R/I àääèòèâíîé ãðóïïû îïðåäåëèì óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó (a+

I)(b + I) = ab + I . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå

íå çàâèñèò îò âèäà çàïèñè ñìåæíûõ êëàññîâ a+ I è b+ I : åñëè

a + I = a′ + I è b + I = b′ + I , òî a′ = a + c è b′ = b + d äëÿ

íåêîòîðûõ c, d ∈ I . Îòñþäà

a′b′ − ab = ad + cb + cd ∈ I

è ïîýòîìó a′b′ + I = ab + I . Êîëüöî R/I íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-

êîëüöîì.

Òåîðåìà (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå êîëåö). Ïóñòü ϕ : R→ R1

� ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà

(1) Ker(ϕ) � èäåàë â R.

(2) Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ϕ(R) ' R/I.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì I := Ker(ϕ). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðå-

ìîé î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî I � ïîäãðóï-

ïà àääèòèâíîé ãðóïïû R è èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ãðóïï ψ : R/I → ϕ(R), ψ(a+ I) = ϕ(a). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

ψ � ãîìîìîðôèçì êîëåö:

ψ((a+I)(b+I)) = ψ(ab+I) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = ψ(a+I)ψ(b+I).

12.1 Ïðîñòîòà êîëüöà ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî íå ñî-

äåðæèò íåòðèâèàëüíûõ (äâóñòîðîííèõ) èäåàëîâ.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî R3 ñ âåêòîðíûì óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì êîëüöîì.

Òåîðåìà. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è

ïóñòü I ⊂ A := Matn(R) � äâóñòîðîííèé èäåàë. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé èäåàë J ⊂ R òàêîé, ÷òî I = Matn(J).

Ñëåäñòâèå. Åñëè R � òåëî, òî Matn(R) � ïðîñòîå êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðè÷íîé åäèíèöåé íàçûâà-

åòñÿ ìàòðèöà Ei,j, â êîòîðîé íà ìåñòå (i, j) ñòîèò 1, à âñå îñòàëü-

íûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Ìàòðè÷íûå åäèíèöû ïåðåìíîæàþòñÿ ïî
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ïðàâèëó

Ei,jEk,l =

{
0 åñëè j 6= k,

Ei,l åñëè j = k.

Ïîëîæèì

J := {a ∈ R | aE1,1 ∈ I}.
Ïðîâåðèì, ÷òî J � èäåàë â R:

b ∈ R, a ∈ J =⇒ aE1,1 ∈ I =⇒
(ba)E1,1 = bEaE1,1 ∈ I =⇒ ba ∈ J,

b ∈ R, a ∈ J =⇒ aE1,1 ∈ I =⇒
(ab)E1,1 = aE1,1bE ∈ I =⇒ ab ∈ J.

Äàëåå ïóñòü A = (ai,j) ∈ I . Òîãäà

ai,jE1,1 = E1,iAEj,1 ∈ I

è ïîýòîìó ai,j ∈ J . Îáðàòíî, åñëè ai,j ∈ J äëÿ âñåõ i, j, òî

ai,jE1,1 ∈ I . Îòñþäà

A =
∑

ai,jEi,j =
∑
i,j

Ei,1(ai,jE1,1)E1,j ∈ I.

Ñëåäîâàòåëüíî, I = Matn(J).

Åäèíñòâåííîñòü èäåàëà J î÷åâèäíà: åñëè I = Matn(J) =

Matn(J ′), òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A = (ai,j) ∈ I èìååì ai,j ∈ J
è ai,j ∈ J ′.
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13 Êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Èäåàëû, ïîðîæäåííûå îäíèì ýëåìåíòîì, ò. å. èäåàëû âèäà

(a) := {ab | b ∈ R}

íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåà-

ëîâ, åñëè â íåì êàæäûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Ïðèìåðû. (1) ßñíî, ÷òî ëþáîå ïîëå � êîëüöî ãëàâíûõ èäåà-

ëîâ, ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò âñåãî äâà èäåàëà: (0) è (1).

(2) Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåà-

ëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé,

à ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû I ⊂ Z � òàêæå öèêëè-

÷åñêàÿ. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ Zn
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

(3) Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[t] îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëåì

òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïóñòü I ⊂ k[t] � íåíóëåâîé èäåàë. Âûáåðåì íåíóëåâîé

ìíîãî÷ëåí f ∈ I ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè è ïóñòü g ∈ I

� ëþáîé äðóãîé ìíîãî÷ëåí. Ðàçäåëèì g íà f ñ îñòàòêîì:

g = fq+r, deg r < deg f . Òîãäà r = g−fq ∈ I è ïî íàøåìó
ïðåäïîëîæåíèþ r = 0, ò. å. g = fq.
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(4) Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[t1, . . . , tn] îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Íàïðèìåð,

èäåàë

I := (t1, . . . , tn) = {f ∈ k[t1, . . . , tn] | f (0, . . . , 0) = 0}

íå ìîæåò áûòü ïîðîæäåí îäíèì ýëåìåíòîì. Àíàëîãè÷íî, â

êîëüöå Z[t] èäåàë (2, t) íå ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k êîëüöî ôîðìàëü-

íûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[[t]] � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Îïèøèòå

âñå èäåàëû â k[[t]].

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Oz0 ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïå-

ðåìåííîãî, àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå z0 ∈ C, � êîëüöî ãëàâíûõ

èäåàëîâ.

Äàëåå íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ìû ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé

áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ. Â îáëà-

ñòè èìååò ìåñòî ïîíÿòèå äåëèìîñòè: äëÿ a | b äëÿ a, b ∈ R, åñëè
b = ac äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ R. Ýëåìåíòû a, b ∈ R íàçûâàþòñÿ

àññîöèèðîâàííûìè, åñëè b = au äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ R∗. Îòíî-
øåíèå àññîöèèðîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíî-

ñòè. Ïîýòîìó âñå êîëüöî ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû àññîöèèðîâàí-

íûõ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòîâ.
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ßñíî, ÷òî a | b ⇐⇒ b ∈ (a). Ýëåìåíòû a, b ∈ R ÿâëÿþòñÿ

àññîöèèðîâàííûìè ⇐⇒ (a) = (b).

Ýëåìåíò a ∈ R \ {0} íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì åñëè îí

äåëèòñÿ òîëüêî íà îáðàòèìûå è àññîöèèðîâàííûå ñ íèì ýëå-

ìåíòû. Îáëàñòü íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíîé, åñëè â íåé âûïîë-

íåíà îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè: ëþáîé ýëåìåíò a ∈ R\{0}
ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåðàçëîæèìûõ è ýòî ðàçëîæåíèå

åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà è àññîöèèðîâàííîñòè.

Òåîðåìà. Ïóñòü R � îáëàñòü. Åñëè R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåà-

ëîâ, òî îíî ôàêòîðèàëüíî.

Ëåììà. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ó êàæäîãî íåîáðàòèìîãî ýëåìåí-

òà a ∈ R èìååòñÿ íåðàçëîæèìûé ìíîæèòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè íåîáðàòèìûé ýëåìåíò

b ∈ R ðàçëîæèì, òî ó íåãî ñóùåñòâóåò íåîáðàòèìûé ìíîæèòåëü

b′ íåàññîöèèðîâàííûé ñ b. Ïîýòîìó èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íåîáðàòèìûõ íåàññîöèèðîâàííûõ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòîâ ak ∈
R òàêèõ, ÷òî

a1 | a, a2 | a1, . . . , ak+1 | ak, . . . .

Åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðûâàåòñÿ, òî ïîñëåäíèé åå ýëå-

ìåíò an äîëæåí áûòü íåðàçëîæèìûì äåëèòåëåì âñåõ an−1,. . . ,

a1, a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íà. Òî-

ãäà îíà çàäàåò áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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èäåàëîâ

(a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ · · · ⊂ (ak) ⊂ · · · .

Ïîëîæèì I := ∪(ak). Ëåãêî ïîâåðèòü, ÷òî I � èäåàë è I 6= (1).

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ I = (b) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ R. Òàê
êàê b ∈ (ak) äëÿ íåêîòîðîãî k, òî

(b) = (ak) = (ak+1) = · · · .

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû b, ak, ak+1 àññîöèèðîâàíû. Ïðîòèâî-

ðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïî èíäóêöèè ïî-

ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak è pk, ãäå a0 = a, pk � íåðàçëî-

æèìûé äåëèòåëü ak−1 è ak = ak−1/pk. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

a = p1a1, a1 = p2a2, . . . ak = pk+1ak+1, . . .

Åñëè ïðîöåññ îáîðâåòñÿ íà íåêîòîðîì an, òî a = p1 · · · pn. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ áåñêîíå÷åí. Èìååì âëîæåííóþ áåñêîíå÷-

íóþ öåïî÷êó èäåàëîâ

(a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ · · · ⊂ (ak) ⊂ · · · .

Êàê è âûøå ∪(ak) = (b) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ R. Òàê êàê b ∈ (ak)

äëÿ íåêîòîðîãî k, òî

(b) = (ak) = (ak+1) = · · · .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû b, ak, ak+1 àññîöèèðîâàíû. Ïðîòèâî-

ðå÷èå.

Åäèíñòâåííîñòü. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ìíîæèòåëåé ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû åñëè íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò p

äåëèò ab ∈ R, òî p äåëèò a èëè p äåëèò b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èäåàë (a, p). Ïî íàøåìó ïðåä-

ïîëîæåíèþ (a, p) = (c) äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ R. Òîãäà c | p è

ïîýòîìó èëè c îáðàòèì èëè îí àññîöèèðîâàí ñ p. Âî âòîðîì

ñëó÷àå (a, p) = (p) è p | a. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì c = au + pv.

Ñëåäîâàòåëüíî, p äåëèò b = abuc−1 + pbvc−1.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî

Z[
√
−3] := {a + b

√
−3 ∈ C | a, b ∈ Z}

íå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå. ÎáëàñòüR íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì êîëüöîì, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ν : R \ {0} → N òàêîå, ÷òî

• ν(ab) ≥ ν(a), ∀a, b ∈ R \ {0};

• (äåëåíèå ñ îñòàòêîì) ∀a, b ∈ R \ {0} ∃q, r ∈ R a =

bq + r, ïðè÷åì r = 0 èëè ν(r) < ν(b).
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Ïðèìåð. Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ñ ν(n) =

|n|. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[t] íàä ïîëåì ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ñ

ν(f ) = deg f .

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë

Z[i] := {a + ib ∈ C | a, b ∈ Z}

ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì. Óêàçàíèå. Âîçüìèòå ν(a+ ib) := a2 + b2.

Òåîðåìà. Åâêëèäîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåà-

ëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî k[t] �

êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ïóñòü I � íåíóëåâîé èäåàë. Âûáåðåì

a ∈ I \ {0} ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ν(a). Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî

ýëåìåíòà b ∈ I \ {0} èìååì b = aq + r, ãäå íåðàâåíñòâî ν(r) <

ν(a) íåâîçìîæíî ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

r = 0 è a | b.

Ñëåäñòâèå. Åâêëèäîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.

13.1 Ìîäóëè íàä êîëüöàìè

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Àáåëåâà àääèòèâ-

íàÿ ãðóïïà M íàçûâàåòñÿ (ëåâûì) ìîäóëåì íàä R èëè ïðîñòî

R-ìîäóëåì, åñëè îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ R×M →M , (a, x) 7→ ax

óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâM íà ýëåìåíòû R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àê-

ñèîìàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:
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(1) a(x + y) = ax + ay ∀a ∈ R, ∀x, y ∈M ;

(2) (a + b)x = ax + bx ∀a, b ∈ R, ∀x ∈M ;

(3) (ab)x = a(bx) ∀a, b ∈ R, ∀x ∈M ;

(4) 1x = x ∀x ∈M .

Ïðèìåðû. (1) Ëþáàÿ àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ

Z-ìîäóëåì.

(2) Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä ñîáîé.

(3) ÅñëèR � ïîëå, òîR-ìîäóëè � ýòî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.

(4) Ëåâûå èäåàëû â êîëüöå R ÿâëÿþòñÿ R-ìîäóëÿìè.

(5) Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Çàôèêñè-
ðóåì íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A : V → V . Òîãäà V

ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ k[t] ñ óìíî-

æåíèåì

f · v = f (A )v f ∈ k[t], v ∈ V.

(6) Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòàÿ îáëàñòü è ïóñòü Ap(U) �

ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ (íàïðèìåð, áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ) p-ôîðì íà U . Òîãäà Ap(U) ÿâëÿåòñÿ

ìîäóëåì íàä êîëüöîì C∞(U) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-

åìûõ ôóíêöèé íà U .
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(7) Ïóñòü φ : R→ R1 � ãîìîìîðôèçì êîëåö è ïóñòü M1 � ìî-

äóëü íàä êîëüöîì R1. Òîãäà M1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìîäóëåì

íàä R ñ óìíîæåíèåì

ax = φ(a)x a ∈ R, x ∈M1.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî èäåàëà I ⊂ R ôàêòîðêîëüöî R/I

ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì.

Äëÿ ìîäóëåé ìîæíî îïðåäåëèòü âñå ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå

äëÿ àääèòèâíûõ àáåëåâûõ ãðóïï è âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (òà-

êèå êàê ïîíÿòèÿ èçîìîðôèçìîâ, ïðÿìûõ ñóìì, ãîìîìîðôèçìîâ,

ïîäìîäóëåé, ôàêòîðìîäóëåé). Äëÿ ìîäóëåé òàêæå èìååò ìåñòî

òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìîäóëü M ïîðîæäàåò-

ñÿ ýëåìåíòàìè x1, . . . , xn ∈ M , åñëè ëþáîé ýëåìåíò x ∈ M

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x =
∑
aixi, ai ∈ R. Ìîäóëü íàçûâàåòñÿ

ñâîáîäíûì, åñëè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Ìîäóëü íà-

çûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè îí ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì

(ò.å. n = 1).

Àíàëîãè÷íî îñíîâíîé òåîðåìå î ñòðîåíèè êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ.

Òåîðåìà. Ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü M íàä êîëü-

öîì ãëàâíûõ èäåàëîâ R ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ

ìîäóëåéMi èçîìîðôíûõ R èëè R/(pkii ), ãäå pi � íåðàçëîæèìûé

ýëåìåíò êîëüöà R, à ki ∈ N. Ýòè ìîäóëè Mi îïðåäåëÿþòñÿ

ìîäóëåì M îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
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Èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî âûâîäèòñÿ òåîðåìà î æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé ôîðìå ìàòðèöû.
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14 Ïîëÿ

Ïóñòü K � ïîëå è ïóñòü k � åãî ïîäïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,

÷òî K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé. ßñíî, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé (â

÷àñòíîñòè, âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì) íàä k. Ðàñøèðåíèå K/k
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëèK êîíå÷íîìåðíî íàä k. Ðàçìåðíîñòü
K êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä k íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ

ðàñøèðåíèÿ K/k è îáîçíà÷àåòñÿ [K : k].

14.1 Ïðîñòûå ïîëÿ

Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî

âñåõ m ∈ N òàêèõ, ÷òî 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
m

= 0. Õàðàêòåðèñòèêîé

char(k) ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

char(k) =

{
minM, åñëè M 6= ∅,
0, åñëè M = ∅.

(1)

Òàêèì îáðàçîì, char(k) � ïîðÿäîê åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà 1 â àä-

äèòèâíîé ãðóïïå k, åñëè ýòîò ïîðÿäîê êîíå÷åí. Åñëè æå ïî-

ðÿäîê 1 áåñêîíå÷åí, òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé

íóëþ.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå

φ : Z→ k, φ(n) = n · 1 (2)
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ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-

íèÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Åñëè char(k) = n, òî Ker(φ) = (n). Â ÷àñòíî-

ñòè, ãîìîìîðôèçì φ èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

char(k) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè char(k) = 0, òî φ(m) = m · 1 6= 0 äëÿ

ëþáîãî m ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî, Ker(φ) = (0). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî char(k) = n > 0. Òîãäà n � ïîðÿäîê åäèíèöû â àääèòèâíîé

ãðóïïå ïîëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ∈ (n) ìû èìååì

m = nk, k ∈ Z è φ(m) = φ(nk) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Ker(φ) ⊃
(n). Îáðàòíî, ïóñòü m ∈ Ker(φ). Òîãäà m · 1 = 0 è ïîýòîìó m

äåëèòñÿ íà n, ò.å. m ∈ (n). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå Ker(φ) ⊂ (n).

Ñëåäñòâèå. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ìîæåò áûòü èëè íóëåì,

èëè ïðîñòûì ÷èñëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî char(k) = n > 0. Â îáî-

çíà÷åíèÿõ âûøå ïîëå k ñîäåðæèò ïîäêîëüöî φ(Z), êîòîðîå ïî

òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå èçîìîðôíî Z/(n) = Zn. Åñëè n íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî Zn ' φ(Z) èìååò äåëèòåëè íóëÿ, ÷òî íåâîç-

ìîæíî.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî

ïîäïîëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ïîëåì.
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Êàæäîå ïîëå k ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ïîëå � ïåðå-

ñå÷åíèå âñåõ ïîäïîëåé â k. Ïðèìåðàìè ïðîñòûõ ïîëåé ÿâëÿþò-

ñÿ ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è ïîëÿ âû÷åòîâ Zp ïî ïðîñòîìó
ìîäóëþ p. Âåðíî è îáðàòíîå:

Òåîðåìà. Ëþáîå ïðîñòîå ïîëå k èçîìîðôíî Q èëè Zp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé char(k) = p >

0. Èç óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå ïîëó÷àåì, ÷òî

Im(φ) ' Z/Ker(φ) = Zp ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â k, à òàê êàê k �

ïðîñòîå, òî Im(φ) ñîâïàäàåò ñ k.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé char(k) = 0. Òîãäà ãîìîìîðôèçì

φ èíúåêòèâåí. Ïðîäîëæèì ýòîò ãîìîìîðôèçì äî îòîáðàæåíèÿ

ψ : Q→ k ïî ïðàâèëó

ψ
( n
m

)
=
φ(n)

φ(m)
.

Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîé ôîðìóëû:

n

m
=
n′

m′
⇐⇒ nm′ = n′m =⇒

=⇒ φ(n)φ(m′) = φ(n′)φ(m) ⇐⇒ φ(n)

φ(m)
=
φ(n′)

φ(m′)
.
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Äàëåå ìû âèäèì, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì êîëåö:

ψ

(
n

m
+
n′

m′

)
= ψ

(
nm′ + n′m

mm′

)
=
φ(nm′ + n′m)

φ(mm′)
=

=
φ(n)φ(m′) + φ(n′)φ(m)

φ(m)φ(m′)
=
φ(n)

φ(m)
+
φ(n′)

φ(m′)
= ψ

( n
m

)
+ψ

(
n′

m′

)
,

ψ

(
n

m
· n
′

m′

)
= ψ

(
nn′

mm′

)
=

φ(nn′)

φ(mm′)
=

=
φ(n)φ(n′)

φ(m)φ(m′)
=
φ(n)

φ(m)
· φ(n′)

φ(m′)
= ψ

( n
m

)
· ψ
(
n′

m′

)
.

Òàê êàê ψ(1) = 1, òî ψ � âëîæåíèå ïîëåé, à òàê êàê k � ïðîñòîå,

òî ψ � èçîìîðôèçì.

14.2 Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

Ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Äëÿ ýëåìåíòîâ

ϑ1, . . . , ϑn ∈ K îáîçíà÷èì ÷åðåç k[ϑ1, . . . , ϑn] (ñîîòâåòñòâåííî,

÷åðåç k(ϑ1, . . . , ϑn)) � íàèìåíüøåå ïîäêîëüöî (ñîîòâåòñòâåííî

ïîäïîëå) â K, ñîäåðæàùåå k è âñå ϑ1, . . . , ϑn. ßñíî, ÷òî

k[ϑ1, . . . , ϑn] =
{∑

αk1,...,knϑ
k1
1 · · ·ϑknn | αk1,...,kn ∈ k, kj ≥ 0

}
,

k(ϑ1, . . . , ϑn) =
{
β
γ | β, γ ∈ k[ϑ1, . . . , ϑn], γ 6= 0

}
.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñøèðåíèÿ K/k è K′/k èçîìîðôíû íàä

k, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ïîëåé ϕ : K → K′ òàêîé, ÷òî
åãî îãðàíè÷åíèå ϕ|k ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Ìû ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò ϑ ∈ K àëãåáðàè÷åí

íàä k, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t], äëÿ êî-

òîðîãî f (ϑ) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíò ϑ íàçûâàåòñÿ

òðàíñöåíäåíòíûì íàä k. Ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k íàçûâàåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ϑ ∈ K àëãåáðàè÷åí íàä

k.

Ïðèìåð. (i) Ïóñòü k = Q, à K = C. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíî-
æåñòâî Q[t] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q ñ÷åòíî. Ïîýòîìó è ñ÷åòíî

ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ A ⊂ C. Îäíàêî ìíî-
æåñòâî C íåñ÷¼òíî. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàíñöåíäåíòíûõ íàä

Q ýëåìåíòîâ ïîëÿ C �ñóùåñòâåííî áîëüøå� ÷åì àëãåáðàè÷åñêèõ.

(ii) Äëÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t, ïóñòü k(t) � ïîëå ðàöè-

îíàëüíûõ äðîáåé íàä k. Ëþáîé ýëåìåíò f ∈ k(t) \ k ÿâëÿåòñÿ

òðàíñöåíäåíòíûì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé è ïóñòü

ϑ ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé íàä k ýëåìåíò.

Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí µkϑ(t) ∈ k[t] ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, äëÿ

êîòîðîãî ϑ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî-

÷ëåíîì ýëåìåíòà ϑ íàä k. Åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå,

âìåñòî µkϑ(t) ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî µϑ èëè äàæå µ.
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Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Aϑ : K → K, çàäàííîå ôîðìó-

ëîé Aϑ(β) = ϑβ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Çäåñü K ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîìåðíîå) âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî íàä k. Ìíîãî÷ëåí µϑ ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ìíî-

ãî÷ëåíîì ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ïðåäëîæåíèå. (1) Åñëè f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî

f (ϑ) = 0, òî f äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µϑ.

Â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëåí îäíî-

çíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

(2) Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µ íåïðèâîäèì â k[t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì f íà µ = µϑ ñ îñòàòêîì:

f = µg + r.

Òîãäà

0 = f (ϑ) = µ(ϑ)g(ϑ) + r(ϑ) = r(ϑ).

Òàê êàê deg r < deg µ, òî r = 0. Ýòî äîêàçûâàåò (i).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäïîëîæèì,

÷òî µ = µ1µ2. Òîãäà µ1(ϑ) = 0 èëè µ2(ϑ) = 0. Ýòî ïðîòèâî-

ðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà µ.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí ïîëî-

æèòåëüíîé ñòåïåíè.

(1) Ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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(a) ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì,

(b) ôàêòîðêîëüöî k[t]/(f ) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì,

(c) ôàêòîðêîëüöî k[t]/(f ) íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

(2) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì. Åñëè L/k � ðàñøèðåíèå

ïîëåé òàêîå, ÷òî f èìååò êîðåíü θ ∈ L, òî ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì

ϕ : k[t]/(f )→ k(θ), t 7→ θ,

ÿâëÿþùèéñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà k.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Äîêàæåì (a) =⇒ (b). Ïóñòü π : k[t] →
k[t]/(f ) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì. Ðàññìîòðèì íåíóëåâîé

ýëåìåíò ḡ = g + (f ) ∈ k[t]/(f ). Òàêèì îáðàçîì, ḡ = π(g), ãäå

g ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî g /∈ (f ). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

f è g âçàèìíî ïðîñòû (ïîñêîëüêó f íåïðèâîäèì). Ïî òåîðåìå

î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v ∈
k[t] òàêèå, ÷òî 1 = fu + gv. Îòñþäà

1 = π(1) = π(f )π(u) + π(g)π(v) = ḡπ(v).

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ḡ ∈ k[t]/(f ) îáðàòèì

è ïîýòîìó k[t]/(f ) � ïîëå.

Èìïëèêàöèÿ (b) =⇒ (c) î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (c)

=⇒ (a) ïðåäïîëîæèì, ÷òî f = f1f2, ãäå fi /∈ (f ). Òîãäà â k[t]/(f )

èìååì

π(f1)π(f2) = π(f1f2) = π(f ) = 0,
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ò.å. π(f1), π(f2) � äåëèòåëè íóëÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

(2) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ψ : k[t] −→ L, h 7−→ h(θ).

ßñíî, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì. Åãî ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäå-

àëîì: Ker(ψ) = (h). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f ∈ Ker(ψ) è f íåïðè-

âîäèì. Ïîýòîìó Ker(ψ) = (f ). Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå

ψ(k[t]) ' k[t]/(f ).

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííîå âûøå ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèñî-

åäèíåíèåì ê ïîëþ êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïîëå k åñòåñòâåííî âêëàäûâàåòñÿ â k[t]/(f ) (êàê êîìïî-

çèöèÿ k ↪→ k[t]
π−→ k[t]/(f )), à ñîãëàñíî (2) îáðàç θ := π(t) ÿâ-

ëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f . Ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ [k[t]/(f ) : k]

ðàâíà ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f .

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ýëåìåíò ϑ ∈
K àëãåáðàè÷åí íàä k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü ðàñ-

øèðåíèÿ [k(ϑ) : k] êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü n = [k(ϑ) : k] < ∞.

Òîãäà ýëåìåíòû 1, ϑ, ϑ2, . . . , ϑn ëèíåéíî çàâèñèìû íàä k. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

∑n
i=0 λiϑ

i = 0 äëÿ íåêîòîðûõ λi ∈ k, ò.å. f (θ) = 0,

ãäå f =
∑n

i=0 λit
i.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü θ ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé íàä k ýëå-

ìåíò è ïóñòü f ∈ k[t] � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî f (θ) =
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0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f íåïðèâîäèì. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-

íèþ âûøå k(θ) ' k[t]/(f ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïî-

ëÿ k.

Ñëåäñòâèå. Åñëè K/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, òî ëþáîé ýëå-

ìåíò β ∈ K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä k.

Òåîðåìà (òåîðåìà î áàøíå ïîëåé). Ïóñòü L/K è K/k � êîíå÷-

íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé, ïóñòü m := [L : K] è n := [K : k]. Òîãäà

L/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé è [L : k] = nm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ K � áàçèñ K/k è ïóñòü

b1, . . . , bm ∈ L � áàçèñ L/K. Äîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû aibj ∈ L,
i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m îáðàçóþò áàçèñ L/k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∑
i,j

λi,jaibj = 0

äëÿ λi,j ∈ k. Òîãäà

0 =
∑
i,j

λi,jaibj =
∑
j

(∑
i

λi,jai

)
bj.

Òàê êàê b1, . . . , bm ∈ L � áàçèñ L/K, à
∑

i λi,jai ∈ K, òî∑
i λi,jai = 0 ∀j. Òàê êàê a1, . . . , an ∈ K � áàçèñ K/k, òî

λi,j = 0 ∀i, ∀j. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû aibj ∈ L ëèíåéíî

íåçàâèñèìû íàä k.
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Ïóñòü c ∈ L. Ñíîâà òàê êàê b1, . . . , bm ∈ L � áàçèñ L/K, òî
èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå c =

∑
j µjbj äëÿ íåêîòîðûõ µj ∈ K,

à òàê êàê a1, . . . , an ∈ K � áàçèñ K/k, òî µj =
∑

i λi,jai äëÿ

íåêîòîðûõ λi,j ∈ k. Òàêèì îáðàçîì,

c =
∑
j

(∑
i

λi,jai

)
bj =

∑
i,j

λi,jaibj,

ò. å. ýëåìåíòû aibj ∈ L ïîðîæäàþò L êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî íàä k.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî ýëå-

ìåíòû ïîëÿ K, àëãåáðàè÷åñêèå íàä k, òàêæå îáðàçóþò ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ α, β ∈ K ýëåìåíòû α± β, αβ è α/β

òàêæå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå k(α, β)/k êîíå÷íî.

Íî k(α, β) = k(α)(β). Ðàñøèðåíèÿ k(α)/k è k(α)(β)/k(α) êî-

íå÷íû. Òðåáóåìûé ôàêò òåïåðü ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû î

áàøíå ïîëåé.

Ïðèìåð. Ïóñòü Q̄ ⊂ C � ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ íàä

Q ýëåìåíòîâ. Òîãäà Q̄ � ïîëå. Îíî íàçûâàåòñÿ ïîëåì àëãåáðàè-

÷åñêèõ ÷èñåë.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå Q̄ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.
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Ïðèìåð. Ïóñòü K/R � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà K =

R èëè K ' C (êàê ïîëå íàä R).

14.3 Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Ïîëåì ðàçëîæå-

íèÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] íàçûâàåòñÿ ïîëå K ⊃ k òàêîå, ÷òî f

íàä K ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

f = c
∏

(t− αi),

ãäå c ∈ k, a αi ∈ K è êîðíè αi ïîðîæäàþò K íàä k.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è f ∈ k[t] � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí.

Ñóùåñòâóåò ïîëå K ⊃ k, ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ

f íàä k. Ëþáûå äâà òàêèõ ïîëÿ K èçîìîðôíû íàä k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ. Èíäóêöèÿ

ïî ñòåïåíè n = deg f . Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè < n.

Ïóñòü f1 � íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü f . Ïðèñîåäèíèì ê k êî-

ðåíü f1, ò.å. ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèåK1/k,K1 = k[t]/(f1). Ïóñòü

θ1 � êîðåíü f1 â K1. Çàïèøåì f = (t−θ1)g. Òàê êàê deg g < n, òî

äëÿ g íàä K1 ñóùåñòâóåò ïîëå ðàçëîæåíèÿ L. Òàêèì îáðàçîì,

f ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â L:

f = c(t− θ1) · · · (t− θn).
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Ïîëîæèì K := k(θ1, . . . , θn).

Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò äâà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ K è K] äëÿ f íàä k. Ïîñòðîèì
èçîìîðôèçì K ' K] íàä k. Ïóñòü f1 � íåïðèâîäèìûé ìíîæè-

òåëü f ñòåïåíè> 1. Ïóñòü θ1 � êîðåíü f1 âK è ïóñòüK1 := k(θ1).

Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì öåïî÷êó ïîëåé

k ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = K

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè Kl−1 6= K, òî ìíîãî÷ëåí f èìååò

íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü fl ∈ Kl−1[t] ñòåïåíè > 1. Ïóñòü θl
� êîðåíü fl â K è ïóñòü Kl := Kl−1(θl). Ïðîöåññ îáîðâåòñÿ ïî-

ñêîëüêó íàøà öåïî÷êà � âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà âåêòîðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ íàä k ðàçìåðíîñòè ≤ n.

Äàëåå ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî l =

1, . . . ,m ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕl : Kl → K] íà íåêîòîðîå

ïîäïîëå â K]
l ⊂ K]. Äëÿ l = 1, ïóñòü θ]1 � êîðåíü f1 â K]. Òîãäà

k(θ]1) ' k[t]/(f1) ' k(θ1) = K1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ1 : K1 → k(θ]1) ⊂ K].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçîìîðôèçì ϕl−1 : Kl−1 → K] ïîñòðîåí.

Ïîëîæèì K]
l−1 := ϕl−1(Kl−1). Ïóñòü f ]l ∈ K]

l−1[t] � ìíîãî÷ëåí,

ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì ϕl−1 êî âñåì êîýôôèöèåíòàì fl. Ýòîò

ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä K]
l−1 è èìååò êîðåíü θ]l ∈ K]. Òîãäà

Kl = Kl−1(θl) ' Kl−1[t]/(fl) ' K]
l−1[t]/(f ]l ) ' K]

l−1(θ]l ).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

ϕl : Kl → K]
l−1(θ]l ) ⊂ K].

Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû ïîëó÷èì èçîìîðôèçì

ϕ = ϕl : Km = K→ K]
m ⊂ K].

Òàê êàê f ] ðàçëàãàåòñÿ â K]
m íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, òî K]

m =

K].

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü f ∈ k[t] è ïóñòü K � åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ f

íàä k. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî f íå èìååò êîðíåé â k. Ïî êîíñòðóêöèè
è ïî òåîðåìå î áàøíå ïîëåé [K : k] ≤ n!, ïðè÷åì ïðè n = 2

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Ïðè n = 3 ñòåïåíü [K : k] çàâèñèò îò

äèñêðèìèíàíòà D ìíîãî÷ëåíà f :

[K : k] =

{
3 åñëè

√
D ∈ k

6 åñëè
√
D /∈ k

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
√
D ∈ k. Ïî ôîðìóëàì Âèåòà

θ2 + θ3, θ2θ3 ∈ k(θ1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà èìååì

k 3
√
D = (θ1−θ2)(θ1−θ3)(θ2−θ3) = (θ2

1−(θ2+θ3)θ1+θ2θ3)(θ2−θ3).
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Ïîýòîìó θ2−θ3 ∈ k(θ1), à îòñþäà è θ2, θ3 ∈ k(θ1), ò.å. k(θ1) = K.
Ñëåäîâàòåëüíî, [K : k] = 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K 6= k(θ1). Òîãäà, êàê è âûøå,

θ2 + θ3, θ2θ3 ∈ k(θ1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, θ2 − θ3 /∈ k(θ1). Ïîýòîìó è
√
D /∈ k. Â ýòîì

ñëó÷àå

[K : k] = [k(θ1 : k] · [k(θ1, θ2) : k(θ1)] = 6.

textcolorwebgreenÇàäà÷è. (1) Ïóñòü k � ïîëå. Ìîãóò ëè

áûòü èçîìîðôíû ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ãðóï-

ïû k?

(2) Äîêàæèòå, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ k ÿâëÿåòñÿ öèê-

ëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k ' Zp (ãäå p �

ïðîñòîå).

(3) Äîêàæèòå, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ êîíå÷íî ïîðîæ-

äåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëå êîíå÷íî.

14.4 Îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà

Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : k −→ k, a 7−→ ap.
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Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ôðîáåíèóñà ∗. Åãî

îáðàç ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç kp:

kp := ϕ(k) = {ap | a ∈ k}.

Ïðåäëîæåíèå. (1) kp ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â k.

(2) ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó k è kp.

(3) Åñëè ïîëå k êîíå÷íî, òî kp = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì ϕ(ab) = (ab)p = ϕ(a)ϕ(b) è

ϕ(a + b) = (a + b)p = ap + bp +

p−1∑
k=1

Ck
pa

kbp−k.

Â ïîñëåäíåé ñóììå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû Ck
p = p!

(p−k)!k!

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê öåëûå ÷èñëà. Òàê êàê âñå îíè äåëÿòñÿ íà

p, òî

ϕ(a + b) = (a + b)p = ap + bp = ϕ(a) + ϕ(b).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ϕ : k → k � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òàê

êàê ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà òðèâèàëüíî, òî ϕ ÿâëÿåòñÿ èçî-

ìîðôèçìîì ìåæäó k è ϕ(k). Â ÷àñòíîñòè, ϕ(k) � ïîëå. Ýòî

äîêàçûâàåò (1) è (2). Óòâåðæäåíèå (3) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â

ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïîëÿ kp ñîäåðæèò ñòîëüêî æå ýëåìåíòîâ, ÷òî
è k.
∗Ferdinand Georg Frobenius � íåìåöêèé ìàòåìàòèê (1849 � 1917).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè kp = k, òî îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ

àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ k. Îí íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Ôðî-

áåíèóñà.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê

{a ∈ k | ϕ(a) = a}

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòûì ïîäïîëåì k0 ⊂ k. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ϕk?
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15 Êîíå÷íûå ïîëÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ïîëÿ, ò. å. ïîëÿ

ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Íàïîìíèì, ÷òî õà-

ðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî ïîëÿ k îòëè÷íà îò íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòûì ÷èñëîì p è k ñîäåðæèò ïðîñòîå ïîäïîëå k0 èçîìîðôíîå

Zp.

Òåîðåìà (Ïåðâàÿ òåîðåìà î ñòðîåíèè êîíå÷íûõ ïîëåé). Ïóñòü

k � êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è ïóñòü k0 � åãî

ïðîñòîå ïîäïîëå. Òîãäà

(1) ÷èñëî ýëåìåíòîâ k ðàâíî pm, ãäå m = [k : k0],

(2) k ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà tq − t íàä k0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î ÷èñëå ýëåìåíòîâ ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà îäíîçíà÷íî

çàäàåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xm) (â ôèêñèðîâàííîì

áàçèñå), à â íàøåì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû xi èìååòñÿ

ðîâíî p âîçìîæíîñòåé, òàê êàê xi ∈ k0 ' Zp.
Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîðÿäîê êàæäîãî ýëåìåíòà a ãðóïïû

k∗ äåëèò åå ïîðÿäîê. Ïîýòîìó ap
m−1 − 1 = 0 äëÿ ëþáîãî a 6=

0. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà ap
m − a = 0 äëÿ âñåõ a ∈ k. Òàêèì

îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí tq− t èìååò q ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçó ìíîãî÷ëåí tq− t èìååò íå áîëåå
q êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Ïîýòîìó ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò
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òîëüêî ïðîñòûå êîðíè è ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè

â k. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

tq− t, òî k � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà tq− t íàä k0. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Òåîðåìà (Âòîðàÿ òåîðåìà î ñòðîåíèè êîíå÷íûõ ïîëåé). Ïóñòü

q = pm, p � ïðîñòîå. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà tq − t íàä
Zp ñîäåðæèò ðîâíî q ýëåìåíòîâ è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

êîðíåé tq − t.

Ñëåäñòâèå. Êîíå÷íîå ïîëå èç pm ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ïîëå èç q = pm ýëåìåíòîâ áóäåò îáîçíà÷àòñÿ ÷åðåç Fq. Îíî
òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîëåì Ãàëóà ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ K ìíîãî÷ëåíà tq− t íàä Zp
êîíå÷íî (ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì

íàä Zp), à çíà÷èò ñîñòîèò èç pl ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ïîäìíî-

æåñòâî M ⊂ K, ñîñòîÿùåå èç âñåõ êîðíåé tq − t. Çàìåòèì, ÷òî
aq = ap

m
= ϕm(a), ãäå ϕ : K → K � àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà.

Òàêèì îáðàçîì,

M = {a ∈ K | ϕm(a) = a}
∗�Evariste Galois � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê (1811 � 1832)
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� ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ϕm. Ýòî ìíîæåñòâî çà-

ìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé:

a, b ∈M =⇒ ϕm(a) = a, ϕm(b) = b =⇒
=⇒ ϕm(a± b) = ϕm(a)± ϕm(b) = a± b ∈M

(àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâåäåíèé è ÷àñòíûõ). Ñëåäîâàòåëüíî, M

� ïîëå. Ìíîãî÷ëåí tq − t ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè

â M , ïîýòîìó M � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ tq − t è M = K. Òàê
êàê

(tq − t)′ = qtq−1 − 1 = −1,

òî tq − t íå èìååò êðàòíûõ ìíîæèòåëåé è â K èìååòñÿ ðîâíî q

ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà F∗q êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = exp(F∗q). Òîãäà m äåëèò q − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, am = 1 äëÿ ëþáîãî a ∈ F∗q, Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ïî òåîðåìå Áåçó óðàâíåíèå tm−1 = 0 èìååò íå áîëååm êîðíåé, ò.

å. q−1 ≤ m. Òàêèì îáðàçîì, q−1 = m. Ïî ñâîéñòâó ïîêàçàòåëÿ

àáåëåâîé ãðóïïû â F∗q ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c ∈ F∗q ïîðÿäêà q− 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F∗q � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïîëå K := Fq, q = pm ñîäåðæèò ïîäïîëå èç r

ýëåìåíòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r = qd. Ýòî ïîäïîëå

åäèíñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ⊂ Fq ïîäïîëå èç r ýëåìåíòîâ. Ðàñ-

ñìîòðèì Fq êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k. Ïîëîæèì d =

dimk Fq. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîé òåîðåìû î ñòðîåíèè êî-

íå÷íûõ ïîëåé ïîëó÷àåì, ÷òî q = rd. Òàê êàê k∗ � ïîäãðóïïà

ïîðÿäêà r − 1 â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå F∗q, òî îíà åäèíñòâåííà, à
çíà÷èò åäèíñòâåííî è ïîäïîëå k.

Íàîáîðîò, ïóñòü q = rd. Òàê êàê r−1 äåëèò q−1 = rd−1, òî â

öèêëè÷åñêîé ãðóïïå K∗ ïîðÿäêà q− 1 íàéäåòñÿ (åäèíñòâåííàÿ)

ïîäãðóïïà U ïîðÿäêà r−1. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà âñå ýëåìåíòû

U ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà tr−1−1. Ïóñòü k := U ∪{0} ⊂
Fq. ßñíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû k ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà tr−
t. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé òåîðåìû î ñòðîåíèè êîíå÷íûõ

ïîëåé ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî k � ïîëå (è îíî ñîäåðæèò ðîâíî r

ýëåìåíòîâ).

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé K/k ñó-

ùåñòâóåò ýëåìåíò ϑ ∈ K, êîòîðûé ïîðîæäàåò K íàä k (ò.

å., K = k(ϑ)).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ Fq[t] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòå-

ïåíè d (ãäå q = pm). Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì tq
d − t. Äëÿ

ëþáîãî d ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d íàä

Fq.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì

êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f ê Fq (ò. å. K = Fq[t]/(f )). Òîãäà K � êîíå÷-

íîå ïîëå è ðàçìåðíîñòü K êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Fq
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ðàâíà d. Ïîëó÷àåì, ÷òî K ñîñòîèò èç qd ýëåìåíòîâ è ïîýòîìó

K ' Fq. Ìíîãî÷ëåíû f è tq
d − t èìåþò îáùèé êîðåíü â K. Ñëå-

äîâàòåëüíî, (f, tq
d − t) 6= 1. Íî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâ-

êëèäà è íå çàâèñèò îò îñíîâíîãî ïîëÿ. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí f

íåïðèâîäèì íàä Fq[t], òî èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü

(f, tq
d − t) = f.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàññìîòðèì ïîðîæäàþùèé ýëå-

ìåíò ϑ ïîëÿ Fqd íàä Fq. Ïóñòü µϑ ∈ Fq[t] � ìèíèìàëüíûé ìíî-

ãî÷ëåí äëÿ ϑ. Òîãäà µϑ íåïðèâîäèì è deg µϑ = [Fqd : Fq] = d.

Ýòî äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ïîëå F8 èç 8 ýëåìåíòîâ. Ëþáîé ýëåìåíò èç

F8 ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ α0 + α1ϑ +

α2ϑ
2, αi ∈ F2. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ òàáëèöû óìíîæåíèÿ ìû äîëæ-

íû íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µ = µϑ ýëåìåíòà ϑ. Âîñïîëü-

çóåìñÿ ïîñëåäíèì ñëåäñòâèåì. Ïîëó÷èì, ÷òî µ äåëèò ìíîãî÷ëåí

(t8 − t)/(t2 − t) = t6 + · · · + 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

t6 + · · · + 1 = (t3 + t + 1)(t3 + t2 + 1).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âçÿòü µ = t3 + t + 1 èëè t3 + t2 + 1.

Âûáðàâ â êà÷åñòâå µ îäèí èç ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìû ìî-

æåì îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Íàïðèìåð,
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â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì ϑ3 = −ϑ − 1 = ϑ + 1. Îáå âîçìîæ-

íîñòè ïðèâîäÿò ê èçîìîðôíûì ïîëÿì.

textcolorwebgreenÇàäà÷è. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâ-

íàÿ ãðóïïà ïîëÿ k êîíå÷íî ïîðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïîëå êîíå÷íî.
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16 Ïîíÿòèå àëãåáðû íàä ïîëåì

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü D � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì

k. Ãîâîðÿò, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä k åñëè D ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì è óìíîæåíèå â êîëüöå ñâÿçàíî ñ óìíîæåíèåì íà ñêà-

ëÿðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ(ab) = (λa)b = a(λb) ∀a, b ∈ D, ∀λ ∈ k.

Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé (êîììóòàòèâíîé, áåç äå-

ëèòåëåé íóëÿ è ò.ä.) åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå

êîëüöî.

Ïðèìåðû. (1) Ïóñòü D � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì

k. Îíî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä k ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì:

ab = 0 ∀a, b ∈ k.

(2) Åñëè K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî K � àëãåáðà íàä k. Â
÷àñòíîñòè, C � (êîììóòàòèâíàÿ è àññîöèàòèâíàÿ) àëãåáðà

ñ äåëåíèåì íàä R.

(3) Âñå êâàäðàòíûå n×n-ìàòðèöû íàä ïîëåì k îáðàçóþò àñ-

ñîöèàòèâíóþ àëãåáðó Matn(k) ñ åäèíèöåé íàä k.

(4) Àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ k[t1, . . . , tn] � àññîöèàòèâíàÿ êîììó-

òàòèâíàÿ àëãåáðà ñ 1.
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(5) Íàä ïîëåì R èëè C ìîæíî îïðåäåëèòü àëãåáðó R{t}
(C{t}) ñõîäÿùèõñÿ (íàïðèìåð â 0), ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Íàä

ëþáûì ïîëåì îïðåäåëåíà àëãåáðà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ

ðÿäîâ k[[t]].

(6) Âñå íåïðåðûâíûå (ñîîòâåòñòâåííî, äèôôåðåíöèðóåìûå)

ôóíêöèè íà èíòåðâàëå îáðàçóþò àññîöèàòèâíóþ êîììó-

òàòèâíóþ àëãåáðó C(a, b) (ñîîòâåòñòâåííî, D(a, b)) ñ åäè-

íèöåé íàä R.

(7) Òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R3 ñ îïåðàöèåé âåê-

òîðíîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðîé.

(8) Ñ êàæäûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì k ñâÿçà-

íû òðè àññîöèàòèâíûå àëãåáðû: òåíçîðíàÿ T•(V ), âíåø-

íÿÿ
∧•(V ) è ñèììåòðè÷åñêàÿ S•(V ).

(9) Ïóñòü G � ãðóïïà (äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî G �

êîíå÷íàÿ) è ïóñòü D � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k ñ

áàçèñîì eg, g ∈ G. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ áà-

çèñà ñëåäóþùèì îáðàçîì: eg · eh = egh. Ïî ëèíåéíîñòè ýòî

óìíîæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå D. Ìû ïîëó÷èì àññîöè-

àòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé

àëãåáðîé G è îáîçíà÷àåòñÿ k[G].

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà èìååò äåëèòåëè íó-

ëÿ.
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Ïðèìåð. Ïóñòü D � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä k ñ áàçèñîì

e1, . . . , en. Òîãäà óìíîæåíèå â D îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðî-

èçâåäåíèÿìè ýëåìåíòîâ eiej. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ a =
∑

i λ
iei ∈

D è b =
∑

j µ
jej ∈ D èìååì (ìû èñïîëüçóåì òåíçîðíûå îáîçíà-

÷åíèÿ)

ab =
(∑

i

λiei

)(∑
j

µjej

)
=
∑
i,j

λiµjeiej.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ýëåìåíòû eiej ïî áà-

çèñó

eiej =
∑
k

θki,jek.

Ñêàëÿðû θki,j íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè àëãåá-

ðû.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçì àëãåáð (íàä îäíèì è òåì æå

ïîëåì k) � ýòî ãîìîìîðôèçì êîëåö, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ k-
ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ

èçîìîðôèçìà è àââòîìîðôèçìà àëãåáð.

Ïóñòü D, D1 � àëãåáðû íàä ïîëåì k, ïóñòü ϕ : D → D1 �

k-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (êàê âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ) è ïóñòü

e1, . . . , en � áàçèñ D. Îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì

àëãåáð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ϕ(eiej) = ϕ(ei)ϕ(ej) ∀i, j.
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Ïðèìåðû. (1) Ðàññìîòðèì ãðóïïîâóþ àëãåáðó k[G] êîíå÷-

íîé ãðóïïû G. Îòîáðàæåíèå

k[G] −→ k,
∑

αgeg 7−→
∑

αg

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.

(2) Åñëè D � àëãåáðà ñ åäèíèöåé, òî îòîáðàæåíèå

k 7−→ D, α 7−→ α · 1

ÿâëÿåòñÿ (èíúåêòèâíûì) ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå. Èäåàë â àëãåáðå � ýòî èäåàë â êîëüöå, êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Åñëè I ⊂ D � èäåàë â

k-àëãåáðå, òî íà ôàêòîðêîëüöå D/I ìîæíî ââåñòè óìíîæåíèå

íà ñêàëÿðû ôîðìóëîé

α(x + I) = αx + I α ∈ k, x ∈ D.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ïîëó÷èâ-

øàÿñÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ôàêòîðàëãåáðîé.

Ïðèìåðû. (1) Â ãðóïïîâîé àëãåáðå k[G] êîíå÷íîé ãðóïïû G

ïîäìíîæåñòâî

I :=
{∑

αgeg

∣∣∣ ∑
αg = 0

}
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Ôàêòîðàëãåáðà k[G]/I èçîìîðôíà k.
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(2) Ïî îïðåäåëåíèþ ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà S•(V ) (ñîîòâåò-

ñòâåííî, âíåøíÿÿ àëãåáðà
∧•(V )) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðàëãåá-

ðîé òåíçîðíîé àëãåáðû T•(V ) ïî (äâóñòîðîííåìó) èäåàëó,

ïîðîæäåííîìó âñåâîçìîæíûìè òåíçîðàìè âèäà T − σ(T )

(ñîîòâåòñòâåííî, T − sgn(σ)σ(T )), ãäå T ∈ Tn(V ), σ ∈ Sn,

à sgn(σ) � çíàê ïîäñòàíîâêè σ.

Âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íåñëîæíî âûâîäèò-

ñÿ èç òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå êîëåö.

Òåîðåìà (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå àëãåáð). Ïóñòü ϕ : D →
D1 � ãîìîìîðôèçì àëãåáð íàä ïîëåì k. Òîãäà

(1) Ker(ϕ) � èäåàë â àëãåáðå D;

(2) èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ϕ(D) ' D/I.

16.1 Êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû ñ äåëåíèåì

Ëåììà. Ïóñòü D � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ

åäèíèöåé íàä ïîëåì k. Åñëè â D íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî D �

àëãåáðà ñ äåëåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ A, a 6= 0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæå-

íèå

ϕ : D −→ D, x 7−→ a · x.
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ßñíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Ïî-

ñêîëüêó âD íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî ϕ íåâûðîæäåí. Â ÷àñòíîñòè,

îí ñþðúåêòèâåí. Ïîëîæèì a−1 = ϕ(1).

Ëåììà. Ïóñòü D � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ

äåëåíèåì íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k. Òîãäà D ' k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíò a ∈ D íå èìååò âèäà a = λ1,

λ ∈ k. Êàê è âûøå, ðàññìîòðèì îïåðàòîð

ϕ : D −→ D, x 7−→ a · x.

Íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì îí èìååò ñîáñòâåííûé

âåêòîð:

∃x ∈ D, ∃λ ∈ k ϕ(x) = a · x = λx.

Íî òîãäà (a− λ1)x = 0, a = λ1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à. Ïóñòü D � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä

ïîëåì k. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â D íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî D �

àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Óêàçàíèå. Âî-ïåðâûõ ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ

ëþáûõ b ∈ D, a ∈ D \ {0} óðàâíåíèÿ b = xa è b = ax èìåþò

åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ a ∈ D \ {0} ñóùåñòâóåò
e ∈ D òàêîé, ÷òî ae = a. Îòñþäà be = xae = xa = b, ò.å. e �

ïðàâàÿ åäèíèöà. Ïîêàæèòå àíàëîãè÷íî, ÷òî ñóùåñòâóåò ëåâàÿ

åäèíèöà e′ è òîãäà e′ = e.
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17 Àëãåáðû ñ äåëåíèåì íàä R

17.1 Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H = R4 ñ áàçèñîì 1, i, j, k. Îïðåäåëèì

óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ áàçèñà òàê, ÷òîáû 1 áûë áû åäèíèöåé, à

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïåðåìíîæàëèñü áû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

i j k

i −1 k − j

j −k −1 i

k j − i −1

Ïîñòðîåííàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ. Îíà

áûëà ïðåäëîæåíà Ãàìèëüòîíîì â 1843 ã. ∗

Çàìå÷àíèå. Ýëåìåíòû ±1, ± i, ± j, ±k ïåðåìíîæàþòñÿ êàê

ýëåìåíòû èçâåñòíîé íàì ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q8. Îòñþäà, â

÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ÷òî óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ áàçèñà, à çíà÷èò

è ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ, àññîöèàòèâíî.

Ïðåäëîæåíèå. H � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ñëåäóåò èç çàìå-

÷àíèÿ âûøå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

H→ H, x = α 1+β i+γ j+δ k 7→ x := α 1−β i−γ j−δ k,
∗William Rowan Hamilton � èðëàíäñêèé ìàòåìàòèê è ôèçèê (1805 � 1865)

136



êîòîðîå ìû íàçîâåì ñîïðÿæåíèåì. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

λx = λx, x + y = x + y, x · y = y · x, ∀x, y ∈ H, ∀λ ∈ R.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòè ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà áàçèñ-

íûõ ýëåìåíòàõ, à ïîñëåäíåå � ïðîñòîé ïåðåáîð âîçìîæíîñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ àíòèàâòîìîððôèçìîì

àëãåáðû. Äëÿ êâàòåðíèîíà

x = α 1+β i+γ j+δ k ∈ H

îïðåäåëèì åãî íîðìó

‖x‖ := x · x = α2 + β2 + γ2 + δ2.

Òîãäà

‖x · y‖ = x · y · x · y = x · y · y · x = x · ‖y‖ · x = ‖x‖ · ‖y‖.

Òåïåðü íåñëîæíî ïðåäúÿâèòü îáðàòíûé ýëåìåíò: åñëè x 6= 0, òî

x−1 =
1

‖x‖
x̄.

Ýëåìåíòû âèäà λ1, λ ∈ R ìû îòîæäåñòâèì ñ äåéñòâèòåëü-

íûìè ÷èñëàìè, ò. å. ìû ñ÷èòàåì, ÷òî R ⊂ H.
Ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ 1 è i, ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà

ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè C è òîãäà H ñòàíîâèòñÿ C-âåêòîðíûì
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ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçèñîì 1, j. Â ÷àñòíîñòè ëþáîé ýëåìåíò x ∈ H
îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x = z1 + z2 j, z1, z2 ∈ C.

Îäíàêî, H íå ÿâëÿåòñÿ C-àëãåáðîé:

j z = z̄ j ∀z ∈ 〈1, i〉 = C.

Çàìå÷àíèå. Àëãåáðó H ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê R-ïîäàëãåáðó
â àëãåáðå Mat2(C), ïîðîæäåííóþ, êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

íàä R, ìàòðèöàìè

1 = E, i =

(
i 0

0 −i

)
, j =

(
0 1

−1 0

)
, k =

(
0 i

i 0

)
.

Âëîæåíèå δ : H → Mat2(C) ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì,

áîëåå èíâàðèàíòíûì îáðàçîì. Äëÿ x = z1 + z2 j ∈ H, zi ∈ C
ïîëîæèì

δ(x) =

(
z1 z2

−z̄2 z̄1

)
∈ Mat2(C).

Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì R-
àëãåáð. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

‖x‖ = det δ(x).

Çàäà÷à. Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíòû

α, β ∈ k. Àíàëîãè÷íî àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ îïðåäåëèì àëãåá-

ðó îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ Hα,β êàê ÷åòûðåõìåðíóþ àëãåáðó
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íàä k ñ áàçèñîì 1, i, j, k è óìíîæåíèåì îïðåäåëåííûì òàê, ÷òî

Hα,β àññîöèàòèâíà, 1 � åäèíèöà è

i2 = −α 1 j2 = −β 1, k = i · j .

Ñîñòàâüòå ïîëíóþ òàáëèöó óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà. Ïðè

êàêîì óñëîâèè íà α è β ïîñòðîåííàÿ àëãåáðà Hα,β áóäåò àëãåá-

ðîé ñ äåëåíèåì?

Ïðåäëîæåíèå. (1) Ñîîòíîøåíèå

(x, y) =
1

2
(xȳ + yx̄) =

1

2
(xȳ + xȳ) ∈ R.

îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷åñêóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íóþ R-áèëèíåéíóþ ôîðìó íà H. Áàçèñ 1, i, j, k ÿâëÿåòñÿ

îðòîíîðìèðîâàííûì äëÿ ýòîé ôîðìû.

(2) Àíàëîãè÷íî,

〈x, y〉 =
1

2
(xy + ȳx̄) =

1

2
(xy + xy) ∈ R

� ñèììåòðè÷åñêàÿ R-áèëèíåéíàÿ ôîðìà ñèãíàòóðû (1, 3).

(3) Ñîîòíîøåíèå

x× y = −1

2
(xȳ − yx̄).
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îïðåäåëÿåò íîâîå óìíîæåíèå íà H. Åãî îãðàíè÷åíèå íà

òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

E := 〈i, j, k〉 = 〈1〉⊥

÷èñòî ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè-

÷åñêèì

x× y =
1

2
(xy − yx), x× y = −y × x

è ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì âåêòîðíûì óìíîæåíèåì

íà R3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííîé ïðîâåðêîé. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, (2). Äëÿ ýòîãî çà-

ïèøåì ýëåìåíòû x, y ∈ H â âèäå x = x0 + x′ è y = y0 + y′, ãäå

x0, y0 ∈ 〈1〉, à x′, y′ ∈ E. Òîãäà

2〈x, y〉 = (x0 + x′)(y0 + y′) + (y0 − y′)(x0 − x′) = x0y0 + x0y
′+

+ y0x
′ + x′y′ + x0y0 − x0y

′ − y0x
′ + y′x′ = 2x0y0 + x′y′ + y′x′.

(Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî x0 è y0 êîììóòèðóþò ñî âñåìè

ýëåìåíòàìè H.) Çàïèøåì äàëåå

x′ = x1 i+x2 j+x3 k, y′ = y1 i+y2 j+y3 k .

Òîãäà

x′y′ + y′x′ = −2x1y1 − 2x2y2 − 2x3y3.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

〈x, y〉 = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3.

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì (2).

17.2 Ãîìîìîðôèçì SU2 → SO3

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó U ⊂ H∗ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû àë-

ãåáðû êâàòåðíèîíîâ, ñîñòîÿùóþ èç êâàòåðíèîíîâ íîðìû 1:

U := {u ∈ H | ‖u‖ = 1}.

Ëåììà. Ïîñòðîåííûé âûøå èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì R-
àëãåáð

δ : H −→ Mat2(C), x = z1 + z2 j 7−→
(
z1 z2

−z̄2 z̄1

)
èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ãðóïï U ' SU2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ∈ SU2. Òàê êàê C−1 = C
t
, òî ïî

ôîðìóëå äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ïîëó÷àåì, ÷òî C èìååò âèä

C =

(
z1 z2

−z̄2 z̄1

)
, |z1|2 + |z2|2 = 1.

Îáðàòíî, ëþáàÿ ìàòðèöà òàêîãî âèäà ïðèíàäëåæèò SU2. Ïîýòî-

ìó SU2 ëåæèò â îáðàçå δ, îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ δ
−1 íà SU2

îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó SU2 è U .
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Äëÿ êàæäîãî u ∈ U ðàññìîòðèì R-ëèíåéíûé îïåðàòîð

ϕu : H −→ H, x 7−→ uxu−1 = uxū.

Ëåììà. Îïåðàòîð ϕu ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì îòíîñèòåëü-

íî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(x, y) =
1

2
(xȳ + yx̄).

Òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

E := 〈i, j, k〉 = 〈1〉⊥

÷èñòî ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ

ϕu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ϕu ñîõðàíÿåò áèëèíåéíóþ

ôîðìó ( , ):

(ϕu(x), ϕu(y)) =
1

2
(uxūuyū + uyūuxū) =

1

2
(uxȳū + uyx̄ū) =

=
1

2
u(xȳ + yx̄)ū =

1

2
(xȳ + yx̄)uū = (x, y).

Òàê êàê ϕu(1) = 1, òî E = 〈1〉⊥ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó êâàòåðíèîíó u ∈ U ìû ìîæåì ñî-

ïîñòàâèòü îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ϕu|E â òðåõìåðíîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå E. Òàê êàê ϕu ◦ϕv = ϕuv, òî ýòî ñîîòâåòñòâèå

Ψ : U −→ O(E) = O3, u 7−→ ϕu|E
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ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Òåîðåìà. Ïîñòðîåííûé âûøå ãîìîìîðôèçì Ψ èíäóöèðóåò

ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

SU2 −→ SO3

ñ ÿäðîì {±E}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå

Ψ : U ⊂ H = R4 → O3 ⊂ Mat3(R)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé åñòåñòâåííûõ êîîðäèíàò â

H = R4. Ðàññìîòðèì åãî êîìïîçèöèþ

γ : U
Ψ−→ Mat3(R)

det−→ R

ñ äðóãîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé � îïðåäåëèòåëåì. Òàê êàê

îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±1,

òî γ(U) ⊂ {±1}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, U òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ

òðåõìåðíîé ñôåðîé S3 â ÷åòûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H = R4. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî U ñâÿçíî, à ïîýòîìó

òàêîâûì äîëæåí áûòü è åãî îáðàç ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæå-

íèè γ. Ïîýòîìó γ(U) = {1} è Ψ : U ⊂ SO3.

ßñíî, ÷òî

Ker(Ψ) = {u ∈ U | u i = iu, u j = ju, uk = ku} = {±1}.
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Äëÿ

z = zθ := cos(θ/2) + i sin(θ/2) ∈ U

èìååì ϕz(i) = i,

ϕz(j) = z j z̄ = z2 j = (cos θ) j+(sin θ)k,

ϕz(k) = z k z̄ = z2 k = −(sin θ) j+(cos θ)k .

Òàêèì îáðàçîì, Ψ(U) ñîäåðæèò ýëåìåíò

Ψ(zθ) =

1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ


� ïîâîðîò íà ïðîèçâîëüíûé óãîë θ âîêðóã i. Àíàëîãè÷íî, äëÿ

u = uθ′ := cos(θ′/2) + j sin(θ′/2) ∈ U

èìååì ϕu(j) = j,

ϕu(i) = u i ū = u2 i = (cos θ′) i−(sin θ′)k,

ϕu(k) = uk ū = u2 k = (sin θ′) i+(cos θ′)k .

Òàêèì îáðàçîì, Ψ(U) ñîäåðæèò ýëåìåíò

Ψ(uθ′) =

 cos θ′ 0 sin θ′

0 1 0

− sin θ′ 0 cos θ′
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� ïîâîðîò íà ïðîèçâîëüíûé óãîë −θ′ âîêðóã j. Ìû óòâåðæäà-

åì, ÷òî âñåâîçìîæíûå ïîâîðîòû Ψ(zθ) è Ψ(uθ′) ïîðîæäàþò SO3.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü B ∈ SO3. Òîãäà

(e1, e2, e3) = (i, j,k) ·B

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ E. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êîì-
ïîçèöèåé ïðåîáðàçîâàíèé Ψ(zθ) è Ψ(uθ′) ýòîò áàçèñ ìîæíî ïå-

ðåâåñòè â áàçèñ (i, j,k). Âî-ïåðâûõ, ïîâîðîòîì âîêðóã âîêðóã i

ìû ìîæåì e1 ïåðåâåñòè â âåêòîð ïëîñêîñòè 〈i, k〉:

Ψ(zθ)(e1) = e′1 ∈ 〈i, k〉.

Òàê êàê ‖e′1‖ = 1 = ‖ i ‖, òî ïîâîðîòîì âîêðóã âîêðóã j ìû

ìîæåì e′1 ïåðåâåñòè â i. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì íîâûé îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (e′′1 = i, e′′2, e
′′
3) � îáðàç (e1, e2, e3) ïðè

íåêîòîðîé êîìïîçèöèè Ψ(uθ′) ◦ Ψ(zθ). Òàê êàê j è e′′2 îðòîãî-

íàëüíû i, òî e′′2 ∈ 〈j, k〉 è ïîâîðîòîì âîêðóã âîêðóã i ìû

ìîæåì e′′2 ïåðåâåñòè â j. Ñíîâà ìû ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ (e′′′1 = i, e′′′2 = j, e′′′3 ) � îáðàç (e1, e2, e3) ïðè íåêî-

òîðîé êîìïîçèöèè Ψ(zθ1) ◦ Ψ(uθ′) ◦ Ψ(zθ). Òîãäà e
′′′
3 = ±k. Ïî-

ñêîëüêó detB = 1, òî áàçèñ (e1, e2, e3) è âñå áàçèñû (e′1, e
′
2, e

′
3),

(e′′1, e
′′
2, e

′′
3), (e′′′1 , e

′′′
2 , e

′′′
3 ) èìåþò òó æå îðèåíòàöèþ, ÷òî è (i, j,k).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî e′′′3 = k è B−1 = Ψ(zθ1)◦Ψ(uθ′)◦Ψ(zθ).
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17.3 Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà

Òåîðåìà (òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Ïóñòü D � êîíå÷íîìåðíàÿ àñ-

ñîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì R. Òîãäà D ' R, C
èëè H.

Ëåììà (êîììóòàòèâíûé ñëó÷àé). Ïóñòü D � êîíå÷íîìåðíàÿ

àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì

R. Òîãäà D ' R èëè C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì R ñ ïîäàëãåáðîé D ïðè ïîìî-

ùè îòîáðàæåíèÿ λ 7→ λ1. Ïóñòü D 6= R è ïóñòü a ∈ D \ R.
Ïóñòü D1 � ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ a è 1. Îíà êîììóòàòèâíà

è áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, D1 � ïîëå. ìèíèìàëü-

íûé ìíîãî÷ëåí µ(t) ýëåìåíòà a íåïðèâîäèì íàä R, ò.å. D1/R �

êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà D1 ' C. Òàê êàê D êîììóòà-

òèâíà, òî D ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä D1 ' C. Ïîñêîëüêó ïîëå C
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî D ' C.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Êàê è âûøå, îòîæäåñòâèì R ñ ïî-

äàëãåáðîé D ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ λ 7→ λ1. Ïóñòü Z ⊂ D �

öåíòð àëãåáðû, ò.å. ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, êîììóòèðóþùèõ ñî

âñåìè ýëåìåíòàìè D. ßñíî, ÷òî Z ⊃ R è Z � êîíå÷íîìåðíàÿ

àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R. Åñëè
Z 6= R, òî Z ' C. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, D ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä

Z ' C è ïîëå C àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîýòîìó D ' C.
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Äàëåå ìû âñþäó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Z = R è D 6= Z. Âîçü-

ìåì ëþáîé ýëåìåíò a ∈ D \ Z. Ïóñòü D1 � ïîäàëãåáðà, ïîðîæ-

äåííàÿ a è Z. Îíà êîììóòàòèâíà è áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, D1 ' C è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò i ∈ D1 òàêîé,

÷òî i2 = −1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : D −→ D, x 7−→ ix i−1 = − ix i .

Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ϕ � àâòîìîðôèçì àëãåáðû. Â ÷àñò-

íîñòè, ϕ � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðè÷åì ϕ2 � òîæäåñòâåííîå

îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðà-

òîðà ϕ èìååò âèä t2 − 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð ϕ

äèàãîíàëèçèðóåì è D, êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, ðàç-
ëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó D = D+ ⊕ D− ñîáñòâåííûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ±1. Ýëåìåíòû D+ êîììó-

òèðóþò ñ i, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñî âñåé ïîäàëãåáðîé D1 ' C.
Ñëåäîâàòåëüíî, D+ � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä C
è ïîýòîìó D+ = D1.

Ýëåìåíòû D− àíòèêîììóòèðóþò ñ i:

i b = −b i ∀b ∈ D−.

Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò 0 6= b ∈ D− è ðàññìîòðèì îïåðàòîð

ψ : D −→ D, x 7−→ bx.

Òàê êàê D � àëãåáðà ñ äåëåíèåì, òî ψ íåâûðîæäåí. Áîëåå òîãî,
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ψ ïåðåñòàâëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâà D+ è D−. Äåéñòâèòåëüíî,

x ∈ D+ ⇔ x i = ix ⇔ (bx) ix = b ix = − i(bx) ⇔ bx ∈ D−.

è àíàëîãè÷íî

x ∈ D− ⇐⇒ bx ∈ D+.

Â ÷àñòíîñòè,

dimD− = dimD+ = 2, dimD = 4.

Äàëåå,

ϕ(b2) = ϕ(b)2 = (−b)2 = b2.

Ñëåäîâàòåëüíî, b2 ∈ D+. Òàêèì îáðàçîì, b2 êîììóòèðóåò ñ ýëå-

ìåíòàìè 1, i, b è b i, ñîñòàâëÿþùèõ áàçèñ D. Ïîýòîìó c := b2 ∈
Z = R. Îïåðàòîð ψ íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé, à åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä t2 − c (ãäå c

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî). Ïîýòîìó c < 0.

Ïîëîæèì

j :=
b√
−c
, k := i j .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ 1, i, j, k â

àëãåáðå D âûïîëíÿþòñÿ òå æå ñîîòíîøåíèÿ, ÷òî è äëÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ â H.
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18 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G â âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ëþáîé ãîìîìîðôèçì φ :

G→ GL(V ) ãðóïïû G â ãðóïïó íåâûðîæäåííûõ îïåðàòîðîâ íà

ïðîñòðàíñòâå V . Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëåíèå � ýòî ïàðà (V, φ).

Ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äåéñòâèÿ ãðóïïû G

íà ìíîæåñòâå V . ßäðî ïðåäñòàâëåíèÿ φ � ýòî ÿäðî ãîìîìîðôèç-

ìà φ : G → GL(V ). Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè

åãî ÿäðî òðèâèàëüíî. Ñòåïåíü (èëè ðàçìåðíîñòü) ïðåäñòàâëå-

íèÿ (V, φ) � ýòî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V . Îíà îáîçíà÷àåòñÿ

deg φ (èëè dimφ).

Ãîìîìîðôèçìîì ïðåäñòàâëåíèé π : (V, φ1) → (W,φ2) ãðóï-

ïû G íàçûâàåòñÿ k-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå π : V → W òàêîå,

÷òî π ◦ φ1(g) = φ2(g) ◦ π äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G, ò.å. äèà-
ãðàììà

V
π //

φ1(g)
��

W
φ2(g)

��

V
π //W

êîììóòàòèâíà. ßäðîì (ñîîòâ. îáðàçîì) ãîìîìîðôèçìà íàçûâà-

åòñÿ ÿäðî (ñîîòâ. îáðàç) ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ π. Ãîìîìîð-

ôèçì π íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè π � èçîìîðôèçì ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíîå

îòîáðàæåíèå π−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðåäñòàâëå-

íèé. Èçîìîðôíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàþòñÿ èíîãäà ýêâèâà-
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ëåíòíûìè.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü R := k[G] ãðóïïîâàÿ àëãåáðà êîíå÷íîé

ãðóïïû G è ïóñòü (V, φ) � íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå G. Îïðå-

äåëèì óìíîæåíèå R× V → V ñëåäóþùèì îáðàçîì:∑
g∈G

λgeg

 · x =
∑
g∈G

λgφ(g)(x),
∑
g∈G

λgeg ∈ R, x ∈ V.

Òîãäà V ñòàíîâèòñÿ ëåâûì ìîäóëåì íàä R (ïðîâåðüòå!). Îáðàò-

íî, åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ìîäóëåì

íàä R, òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G îïðåäåëåí ëèíåéíûé îïåðàòîð

φ(g) : V −→ V, x 7−→ egx.

Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå

φ : G→ GL(V ), g 7−→ φ(g)

ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì G. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âçàèì-

íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè G è R-

ìîäóëÿìè (êîíå÷íîìåðíûìè íàä k). Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè

ãîìîìîðôèçìàì ïðåäñòàâëåíèé ñîîòâåòñòâóþò ãîìîìîðôèçìû

ìîäóëåé.

Ïóñòü (V, φ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïûG. Çàôèêñèðîâàâ áàçèñ

e1, . . . , en ∈ V , ìû ìîæåì çàïèñàòü âñå îïåðàòîðû φ(g) íåâû-
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ðîæäåííûìè n× n-ìàòðèöàìè. Ìû ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå ïðåä-

ñòàâëåíèå � ãîìîìîðôèçì â ãðóïïó φ : G→ GLn(k). Ãîìîìîð-

ôèçì ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ φ1 : G→ GLn(k) â ìàòðè÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå φ2 : G → GLm(k) çàäàåòñÿ m × n-ìàòðèöåé T

(ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ π : V → W â ñîîòâåòñòâó-

þùèõ áàçèñàõ) òàêîé, ÷òî Tφ1(g) = φ2(g)T äëÿ ëþáîãî ýëå-

ìåíòà g ∈ G. Ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ φ1 : G → GLn(k) è

φ2 : G→ GLn(k) èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ

n×n-ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî φ1(g) = T−1φ2(g)T äëÿ ëþáîãî g ∈ G.

Ïðèìåðû. (1) Òðèâèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå � ýòî ãîìîìîð-

ôèçì îòîáðàæàþùèé âñþ ãðóïïó â òîæäåñòâåííûé îïå-

ðàòîð.

(2) Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî V ðàçìåðíîñòè |G| ñ áàçèñîì eg, g ∈ G (çàíóìåðîâàí-

íûì ýëåìåíòàìè ãðóïïû). Ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì G

íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå, äåéñòâóþùåå íà íàøåì áàçèñå

ïî ïðàâèëó

ρreg(h)(eg) = ehg ∀h ∈ G.

(Ïî ëèíåéíîñòè äåéñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå V .) Íà-

ïðèìåð, ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû

G = {1, a, a2} ïîðÿäêà 3 â áàçèñå e1, ea, ea2 çàäàåòñÿ ìàò-
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ðèöàìè

a 7→

0 0 1

1 0 0

0 1 1

 a2 7→

0 1 0

0 0 1

1 0 0


Èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì (V, ρreg) â òðèâèàëüíîå îäíîìåðíîå

ïðåäñòàâëåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé π(
∑
xgeg) =

∑
xg.

(3) Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn èìååò ïåðåñòàíîâî÷íîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ρperm : Sn → GL(V ) â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V

ñ áàçèñîì e1, . . . , en:

ρperm(σ)(ei) = eσ(i).

Êàê è âûøå, èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì (V, ρperm) â òðèâè-

àëüíîå îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé

π(
∑
xiei) =

∑
xi.

(4) Îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ � ýòî ãîìîìîðôèçìû â

GL1(k) ' k∗. Îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èçîìîðôíû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîâïàäàþò (êàê ôóíêöèè íà

G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hom(G,k∗) ìíîæåñòâî âñåõ îäíîìåð-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G. Îïðåäåëèì íà Hom(G,k∗)
îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ: äëÿ φ, φ′ ∈ Ĝ ïîëîæèì

φ · φ′ : G −→ k∗, g 7−→ φ(g)φ′(g).
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ßñíî, ÷òî Hom(G,k∗) � àáåëåâà ãðóïïà îòíîñèòåëüíî ýòîé
îïåðàöèè. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé õàðàêòåðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (V, φ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Ïîä-

ïðîñòðàíñòâî W ⊂ V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè

φ(g)(x) ∈ W äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

x ∈ W , ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâîW èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ

îïåðàòîðîâ φ(g), g ∈ G. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèå

(W,φ|W )

φ|W : G→ GL(W ), φ|W (g)(x) = φ(g)(x) ∀x ∈ W,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîäïðåäñòàâëåíèåì. Ïðåäñòàâëåíèå íàçû-

âàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè ó íåãî íåò íåòðèâèàëüíûõ ïîäïðåä-

ñòàâëåíèé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðè-

âîäèìûì.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ïðåäñòàâëåíèé π :

(V, φ) → (W,ψ) åãî ÿäðî è îáðàç ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè

ïîäïðîñòðàíñòâàìè â V è W , ñîîòâåòñòâåííî (áóäåò äîêàçàíî

ïîçæå). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäïðåäñòàâëåíèÿ (V, φ) è (W,ψ) íà-

çûâàþòñÿ ÿäðîì è îáðàçîì π.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìû âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , em ∈ W è äîïîë-

íèì äî áàçèñà e1, . . . , en ∈ V âñåãî ïðîñòðàíñòâà, òî â ìàòðè÷-

íîé çàïèñè ìàòðèöû φ(g) èìåþò óãîë íóëåé(
A ∗
0 ∗

)
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ãäå A � ìàòðèöà φ|W (g) â áàçèñå e1, . . . , em.

Ïðèìåð. Ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ïîäïðåäñòàâëåíèå äâóìåðíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíî. Ïîýòîìó äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå

(V, φ) ïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð

ñîáñòâåííûé äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ φ(g).

Ïðèìåðû. (1) Ãðóïïà äèýäðà Dn ïî îïðåäåëåíèþ èçîìîðôíà

ïîäãðóïïå ãðóïïû îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö O2(R). Òàêèì

îáðàçîì, èìååòñÿ ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå φ : Dn ↪→
O2(R) ⊂ GL2(R). ßñíî, ÷òî îíî íåïðèâîäèìî ïðè n ≥ 3.

(2) Àíàëîãè÷íî, ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ âìåñòå ñ

âëîæåíèåì φ : Q8 ↪→ GL2(C). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå òàêæå

íåïðèâîäèìî.

Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå

ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû äèýäðà Dn èìååò ðàçìåðíîñòü≤ 2. Ïóñòü

〈r〉 ⊂ Dn � ïîäãðóïïà ïîâîðîòîâ è ïóñòü s ∈ Dn \〈r〉 � íåêîòîðàÿ
ñèììåòðèÿ. Ïóñòü φ : Dn → GL(V ) � íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñ-

íîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè ≥ 2. Ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ(r) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, òî φ(r)

äèàãîíàëèçèðóåì ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñîá-

ñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vεi, ãäå εi � êîðíè ñòåïåíè n èç 1. Òàê

êàê srs = r−1, òî äëÿ v ∈ Vεi èìååì

φ(r)φ(s)(v) = φ(s)φ(r)−1(v) = ε−1
i φ(s)(v),
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ò.å. φ(s)(v) ∈ Vε−1i
. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî

〈v, φ(s)(v)〉, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè v è φ(s)(v) ÿâëÿåòñÿ èíâà-

ðèàíòíûì. Èç íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (V, φ) ïîëó÷àåì

〈v, φ(s)(v)〉 = V .

Îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîå (ñîîòâ., âåùå-

ñòâåííîå), åñëè îñíîâíîå ïîëå k � ýòî ïîëå C (ñîîòâ., R).

Òåîðåìà. (1) Ëþáîå íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëå-

íèå àáåëåâîé ãðóïïû îäíîìåðíî.

(2) ×èñëî ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû ðàâíî åå ïîðÿäêó.

Ëåììà. Ëþáîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòî-

ðîâ Aα ∈ GL(V ), α ∈ I â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå V èìååò

îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n = dimV . Áàçà èíäóêöèè

dimV = 1 î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî

äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ V ðàçìåðíîñòè < n. Åñëè âñå îïåðàòî-

ðû Aα ñêàëÿðíûå, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå ñóùåñòâóåò Aα, íå ÿâëÿþùèéñÿ ñêàëÿðíûì. Ïóñòü λ � åãî

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ïóñòü Vλ ⊂ V � ñîîòâåòñòâóþùåå ñîá-

ñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ëþáîãî Aβ è ëþáîãî x ∈ Vλ
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èìååì

Aα(Aβ(x)) = Aα ◦Aβ(x) = Aβ ◦Aα(x) = Aβ(λx) = λAβ(x).

Òàêèì îáðàçîì, Aβ(x) ∈ Vλ, ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ Aβ. Ñîãëàñíî íàøåìó âûáîðó

Aα ìû èìååì dimVλ < dimV è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

âñå îïåðàòîðû Aβ èìåþò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð â Vλ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü

φ : G→ GL(V ) � åå íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Óòâåðæäåíèå (1) ñëåäóåò èç ëåììû, ïðèìåíåííîé ê îïåðàòîðàì

φ(g), g ∈ G. Äîêàæåì (2). Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ãðóïïó G â

ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ: G = G1×· · ·×Gr, Gi = 〈ai〉. Ïóñòü
ni := |Gi| è ïóñòü εi = cos(2π/ni) + i sin(2π/ni) � ïåðâîîáðàçíûé

êîðåíü ñòåïåíè ni èç 1. Äëÿ ëþáîãî îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

φ : G→ C∗ èìååì φ(ai)
ni = φ(anii ) = 1. Ïîýòîìó φ(ai) = εsii äëÿ

íåêîòîðûõ 0 ≤ si < ni. Èìååòñÿ r �áàçèñíûõ� ïðåäñòàâëåíèé φi,

çàäàííûõ ôîðìóëîé

φi(aj) =

{
εi åñëè i = j,

1 åñëè i 6= j.

ò.å.

φi(a
k1
1 · · · akrr ) = εkii .

Ïîñêîëüêó Hom(G,C∗) � àáåëåâà ãðóïïà, òî ìû ïîëó÷àåì òàêæå

ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

φm1
1 · · ·φmr

r .
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Òàê êàê ïðåäñòàâëåíèå çàäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ ai, òî

φm1
1 · · ·φmr

r = φ ⇐⇒ φm1
1 · · ·φmr

r (ai) = φ(ai) ∀i ⇐⇒ εmi
i = εsii

∀i ⇐⇒ mi ≡ si mod ni ∀i. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ φm1
1 · · ·φmr

r ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ≤ mi < ni ∀i
è äâà ïðåäñòàâëåíèÿ φm1

1 · · ·φmr
r è φ

m′1
1 · · ·φ

m′r
r , óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå ýòîìó óñëîâèþ, ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(m1, . . . ,mr) = (m′1, . . . ,m
′
r). Ìû ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî ðàçëè÷-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ φm1
1 · · ·φmr

r ñ 0 ≤ mi < ni ∀i èñ÷åðïûâàþò
âñå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. ×èñëî òàêèõ ïðåä-

ñòàâëåíèé ðàâíî n1 · · ·nr = |G|.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êî-

íå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû G èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì G '
Hom(G,C∗). Îäíàêî ýòîò èçîìîðôèçì íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷å-

ñêèì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü ρ : G→ k∗ � åå îä-
íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Èìååòñÿ ðàçëîæåíèå â êîìïîçèöèþ

ρ : G
π−→ G/G′

φ−→ k∗,

ãäå π � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì íà ôàêòîðãðóïïó, à φ �

íåêîòîðîå îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå G/G′. Òàêèì îáðàçîì,

èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îäíîìåð-

íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïï G è G/G′.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ρ(G) ⊂ k∗ � àáåëåâà ãðóïïà, òî

Ker(ρ) ⊃ G′. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî π(g1) = π(g2) âëå÷åò

ρ(g1) = ρ(g2) è ïîýòîìó îòîáðàæåíèå φ : G/G′ → k∗, çàäàííîå
ôîðìóëîé

φ(x) = ρ(π−1(x))

êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-

ìîì (ò.å. îäíîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

π(x̄) = x è π(ȳ) = y. Òîãäà π(x̄ȳ) = xy è

φ(xy) = ρ(x̄ȳ) = ρ(x̄)ρ(ȳ) = φ(x)φ(y).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà ÷èñëî åå ðàç-

ëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíî [G :

G′].

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé G ðàâíî

÷èñëó îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé G/G′. Ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà ÿâ-

ëÿåòñÿ àáåëåâîé è (äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) ÷èñëî

åå îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíî åå ïîðÿäêó.

Ïðèìåð. Ëþáîå îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòîé (íåàáåëå-

âîé) ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

Sn èìååò ðîâíî äâà îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ (ïðè char(k) 6=
2): òðèâèàëüíîå è sgn : Sn → {±1} ⊂ k∗.
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Âïîëíå ïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (V, φ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Åñëè

ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé èíâàðèàíòíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ V1 è V2, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå φ åñòü

ïðÿìàÿ ñóììà ïðåäñòàâëåíèé φ|V1 è φ|V2. Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ

φ = φ|V1 ⊕ φ|V2.

Åñëè ìû âûáåðåì áàçèñû e1, . . . , em ∈ V1 è em+1, . . . , en ∈
V2, òî â ìàòðè÷íîé çàïèñè ìàòðèöû φ(g) èìåþò áëî÷íî-

äèàãîíàëüíûé âèä (
A1 0

0 A2

)
ãäå Ai � ìàòðèöà φVi(g) â ñîîòâåòñòâóþùåì áàçèñå.

Ïðèìåð. Ïåðåñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ρperm : Sn → GL(V ),

dimV = n ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿ-

ìóþ ñóììó: èìåþòñÿ èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà 〈
∑
ei〉 è

{
∑
λiei |

∑
λi = 0} è âñå ïðîñòðàíñòâî V � ïðÿìàÿ ñóììà ýòèõ

ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäñòàâëåíèå (V, φ) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðè-

âîäèìûì, åñëè äëÿ êàæäîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

W ⊂ V ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ′ ⊂ V

òàêîå, ÷òî φ = φ|W ⊕ φ|W ′.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âïîëíå ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿ-

åòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåïðèâîäèìûõ.
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Òåîðåìà (òåîðåìà Ìàøêå). ∗ Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è

ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k èëè ðàâíà íóëþ èëè íå äåëèò

ïîðÿäîê ãðóïïû. Òîãäà ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â âåê-

òîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä k âïîëíå ïðèâîäèìî.

Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó òîëüêî â ñëó÷àå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ

÷èñåë C. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì èç

ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ýðìèòîâîé

ôîðìîé 〈·, ·〉. Ïðåäñòàâëåíèå φ : G → GL(V ) íàçûâàåòñÿ óíè-

òàðíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G îïåðàòîð φ(g) óíè-

òàðåí, ò.å.

〈φ(g)(x), φ(g)(y)〉 = 〈x, y〉 ∀x, y ∈ V.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ïî-

íÿòèå îðòîãîíàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ëåììà. Óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäè-

ìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (V, φ) � óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû G è ïóñòü W ⊂ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïðîâåðèì, ÷òî åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W⊥ ⊂ V òàêæå

èíâàðèàíòíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ W⊥. Òîãäà 〈x, y〉 = 0

∗Heinrich Maschke � íåìåöêèé ìàòåìàòèê (1853 � 1908)
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∀y ∈ W . Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî W èíâàðèàíòíî, òî äëÿ

∀y ∈ W âåêòîð z := φ(g)(y) òàêæå ñîäåðæèòñÿ â W ∀g ∈ G.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀z ∈ W ∀g ∈ G èìååì

0 = 〈x, φ(g)−1(z)〉 = 〈φ(g)(x), φ(g) ◦ φ(g)−1(z)〉,

ò.å. φ(g)(x) ∈ W⊥. Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâî W⊥ ⊂ V

èíâàðèàíòíî. Òàê êàê V = W ⊕W⊥, òî ýòî äîêàçûâàåò óòâåð-

æäåíèå.

Ëåììà. Ïóñòü φ : G → GL(V ) � êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå

êîíå÷íîé ãðóïïû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýðìèòîâà ôîðìà 〈·, ·〉 íà
V òàêàÿ, ÷òî φ óíèòàðíî îòíîñèòåëüíî ýòîé ôîðìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( , ) � ëþáàÿ ýðìèòîâà ôîðìà íà V .

Ïîëîæèì

〈x, y〉 =
1

|G|
∑
h∈G

(φ(h)(x), φ(h)(y)).

Ïðîâåðÿåì, ÷òî 〈·, ·〉 � ýðìèòîâà ôîðìà íà V :

〈x1 + x2, y〉 =
1

|G|
∑
h∈G

(
φ(h)(x1 + x2), φ(h)(y)

)
=

=
1

|G|
∑
h∈G

((
φ(h)(x1), φ(h)(y)

)
+
(
φ(h)(x2), φ(h)(y)

))
=

=
1

|G|
∑
h∈G

(
φ(h)(x1), φ(h)(y)

)
+

1

|G|
∑
h∈G

(
φ(h)(x2), φ(h)(y)

)
=

= 〈x1, y〉 + 〈x2, y〉,
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〈λx, y〉 =
1

|G|
∑
h∈G

(φ(h)(λx), φ(h)(y)) =

=
1

|G|
∑
h∈G

λ(φ(h)(x), φ(h)(y)) = λ〈x, y〉,

〈y, x〉 =
1

|G|
∑
h∈G

(φ(h)(y), φ(h)(x)) =

=
1

|G|
∑
h∈G

(φ(h)(x), φ(h)(y)) = 〈x, y〉.

Òàê êàê (φ(h)(x), φ(h)(x)) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ G, òî

〈x, x〉 =
1

|G|
∑
h∈G

(φ(h)(x), φ(h)(x)) ≥ 0.

Áîëåå òîãî, ðàâåíñòâî 〈x, x〉 = 0 âëå÷åò (φ(h)(x), φ(h)(x)) = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, x = 0.

Íàêîíåö, ïðîâåðèì óíèòàðíîñòü îïåðàòîðîâ φ(g) îòíîñè-

òåëüíîé íîâîé ýðìèòîâîé ôîðìû:

〈φ(g)(x), φ(g)(y)〉 =
1

|G|
∑
h∈G

(φ(h)(φ(g)(x)), φ(h)(φ(g)(y))) =

=
1

|G|
∑
h∈G

(φ(hg)(x), φ(hg)(y)) =
1

|G|
∑
s∈G

(φ(s)(x), φ(s)(y)) =

= 〈x, y〉.
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Çàìå÷àíèå. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ñ

çàìåíîé ñëîâà �óíèòàðíîå� íà �îðòîãîíàëüíîå�, ïîëó÷èì äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàøêå äëÿ ñëó÷àÿ k = R.

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû

Ìàøêå íåëüçÿ îñëàáèòü.

Ïðèìåðû. (1) Áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G = Z èìå-

åò ïðåäñòàâëåíèå

φ : Z −→ GL2(k), n 7−→
(

1 n

0 1

)
.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì: îäíî-

ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ïåðâûì áàçèñíûì

âåêòîðîì, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, íî íå èìååò èíâàðè-

àíòíîãî ïðÿìîãî äîïîëíåíèÿ.

(2) Àíàëîãè÷íî, íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ïðåäñòàâ-

ëåíèå

φ : Zp −→ GL2(k), n 7−→
(

1 n

0 1

)
íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì.

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé.
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Ïðèìåðû. Ïóñòü (V, φ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.

(1) Ïóñòü V ∨ � äâîéñòâåííîå ê V ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèîíàëîâ). Ïðåäñòàâëåíèå (V ∨, φ∨)

φ∨(g)(f ) = f ◦ φ(g)−1, f ∈ V ∨

íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ìàòðèöåé

îïåðàòîðà φ∨(g) â äâîéñòâåííîì áàçèñå áóäåò òðàíñïîíè-

ðîâàííàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà φ(g)−1.

(2) Ïóñòü ϕ : G1 → G � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà êîìïî-

çèöèÿ (V, φ ◦ ϕ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì G1. Â ÷àñòíî-

ñòè, åñëè G1 = G, òî (V, φ ◦ ϕ) � ïðåäñòàâëåíèå G. Åñëè

ϕ : G → G âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì, òî ïðåäñòàâëåíèÿ

(V, φ) è (V, φ ◦ ϕ) èçîìîðôíû.

(3) Êîìïîçèöèÿ ñ îïðåäåëèòåëåì det ◦φ : G → k∗ ÿâëÿåòñÿ
îäíîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì G.
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19 Õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ φ : G → GL(V )

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

χφ : G→ k, g 7−→ Trφ(g),

ãäå Tr A � ñëåä îïåðàòîðà A .

Ïðåäëîæåíèå (ñâîéñòâà õàðàêòåðîâ). Ïóñòü (V, φ) � ïðåä-

ñòàâëåíèå ãðóïïû G íàä ïîëåì k. Òîãäà

(1) χφ(1) = dimV ;

(2) χφ(hgh−1) = χφ(g) ∀h, g ∈ G;

(3) åñëè ãðóïïà G êîíå÷íà è k = C, òî χφ(g−1) = χφ(g) ∀g ∈
G.

Ïóñòü (V1, φ1) è (V2, φ2)� äâà ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé è òîé æå

ãðóïïû G.

(4) χφ1⊕φ2 = χφ1 + χφ2.

(5) Åñëè ïðåäñòàâëåíèÿ φ1 è φ2 èçîìîðôíû, òî χφ1 = χφ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (1) î÷åâèäíî, à (2) ñëåäóåò èç

ñîîòíîøåíèÿ

χφ(hgh−1) = Trφ(hgh−1) = Tr
(
φ(h)φ(g)φ(h)−1

)
= Trφ(g) = χφ(g).

165



Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3) çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà g ∈ G ïî-

ðÿäêà m ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ(g) äåëèò tm− 1.

Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, îïåðàòîð φ(g) äèàãîíàëèçèðóåì: ñóùåñòâóåò áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ìàòðèöà φ(g) èìååò äèàãîíàëüíûé

âèä ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ε1, . . . , εn � êîðíÿìè ñòåïåíè

m èç 1. Ïîýòîìó

χφ(g−1) = Trφ(g−1) =
∑

ε−1
i =

∑
εi = Trφ(g) = χφ(g).

Óòâåðæäåíèå (4) ñëåäóåò èç ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ φ1⊕φ2.

Íàêîíåö, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5) çàïèøåì φ2(g) = T−1φ1(g)T

(äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû T ). Îòñþäà

χφ2(g) = Trφ2(g) = Tr
(
T−1φ1(g)T

)
= Trφ1(g) = χφ1(g).

Íàïîìíèì, ÷òî ãîìîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèÿ (V, φ) â ïðåä-

ñòàâëåíèå (W,ψ) � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå π : V → W òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G äèàãðàììà

V
π //

φ(g)
��

W
ψ(g)

��

V
π //W

êîììóòàòèâíà (ò.å. ψ(g) ◦ π = π ◦ φ(g)).

Òåîðåìà (ëåììà Øóðà). ∗ Ïóñòü (V, φ) è (W,ψ) � íåïðè-

∗Issai Schur � íåìåöêèé è èçðàèëüñêèé ìàòåìàòèê (1875 � 1941)
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âîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G è ïóñòü π :

(V, φ)→ (W,ψ) � ãîìîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé.

(1) Åñëè φ 6' ψ, òî π = 0.

(2) Åñëè φ ' ψ è π 6= 0, òî π � èçîìîðôèçì.

(3) Áîëåå òîãî, åñëè V = W è φ = ψ, òî π = λE .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì K := Ker(π). Äîêàæåì, ÷òî ïîä-

ïðîñòðàíñòâî K ⊂ V èíâàðèàíòíî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà φ(g).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ K. Òîãäà π(x) = 0 è

0 = ψ(g) ◦ π(x) = π ◦ φ(g)(x) = π(φ(g)(x)),

ò.å. φ(g)(x) ∈ K.

Åñëè K = V , òî π = 0 è âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

K 6= V . Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå φ íåïðèâîäèìî, òî K = {0},
ò.å. îòîáðàæåíèå π èíúåêòèâíî. Ïîëîæèì U := π(V ). Äîêàæåì,

÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ W èíâàðèàíòíî äëÿ ëþáîãî îïåðà-

òîðà ψ(g). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y ∈ U . Òîãäà y = π(x) äëÿ

íåêîòîðîãî x ∈ V . Èìååì

ψ(g)(y) = ψ(g) ◦ π(x) = π ◦ φ(g)(x) = π(x′), x′ := φ(g)(x).

Òàêèì îáðàçîì, ψ(g)(y) ∈ U , ò.å. U èíâàðèàíòíî. Ïîñêîëüêó

ïðåäñòàâëåíèå ψ íåïðèâîäèìî è U 6= {0}, òî U = W , ò.å. π �

èçîìîðôèçì. Ýòî äîêàçûâàåò (1) è (2).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3) ïîëîæèì π′ := π − λE , ãäå λ � ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà π. Çàìåòèì, ÷òî ýòî íîâîå π′ óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ψ(g) ◦π′ = π′ ◦φ(g) òåîðåìû. Ïðèìåíèì (2)

ê π′. Òàê êàê π′ � íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî π′ = 0.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà âñå ïðåäñòàâëåíèÿ � ýòî êîì-

ïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ãðóï-

ïû G.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (V, φ) è (W,ψ) � íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G è ïóñòü π : V → W � ëþáîå

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

π′ : V → W çàäàííîå ôîðìóëîé

π′ =
1

|G|
∑
g∈G

ψ(g)πφ(g)−1.

(1) Åñëè φ 6' ψ, òî π′ = 0.

(2) Åñëè V = W è φ = ψ, òî π′ = λE , ãäå λ = Tr(π)/ dimV .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ëåììó Øóðà ê

π′ ñðàâíèì îòîáðàæåíèÿ ψ(h) ◦ π′ è π′ ◦ φ(h), h ∈ G:

ψ(h) ◦ π′ =
1

|G|
∑
g∈G

ψ(h)ψ(g)πφ(g)−1 =
1

|G|
∑
g∈G

ψ(hg)πφ(g)−1,
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π′◦φ(h) =
1

|G|
∑
g∈G

ψ(g)πφ(g)−1φ(h) =
1

|G|
∑
g∈G

ψ(g)πφ(h−1g)−1 =

=
1

|G|
∑
s∈G

ψ(hs)πφ(s)−1.

Òàêèì îáðàçîì,

ψ(h) ◦ π′ = π′ ◦ φ(h)

è ïî ëåììå Øóðà ìû èìååì (1) è óòâåðæäåíèå π′ = λE â (2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ çàïèøåì

λ dimV = Tr(λE ) = Tr(π′) =
1

|G|
∑
g∈G

Tr
(
φ(g)πφ(g)−1

)
= Tr(π).

Ñëåäñòâèå (ìàòðè÷íàÿ ôîðìà). Ïóñòü φ : G → GLn(C) è

ψ : G → GLm(C) � íåïðèâîäèìûå ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

êîíå÷íîé ãðóïïû G. Çàïèøåì:

φ(g) = (bi,j(g)), ψ(g) = (ai,j(g)).

Òîãäà åñëè φ 6' ψ, òî

(∗)
∑
g∈G

ai,i0(g)bj0,j(g
−1) = 0

Åñëè æå φ = ψ, n = m, bi,j(g) = ai,j(g), òî

(∗∗) 1

|G|
∑
g∈G

ai,i0(g)aj0,j(g
−1) =

δi,jδi0,j0
n

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå ê îòîáðà-

æåíèþ π : Cn → Cm, êîòîðîå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé C = (ci,j),

ãäå

ci,j =

{
1 åñëè i = i0, j = j0,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà π′, çàäàåòñÿ ìàòðèöåé C ′ = (c′i,j), ãäå

c′i,j =
1

|G|
∑
g∈G

∑
k, l

ai,k(g)ck,lbl,j(g
−1) =

∑
g∈G

ai,i0(g)bj0,j(g
−1).

Åñëè φ 6' ψ, òî c′i,j = 0 è ìû ïîëó÷àåì (*) ïî ïðåäûäóùåìó

ñëåäñòâèþ. Â ñëó÷àå bi,j(g) = ai,j(g) ìàòðèöà C ′ äîëæíà áûòü

ñêàëÿðíîé, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ýëåìåíòû

Tr(π)

dimV
=
δi0,j0
n
.

Ýòî è äîêàçûâàåò (**).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : G → k íàçûâàåòñÿ öåíòðàëü-

íîé, åñëè îíà ïîñòîÿííà íà êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ:

f (hgh−1) = f (g) ∀h, g ∈ G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(G) ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðàëüíûõ ôóíê-

öèé íà G ñî çíà÷åíèÿìè â C. ßñíî, ÷òî X(G) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-

íûì ïðîñòðàíñòâîì íàä C, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà ÷èñëó
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êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â G. Õàðàêòåðû ïðåäñòàâëå-

íèé ëåæàò â X(G). Äëÿ f1 f2 ∈ X(G) ïîëîæèì

(f1, f2) =
1

|G|
∑
g∈G

f1(g)f2(g).

Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ( , ) � ýðìèòîâà ôîðìà íà X(G).

Òåîðåìà (ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè). Ïóñòü (V, φ) è

(W,ψ) � íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G. Òî-

ãäà

(χψ, χφ) =

{
1 åñëè φ ' ψ,

0 åñëè φ 6' ψ.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â X(G). Ïîçäíåå ìû

ïîêàæåì, ÷òî îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â X(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèÿ â ìàòðè÷íîì âèäå:

φ(g) = (bi,j(g)), ψ(g) = (ai,j(g)). Òîãäà χφ(g) =
∑

i bi,j(g),

χψ(g) =
∑

i ai,j(g). Åñëè φ 6' ψ, òî ñîîòíîøåíèå (*) äëÿ i0 = i,

j0 = j äàåò íàì

0 =
∑
g∈G

∑
i,j

ai,i(g)bj,j(g
−1) =

∑
g∈G

(∑
i

ai,i(g)

)∑
j

bj,j(g
−1)

 =

=
∑
g∈G

χψ(g)χφ(g−1) = |G| (χψ, χφ).
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Ïóñòü φ = ψ. Âîñïîëüçóåìñÿ (**) äëÿ i0 = i, j0 = j:

1 =
∑
i,j

δi,j
dimV

=
1

|G|
∑
g∈G

∑
i,j

ai,i(g)aj,j(g
−1) =

=
1

|G|
∑
g∈G

(∑
i

ai,i(g)

)∑
j

aj,j(g
−1)

 =

=
1

|G|
∑
g∈G

(χφ(g), χφ(g−1)) = (χφ, χφ).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (V, φ) � ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G

è ïóñòü

φ =
⊕
i

miφi

� åãî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ,

ãäå mi � êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ φi â ýòó ñóììó. Òîãäà

(χφ, χφj) = mj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê χφ =
∑
miχφi, òî

(χφ, χφj) =

(∑
i

miχφi, χφj

)
=
∑
i

mi(χφi, χφj) = mj.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (V, φ) è (V ′, φ′) � ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé

ãðóïïû G. Òîãäà

(V, φ) ' (V ′, φ′) ⇐⇒ χφ = χφ′.

Çàäà÷à. Íàéäèòå óñëîâèå ïðè êîòîðîì ïðåäñòàâëåíèå è äâîé-

ñòâåííîå ê íåìó ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû èçîìîðôíû.

Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, êîãäà îíè íå èçîìîðôíû.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (V, φ) � ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû

G. Òîãäà ÷èñëî è êðàòíîñòè ïðåäñòàâëåíèé â ðàçëîæåíèè φ

â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçëî-

æåíèÿ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (V, φ) � ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G

è ïóñòü

φ =
⊕
i

miφi

� åãî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ.

Òîãäà

(χφ, χφ) =
∑
j

m2
j .

Â ÷àñòíîñòè, φ íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(χφ, χφ) = 1.

Òåîðåìà. Ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå φi ïîÿâëÿåò-

ñÿ â ðàçëîæåíèè ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðÿìóþ ñóììó
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íåïðèâîäèìûõ

ρreg =
⊕
i

miφi,

ïðè÷åì êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ φi â ρreg ðàâíà åãî ñòåïåíè:

mi = deg φi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ âñå ìàòðèöû ρreg(g) èìåþò íóëè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè

ïðè g 6= 1. Ïîýòîìó

χρreg =

{
0 åñëè g 6= 1,

|G| åñëè g = 1.

è, òàêèì îáðàçîì,

(χρreg, χφi) =
1

|G|
· |G| deg φi = deg φi.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû êîíå÷íî.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïóñòü φ1, . . . , φr �

âñå åå ðàçëè÷íûå (ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå) íåïðèâîäèìûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ. Òîãäà

|G| =
∑
i

(deg φi)
2.
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Òåîðåìà. ×èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû G ðàâíî ÷èñëó åå êëàññîâ ñîïðÿ-

æåííûõ ýëåìåíòîâ.

Ëåììà. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïóñòü f : G→ C � öåí-

òðàëüíàÿ ôóíêöèÿ è ïóñòü (V, φ) � íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå

G. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

π :=
∑
g∈G

f (g)φ(g).

Åñëè ïðåäñòàâëåíèå φ íåïðèâîäèìî, òî π = λE , ãäå

λ =
(χφ, f ) · |G|

dimV
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèì îòîáðàæåíèÿ φ(h) ◦π è π ◦φ(h), h ∈
G:

φ(h) ◦ π =
∑
g∈G

f (g)φ(h)φ(g) =
∑
g∈G

f (g)φ(hg),

π ◦ φ(h) =
∑
g∈G

f (g)φ(g)φ(h) =
∑
g∈G

f (g)φ(gh),

Ïîëîæèì g′ := h−1gh. Òîãäà g = hg′h−1 è ïîýòîìó

π ◦ φ(h) =
∑
g∈G

f (hg′h−1)φ(hg′) =
∑
g′∈G

f (g′)φ(hg′) = φ(h) ◦ π.
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Ïî ëåììå Øóðà π = λE . Íàêîíåö,

λ dimV = Tr(λE ) = Tr(π) =
∑
g∈G

f (g) Tr(φ(g)) = |G| · (χφ, f ).

Ïðåäëîæåíèå. Õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êî-

íå÷íîé ãðóïïû G îáðàçóþò (îðòîíîðìèðîâàííûé) áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà X(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ1, . . . , φr � âñå íåïðèâîäèìûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ G, χ1, . . . , χr � èõ õàðàêòåðû è ïóñòü f ∈ X(G).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (χi, f ) = 0 äëÿ âñåõ i. Äëÿ φi è äëÿ ρreg

ðàññìîòðèì îïåðàòîðû êàê â ëåììå:

πi :=
∑
g∈G

f (g)φi(g), πreg :=
∑
g∈G

f (g)ρreg(g).

Ïî ëåììå è íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ πi = 0. Òàê êàê ρreg =∑
miφi, ãäå mi = deg φi, òî

πreg =
∑
g∈G

f (g)

(∑
i

miφi

)
=
∑

miπi = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

πreg(e1) =
∑
g∈G

f (g)ρreg(g)(e1) =
∑
g∈G

f (g)eg.

Ñëåäîâàòåëüíî, f = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ è òîãî,

÷òî dimX(G) = |G|.

Î÷åíü âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êîíå÷íîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ åå

òàáëèöà õàðàêòåðîâ � êâàäðàòíàÿ òàáëèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñî-

îòâåòñòâóþò êëàññàì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, à ñòðîêè � ðàç-

ëè÷íûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Ýëåìåíòû òàáëèöû �

çíà÷åíèÿ õàðàêòåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé íà êëàñ-

ñàõ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð. Íàéäåì âñå íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q8 è ïîñòðîèì åå òàáëèöó õàðàêòå-

ðîâ. Òàê êàê Q′8 = {±1} è Q8 /Q′8 ' {±1}×{±1}, òî Q8 èìååò

ðîâíî ÷åòûðå îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Îíè çàäàþòñÿ ñëåäó-

þùåé òàáëèöåé
±1 ± i ± j ±k

φ0 1 1 1 1

φ1 1 −1 1 −1

φ2 1 1 −1 −1

φ3 1 −1 −1 1

Òàê êàê 8 = 12 + 12 + 12 + 12 + 22 � åäèíñòâåííî âîçìîæíîå

ðàçëîæåíèå ïîðÿäêà ãðóïïû â ñóììó êâàäðàòîâ, èç êîòîðûõ

ðîâíî ÷åòûðå ðàâíû 1, òî èìååòñÿ ðîâíî îäíî íåïðèâîäèìîå

ïðåäñòàâëåíèå φ ðàçìåðíîñòè 2 (è íåò ïðåäñòàâëåíèé âûñøåé
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ðàçìåðíîñòè). Ïðåäñòàâëåíèå φ � ýòî ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå

Q8 ↪→ GL2(C), ôèãóðèðóþùåå â îïðåäåëåíèè ãðóïïû Q8. Òàá-

ëèöà õàðàêòåðîâ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{1} {−1} {i,− i} {j,− j} {k,−k}

φ0 1 1 1 1 1

φ1 1 1 −1 1 −1

φ2 1 1 1 −1 −1

φ3 1 1 −1 −1 1

φ 2 −2 0 0 0

Çàäà÷à. Äëÿ ïåðåñòàíîâî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (V, ρperm) ñèì-

ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn èìååì

χρperm(σ) = |{i | σ(i) = i}|

(÷èñëî íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ïîäñòàíîâêè). Âûâåñòè îòñþäà,

÷òî ρperm � ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé:

ρperm = 1 ⊕ ρ′perm, ãäå 1 îáîçíà÷àåò îäíîìåðíîå òðèâèàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå íà 〈
∑
ei〉, à ρ′perm � íåïðèâîäèìîå (n− 1)-ìåðíîå

ïðåäñòàâëåíèå â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè.

Äëÿ n = 3 ïðåäñòàâëåíèå ρ′perm � ïðåäñòàâëåíèå âîçíèêàþ-

ùåå èç èçîìîðôèçìà ìåæäó S3 è ãðóïïîé äèýäðà D3 ⊂ O3(R),

à ïðè n = 4 ïðåäñòàâëåíèå ρ′perm � ïðåäñòàâëåíèå âîçíèêàþùåå

èç èçîìîðôèçìà ìåæäó S4 è ãðóïïîé äâèæåíèé òåòðàýäðà.
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Ïðèìåð. Íàéäåì âñå íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S4 è ïîñòðîèì åå òàáëèöó õàðàêòå-

ðîâ. Ñîãëàñíî ïîñëåäíåé òåîðåìå èõ ðîâíî ïÿòü. Òàê êàê S′4 =

A4 è [S4 : A4] = 2, òî äâà ïðåäñòàâëåíèÿ 1 è sgn (çíàê ïîäñòàíîâ-

êè) èñ÷åðïûâàþò âñå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Òðåõìåðíîå

ïðåäñòàâëåíèå ρ′perm íåïðèâîäèìî (ñì. âûøå). Ïîýòîìó íåïðèâî-

äèìî òàêæå è ïðåäñòàâëåíèå sgn ·ρ′perm. Ýòè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

íå èçîìîðôíû: îïðåäåëèòåëè ρ′perm(σ) è sgn(σ) ·ρ′perm(σ) ðàçëè÷-

íû äëÿ íå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê σ. Îòìåòèì, ÷òî sgn(σ) · ρ′perm(σ)

� ïðåäñòàâëåíèå âîçíèêàþùåå èç èçîìîðôèçìà ìåæäó S4 è

ãðóïïîé ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé êóáà. Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ñóì-

ìà êâàäðàòîâ ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé

ãðóïïû ðàâíà åå ïîðÿäêó, òî îñòàâøååñÿ íåïðèâîäèìîå ïðåä-

ñòàâëåíèå äâóìåðíî. Îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

φ2 : S4
π−→ S4 /V4 ' S3

ρ′perm−→ GL2(C).

Òàáëèöà õàðàêòåðîâ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) {(i, j)(k, l)} {(i, j, k)} {(i, j)} {(i, j, k, l)}

1 1 1 1 1 1

sgn 1 1 1 −1 −1

φ2 2 2 −1 0 0

ρ′perm 3 −1 0 1 −1

sgn ·ρ′perm 3 −1 0 −1 1
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Çàäà÷à. Îïèøèòå âñå íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ ãðóïïû äèýäðà Dn.
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