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4 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Íàïîìíèì, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Çàðèññêîãî TP,X â òî÷êå
P ê ìíîãîîáðàçèþ X îïðåäåëÿåòñÿ êàê TP,X = (mP,X/m

2
P,X)

∨. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ OP,X îïðåäåëÿåò ýëåìåíò dPf ∈ T∨

P,X .
Îäíîìåðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ϕ íà X íàçûâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèå ϕ : X → ∪P∈XT∨

P,X òàêîå, ÷òî

• ϕ(P ) ∈ T∨
P,X ∀P ∈ X;

• äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü P ∈ U ⊂ X
òàêàÿ, ÷òî ϕ|U =

∑
gidfi, fi, gi ∈ k[U ].

Àíàëîãè÷íî, r-ìåðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ϕ íà X íàçûâà-
åòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ : X → ∪P∈X ∧r T∨

P,X òàêîå, ÷òî

• ϕ(P ) ∈ ∧rT∨
P,X ∀P ∈ X;

• äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü P ∈ U ⊂ X
òàêàÿ, ÷òî ϕ|U =

∑
gi1,...,irdfi1 ∧ · · · ∧ dfir , fik, gi1,...,ir ∈ k[U ].
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Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà X îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Ωr[X]. ßñíî, ÷òî Ωr[X] � ìîäóëü íàä k[X] è ñîïîñòàâëåíèå
U 7−→ Ωr[U ] ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì OX-ìîäóëåé. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå
åñòåñòâåííûå îïåðàöèè:

Ωr[X]× Ωs[X] −→ Ωr+s[X], (ϕr, ϕs) 7−→ ϕr ∧ ϕs

d : Ωr[X] −→ Ωr+1[X], ϕ 7−→ dϕ =
∑

dgi1,...,ir ∧ dfi1 ∧ · · · ∧ dfir

Ïðèìåð. Ïóñòü X = An
x1,...,xn

. Òîãäà TP,X ' An, dxi1 ∧ · · · ∧ dxir
îáðàçóþò áàçèñ Ωr[X] íàä k[X].

Ïðèìåð. Ïóñòü X = Pnx0,x1,...,xn. Ðàññìîòðèì àôôèííóþ êàðòó U0 =

{x0 6= 0} ñ êîîðäèíàòàìè yi = xi/x0. Ïóñòü ϕ ∈ Ω1[Pn]. Çàïèøåì
ϕ =

∑
ϕidyi, ϕi ∈ k[U0]. Ðàññìîòðèì àôôèííóþ êàðòó Uj = {xj 6= 0}

ñ êîîðäèíàòàìè zi = xi/xj. Òîãäà 1/yj =: zj è zi = yi/yj i 6= j. Òàêèì
îáðàçîì, yj = 1/zj è yi = zi/zj i 6= j. Îòñþäà

ϕ =
∑
i6=j
ϕi(z)

zjdzi−zidzj
z2j

− ϕj(z)
dzj
z2j

=

= 1
z2j

(
zj
∑
i6=j
ϕi(z)dzi − ϕj(z)(1−

∑
i6=j
zi)dzj

)
Ýòà ôîðìà ðåãóëÿðíà ⇐⇒ ϕj = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü P ∈ X � íåîñîáàÿ òî÷êà è dimX = n.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ àôôèííàÿ îêðåñòíîñòü P ∈ U ⊂ X, ÷òî
Ωr[U ] � ñâîáîäíûé k[U ]-ìîäóëü ðàíãà

(
n
r

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ r = 1. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X
àôôèííî. Ïóñòü f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xN ] ïîðîæäàþò èäåàë X ⊂
AN . Òîãäà

rk

∥∥∥∥ ∂fi∂xj
(P )

∥∥∥∥ = N − n.
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Èìååì òàêæå
N∑
j=1

∂fi
∂xj

dxj = 0, i = 1, . . . ,m.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1, . . . , xn � ñèñòåìà ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
Òîãäà âñå dxj ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç dx1, . . . , dxn ñ êîýôôèöèåíòàìè
� ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè, ðåãóëÿðíûìè â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè P . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ϕ ∈ Ω[U ] ìû ìîæåì íàïèñàòü

ϕ =
n∑
i=1

ϕidxi, ϕi ∈ k[U ].

ßñíî, ÷òî dPx1, . . . , dPxn ëèíåéíî íåçàâèñèìû â P .

Ðàöèîíàëüíîé r-ìåðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé íà X íàçû-
âàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàð (U,ϕ), ãäå U ⊂ X � îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî, à ϕ ∈ Ωr[U ]. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî (U,ϕ) ∼ (U ′, ϕ′), åñ-
ëè ϕ|U∩U ′ = ϕ′|U∩U ′. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå äèôôåðåíöè-
àëüíàÿ ôîðìà îáðàùàåòñÿ â íóëü çàìêíóòî, òî ýòî îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè êîððåêòíî. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ r-ìåðíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà X ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ωr(X).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü dimX = n. Òîãäà Ωr(X) � âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä k(X) ðàçìåðíîñòè

(
n
r

)
. Áàçèñîì Ωr(X) íàä k(X) ÿâ-

ëÿþòñÿ ôîðìû dxi1 ∧ · · · ∧ dxir, i1 < · · · < ir, ãäå x1, . . . , xn � ñåïà-
ðàáåëüíûé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè k(X)/k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ⊂ AN
y1,...,yN

àôôèííî. Ëþ-
áîé ýëåìåíò y ∈ k(X) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ f(y, x1, . . . , xn) =
0, ñåïàðàáåëüíîìó ïî y. Â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì fi(yi, x1, . . . , xn) = 0.
Îòñþäà

∂fi
∂yi

dyi +
n∑
j=1

∂fi
∂xj

dxj = 0
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è ìû ìîæåì âûðàçèòü dyi ÷åðåç dxj. Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî U ⊂ X òàêîå, ÷òî dPxj ïîðîæäàþò T

∨
P,X â êàæäîé òî÷êå P ∈ U .

Ïîýòîìó dxj îáðàçóþò áàçèñ Ω
1[U ] íàä k[U ], à dxi1 ∧ · · · ∧ dxir îáðà-

çóþò áàçèñ Ωr[X] íàä k[U ].

Ïóñòü f : X → Y � ìîðôèçì è P ∈ X. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå dP : TP,X → Tf(P ),Y . Îíî èíäóöèðóåò îòîáðà-
æåíèå d∨P : T∨

f(P ),Y → T∨
P,X , êîòîðîå ñîãëàñîâàíî ñî âçÿòèåì äèôôå-

ðåíöèàëà è . Ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå

∧r(df)∨ = f ∗ : Ωr[Y ] → Ωr[X]

Åñëè æå f : X 99K Y � äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, òî
èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå f ∗ : Ωr(Y ) → Ωr(X).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f : X 99K Y � äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå îòîá-
ðàæåíèå è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå ïîëåé k(X)/k(Y ) ñåïà-
ðàáåëüíî ïîðîæäåíî. Òîãäà f ∗ : Ωr(Y ) → Ωr(X) � âëîæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xm � ñåïàðàáåëüíûé áàçèñ òðàíñöåí-
äåíòíîñòè k(X)/k(Y ) è ïóñòü y1, . . . , yn � ñåïàðàáåëüíûé áàçèñ òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè k(Y )/k. Òîãäà x1, . . . , xm, y1, . . . , yn � ñåïàðàáåëüíûé
áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè k(X)/k. Ïóñòü ϕ ∈ Ωr(Y ). Çàïèøåì

ϕ =
∑

ϕi1,...,irdyi1 ∧ · · · ∧ dyir

f ∗ϕ =
∑

f ∗ϕi1,...,irdf
∗yi1 ∧ · · · ∧ df ∗yir

Òàê êàê f ∗yi1, . . . , f
∗yin � ÷àñòü ñåïàðàáåëüíîãî áàçèñà òðàíñöåíäåíò-

íîñòè x1, . . . , xm, y1, . . . , yn, òî ýëåìåíòû df ∗yi1 ∧ · · · ∧ df ∗yir ñîñòàâ-
ëÿþò ÷àñòü áàçèñà Ωr(X) íàä k(X). Ïîýòîìó f ∗ϕ = 0 ⇐⇒ f ∗ϕi1,...,ir
⇐⇒ ϕi1,...,ir ⇐⇒ ϕ = 0.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìîðôèçì f : A1 → A1, t 7→ tp íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè p. Òîãäà f ∗dt = dtp = pdtp−1 = 0.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü f : X 99K Y � äîìèíàíòíîå ðàöèîíàëüíîå îòîá-
ðàæåíèå íåîñîáûõ ìíîãîîáðàçèé è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y ïðîåêòèâ-
íî. Òîãäà f ∗Ωr[Y ] ⊂ Ωr[X].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ Ωr[Y ]. Äëÿ çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà
Z ⊂ X, codimZ ≥ 2 îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f íà U := X \ Z
ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, f ∗ϕ ∈ Ωr[U ]. Ïóñòü P ∈ Z. Â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè P ∈ V ⊂ X èìååì

ϕ =
∑

ϕi1,...,irdyi1 ∧ · · · ∧ dyir

Ôóíêöèè ϕi1,...,ir íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè â òî÷êàõ U∩V , ÷òî íåâîç-
ìîæíî.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè íåîñîáûå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ X è Y áè-
ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû, òî Ωr[X] ' Ωr[Y ].

5 Ãðàäóèðîâàííûå êîëüöà

Òåîðåìà 3. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê R0-àëãåáðà;

(2) èäåàë R+ êîíå÷íî ïîðîæäåí êàê R-ìîäóëü;

(3) êîëüöî R í¼òåðîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (3) =⇒ (2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ í¼òåðîâîãî
êîëüöà.

(1) =⇒ (3) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå.
(2) =⇒ (1). Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R+ � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ êàê

R-ìîäóëÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû � îäíîðîäíûå. Òîãäà
a0 = 1, a1, . . . , an ∈ R � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ êàê R0-àëãåáðû.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b ∈ R. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ýëåìåíò îä-
íîðîäíûé ñòåïåíè d è d > 0. Èíäóêöèåé ïî d äîêàçûâàåì, ÷òî b
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a0 = 1, a1, . . . , an. Ïóñòü ýòî âåðíî äëÿ ñòåïå-
íåé < d. Òàê êàê d > 0, òî b ∈ R+ è ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ
b =

∑n
i=1 aici, ci ∈ R. Òîãäà ýëåìåíòû c1, . . . , cn îäíîðîäíûå ñòåïåíåé

deg ci = d − deg ai < d. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíè âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç a0 = 1, a1, . . . , an.

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê k-
àëãåáðà. Òîãäà R � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ R � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ êàê
k-àëãåáðû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû � îäíîðîäíûå. Ëþ-
áîé ýëåìåíò b ∈ R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ âèäà
am1

1 · · · amn
n . Çàïèøåì mi = dqi + ri, 0 ≤ ri ≤ d− 1. Òîãäà

am1
1 · · · amn

n = (aq11 · · · aqnn )da
r1
1 · · · arnn .

Çàìå÷àåì, ÷òî (aq11 · · · aqnn )d ∈ R(d).

Òåîðåìà 4. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê k-àëãåáðà;

(2) êîëüöî R(d) êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê k-àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) =⇒ (2). Èìååì R+ � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé
R-ìîäóëü, à R � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-ìîäóëü. Ïîýòîìó R+ �
êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-ìîäóëü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì ðàç-
ëîæåíèå R+ = (R(d))+ ⊕ R′ (êàê R(d)-ìîäóëåé). Îòñþäà (R(d))+ �
êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-ìîäóëü.

(2) =⇒ (1). Äîêàæåì, ÷òî R � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-ìîäóëü.
Ïîëîæèì

R(d,k) :=
⊕

m≡k mod d

Rm.
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Òîãäà R(d,k) ÿâëÿåòñÿ R(d)-ìîäóëåì, R = ⊕d−1
k=0R

(d,k) è R(d,0) = R(d).
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî R(d,k) � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R(d)-ìîäóëü. Ýòî
î÷åâèäíî, åñëè R(d,k) = 0. Ïóñòü R(d,k) 6= 0 è ïóñòü 0 6= s ∈ R(d,k).
Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

φ := R(d,k) −→ R(d), c 7−→ c · sd−1.

Òàê êàê â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî φ èíúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî,
R(d,k) ' φ(R(d,k)) è φ(R(d,k)) � èäåàë â R(d). Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæå-
íèþ R(d) � í¼òåðîâî êîëüöî. Ñëåäîâàòåëüíî, R(d)-ìîäóëü R(d,k) êîíå÷-
íî ïîðîæäåí, à ïîýòîìó è R(d)-ìîäóëü R êîíå÷íî ïîðîæäåí.

Òåîðåìà 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê
k-àëãåáðà. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî d êîëüöî R(d) ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé
êîìïîíåíòîé ñòåïåíè 1.

Ëåììà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê
k-àëãåáðà. Òîãäà ñóùåñòâóþò d, n1 > 0 òàêèå, ÷òî ∀n > n1
〈Rd, Rn〉 = Rd+n. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî d > n1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , am ∈ R � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ êàê
k-àëãåáðû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû � îäíîðîäíûå. Ïîëî-
æèì di := deg ai, d := const · lcm(d1, . . . , dm), bi := ad/di. Òàêèì îáðà-
çîì, deg bi = d. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M := {ar11 · · · armm | 0 ≤ ri < d/di}.

Âîçüìåì n1 > degM . Äëÿ ëþáîãî n > n1 è äëÿ ëþáîãî f ∈ Rd+n ìû
ìîæåì çàïèñàòü

f =
∑

λl1,...,lma
l1
1 · · · almm .

Çàïèøåì li = (d/di)qi + ri, 0 ≤ ri < d/di. Òîãäà

al11 · · · almm = bq11 · · · bqmm a
r1
1 · · · armm
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ãäå ar11 · · · armm ∈ M è deg bq11 · · · bqmm = d
∑
qi. Òàê êàê deg ar11 · · · armm <

n1 < n < n + d, òî ëþáîé ÷ëåí al11 · · · almm ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
al11 · · · almm = bjcj, ãäå cj ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èíäóêöèåé ïî l äîêàçûâàåì, ÷òî
〈Rld, Rn〉 = R(l+1)d.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü κ := κ(R) ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû
α, δ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ m� 0 èìååì

αmκ ≤ dimRmδ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , aκ+1 ∈ R � àëãåáðàè÷åñêè íåçàâè-
ñèìûå ýëåìåíòû. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè îäíîðîäíûå îäíîé
ñòåïåíè δ. Äëÿ k1, . . . kκ+1 ∈ Z≥0 òàêèõ, ÷òî

∑
ki = δm ýëåìåíòû

ak11 · · · akκ+1

κ+1 ∈ Rδm ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó

dimRδm ≥ (δm+ κ)!

(δm)!κ!
=

1

κ!
(δm+ 1) · · · (δm+ κ) ≥ constmκ

ïðè m� 0.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì k[x, y] ñ ãðàäóèðîâêîé deg x = 1, deg y = 0
è ðàññìîòðèì ëþáóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ni. Ïóñòü
R ⊂ k[x, y] � ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè xk, xky, xky2,
. . . , xkynk . Òîãäà dimRk ≥ nk + 1.

6 Äèâèçîðû íà ïîâåðõíîñòè

Òåîðåìà 7 (òåîðåìà Õîäæà îá èíäåêñå). Ïóñòü A � îáèëüíûé äèâè-
çîð íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî äèâèçîðà
B ìû èìååì A ·B = 0, òî B2 ≤ 0 è B2 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà B ≡ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B2 > 0. Äëÿ n� 0 äèâèçîð nA+B îáèëåí.
Äèâèçîð mB ýôôåêòèâåí ïðè m � 0 òàê êàê B2 > 0. Íî òîãäà
mB ·nA = mB ·(nA+B) > 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, B2 ≤ 0.

Ïóñòü B2 = 0 è B 6≡ 0. Âîçüìåì äèâèçîð C òàêîé, ÷òî C ·B 6= 0.
Çàìåíÿÿ C íà C ′ = αC + βA ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C · A = 0. Òàêèì
îáðàçîì, A · (aB + C) = 0. Ïî äîêàçàííîìó âûøå 0 ≥ (aB + C)2 =
2aB · C + C2. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü A � äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X
òàêîé, ÷òî A2 > 0. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî äèâèçîðà B ìû èìååì
A ·B = 0, òî B2 ≤ 0 è B2 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ≡ 0.

Ëåììà 3. ÏóñòüM è F =
∑
αiFi � äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïîíåíò

íà ïîâåðõíîñòè Y òàêèå, ÷òî M ≥ 0, ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé ‖Fi ·
Fj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è (M + F ) · Fi ≤ 0 (ñîîòâåòñòâåííî
(M + F ) · Fi < 0) äëÿ âñåõ i. Òîãäà F ≥ 0 (ñîîòâåòñòâåííî αi > 0
äëÿ âñåõ i).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì F = F+ − F−, ãäå F+ è F− � ýôôåê-
òèâíûå äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïîíåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F− 6= 0.
Òîãäà (F−)

2 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, F− · Fi < 0 äëÿ íåêîòîðîé êîìïî-
íåíòû Fi ⊂ SuppF−. Îòñþäà

0 ≥ Fi · (M + F ) = Fi ·M + Fi · F+ − Fi · F− > 0.

Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå αi = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, òî Fi · (M +F ) ≥ 0.
Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8 (êðèòåðèé îáèëüíîñòè Íàêàè-Ìîéøåçîíà). Ïóñòü A �
äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X. Äèâèçîð A îáèëåí òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà A · C ≥ 0 äëÿ ëþáîé êðèâîé C è A2 > 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Äèâèçîð P íà íåîñîáîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðà-
çèè íàçûâàåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì, åñëè P · C ≥ 0 äëÿ ëþáîé
êðèâîé C.
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Íàïðèìåð, åñëè èìååòñÿ ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì f : X → Y íà
íåîñîáóþ êðèâóþ Y , òî ëþáîé ñõåìíûé ñëîé � ÷èñëåííî ýôôåêòèâ-
íûé, íî íå îáèëüíûé äèâèçîð.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü A � îáèëüíûé äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïî-
âåðõíîñòè X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà P
íà X äèâèçîð A+ P òàêæå îáèëåí.

Îïðåäåëåíèå 2. Äèâèçîð D íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X íàçû-
âàåòñÿ ïñåâäîýôôåêòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ýê-
âèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

(1) ñóùåñòâóåò îáèëüíûé äèâèçîð H òàêîé, ÷òî äèâèçîð D + εH
ýôôåêòèâåí äëÿ ëþáîãî ε > 0;

(2) D · A ≥ 0 äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà A íà X;

(3) D · A ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà A íà
X;

(4) êëàññ äèâèçîðà D ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ êîíóñà ýôôåê-
òèâíûõ äèâèçîðîâ (â ÷èñëåííîì ñìûñëå), ò.å. ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ D(n) òàêàÿ, ÷òî
lim
(
D(n) · C

)
= D · C äëÿ ëþáîé êðèâîé C.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñâîéñòâî ïñåâäîýôôåêòèâíîñòè äèâèçîðîâ Q-
Êàðòüå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ f ∗.

Ëåììà 4. Ïóñòü D 6= 0 � ïñåâäîýôôåêòèâíûé äèâèçîð è ïóñòü
C1, . . . , Cn � êðèâûå òàêèå, ÷òî D · Ci < 0. Òîãäà ìàòðèöà ïåðåñå-
÷åíèé ‖Ci ·Cj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ êðèâûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ‖Ci ·Cj‖ îòðèöàòåëüíî ïî-
ëóîïðåäåëåíà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò äèâèçîð
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R =
∑
λiCi òàêîé, ÷òî R

2 > 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî λi > 0 ∀i.
Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì R = R+ − R−, ãäå R+ è R− ýôôåêòèâíûå
äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïîíåíò. Òîãäà 0 < R2 = (R+)2+(R−)2−2R+ ·
R− ≤ (R+)2+(R−)2. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà h0(X,nR) ≥ R2n2+· · ·
äëÿ n � 0. Ïîýòîìó dim |nR| ≥ cR2n2 äëÿ n � 0. Çàïèøåì
|nR| = F + |M |, ãäå F = Fix |nR| è M 6= 0. Òîãäà M ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäåM ∼

∑
µiCi, µi ≥ 0 ∀i. Ïîýòîìó D ·M < 0. Òàê êàêM

ïîäâèæåí, òî îí ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, D ·M ≥ 0.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ‖Ci ·Cj‖ îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî R2 = 0 äëÿ R =

∑
λiCi 6= 0. Ñíîâà ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî λi > 0 ∀i. Äàëåå R ·Ci = 0 ∀i. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè R ·Ci 6= 0, òî
ïîëàãàÿ R′ = R+ tCi, ïîëó÷èì R

′2 = (R+ tCi)
2 = t(2R ·Ci+ tC2

i ) > 0
äëÿ íåêîòîðîãî 0 < |t| � 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå.
Òàêèì îáðàçîì, R ýôôåêòèâåí è R · Ci = 0 ∀i. Ïîýòîìó R ÷èñëåííî
ýôôåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, R ·D ≥ 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

7 Ðàçëîæåíèå Çàðèññêîãî

Òåîðåìà 9 ([Zar62], [Fuj79]). Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü
è ïóñòü D � ïñåâäîýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ýôôåêòèâíûé äèâèçîð N = N(D) =

∑
aiNi íà X òàêîé, ÷òî

(1) äèâèçîð P := D −N ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí;

(2) N = 0 èëè ìàòðèöà (Ni ·Nj) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà;

(3) (P ·Ni) = 0 äëÿ âñåõ i.

Áîëåå òîãî, åñëè D ÿâëÿåòñÿ Q-äèâèçîðîì, òî òàêîâûì æå ÿâëÿ-
åòñÿ è N . Äèâèçîð N îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ÷èñëåííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðà D.
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Ðàçëîæåíèå D = N+P , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (i) - (iii) òåî-
ðåìû íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Çàðèññêîãî äèâèçîðà D, äèâèçîð P �
åãî ïîëîæèòåëüíîé, à N � îòðèöàòåëüíîé (èëè èñêëþ÷èòåëüíîé)
÷àñòüþ.

Ëåììà 5. Ïóñòü C1, . . . , Cn � íåïðèâîäèìûå êðèâûå íà ïðîåêòèâ-
íîé ïîâåðõíîñòè X òàêèå, ÷òî ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé Q := ‖Ci ·
Cj‖1≤i,j≤n èìååò ñèãíàòóðó (0,m, n −m) äëÿ íåêîòîðîãî m < n, à
ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé Q′ := ‖Ci ·Cj‖1≤i,j≤m îòðèöàòåëüíî îïðåäåëå-
íà. Òîãäà ÿäðî ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ Q èìååò áàçèñ Rm+1, . . . , Rn, ñî-
ñòîÿùèé èç ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ. Áîëåå òîãî, ýòîò áàçèñ ìîæ-
íî âûáðàòü â âèäå Rj = Sj +Cj, ãäå Sj ≥ 0 � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
C1, . . . , Cm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî j = m + 1, . . . , n ðàçëîæèì Cj =
−Sj + Rj, ãäå Rj ∈ kerQ, à Sj � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ C1, . . . , Cm.
Òîãäà Rm+1, . . . , Rn ñîñòàâëÿþò áàçèñ kerQ è äëÿ i = 1, . . . ,m èìååì
Sj · Ci = Cj · Ci ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äèâèçîðû Sj è Rj = Sj + Cj
ýôôåêòèâíû.

Ëåììà 6. Ïóñòü C1, . . . , Cn � íåïðèâîäèìûå êðèâûå è ïóñòü D �
ïñåâäîýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X òà-
êèå, ÷òî

• D · Ci ≤ 0 ∀i;

• D · Ci < 0 ∀i > m;

• ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé Q′ := ‖Ci · Cj‖1≤i,j≤m îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà.

Òîãäà è ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé Q := ‖Ci · Cj‖1≤i,j≤n îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà Q îòðèöàòåëüíî
ïîëóîïðåäåëåíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R2 > 0 äëÿ íåêîòîðîãî 0 6= R =∑
λiRi. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî R > 0. Òàê êàê R2 > 0, òî aR =

F +M , ãäå F = Fix |aR|, M = Mov |nR|, M 2 > 0. Òîãäà F =
∑
νiCi,

νi ≥ 0 è M =
∑
µiCi, µi ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, D ·M ≤ 0. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû,D·M ≥ 0 ïîñêîëüêóD ïñåâäîýôôåêòèâåí. ÏîýòîìóD·M =
0 è M =

∑m
i=1 µiCi. Òàê êàê Q îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî M = 0.

Äàëåå ìû ïðèìåíÿåì ëåììó 5. Âûáåðåì áàçèñ Rm+1, . . . , Rn ïðî-
ñòðàíñòâà kerQ, ñîñòîÿùèé èç ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ âèäà Rj =
Sj + Cj. Òîãäà D · Rj < 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Rj ≥ 0 è òðèâèàëü-
íî ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè ñâîèìè êîìïîíåíòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, Rj

÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è ïîýòîìó D · Rj ≥ 0 (ñì. îïðåäåëåíèå 2).
Ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå. Áóäåì ðàáîòàòü ñ ïàðà-
ìè (D, {L1, . . . , Lm}), ñîñòîÿùèìè èç ïñåâäîýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà
D è íàáîðà êðèâûõ {L1, . . . , Lm} òàêèõ, ÷òî ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé
‖Li · Lj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è D · Li ≤ 0. Äîêàçûâàåì èíäóê-
öèåé ïî ρ(X) − m. Åñëè D ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî ìû ïîëàãàåì
P = D. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî êðèâûõ C1, . . . , Cn òàêèõ, ÷òî D · Ci < 0 è ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé
‖Ci · Cj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé Q-äèâèçîð R =
∑
λiCi òàêîé,

÷òî R · Ci = D · Ci ∀i. Òàê êàê D · Ci < 0, òî R ≥ 0 ïî ëåììå 3.
Ïîëîæèì D′ := D −R. Òîãäà

D′ · Ci = 0 ∀i.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äèâèçîð D′ ïñåâäîýôôåêòèâåí. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü A � îáèëüíûé äèâèçîð. Ñíîâà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé Q-
äèâèçîð B =

∑
µiCi òàêîé, ÷òî B ·Ci = −A ·Ci < 0 ∀i. Ýòîò äèâèçîð

ýôôåêòèâåí. ßñíî, ÷òî B ·R = −A·R < 0. Òàê êàê (A+B)·R = 0, òî
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äèâèçîð A+B ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, D ·A ≥ −D ·B.
Èìååì

D′ ·A = D ·A−R ·A = D ·A+R ·B ≥ −D ·B+R ·B = (R−D) ·B = 0.

Ýòî äîêàçûâàåò ïñåâäîýôôåêòèâíîñòü D′. Ïî ïîñòðîåíèþ D′ ·Ci = 0
∀i. Èìååì D′ · Li = D · Li −R · Li = −R · Li ≤ 0.

Äàëåå ïîëîæèì {L′
1, . . . , L

′
m+n} = {L1, . . . , Lm}∪{C1, . . . , Cn}. Ïî

ëåììå 6 ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé ‖L′
i · L′

j‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ D′ ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå Çà-

ðèññêîãî D′ = P ′ + N ′. Òîãäà P ′ · Ci ≥ 0, N ′ · Ci ≤ 0 ∀i. Íî åñëè
N ′ ·Ci < 0, òî Ci � êîìïîíåíòà N

′. Ïîýòîìó P ′ ·Ci = 0 è D′ ·Ci < 0.
Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî N ′ · Ci = P ′ · Ci = 0 ∀i. Òàêèì îáðà-
çîì, Ci � íå êîìïîíåíòà N

′ ∀i. Èíà÷å ãîâîðÿ, N ′ è R íå èìåþò îáùèõ
êîìïîíåíò è N ′ ·R = P ′ ·R = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D = P ′+(R+N ′)
� ðàçëîæåíèå Çàðèññêîãî äëÿ D.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ Çàðèññêîãî
D = P + N = P ′ + N ′ è ïóñòü N =

∑
aiNi. Òîãäà P · Ni = 0,

P ′ ·Ni ≥ 0 ∀i. Ïîýòîìó N ·Ni = D ·Ni ≥ N ′ ·Ni è (N ′ −N) ·Ni ≤ 0.
Îòñþäà N ′ ≥ N è àíàëîãè÷íî N ≥ N ′. Ñëåäîâàòåëüíî, N = N ′.

8 Î êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè äèâèçîðè-

àëüíûõ àëãåáð

Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ âîïðîñîâ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâ-
ëÿåòñÿ âîïðîñ î êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè àëãåáð

R(X,D) =
⊕
n≥0

H0(X,OX(nD)).

Çäåñü R(X,D) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäàëãåáðà àëãåáðûK(X)[t], ãäå
êàæäîå ïðîñòðàíñòâî H0(OX(nD)) âëîæåíî â êîìïîíåíòó K(X)tn.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü è ïóñòü D � ïñåâäîýô-
ôåêòèâíûé äèâèçîð íà X. Ïóñòü D = N + P � ðàçëîæåíèå Çàðèñ-
ñêîãî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà L òàêîãî,
÷òî L ≤ D èìååì L ≤ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì N =
∑
aiNi. Ïóñòü L ≤ D è L ÷èñëåííî

ýôôåêòèâåí. Äëÿ âñåõ i èìååì

Ni · (P − L) = −Ni · L ≤ 0.

Çàïèøåì P−L = (D−L)−N = F ]−N ], ãäå F ] è N ] � ýôôåêòèâíûå
äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïîíåíò. Òàê êàê N ] ≤ N , òî

0 ≥ N ] · (P − L) = N ] · F ] −N ]2 ≥ 0.

Îòêóäà N ]2 = 0, N ] = 0 è P − L ≥ N .

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ Çàðèññêîãî D = P + N èìååò
ìåñòî èçîìîðôèçì

R(X,D) ' R(X,P ). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî n ∈ N èìååì

H0(OX(nP )) ⊂ H0(OX(nD)) = H0(OX(Mov(nD))).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèâèçîð Mov(nD) ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è ïî
ïðåäëîæåíèþ 3 èìååì Mov(nD) ≤ nP . Îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îáðàò-
íîå âêëþ÷åíèå

H0(OX(Mov(nD))) ⊂ H0(OX(nP )).

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè äèâèçîðèàëü-
íîé àëãåáðû R(X,D) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè
äèâèçîðèàëüíîé àëãåáðû R(X,P ) äëÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíîãî äèâè-
çîðà P . Îäíàêî àëãåáðà R(X,D) íå âñåãäà êîíå÷íî ïîðîæäåíà.
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Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü D � öåëûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî Bs |D| = ∅.
Òîãäà àëãåáðà R(X,D) êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà D îáè-
ëåí. Ïóñòü X ⊂ PN � âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäõîäÿùåé êðàò-
íîñòè n0D äèâèçîðàD è ïóñòü JX ⊂ OPN � ïó÷îê èäåàëîâ. Èç òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ JX(n) −→ OPN (n) −→ OX(nn0D) −→ 0

è òåîðåìû Ñåððà îá îáðàùåíèè â íóëü ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæå-
íèÿ H0(OPN (n)) −→ H0(OX(n0D)) ñþðúåêòèâíû ïðè ïðè n ≥ n1.
Îòñþäà ìû èìååì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå R(PN ,O(1))(n1) →
R(X,D)(n0n1). Ñîãëàñíî òåîðåìå 4, ýòî äîêàçûâàåò êîíå÷íóþ ïîðîæ-
äåííîñòü R(X,D).

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü X → X̄ ⊂ PN � ìîð-
ôèçì, çàäàííûé ëèíåéíîé ñèñòåìîé |n0D|, ãäå n0 � 0 è X̄ = ϕ(X).

Ðàññìîòðèì åãî ðàçëîæåíèå Øòåéíà X
ϕ−→ X ′ ψ−→ X̄. Òîãäà äèâè-

çîð H = ψ∗OX̄(1) îáèëåí è Mov(nD) = ϕ∗H. Òàê êàê ϕ∗OX = OX ′,
òî R(X,D)(n) ' R(X ′, H). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ïîñëåäíÿÿ
àëãåáðà êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

9 Ñëåäñòâèÿ èç ðàçëîæåíèÿ Çàðèññêîãî

Îáúåìíûå äèâèçîðû

Ëåììà 7 (ëåììà Êîäàèðû). Ïóñòü D äèâèçîð íà íåîñîáîé ïðîåê-
òèâíîé ïîâåðõíîñòè X. Åñëè D2 > 0 è D · H > 0 äëÿ íåêîòîðîãî
îáèëüíîãî äèâèçîðà H, òî äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà A èìååì
|nD − A| 6= ∅ ∀n� 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà h0(X,nD) ≥ constn2

∀n � 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A î÷åíü îáèëåí. Èç òî÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ OX(nD − A) −→ OX(nD) −→ OA(nD) −→ 0

Ïîëó÷àåì H0(X,nD − A) 6= 0.

Ëåììà 8. Ïóñòü D äèâèçîð íà íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè
X. Åñëè D2 > 0 è D ·H > 0 äëÿ íåêîòîðîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà H,
òî ∃α, β, n0 > 0 αn2 ≤ h0(X,nD) ≤ βn2 ∀n > n0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî αn2 ≤ h0(X,nD) ñëåäóåò èç ëåììû
âûøå. Äîêàæåì h0(X,nD) ≤ βn2. Çàïèøåì D = P + N (ðàçëî-
æåíèå Çàðèññêîãî). Òîãäà P 2 > 0 è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî P �
öåëûé ýôôåêòèâíûé äèâèçîð. Áîëåå òîãî, h0(X,nP ) = h0(X,nD).
Äèâèçîð mP + A îáèëåí. Ïî òåîðåìå Ñåððà îá îáðàùåíèè â íóëü
H i(X,n(mP + A)) = 0 ∀i > 0, ∀n > n0(m). Åñëè h0(X,nP ) ≥
βn2+ε, òî h0(X,n(mP + A)) ≥ β(nm)2+ε. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåî-
ðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(X,n(mP + A)) =
1

2
n2(mP + A)2 + · · ·

Ëåììà 9. Ïóñòü D ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà íåîñîáîé
ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X òàêîé, ÷òî κ(X,D) > 0. Åñëè D2 = 0,
òî Bs |nD| = ∅, n � 0 è κ(X,D) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ∃α, β, n0 > 0
αn ≤ h0(X,nD) ≤ βn ∀n > n0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D2 = 0. Çàïèøåì |nD| = F +
|M |. Òîãäà D ·(M+F ) = 0, D ·M = D ·F = 0,M2 =M ·F = F 2 = 0.
Îòñþäà Bs |M | = ∅ è |M | çàäàåò ìîðôèçì f : X → C íà êðèâóþ.
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Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî C íåîñîáà è f èìååò ñâÿçíûå ñëîè. Òàê êàê
M · F = 0, òî F ñîäåðæèòñÿ â ñëîÿõ. Òàê êàê F 2 = 0, òî ïî ëåì-
ìå Çàðèññêîãî pF ∼ qf ∗(c), c ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, Bs |nD| = ∅,
n � 0 è äëÿ íåêîòîðîãî m > 0 mD = f ∗A, ãäå A � îáèëü-
íûé äèâèçîð íà C. Òàê êàê f∗OX = OC , òî ïî ôîðìóëå ïðîåêöèè
H0(X,OX(rmD)) = H0(X, f∗(f

∗OC(rA) ⊗ OX)) = H0(X,OC(rA) ⊗
f∗OX) = H0(X,OC(rA)⊗ f∗OX) = H0(X,OC(rA)).

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü D ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà
íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

(1) D2 > 0 è D · A > 0 äëÿ îáèëüíîãî äèâèçîðà A;

(2) äëÿ îáèëüíîãî äèâèçîðà A èìååì |nD − A| 6= ∅ ∀n� 0.

(3) κ(X,D) = 2;

(4) ∃α, β, n0 > 0 αn2 ≤ h0(X,nD) ≤ βn2 ∀n > n0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) =⇒ (2) Ñëåäóåò èç ëåììû 7.
(2) =⇒ (3) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî h0(X,mnD) ≥ h0(X,m(nD −

A) +mA) ≥ h0(X,mA).
(3) =⇒ (1) Ñëåäóåò èç ëåììû 9.
(4) =⇒ (3) Ñëåäóåò èç ëåìì 8 è 9 òàê êàê κ(X,D) > 0.
(1) =⇒ (4) Ñëåäóåò èç ëåììû 8.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü D äèâèçîð íà íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïîâåðõ-
íîñòè X. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) äëÿ îáèëüíîãî äèâèçîðà A èìååì |nD − A| 6= ∅ ∀n� 0.

(2) κ(X,D) = 2;

(3) ∃α, β, n0 > 0 αn2 ≤ h0(X,nD) ≤ βn2 ∀n > n0.

Îïðåäåëåíèå 3. Äèâèçîð D, óäîâëåòâîðÿþùèé ýêâèâàëåíòíûì
óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ, íàçûâàåòñÿ îáúåìíûì.
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Äèâèçîðû ñ κ = 1

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü D äèâèçîð íà íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïîâåðõ-
íîñòè X. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) κ(X,D) = 1;

(2) ∃α, β, n0 > 0 αn ≤ h0(X,nD) ≤ βn ∀n > n0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå Çàðèññêîãî D = P + N .
Ýêâèâàëåíòíîñòü äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü äëÿ P . Òàê êàê P íå îáú-
åìåí, òî P 2 = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ κ(X,P ) > 0. Äàëåå ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü ëåììó 9.

Ëåììà 10. Ïóñòü D ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé äèâèçîð íà
íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè X è ïóñòü C1, . . . , Cn � êðèâûå
òàêèå, ÷òî D ·Ci = 0. Òîãäà ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé ‖Ci ·Cj‖ îòðèöà-
òåëüíî îïðåäåëåíà. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
òàêèõ êðèâûõ. Äëÿ íåêîòîðûõ δi > 0 äèâèçîð D −

∑
δiCi îáèëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F =
∑
δiCi òàêîé, ÷òî F

2 ≤ 0. Çàïèøåì
F = F+−F−. Òîãäà F 2 = (F+)2+(F−)2−2F+ ·F− ≥ (F+)2+(F−)2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî F ýôôåêòèâåí. Ïî òåîðåìå
Õîäæà îá èíäåêñå F ≡ 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé ÷àñòè äëÿ îáèëüíîãî äèâèçîðà A
ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé A ·Cj = Cj ·

∑
δiCi. Ïîëîæèì N =

∑
δiCi.

Òîãäà N ·Cj > 0. Òàê êàê D îáúåìåí, òî D−εN∼QR, ãäå R ≥ 0. Åñëè
(D−εN) ·C ≤ 0 äëÿ íåêîòîðîé êðèâîé C, òî C 6= Ci. Ñëåäîâàòåëüíî,
C � êîìïîíåíòà R è èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ êðèâûõ.
Âîçüìåì ε > 0 òàê, ÷òî D · C > εN · C.
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10 Ðàçëîæåíèå Çàðèññêîãî è êîíå÷íàÿ ïî-

ðîæäåííîñòü äèâèçîðèàëüíûõ àëãåáð

Ïðåäëîæåíèå 7 ([Zar62]). Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü è
ïóñòü D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé äèâèçîð íà X. Ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) àëãåáðà R(X,D) êîíå÷íî ïîðîæäåíà;

(2) Fix |nD| = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N;

(3) Bs |nD| = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. (3) =⇒ (2) î÷åâèäíî. (3) =⇒ (1) äîêàçàíî.
(2) =⇒ (3). Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Fix |D| = ∅ è D2 > 0. Òàêèì

îáðàçîì,D ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è îáúåìåí (ñì. ïðåäëîæåíèå 6). Çà-
ìåíÿÿ D íà ïðîïîðöèîíàëüíûé, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî D = A+N ,
ãäå A � î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð, à N =

∑
niNi � öåëûé ýôôåêòèâ-

íûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî D · Ni = 0. Òîãäà Bs |D| ⊂ Supp(N). Ïóñòü
P ∈ Bs |D| è ïóñòü P ∈ Ni. Èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ H0(X,OX(nD−Ni))
α−→ H0(X,OX(nD))

β−→ H0(Ni,ONi
(nD))

Òàê êàê Fix |nD| = ∅, òî α íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ONi

(nD) ' ONi
è ïîýòîìó dimH0(Ni,ONi

(nD)) = 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, β ñþðúåêòèâíî. Íåíóëåâîå ñå÷åíèå ONi

(nD) ' ONi
äàåò

íàì ñå÷åíèå H0(X,OX(nD)), êîòîðîå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â P .
(1) =⇒ (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà R(X,D) ïîðîæäåíà êî-

íå÷íûì ÷èñëîì (îäíîðîäíûõ) ýëåìåíòîâ u1, . . . , ur è Fix |nD| 6= ∅
äëÿ âñåõ n ∈ N.
Ëåììà 11. Ïóñòü D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé äèâèçîð.
Òîãäà êðàòíîñòè êîìïîíåíò Fix |nD| îãðàíè÷åíû ïðè n→ ∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî dim |D| > 0. Ïóñòü Ei �
íåïîäâèæíûå êîìïîíåíòû |D|. Âûáåðåì î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð H
òàêîé, ÷òî äèâèçîðû H−KX−Ei îáèëüíû äëÿ âñåõ Ei è H

1(OX(D+
H − Ei)) = 0 (òåîðåìà Ñåððà). Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(Ei,OEi
(D +H)) ≥ (mD +H) · Ei − pa(Ei) + 1 > 0.

Òàê êàê H1(OX(mD+H−Ei)) = 0. òî èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ H0(OX(mD +H − Ei)) −→ H0(OX(mD +H))

−→ H0(OEi
(mD +H)) −→ 0

ïîëó÷àåì, ÷òî Ei íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé ëèíåé-
íîé ñèñòåìû |mD +H|. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |mD +H|
íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò ïðè m ∈ Z≥0. Íàêîíåö, òàê
êàê D îáúåìåí, òî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ N èìååì aD ∼ H + F ,
ãäå F � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð. Ïîýòîìó äèâèçîð Fix |(a+m)D| =
Fix |F +H +mD| îãðàíè÷åí äèâèçîðîì F .

Ïóñòü di = deg ui è d := max{d1, . . . , dr}. Òîãäà âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî H0(OX(nD)) ïîðîæäàåòñÿ ìîíîìàìè âèäà

uν11 u
ν2
2 · · ·uνrr ,

ãäå

νi ∈ Z≥0,

r∑
i=1

diνi = n.

Ïîýòîìó

Fix |nD| ≥ Min

{
r∑
i=1

νi Fix |diD|

∣∣∣∣∣
r∑
i=1

diνi = n

}
.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d!

k
Fix |kD| ≥ Fix |d!D| 6= 0

äëÿ âñåõ k = 1, . . . , d. Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîðû Fix |d1D|, . . . ,
Fix |drD| èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó îáùóþ êîìïîíåíòó, ÷òî è äàåò
íàì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 10 ([Zar62]). Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü è ïóñòü D � ýôôåê-
òèâíûé ïî ìîäóëþ Q-ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè Q-Êàðòüå äèâè-
çîð íà X. Òîãäà àëãåáðà R(X,D) íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé,
åñëè è òîëüêî åñëè κ(X,D) = 2 è ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |nP | èìååò
íåïîäâèæíûå êîìïîíåíòû äëÿ ëþáîãî n > 0.

Ïðèìåð (Çàðèññêèé). Ðàññìîòðèì íåîñîáóþ êóáè÷åñêóþ êðèâóþ
C ⊂ P2. Âûáåðåì 12 òî÷åê P1, . . . , P12 ∈ C òàêèì îáðàçîì, ÷òî äèâè-
çîð OC(4)−

∑
Pi íå ÿâëÿåòñÿ êðó÷åíèåì â Pic(C). Ïóñòü σ : X → P2 �

ðàçäóòèå òî÷åê P1, . . . , P12 è ïóñòü E1, . . . , E12 � ñîîòâåòñòâóþùèå èñ-
êëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû. Ïîëîæèì D := σ∗OP2(4)−

∑
Ei. Íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî äèâèçîð D ýôôåêòèâåí, ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è îáú-
åìåí. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàçëîæåíèè Çàðèññêîãî ìû èìååì N = 0.
Áîëåå òîãî, D · C̃ = 0 è ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç C̃ := σ−1(C) êðèâîé C
� íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñèñòåìû |nD| äëÿ ëþáîãî n ∈ N
(èíà÷å nD|C̃ = 0). Ïîýòîìó D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ
7 è àëãåáðà R(X,D) íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.

11 Ìèíèìàëüíûå è êàíîíè÷åñêèå ìîäåëè

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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12 Ðàöèîíàëüíûå êðèâûå íà àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Òåîðåìà 11. Ïóñòü X � íåîñîáîå n-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðà-
çèå òàêîå, ÷òîKX íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì. Òîãäà íà X
ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ Γ òàêàÿ, ÷òî 0 < −KX ·Γ ≤ n+1.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü C � ïîëíàÿ íåîñîáàÿ êðèâàÿ ðîäà g è ïóñòü ν :
C → X � íåïîñòîÿííûé ìîðôèçì â íåîñîáîå n-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå
ìíîãîîáðàçèå X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ

(1)
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g > 0 è deg ν∗(−KX) ≥ ng + 1 èëè

(2) g = 0 è deg ν∗(−KX) ≥ n+ 2.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî êðèâûõ Ct ⊂ X, ïàðàìåòðèçîâàííîå
(ñâÿçíîé) îäíîìåðíîé áàçîé T òàêîå, ÷òî C0 ' ν∗(C) äëÿ íåêîòî-
ðîãî 0 ∈ T è äëÿ íåêîòîðîãî ∞ ∈ T êðèâàÿ C∞ ïðèâîäèìà è èìååò
ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ ñâîåé êîìïîíåíòîé: C∞ = λ∗(C)+

∑
niZi, ãäå

λ : C → X � íåêîòîðûé ìîðôèçì, à Zi � ðàöèîíàëüíûå êðèâûå.

Çàìå÷àíèå. Âîçüìåì ε > è îáèëüíûé äèâèçîð A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(KX+εA)·ν∗C < 0. Òîãäà èëè (KX+εA)·λ∗C < 0 èëè (KX+εA)·Zi <
0 äëÿ íåêîòîðîãî Zi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g > 0. Çàôèêñèðóåì òî÷êè
P ∈ C è Q ∈ ν(C). Èç (1) ïîëó÷àåì dimHom[ν](C,X, P → Q) ≥ 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ êðèâàÿ ∆ 3 0 è ìîðôèçì

φ : C ×∆ → X, (c, δ) 7−→ δ(c).

òàêîé, ÷òî φ|C×{0} = ν è φ({P} ×∆) = Q. Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíóþ
íåîñîáóþ êîìïàêòèôèêàöèþ ∆̄ ⊃ ∆. Èìååì ðàöèîíàëüíîå îòîáðà-
æåíèå

φ̄ : C × ∆̄ 99K X.
Åñëè φ̄ � ìîðôèçì, òî èìååòñÿ ôàêòîðèçàöèÿ Øòåéíà

φ̄ : C × ∆̄
α−→ Y

β−→ X

ãäå ìîðôèçì α äîëæåí áûòü áèðàöèîíàëüíûì. Òàê êàê α({P} ×∆)
� òî÷êà, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåí-
íîñòüþ ìàòðèöû ïåðåñå÷åíèé èñêëþ÷èòåëüíûõ äèâèçîðîâ. Ïîýòîìó
φ̄ íå ìîæåò áûòü ìîðôèçìîì. Èìååòñÿ ðàçðåøåíèå (ãðàôèê)

W
β

  A
AA

AA
AA

A
α

zzvvv
vv

vv
vv

C × ∆̄
φ̄ //_______ X
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Ïî ëåììå íèæå, ïðèìåíåííîé ê α, îáðàç W � íóæíîå ñåìåéñòâî.

Ëåììà 12. Ïóñòü f : W → V � áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì ïîâåðõ-
íîñòåé, ãäå ïîâåðõíîñòü V íåîñîáà. Òîãäà ëþáîé íåòðèâèàëüíûé
ñëîé f−1(v), v ∈ V � îáúåäèíåíèå ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíèì W → V íà ðàçðåøåíèå W ′ → W → V .
Òîãäà KW = f ∗KV +

∑
aiEi, ai > 0. Äèâèçîð

∑
aiEi íå ÿâëÿåòñÿ

÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì. Ïîýòîìó ∃i KW · Ei < 0 è E2
i < 0 =⇒

Ei ' P1. Ñòÿãèâàåì Ei è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ. Äàëåå êàê âûøå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g = 0. Çàôèêñèðóåì òî÷êè P1, P2 ∈ C è
Q1, Q2 ∈ ν(C). Èç (2) ïîëó÷àåì dimHom[ν](C,X, P1 → Q1, P2 →
Q2) ≥ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ êðèâàÿ ∆ 3 0 è ìîð-
ôèçì

φ : C ×∆ → X, (c, δ) 7−→ δ(c).

òàêîé, ÷òî φ|C×{0} = ν è φ({Pi} × ∆) = Qi. Îí ïðîäîëæàåòñÿ äî
ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ φ̄ : C × ∆̄ 99K X, êîòîðîå íå ìîæåò
áûòü ìîðôèçìîì.

Óñëîâèå deg ν∗(−KX) ≥ ng + 1.

Íàâîäÿùåå ñîîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g = 1, ò.å. C � ýëëèï-
òè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Ïóñòü π : C → C � óìíîæåíèå íà m � 0 è ïóñòü
ν ′ := ν ◦ π. Òîãäà deg ν ′∗(−KX) = m2 deg ν∗(−KX) � 0.

Ïóñòü òåïåðü chark = p > 0. Ðàññìîòðèì ìîðôèçì Ôðîáåíè-
óñà π : C → C è ïóñòü ν ′ := ν ◦ πm. Òîãäà deg ν ′∗(−KX) =
pm deg ν∗(−KX) � 0.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü X � íåîñîáîå n-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãî-
îáðàçèå íàä ïîëåì k ñ chark = p > 0 è ïóñòü C ⊂ X � ïîëíàÿ
íåîñîáàÿ êðèâàÿ. Òîãäà íà X ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ Γ
òàêàÿ, ÷òî 0 < −KX · Γ ≤ n+ 1 è 0 < −(KX + εA) · Γ.
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Ïîäúåì â õàðàêòåðèñòèêó 0.

Âñå çàäàííûå îáúåêòû îïðåäåëåíû íàä íåêîòîðûì êîëüöîì, êîíå÷íî
ïîðîæäåííûì íàä Z. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî X è C � ñõåìû
íàä SpecR. Åñëè m ⊂ R � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, òî R/m � êîíå÷íîå
ïîëå Fq. Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó H ⊂ HilbR(X), ïàðàìåòðèçóþùóþ
ðàöèîíàëüíûå êðèâûå íà X ñ óñëîâèåì 0 < A · Γ ≤ const äëÿ íåêî-
òîðîãî îáèëüíîãî A (ñì. çàìå÷àíèå). Ýòà êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ êâè-
çèïðîåêòèâíîé ñõåìîé íàä SpecR. Äëÿ ïî÷òè âñåõ çàìêíóòûõ òî÷åê
m ⊂ R ñëîé íàä SpecR/m èìååò çàìêíóòóþ R/m-òî÷êó. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî è H èìååò çàìêíóòóþ k-òî÷êó, ãäå k-àëãåáðàè÷åñêîå çàìû-
êàíèå ïîëÿ ÷àñòíûõ R. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé, çàäàþùóþ H (ñ êîýôôèöèåíòàìè â R). Èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíûå
ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàíòîâ, ïîëó÷èì íàáîð óðàâíåíèé âèäà fi = 0, ãäå
êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ ïîÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîì óðàâíåíèè. 1

Òàê êàê ñèñòåìà ñîâìåñòíà äëÿ ïî÷òè âñåõ m ⊂ R, òî îíà íå ñîäåð-
æèò óðàâíåíèé âèäà fi = 0, ãäå fi � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 0.
Òàêàÿ ñèñòåìà äîëæíà áûòü ñîâìåñòíà íàä k.

13 Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé

Ïóñòü X � íîðìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Â ïðîñòðàíñòâå
N1(X) ðàññìîòðèì âûïóêëûé êîíóñ NE(X), ïîðîæäåííûé âñåìè
ýôôåêòèâíûìè 1-öèêëàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç NE(X) åãî çàìûêà-
íèå. Òàêèì îáðàçîì, NE(X) � çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ â êîíå÷-
íîìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå N1(X). Îí íàçûâàåòñÿ êîíó-
ñîì Ìîðè. Áîëåå òîãî, NE(X) ïîðîæäàåò N1(X). Îòìåòèì îäíàêî,
÷òî ýëåìåíòû NE(X) íåîáÿçàòåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíû-
ìè 1-öèêëàìè è íåîáÿçàòåëüíî èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåí-
òû. Êàæäûé äèâèçîð Q-Êàðòüå îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà

1Îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàçàòü, ÷òî ýòîò øàã êîððåêòåí.
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N1(X).

Òåîðåìà 13 (êðèòåðèé îáèëüíîñòè Êëåéìàíà). Äèâèçîð Êàðòüå H
îáèëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îïðåäåëÿåò ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíóþ ôóíêöèþ íà NE(X) \ {0}.

Çàäà÷à. Âûâåäèòå êðèòåðèé Êëåéìàíà èç êðèòåðèÿ Íàêàè-
Ìîéøåçîíà â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé.

Ñëåäñòâèå 7. Êîíóñ NE(X) íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ.

Ëó÷ R = R+[z] ⊂ NE(X) íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì, åñëè èç
òîãî, ÷òî z1 + z2 ∈ R, äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ z1, z2 ∈ NE(X),
ñëåäóåò, ÷òî z1, z2 ∈ R.

Ïðèìåð. Åñëè ρ(X) = 2, òî êîíóñ NE(X) � ýòî óãîë íà ïëîñêîñòè
N1(X) ' R2. Â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ ðîâíî äâà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷à.

Ëåììà 13. Êîíóñ NE(X) ïîðîæäàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè ëó÷àìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îáùåãî
ôàêòà âûïóêëîé ãåîìåòðèè: ëþáîé çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ K ⊂
Rn, íå ñîäåðæàùèé ïðÿìûõ, ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè ýêñòðåìàëüíûìè
ëó÷àìè. Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ëèíåé-
íîé îáîëî÷êè êîíóñà.

Ñëåäñòâèå 8. Äèâèçîð Êàðòüå H îáèëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà H ·R > 0 äëÿ ëþáîãî ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à R ⊂ NE(X).

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü X � íîðìàëüíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü.

(1) Ïóñòü z ∈ N1(X) � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Åñëè z2 > 0 è z ·H >
0 äëÿ íåêîòîðîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà H, òî z ïðèíàäëåæèò
âíóòðåííîñòè êîíóñà NE(X).

27



(2) Ïóñòü C ⊂ X � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ. Åñëè C2 ≤ 0, òî êëàññ
[C] ëåæèò íà ãðàíèöå NE(X). Åñëè C2 < 0, òî [C] ïîðîæ-
äàåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷.

(3) Ïóñòü R ⊂ NE(X) � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(a) R2 < 0,

(b) R · C < 0 äëÿ íåêîòîðîé êðèâîé C,

(c) R2 < 0 è R ïîðîæäåí êëàññîì (íåïðèâîäèìîé) êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Óñëîâèÿ z2 > 0 è z · H > 0 îòêðûòû, ïîýòî-
ìó îíè âûïîëíåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uε,z ⊂ N1(X). Âîçüìåì
ðàöèîíàëüíûé ýëåìåíò z′ ∈ Uε,z (ò.å. z

′ = [Z ′], ãäå Z ′ � ýëåìåíò ñ ðà-
öèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè). Òîãäà nZ ′ � öåëûé äèâèçîð Êàðòüå
äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Ñîãëàñíî íàøèì óñëîâèÿì èìååì Z ′2 > 0 è
H ·Z ′ > 0. Ïî ëåììå Êîäàèðû äëÿ m� 0 èìååì h0(OX(mnZ

′)) > 0.
Òàêèì îáðàçîì, êëàññ z′ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì öèêëîì. Ýòî
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

(ii) Êàæäûé ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé äèâèçîð, íå ÿâëÿþùèéñÿ
îáèëüíûì, âûñåêàåò íà âûïóêëîì êîíóñå NE(X) íåêîòîðóþ ãðàíü
F . Åñëè C2 = 0, òî ïîñêîëüêó C � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, òî åå êëàññ
[C] ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è ëåæèò â ãðàíè F . Ïóñòü C2 < 0. Ðàññìîò-
ðèì êîíóñ K := {z | z ·C ≥ 0}∩NE(X). Ýòîò êîíóñ ñîäåðæèò êëàññû
âñåõ íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ L 6= C. Ïîýòîìó NE(X) ïîðîæäàåòñÿ K
è R+[C]. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî R+[C] � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷.

(iii) Âîçüìåì íåíóëåâîé ýëåìåíò z ∈ R è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ýôôåêòèâíûõ öèêëîâ Z(i) òàêóþ, ÷òî lim[Z(i)] = z.

(a) =⇒ (b) Ïóñòü R2 < 0. Çàïèøåì Z(i) =
∑

j aijCj, ãäå Cj �

íåïðèâîäèìûå êðèâûå, à aij ≥ 0. Òàê êàê 0 > z2 = lim z · Z(i), òî
ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ C = Cj òàêàÿ, ÷òî C · Z < 0.
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(b) =⇒ (c) Ïóñòü R ·C < 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü êðèâóþ C íåïðè-
âîäèìîé. Äëÿ i � 0 èìååì C · Z(i) < 0. Ïîýòîìó C2 < 0. Çàïèøåì
Z(i) = αiC + Z ′(i), ãäå αi ≥ 0, öèêë Z ′(i) ýôôåêòèâåí è C íå ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé Z ′(i). Äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà H èìååì
Z(i) · H ≤ Const è Z(i) · H ≥ 0. Ïîýòîìó âñå αi îãðàíè÷åíû ñâåðõó.
Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî αi ñõîäèòñÿ:
limαi = α. Ïîëîæèì z′ := z−α[C]. Òîãäà ýëåìåíò z′ = limZ ′(i) ïðè-
íàäëåæèò NE(X). Òàê êàê C ·Z ′(i) ≥ 0, òî C · z′ ≥ 0. Îòñþäà α > 0.
Ïî îïðåäåëåíèþ ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à [C] ∈ R.

Ñëåäñòâèå 9. Åñëè ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ R òàêîé, ÷òî
R2 > 0, òî ρ(X) = 1.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòü R � ýêñòðå-
ìàëüíûé ëó÷ íà X òàêîé, ÷òî KX · R < 0. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå
ñëó÷àè:

(1) R2 > 0, òîãäà ρ(X) = 1, äèâèçîð −KX îáèëåí, ñëåäîâàòåëüíî,
X ' P2;

(2) R2 < 0, òîãäà R = R+[C], ãäå C � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ. Òàê
êàê C2 < 0 è C ·KX < 0, òî C � (−1)-êðèâàÿ;

(3) R2 = 0, òîãäà X èìååò ñòðóêòóðó ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè
è R ïîðîæäàåòñÿ åå ñëîÿìè (ò.å. X � ïðîåêòèâèçàöèÿ âåê-
òîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà 2 íà íåîñîáîé êðèâîé Γ).

Ñëåäóþùèé ôàêò ïîêàçûâàåòñÿ òåì æå ìåòîäîì, ÷òî è òåîðåìà î
ñóùåñòâîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ.

Òåîðåìà 15 (òåîðåìà î êîíóñå). Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå
ìíîãîîáðàçèå, è ïóñòü H � îáèëüíûé äèâèçîð Q-Êàðòüå íà X. Äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýêñòðåìàëüíûõ
ëó÷åé Ri ⊂ NE(X) òàêèõ, ÷òî (KX + εH) · Ri < 0. Êàæäûé ëó÷
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Ri ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì íåïðèâîäèìîé êðèâîé Ci. Êîíóñ NE(X)
ïîðîæäàåòñÿ êîíóñîì NE(X) ∩ {z | (KX + εH) · z ≥ 0} è ëó÷àìè
Ri.

Òåîðåìà 16 (òåîðåìà î ñòÿãèâàíèè). Ïóñòü R ⊂ NE(X) � ýêñòðå-
ìàëüíûé ëó÷ òàêîé, ÷òî KX ·R < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòÿãèâàíèå
f : X → Z ëó÷à R.

14 Êðèòåðèé ðàöèîíàëüíîñòè Êàñòåëüíó-

îâî

Òåîðåìà 17. Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü. Ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) P2(X) = q(X) = 0;

(2) X ðàöèîíàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (ii) =⇒ (i) î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó
P2(X) è q(X) ÿâëÿþòñÿ áèðàöèîíàëüíûìè èíâàðèàíòàìè. Äîêàæåì
(i) =⇒ (ii). Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X íå ñîäåðæèò (−1)-êðèâûõ. Ïî
òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

h0(X,−KX) = h0(X,−KX) + h0(X, 2KX) ≥ K2
X + 1− q + pg = K2

X .

ÅñëèKX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òîK2
X ≥ 0, |−KX | 6= ∅. Ýòî âîçìîæ-

íî òîëüêî åñëè KX ∼ 0 è pg = 1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, KX

íå ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è òîãäà ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ
C òàêàÿ, ÷òî −KX · C > 0. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ µ(X) 6= 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, µ(X) = 3 (è òîãäà X ' P2) èëè µ(X) = 2 (è òîãäà
X áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíî C × P1). Âî âòîðîì ñëó÷àå C ' P1

òàê êàê q = 0.
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Ñëåäñòâèå 10 (Ïðîáëåìà Ëþðîòà). Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ïî-
âåðõíîñòü íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.
Åñëè X óíèðàöèîíàëüíà, òî îíà ðàöèîíàëüíà.
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