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2. Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå

Åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå, òî êðèâàÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ
íåïðèâîäèìîé, ïðîåêòèâíîé è íåîñîáîé, îïðåäåëåííîé íàä àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì.

Çàäà÷è.

(1) Ïóñòü C ⊂ P2 � ïðèâåäåííàÿ, íî íå îáÿçàòåëüíî íåïðèâîäè-
ìàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ãðóïïîâî-
ãî çàêîíà íà C.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ ðîäà g ≥ 2 èìååò ëèøü êîíå÷íóþ
ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ.

(3) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãóðâèöà îöåíèòü ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé ðîäà g ≥ 2 (ñì. [2, 2.5, c. 387]).

(4) Ìîæåò ëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé ðîäà g = 10 áûòü
èçîìîðôíîé S6?

(5) Ïóñòü X � êðèâàÿ ðîäà 3 ñ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ïîðÿäêà
168. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ãðóïïà � ïðîñòàÿ.

(6) Ðàññìîòðèì êðèâóþ x2yn−2 + yn + zn íà P2. Âû÷èñëèòå åå
(ãåîìåòðè÷åñêèé) ðîä.

(7) Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îáùåé êðèâîé ðîäà
g = 2, 3, 4, 5 òðèâèàëüíà.

(8) Ìîæåò ëè êðèâàÿ ðîäà 3 èìåòü àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 5?
(9) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ êðèâàÿ ðîäà 2 � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ.

Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé. Äîêàæèòå,
÷òî êðèâàÿ ðîäà 3 èëè ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé, èëè
èçîìîðôíà ïëîñêîé êâàðòèêå. Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü ìíî-
ãîîáðàçèÿ ìîäóëåé.

(10) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò íåãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå
ëþáîãî ðîäà g ≥ 3.

(11) Ìîæåò ëè êðèâàÿ èìåòü äâà ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ðÿäà g12?
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(12) Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ òðèãîíàëüíîé, åñëè íà íåé ñóùåñòâóåò
îäíîìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñòåïåíè 3 áåç áàçèñíûõ òî÷åê.
Ìîæåò ëè êðèâàÿ áûòü îäíîâðåìåííî ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé è
òðèãîíàëüíîé?

(13) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òðèãîíàëüíûå êðèâûå ëþáîãî
ðîäà.

(14) Êàêèìè ñâîéñòâàìè óäîâëåòâîðÿåò êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü òðè-
ãîíàëüíîé êðèâîé?

(15) Ïóñòü X ⊂ P3 � íåîñîáàÿ êðèâàÿ ðîäà 3 è ñòåïåíè 5. Äîêà-
æèòå, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà èìååò 5-ñåêóùóþ.

(16) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãóðâèöà, íàéòè âîçìîæíûå ïîðÿäêè êî-
íå÷íûõ ïîäãðóïï â PGL2(C).

(17) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ ðîäà 1 èçîìîðôíà ïëîñêîé
êóáè÷åñêîé êðèâîé.

(18) Êëàññèôèöèðóéòå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå (E, o) ñ íåòðèâè-
àëüíîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ. Ïðèâåäèòå òàêæå ïðèìåðû
àáåëåâûõ ïîâåðõíîñòåé ñ íåòðèâèàëüíîé ãðóïïîé àâòîìîð-
ôèçìîâ.

(19) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû (ñ äîêàçàòåëüñòâîì) äâóìåðíûõ êîì-
ïëåêñíûõ òîðîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ àáåëåâûìè ìíîãîîáðàçèìè.

(20) Äîêàæèòå, ÷òî íà êðèâîé X ðîäà g ≥ 2 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
|KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê.

(21) (ñì. 5.3-5.4, ñòð. 439 [2]) Ïîêàæèòå, ÷òî ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå
êðèâûå ðîäà 4 îáðàçóþò íåïðèâîäèìîå ñåìåéñòâî ðàçìåð-
íîñòè 7, à íåãèïåðýëëèïòè÷åñêèå � íåïðèâîäèìîå ñåìåéñòâî
ðàçìåðíîñòè 9. Ñðåäè íèõ êðèâûå, îáëàäàþùèå åäèíñòâåí-
íûì ëèíåéíûì ðÿäîì g13, ñîñòàâëÿþò íåïðèâîäèìîå ñåìåé-
ñòâî ðàçìåðíîñòè 8.

(22) (ñì. 5.5, ñòð. 439 [2])
(a) Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâûå ðîäà 5, êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü êî-

òîðûõ â P4 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì òðåõ êâàä-
ðèê, îáðàçóþò ñåìåéñòâî ðàçìåðíîñòè 12.

(b) Ïîêàæèòå, ÷òî X òîãäà è òîëüêî òîãäà èìååò ëèíåéíûé
ðÿä g13, êîãäà îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïëîñ-
êîé êâèíòèêè ñ îáûêíîâåííîé äâîéíîé òî÷êîé. Òàêèå
êðèâûå îáðàçóþò íåïðèâîäèìîå ñåìåéñòâî ðàçìåðíîñòè
11.

(c) Â ñëó÷àå (b) êîíèêè â P2, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îñîáóþ òî÷-
êó X, âûñåêàþò íà X êàíîíè÷åñêóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó
(íå èìåþùóþ áàçèñíûõ òî÷åê âíå îñîáîé òî÷êè). Îòîá-
ðàæàÿ P2 99K P4 ñ ïîìîùüþ ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû,
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ïîêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ êðèâàÿ ëåæèò íà êóáè÷å-
ñêîé ïîâåðõíîñòè V ⊂ P4, ãäå V èçîìîðôíà ðàçäóòèþ
P2 â îäíîé òî÷êå. Áîëåå òîãî, V ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
âñåõ 3-ñåêóùèõ êðèâîé X, ñîîòâåòñòâóþùèì äèâèçîðàì
èç g13, òàê ÷òî V ñîäåðæèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè âñåõ êâàäðèê
â P4, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç X. Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòü
V è ðÿä g13 íà X îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

(d) Åñëè êðèâàÿ X íå èìååò g13, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
ïåðåñå÷åíèåì òðåõ êâàäðèê.

(23) Ïóñòü C ⊂ P5 � îáùàÿ êàíîíè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà 6. Äîêà-
æèòå, ÷òî îíà ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîé ïîâåðõíîñòè äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 5.

(24) Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà 2, J = J(C) � åå ÿêîáèàí è Θ �
òýòà-äèâèçîð íà J . Ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |2Θ|
çàäàåò äâóëèñòíûé ìîðôèçì íà ïîâåðõíîñòü S ⊂ P3 ñòåïåíè
4, ÿâëÿþùèéñÿ ôàêòîðîì ïî èíâîëþöèè.

(25) Ïðîèëëþñòðèðîâàòü òåîðåìó Ðèìàíà-Êýìïôà îá îñîáåííî-
ñòÿõ íà ïðèìåðå ëèíåéíîé ñèñòåìû |D| ñòåïåíè 5 è ðàçìåð-
íîñòè 2 íà êðèâîé ðîäà 6. Â ÷àñòíîñòè, êàê óñòðîåí êàñàòåëü-
íûé êîíóñ ê ìíîãîîáðàçèþ µ(X(5)) ⊂ J(X) â òî÷êå µ(D)?

(26) Èñïîëüçóÿ ñòðîåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóï-
ïû àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ íàä C, ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå êî-
íå÷íî ïîðîæäåííîå íàä C ïîëå ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè
1 èìååò êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ñ ëþáîé íàïåðåä
çàäàííîé êîíå÷íîé ãðóïïîé Ãàëóà (ôóíêöèîíàëüíûé àíàëîã
îáðàòíîé çàäà÷è Ãàëóà).
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