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1 Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ

Òåîðåìà (Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà).

Ïóñòü L � äèâèçîð íà íåîñîáîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè

X. Òîãäà

χ(tL) =
1

n!
Lntn +

1

2(n− 1)!
(−KX) · Ln−1tn−1 + · · ·

Òåîðåìà (ëåììà Êîäàèðû). Ïóñòü D � îáúåìíûé äèâèçîð

Êàðòüå íà íîðìàëüíîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè X. Äëÿ

ëþáîãî äèâèçîðà Êàðòüå E èìååì |nD − E| 6= ∅ ïðè n� 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X íåîñîáî. Äàëåå çàìå-

íÿÿ D è A íà èõ êðàòíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî D è A � öåëûå
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äèâèçîðû Êàðòüå. Ïîñêîëüêó ëþáîé äèâèçîð Êàðòüå íà ïðî-

åêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçíîñòè äâóõ

î÷åíü îáèëüíûõ äèâèçîðîâ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íàøå óòâåð-

æäåíèå â ñëó÷àå, êîãäà A î÷åíü îáèëåí. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ OX(mm0D − A) −→ OX(mm0D) −→ OA(mm0D) −→ 0.

Åñëè H0(X,OX(mm0D − A)) = 0, òî ìû èìååì âëîæåíèå

H0(X,OX(mm0D)) ↪→ H0(A,OA(mm0D)).

Òàêèì îáðàçîì,

h0(A,OA(mm0D)) ≥ h0(X,OX(mm0D)) ≥ αmd.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî dimA < d.

Ñëåäñòâèå. Äèâèçîð Êàðòüå D íà íîðìàëüíîì ïðîåêòèâíîì

ìíîãîîáðàçèè X ÿâëÿåòñÿ îáúåìíûì ⇐⇒ D = A + E, ãäå A

îáèëåí, à E ýôôåêòèâåí.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé äè-

âèçîð Êàðòüå D íà íîðìàëüíîì ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè X.

Ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé Q-äèâèçîð E òàêîé, ÷òî D − εE
îáèëåí äëÿ 0 < ε� 1.

Ëåììà. Ïóñòü X � íîðìàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü,

ïóñòü f : X̃ → X � åå ðàçðåøåíèå è ïóñòü
∑
Ei � åå èñêëþ-

÷èòåëüíûé äèâèçîð. Òîãäà ìàòðèöà ‖Ei · Ej‖ îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � îáèëüíûé äèâèçîð íà X . Äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü, ÷òîD2 < 0 äëÿ ëþáîãî äèâèçîðàD =
∑
diEi 6=

0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: D2 ≥ 0. Âî-ïåðâûõ ðàññìîòðèì

ñëó÷àé D 	 0. Òàê êàê (f ∗H)2 > 0 è D ·f ∗H = 0, òî ïî òåîðåìå

Õîäæà îá èíäåêñå èìååìD ≡ 0, ÷òî íåâîçìîæíî:D èìååò ñòðî-

ãî ïîëîæèòåëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ îáèëüíûìè äèâèçîðàìè. Åñëè

æå D = D+ −D−, ãäå D+ è D− � ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû áåç

îáùèõ êîìïîíåíò, òî èç äîêàçàííîãî âûøå èìååì

D2 = D2
+ + D2

− − 2D+ ·D− ≤ D2
+ + D2

− < 0.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà. Ïóñòü M è F =
∑
αiFi � äèâèçîðû áåç îáùèõ êîì-

ïîíåíò íà íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòè Y òàêèå, ÷òî M ≥ 0,

ìàòðèöà ïåðåñå÷åíèé ‖Fi · Fj‖ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è

(M + F ) · Fi ≤ 0 (ñîîòâåòñòâåííî (M + F ) · Fi < 0) äëÿ âñåõ

i. Òîãäà F ≥ 0 (ñîîòâåòñòâåííî αi > 0 äëÿ âñåõ i).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì F = F+ − F−, ãäå F+ è F− � ýô-

ôåêòèâíûå äèâèçîðû áåç îáùèõ êîìïîíåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

F− 6= 0. Òîãäà (F−)2 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, F− · Fi < 0 äëÿ íåêî-

òîðîé êîìïîíåíòû Fi ⊂ SuppF−. Îòñþäà

0 ≥ Fi · (M + F ) = Fi ·M + Fi · F+ − Fi · F− > 0.

Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå αi = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, òî Fi · (M +

F ) ≥ 0. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü g : Y → X � áèðàöèîíàëüíûé ïðîåêòèâ-

íûé ìîðôèçì íîðìàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïóñòü E =
∑
Ei �

èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð è ïóñòü L � äèâèçîð íà Y òàêîé,

÷òî g∗L ≥ 0 è −L ÿâëÿåòñÿ g-÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì. Òî-

ãäà L ≥ 0. Áîëåå òîãî, åñëè L íå ÿâëÿåòñÿ g-÷èñëåííî òðè-

âèàëüíûì íà íåêîòîðîé èñêëþ÷èòåëüíîé êîìïîíåíòå Ei, òî

êîýôôèöèåíò â L êàæäîãî ïðîñòîãî äèâèçîðà Ej òàêîãî, ÷òî

g(Ej) = g(Ei) ñòðîãî ïîëîæèòåëåí. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äè-

âèçîð −L g-îáèëåí, òî L − εE ≥ 0 äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è

g-èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî èìååò ÷èñòóþ êîðàçìåðíîñòü

1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X è Y � ïîâåðõíîñòè, òî óòâåðæäåíèå

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 8. Îáùèé ñëó÷àé ãèïåðïëîñ-

êèìè ñå÷åíèÿìè ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ïîâåðõíîñòåé.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü g : Y → X � áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì

ïðîåêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïóñòü E =
∑
Ei �

èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð è ïóñòü L � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð

íà Y òàêîé, ÷òî L ≡
∑
aiEi. Òîãäà L =

∑
aiEi.

Ïóñòü X � íîðìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Â ïðî-

ñòðàíñòâå N1(X) ðàññìîòðèì âûïóêëûé êîíóñ NE(X), ïîðîæ-

äåííûé âñåìè ýôôåêòèâíûìè 1-öèêëàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

NE(X) åãî çàìûêàíèå. Òàêèì îáðàçîì, NE(X) � çàìêíóòûé

âûïóêëûé êîíóñ â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå
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N1(X). Îí íàçûâàåòñÿ êîíóñîì Ìîðè. Áîëåå òîãî, NE(X) ïî-

ðîæäàåò N1(X). Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî ýëåìåíòû NE(X) íåîáÿ-

çàòåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè 1-öèêëàìè è íåîáÿçà-

òåëüíî èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Êàæäûé äèâèçîð

Q-Êàðòüå îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà N1(X).

Òåîðåìà (êðèòåðèé îáèëüíîñòè Êëåéìàíà). Äèâèçîð

Êàðòüå H îáèëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îïðåäåëÿåò

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ íà NE(X) \ {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H îáèëåí. Î÷åâèäíî, ÷òî H íåîòðèöà-

òåëåí íà NE(X). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H · z = 0 äëÿ íåêîòîðîãî

z ∈ NE(X) \ {0}. Òàê êàê z 6= 0, òî ñóùåñòâóåò äèâèçîð Êàðòüå

L òàêîé, ÷òî L · z < 0. Íî òîãäà äëÿ n � 0 äèâèçîð L + nH

îáèëåí. Òàêèì îáðàçîì, 0 ≤ (L + nH) · z = L · z < 0. Ïðîòèâî-

ðå÷èå.

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ áóäåò äîêàçàíà òîëüêî â ðàçìåðíîñòè

2. Ìû âûâåäåì åå èç êðèòåðèÿ îáèëüíîñòè Íàêàè-Ìîéøåçîíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèâèçîð H ñòðîãî ïîëîæèòåëåí íà NE(X) \
{0} è íå ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì. Òîãäà H2 ≤ 0. Ïóñòü A � ëþáîé

îáèëüíûé äèâèçîð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M := {t ∈ Q | H + tA îáèëåí}.

ßñíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå t� 0. Ïóñòü α := infM.

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ α ≥ 0. Òîãäà [H + αA] ∈ NE(X).
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Ïîýòîìó H ·(H+αA) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (H+αA)2 > 0 è α >

0. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ îáèëüíîñòè Íàêàè-Ìîéøåçîíà äèâèçîð

H + (α− ε)A îáèëåí ïðè 0 < ε� 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó

α.

Òåîðåìà (òåîðåìà î êîíóñå, Ñ. Ìîðè 1982). Ïóñòü X �

íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü H � îáèëüíûé äè-

âèçîð íà X. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íå áîëåå êîíå÷-

íîãî ÷èñëà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé Ri ⊂ NE(X) òàêèõ, ÷òî

(KX + εH) · Ri < 0. Êàæäûé ëó÷ Ri ïîðîæäàåòñÿ êëàñ-

ñîì íåïðèâîäèìîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé Ci òàêîé, ÷òî 0 <

−KX · Ci ≤ dimX + 1. Êîíóñ NE(X) ïîðîæäàåòñÿ êîíóñîì

NE(X) ∩ {z | (KX + εH) · z ≥ 0} è ëó÷àìè Ri.

Òåîðåìà (òåîðåìà î ñòÿãèâàíèè, Ìîðè - Êàâàìàòà - Øîêóðîâ).

Ïóñòü X � íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü

R ⊂ NE(X) � KX-îòðèöàòåëüíûé ýêñòðåìàëüíûé ëó÷.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíûé ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì

ϕ : X → Z íà íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Z òàêîé,

÷òî ϕ∗OX = OZ è ϕ(C) � òî÷êà äëÿ êðèâîé C ⇐⇒ [C] ∈ R.

Ñëåäñòâèå. Èìååò ìåñòî

0 −→ PicZ
ϕ∗−→ PicX

·C−→ Z

ãäå [C] ∈ R. Â ÷àñòíîñòè, PicX ' PicZ ⊕ Z.

6



2 Îïðåäåëåíèÿ è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñíîâíîå ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòî è char k = 0 (èëè k = C).

Îïðåäåëåíèå. Íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå X íàçû-

âàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî, åñëè åãî àíòèêàíîíè÷åñêèé äèâè-

çîð −KX îáèëåí.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Òîãäà

• Pm := dimH0(X,−mKX) = 0;

• κ(X) = −∞;

• H i(X,mKK) = 0, m ≤ 0, i > 0;

• H i(X,mKK) = 0, m ≥ 1, i < dimX;

• H i(X,OX) = 0, i > 0;

• H1(X,Z) = 0;

• Pic(X) ' H2(X,Z) � êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ ãðóïïà áåç êðó-

÷åíèÿ;

• H1(X,Z) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðåäïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0→ Z −→ OX
exp−→ O∗X → 0
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ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì Pic(X) ' H2(X,Z). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

D ∈ Pic(X) � ýëåìåíò êðó÷åíèÿ. Òîãäà χ(X,D) = h0(X,D) = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà χ(X,D) = χ(OX) =

1. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ôîðìóëû óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåí-

òîâ

H2(X,Z) ' ñâîá. ÷àñòüH2(X,Z)⊕ êðó÷.H1(X,Z).

Íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî r òàêîå, ÷òî −KX = rH äëÿ íåêî-

òîðîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà H íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì Ôàíî ìíî-

ãîîáðàçèÿ Ôàíî X .

Ñëåäñòâèå. dimX = 2 =⇒ K2
X + ρ(X) = 10. Â ÷àñòíîñòè,

1 ≤ K2
X ≤ 9.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü r � åãî èí-

äåêñ Ôàíî. Òîãäà r ≤ dimX + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n := dimX è r > n + 1. Çàïèøåì

−KX = rH. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà χ(t) := χ(tH) � ìíî-

ãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, χ(t) = h0(X, tH) åñëè

äèâèçîð −KX + tH îáèëåí, ò.å. ïðè t > −r. Òàêèì îáðàçîì,

χ(t) èìååò êîðíè â t = −1, . . . , −(n + 1).
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3 Ïðèìåðû

• Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà Pn.
• Íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ⇐⇒
g(X) = 0 ⇐⇒ X ' P1.

• Äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè

äåëü Ïåööî.

• Íåîñîáàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Xd ⊂ Pn � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî

⇐⇒ d < n + 1.

• Ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå Xd1···dr ⊂ Pn ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé
d1, . . . , dr � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ⇐⇒

∑
di < n + 1.

• Ïðîèçâåäåíèÿ. X × Y � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ⇐⇒ X è Y �

ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî.

• Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà r > 1. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò íåîñîáûé ýëåìåíò D ∈ |kH|, k < r. Òîãäà D �

òàêæå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî.

• Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü f : X → Z � ñþðú-

åêòèâíûé ìîðôèçì ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè. Òîãäà îáùèé ñëîé �

òàêæå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî.

• Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü f : X → Y � áèðà-

öèîíàëüíûé ìîðôèçì òàêîé, ÷òî dim f (Exc(f )) = 0. Òîãäà Y �

òàêæå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî.
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Ëåììà. Ïóñòü f : X → Y � áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì íåîñî-

áûõ ìíîãîîáðàçèé. Çàïèøåì

KY = f ∗KX +
∑

aiEi

ãäå Ei � (âñå) íåïðèâîäèìûå èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû. Òîãäà

ai > 0 ∀i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì òî÷êó P ∈ X è ëîêàëüíûå êîîðäè-

íàòû x1, . . . , xn â îêðåñòíîñòè P ∈ U ⊂ X . Ïóñòü Q := f (P ) è

ïóñòü y1, . . . , yn � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè Q ∈ Y .
Îòîáðàæåíèå f çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè yi = yi(x1, . . . , xn). Ïóñòü

ω = φ d y1∧· · ·∧d yn � ìåðîìîðôíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

ñòàðøåé ñòåïåíè. Òîãäà KY |V = (φ) è

f ∗KY |U = (φ(y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn))).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, KX |U ìîæåò áûòü çàäàí äèâèçîðîì ìåðî-

ìîðôíîé ôîðìû f ∗ω, êîòîðàÿ ðàâíà

φ(y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn)) det(∂yi/∂xj) d y1 ∧ · · · ∧ d yn

Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî KY − f ∗KX çàäàåò-

ñÿ îáðàùåíèåì â íóëü ÿêîáèàíà det(∂yi/∂xj), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü âäîëü èñêëþ÷è-

òåëüíûõ äèâèçîðîâ.
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• Êîíå÷íûå ìîðôèçìû Ïóñòü f : X → Y � êîíå÷íûé ñþðúåê-

òèâíûé ìîðôèçì. Âûáåðåì òî÷êó P ∈ X è ëîêàëüíûå êîîðäè-

íàòû x1, . . . , xn â îêðåñòíîñòè P ∈ U ⊂ X . Ïóñòü Q := f (P ) è

ïóñòü y1, . . . , yn � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè Q ∈ Y .
Îòîáðàæåíèå f çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè yi = yi(x1, . . . , xn). Ïóñòü

ω = φ d y1∧· · ·∧d yn � ìåðîìîðôíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

ñòàðøåé ñòåïåíè. Òîãäà KY |V = (φ) è

f ∗KY |U = (φ(y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn))).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, KX |U ìîæåò áûòü çàäàí äèâèçîðîì ìåðî-

ìîðôíîé ôîðìû f ∗ω, êîòîðàÿ ðàâíà

φ(y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn)) det(∂yi/∂xj) d y1 ∧ · · · ∧ d yn

Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî KY − f ∗KX çàäàåòñÿ

îáðàùåíèåì â íóëü ÿêîáèàíà det(∂yi/∂xj), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü âäîëü äèâèçîðà

� äèâèçîðà âåòâëåíèÿ. Ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ãóðâèöà

KX = f ∗KY + R, R ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f � öèêëè÷åñêîå íàêðûòèå ñòåïåíè

m. Âûáèðàÿ êîîðäèíàòû x1, . . . , xn−1 âäîëü êîìïîíåíòû R è xn
� òðàíñâåðñàëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî y1 = x1,. . . , yn−1 =

xn−1, yn = xmn . Òîãäà R = m−1
m f ∗B, ãäå B = f (R)red. Òàêèì

îáðàçîì,

KX = f ∗
(
KY +

m− 1

m
B

)
.
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Ïîýòîìó X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ⇐⇒ äèâèçîð −(KY + m−1
m B)

îáèëåí.

• Âçâåøåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P(s0, . . . , sn) � ýòî

Proj k[x0, . . . , xn], ãäå deg xi = ai. Ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ òî-

÷åê P(s0, . . . , sn) îïèñûâàåòñÿ êàê ôàêòîð An+1\{0} ïî îòíîøå-
íèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (a0, . . . , an) ∼ (λs0a0, . . . , λ

snan), λ ∈ k∗.
Äðóãîå îïèñàíèå: P(s0, . . . , sn) = Pn/Zs0 × · · · × Zsn (äåéñòâèå

Zs0×· · ·×Zsn � ïîêîîðäèíàòíîå). Åñëè íàáîðû âåñîâ äâóõ âçâå-

øåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðîïîðöèîíàëüíû, òî ýòè

ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû. Áîëåå òîãî, ëþáîå âçâåøåííîå ïðîåê-

òèâíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå P(s0, . . . , sn),

ãäå (s0, . . . , ŝi, . . . , sn) = 1 äëÿ âñåõ i. â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,

÷òî íàáîð (s0, . . . , sn) õîðîøî ñôîðìèðîâàí. Ïðè ýòîì óñëîâèè

ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

−KP = (s0 + · · · sn)A,

ãäå A � ïîëîæèòåëüíûé ïîðîæäàþùèé ãðóïïû êëàññîâ äèâè-

çîðîâ Âåéëÿ Cl(P) ' Z. Çäåñü O(A) = OP(1). Ïóñòü X ⊂ P
� ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé d1, . . . , dm.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íåîñîáî è ñîäåðæèòñÿ â íåîñîáîé ÷àñòè P.
Åñëè

∑
di <

∑
sj, òî X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Íàïðèìåð, îá-

ùàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüX2s ⊂ P(1, . . . , 1, s) � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî

⇐⇒ s ≤ dimX . Ýòî ìíîãîîáðàçèå èìååò ñòðóêòóðó äâîéíîãî

íàêðûòèÿ X → PdimX .
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• Ãðàññìàíèàíû è îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà. Ïóñòü G = Gr(k, n) � ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà. Òî-

ãäà PicG ' Z è −KG ∼ nH, ãäå H � îáèëüíàÿ îáðàçóþùàÿ

PicG. Â ÷àñòíîñòè, G � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíò a ∈ G çàäàåòñÿ k × n-ìàòðèöåé A

ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ïðè÷åì ìàòðèöû, îòëè÷àþùèåñÿ ýëåìåí-

òàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê, çàäàþò îäèí è òîò æå ýëå-

ìåíò. Çàïèøåì A =
(
A1 | A2

)
, ãäå A1 (ñîîòâ. A2) � ìàòðèöà

ðàçìåðà k×k (ñîîòâ. k×(n−k)). Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîäìíî-

æåñòâî U ⊂ G, çàäàííîå óñëîâèåì detA1 6= 0. Ëþáîé ýëåìåíò

a ∈ U ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöåé A =
(
E | X

)
. Ïóñòü X = (xi,j).

A =


1 0 · · · 0 x1,k+1 · · · x1,n

0 1 · · · 0 x2,k+1 · · · x2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · 1 xk,k+1 · · · xk,n


Çäåñü xi,j ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîîðäèíàòû íà U . Òàêèì

îáðàçîì, U ' Ak(n−1). Ïóñòü H = G \ U . Èç òî÷íîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè âûðåçàíèÿ èìååì

H · Z −→ PicG −→ PicU = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, PicG = Z · H. Ïåðåéäåì â äðóãóþ êàðòó. Äëÿ

ýòîãî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïåðåéäåì îò A
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ê ìàòðèöå

1
x1,k+1

0 · · · 0 1
x1,k+2
x1,k+1

· · · x1,n

x1,k+1

−x2,k+1
x1,k+1

1 · · · 0 0 x2,k+2 − x2,k+1
x1,k+2
x1,k+1

· · · x2,n − x2,k+1
x1,n

x1,k+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−xk,k+1
x1,k+1

0 · · · 1 0 xk,k+2 − xk,k+1
x1,k+2
x1,k+1

· · · xk,n − xk,k+1
x1,n

x1,k+1


Íîâûìè êîîðäèíàòàìè áóäóò

x′i,k+1 = −xi,k+1

x1,k+1
, i = 2, . . . , k, x′1,k+1 = − 1

x1,k+1
,

x′1,j =
x1,j

x1,k+1
, j = k + 2, . . . , n,

x′i,j = xi,j − xi,k+1
x1,j

x1,k+1
, i =, j = .

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = dx′1,k+1 ∧ · · · ∧
dx′k,n. Òîãäà

ω = u
1

x2
1,k+1

1

xk−1
1,k+1

1

xn−k−1
1,k+1

dx1,k+1 ∧ · · · ∧ dxk,n,

ãäå u � îáðàòèìûé ýëåìåíò. Ïîëó÷àåì KG = (ω) = −nH, ãäå H

çàäàåòñÿ x1,k+1 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî äèâèçîð H ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêèì ñå÷åíèåì ïðè

âëîæåíèè Ïëþêêåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |mH|

14



î÷åíü îáèëüíà ïðè m > 0 è ïî òåîðåìå Áåðòèíè îíà ñîäåðæèò

íåïðèâîäèìûé íåîñîáûé ýëåìåíò.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü D ∈ |mH| � íåîñîáûé ýëåìåíò. Åñëè m <

n, òî D � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà n−m.

• Ðàçäóòèÿ. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, ïóñòü L
� ëèíåéíàÿ ñèñòåìà äèâèçîðîâ Êàðòüå íà X áåç íåïîäâèæíûõ

êîìïîíåíò è ïóñòü Z := Bs L (êàê ñõåìà). Ïóñòü f : X̃ → X

� ðàçäóòèå Z è ïóñòü L̃ := f−1
∗ L � áèðàöèîíàëüíûé ïðîîá-

ðàç. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà L̃ íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Â

÷àñòíîñòè, îíà ÷èñëåííî ýôôåêòèâíà.

Ïðèìåð. Ïóñòü X = Pn, Z � òî÷êà è L � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

ãèïåðïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç Z. Òîãäà ðàçäóòèå X̃ â Z �

ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Äåéñòâèòåëüíî, −KX̃ ∼ −f ∗KX−(n−2)E,

ãäå E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Îòñþäà

−KX̃ ∼ (n + 1)f ∗L − (n− 2)E ∼ (n− 2)L̃ + 2f ∗L .

Ýòîò äèâèçîð îáèëåí ïî êðèòåðèþ îáèëüíîñòè Êëåéìàíà.

4 Ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîãî äèâèçîðà

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Ñóùåñòâóåò

íåîñîáàÿ êðèâàÿ L ∈ | −KX |.
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Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

dim | −KX | = K2
X > 0.

Ïóñòü L ∈ | − KX | � îáùèé ýëåìåíò. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ðàçäóòèé òî÷åê f : X̃ → X è äèâèçîð
∑
Ei íà X̃ ñ

ïðîñòûìè íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè òàêèå, ÷òî

• Q-äèâèçîð qf ∗L −
∑
piEi îáèëåí äëÿ íåêîòîðûõ 0 < pi �

q � 1;

• f ∗L = L̃ +
∑
riEi, ãäå ri ≥ 0, à ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |L̃| ñâî-

áîäíà;

• KX̃ = f ∗KX +
∑
aiEi, ãäå ai ≥ 0, ïðè÷åì Ei íå ÿâëÿåòñÿ

êîìïîíåíòîé Exc(f ) ⇐⇒ ai = 0.

Ïîëîæèì

c := min

{
a1 + 1− pi

ri

∣∣∣∣ ri 6= 0

}
.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ i = 0.

Ïóñòü E := E0. Äëÿ t ∈ Z ðàññìîòðèì Q-äèâèçîð

N = N(t) = tf ∗L +
∑

(−cri + ai − pi)Ei −KX̃ =

= cL̃ + (t + 1− c)f ∗L−
∑
piEi.

ßñíî, ÷òî

dNe = tf ∗L−KX̃ + A− E, A ≥ 0, A ⊂ Exc(f )

è E � íå êîìïîíåíòà A.
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Ëåììà. • c ≤ 2− q =⇒ H0(OE(f ∗L + A)) = 0;

• c ≤ 1− q =⇒ dimH0(OE(A)) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. • Ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà

H1(OX̃(f ∗L + A− E)) = 0.

Îòñþäà

H0(OX̃(f ∗L+A−E)) ↪→ H0(OX̃(f ∗L+A))� H0(OE(f ∗L+A))

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H0(OE(f ∗L + A)) 6= 0. Òîãäà ñòðåëêà ñëå-

âà íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýô-

ôåêòèâíûé äèâèçîð D ∼ f ∗L + A, ó êîòîðîãî E íå ÿâëÿåòñÿ

êîìïîíåíòîé. Òàê êàê f∗D ∼ L, òî E � èñêëþ÷èòåëüíûé äè-

âèçîð. Òàê êàê D − A ∼ f ∗L, òî ïî ëåììå îá îòðèöàòåëüíîñòè

D − A ýôôåêòèâåí è D − A = f ∗L′. Ïðîòèâîðå÷èå.

• Ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà H1(OX̃(A− E)) = 0 è

H0(OX̃(A− E)) ↪→ H0(OX̃(A))� H0(OE(A))

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî H0(OX̃(A − E)) = 0. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð D ∼ A − E. Òîãäà

f∗D ∼ −f∗E. Ñëåäîâàòåëüíî, E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð.

Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå D = Dnonexc +Dexc, Dnonexc, Dexc ≥ 0.

Íî òîãäà Dnonexc ∼ A − E − Dexc, ãäå ïîñëåäíèé äèâèçîð �

èñêëþ÷èòåëüíûé. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí (ñòåïåíè ≤ 1)

χ(t) := χ(OE(tf ∗L + A)).

Ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà

χ(t) = dimH0(OE(tf ∗L + A)).

ïðè t ≥ c + q − 1.

Ëåììà. c > 1− q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå χ(0) = 1 è χ(1) = 0. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî χ(t) > 0 ïðè t� 0.

Ñëåäñòâèå. ai + 1 ≥ ri, ∀i.

Ñëåäñòâèå. L � ïðèâåäåííàÿ êðèâàÿ, èìåþùàÿ ëèøü îáûêíî-

âåííûå äâîéíûå òî÷êè.

Ëåììà. Åñëè L îñîáà, òî c ≤ 2− q.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà. Èìååì χ(1) = 0. Òàê êàê χ(t) >

0 ïðè t � 0, òî E � íå èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Ïî ôîðìóëå

äëÿ ðîäà

2pa(f (E))− 2 = (KX + f (E)) · f (E) = −(L− f (E)) · f (E) ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, g(E) ≤ pa(f (E)) ≤ 1. Ðàâåíñòâî χ(1) = 0 íåâîç-

ìîæíî.
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Òåîðåìà. Ïóñòü X � n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà

r ≥ n − 1. Ïóñòü L � îáèëüíûé äèâèçîð íà X òàêîé, ÷òî

−KX = rL. Ñóùåñòâóåò íåîñîáûé ýëåìåíò L ∈ |L|.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí χ(t) = χ(tL) ñòåïåíè n. Ïî òåîðåìå

Êîäàèðû îá îáðàùåíèè â íóëü χ(t) = dimH0(X, tL) ïðè t > −r.
Ñëåäîâàòåëüíî, χ(t) èìååò êîðíè â òî÷êàõ t = −1, . . .−(n−2) è

χ(0) = 1. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí

d/n!, d = Ln è ïî äâîéñòâåííîñòè Ñåððà χ(−r− t) = (−1)nχ(t).

Ýòî äàåò íàì

χ(t) = 1
n!(t + 1) · · · (t + n− 2)(

dt2 + d
2

(
nr − (n− 1)(n− 2)

)
t + n(n− 1)

)
Â ÷àñòíîñòè,

dim |L| = d

2
(r − n + 3)− 2 > 0.

Ïóñòü L ∈ |L| � îáùèé ýëåìåíò. Ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíûé

ïðîåêòèâíûé ìîðôèçì (ðàçðåøåíèå) f : X̃ → X è äèâèçîð∑
Ei íà X̃ ñ ïðîñòûìè íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè òàêèå, ÷òî

• Q-äèâèçîð qf ∗L −
∑
piEi îáèëåí äëÿ íåêîòîðûõ 0 < pi �

q � 1;

• f ∗L = L̃ +
∑
riEi, ãäå ri ≥ 0, à ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |L̃| ñâî-

áîäíà;
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• KX̃ = f ∗KX +
∑
aiEi, ãäå ai ≥ 0, ïðè÷åì Ei íå ÿâëÿåòñÿ

êîìïîíåíòîé Exc(f ) ⇐⇒ ai = 0.

Ïîëîæèì

c := min

{
a1 + 1− pi

ri

∣∣∣∣ ri 6= 0

}
.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ i = 0.

Ïóñòü E := E0. Äëÿ t ∈ Z ðàññìîòðèì Q-äèâèçîð

N = N(t) = tf ∗L +
∑

(−cri + ai − pi)Ei −KX̃ =

= cL̃ + (t + r − c)f ∗L−
∑
piEi.

ßñíî, ÷òî

dNe = tf ∗L−KX̃ + A− E, A ≥ 0, A ⊂ Exc(f )

è E � íå êîìïîíåíòà A.

Ëåììà. • c ≤ 1 + r − q =⇒ H0(OE(f ∗L + A)) = 0;

• c ≤ r − q =⇒ dimH0(OE(A)) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. • Ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà

H1(OX̃(f ∗L + A− E)) = 0.

Îòñþäà

H0(OX̃(f ∗L+A−E)) ↪→ H0(OX̃(f ∗L+A))� H0(OE(f ∗L+A))
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H0(OE(f ∗L + A)) 6= 0. Òîãäà ñòðåëêà ñëå-

âà íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýô-

ôåêòèâíûé äèâèçîð D ∼ f ∗L + A, ó êîòîðîãî E íå ÿâëÿåòñÿ

êîìïîíåíòîé. Òàê êàê L′ := f∗D ∼ L, òî E � èñêëþ÷èòåëüíûé

äèâèçîð. Òàê êàêD−A ∼ f ∗L, òî ïî ëåììå îá îòðèöàòåëüíîñòè

D − A ýôôåêòèâåí è D − A = f ∗L′. Ïðîòèâîðå÷èå.

• Ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà H1(OX̃(A− E)) = 0 è

H0(OX̃(A− E)) ↪→ H0(OX̃(A))� H0(OE(A))

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî H0(OX̃(A − E)) = 0. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð D ∼ A − E. Òîãäà

f∗D ∼ −f∗E. Ñëåäîâàòåëüíî, E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð.

Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå D = Dnonexc +Dexc, Dnonexc, Dexc ≥ 0.

Íî òîãäà Dnonexc ∼ A − E − Dexc, ãäå ïîñëåäíèé äèâèçîð �

èñêëþ÷èòåëüíûé. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí (ñòåïåíè dim f (E) ≤ n− 1)

χ(t) := χ(OE(tf ∗L + A)).

Ïî òåîðåìå Êàâàìàòû-Ôèâåãà

χ(t) = dimH0(OE(tf ∗L + A)).

ïðè t ≥ c + q − r.

Ëåììà. ai ≥ ri, ∀i.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå c < 1 − q. Ìíîãî÷ëåí

χ(t) èìååò êîðíè t = −1, . . . ,−(n − 3), 1 è χ(0) = 1. Åñëè

äèâèçîð E � èñêëþ÷èòåëüíûé, òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

χ(t) > 0 ïðè t� 0. Ñëåäîâàòåëüíî, dim f (E) = n− 1 è

χ(t) = β(t + 1) · · · (t + n− 3)(t− 1)(t− α),

χ(0) = 1 = β(n− 1)!α, β =
1

(n− 1)!
f ∗Ln−1 · E.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimX = 3. Òîãäà f (E) � ïîâåðõíîñòü. Ïî-

ëîæèì S := f (E), T := f ∗L|E, G = A|E. Èìååì

χ(t) = β(t− 1)(t− α) = (t− 1)(βt− 1/2) =

= 1
2T

2t2 + 1
2(T · (G−KE) + T · A)t + 1

2G · (G−KE) + χ(OE).

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè t2, ïîëó÷àåì 2β = T 2. Ñðàâíè-

âàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè t, ïîëó÷àåì

0 > −1− T 2 = −2β − 1 = 2T ·G− T ·KE.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåîòðèöàòåëüíà. Ïðåäïîëî-

æèì ïðîòèâíîå. Òîãäà T ·KE > 0 (ïîñêîëüêó T = f ∗L|E ÷èñëåí-

íî ýôôåêòèâåí). Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå fE : E
µ−→ S ′

ν−→ S,

ãäå ν � íîðìàëèçàöèÿ. Ïóñòü T ′ := µ∗T , G
′ := µ∗G, TS := ν∗T

′,

GS := ν∗G
′. ßñíî, ÷òî T ′ = ν∗TS, T = µ∗T ′. Òîãäà T ′ · KS′ =

T ·KE > 0 è

T ′ ·KS′ = ν∗TS · (ν∗KS −R) = TS ·KS − ν∗TS ·R.
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Îòñþäà TS ·KS > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

TS ·KS = L · (KX +S) ·S = −(r− 1)L ·L ·S−L · (L−S) ·S < 0.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå. Îáùèé ýëåìåíò L ∈ |L| ïðèâåäåí, íåïðèâîäèì è

íîðìàëåí.

Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimX = 3. Òîãäà L èìååò

ëèøü èçîëèðîâàííûå äâîéíûå îñîáûå òî÷êè. Äëÿ ìèíèìàëüíî-

ãî ðàçðåøåíèÿ µ : L̂→ L èìååì KL̂ = µ∗KL.

Ñëåäñòâèå. L̂ � ñëàáàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñ äþâàëåâñêè-

ìè îñîáåííîñòÿìè.

Òåîðåìà (Â. Â. Øîêóðîâ). Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãî-

îáðàçèå Ôàíî. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | ñîäåðæèò ãëàä-

êèé íåïðèâîäèìûé äèâèçîð.

Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåò-

ñÿ ïîâåðõíîñòüþ òèïà K3, åñëè KS = 0 è H1(X,OX) = 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Òî-

ãäà îáùèé ýëåìåíò S ∈ |−KX | ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ òèïà

K3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ KS = 0. Èç ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ O(KX) −→ OX −→ OS −→ 0

ïîëó÷àåì H1(S,OS) = 0.
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5 Ïðîåêòèâíûå ìîäåëè ïîâåðõíîñòåé

äåëü Ïåööî

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî è ïóñòü r � åå

èíäåêñ Ôàíî.

• r ≥ 3 ⇐⇒ r = 3 ⇐⇒ K2
X = 9 ⇐⇒ X ' P2;

• r = 2 ⇐⇒ X ' P1 × P1;

• K2
X = 1 =⇒ Bs | −KX | = {P} � òî÷êà, Bs | − 2KX | = ∅,

ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−2KX | çàäàåò äâóëèñòíûé êîíå÷íûé

ìîðôèçì X → Q′ ⊂ P3 îáðàç êîòîðîãî � êâàäðàòè÷íûé

êîíóñ, à äèâèçîð âåòâëåíèÿ âûñåêàåòñÿ êóáèêîé, X ðåà-

ëèçóåòñÿ êàê ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 6 â P(1, 1, 2, 3);

• K2
X > 1 =⇒ Bs | −KX | = ∅;

• K2
X = 2 =⇒ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | −KX | çàäàåò äâóëèñò-

íûé êîíå÷íûé ìîðôèçì X → P2, äèâèçîð âåòâëåíèÿ êî-

òîðîãî � íåîñîáàÿ êâàðòèêà B ⊂ P2, X ðåàëèçóåòñÿ êàê

ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 4 â P(1, 1, 1, 2);

• d := K2
X > 2 =⇒ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |−KX | î÷åíü îáèëüíà

è çàäàåò âëîæåíèå X = Xd ⊂ Pd;

• K2
X = 3 =⇒ X = X3 ⊂ P3 � êóáèêà;
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• K2
X = 4 =⇒ X = X4 ⊂ P4 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ

êâàäðèê;

• K2
X = 5 =⇒ X = X5 ⊂ P5 åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà è X = Gr(2, 5) ∩ P5 ⊂ P9 (âëîæåíèå Ïëþê-

êåðà);

• K2
X = 6 =⇒ X = X6 ⊂ P6 åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà è X = (P1 × P1 × P1) ∩ P6 ⊂ P7 (âëîæåíèå

Ñåãðå);

• K2
X = 7 =⇒ X = X7 ⊂ P7 åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà è ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì äâóõ òî÷åê íà P2;

• K2
X = 8 =⇒ X ' P1 × P1 èëè F1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K2
X = 9. Òîãäà Pic(X) ' Z. Ïî äâîé-

ñòâåííîñòè Ïóàíêàðå ôîðìà ïåðåñå÷åíèÿ íà Pic(X) óíèìîäó-

ëÿðíà. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: r = 3.

Ïóñòü K2
X = 8. Òîãäà Pic(X) ' Z ⊕ Z. Ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî r = 1, ò.å. −KX � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò Pic(X). Èç ñ÷å-

òà ïàðàìåòðîâ ñëåäóåò, ÷òî â | −KX | ñóùåñòâóåò ïðèâîäèìûé

èëè íåïðèâåäåííûé ýëåìåíò D =
∑
diDi. Âûáåðåì åãî òàê,

÷òî
∑
di � íàèáîëüøåå. Ïóñòü D1 � êðèâàÿ. Åñëè D2

1 < 0,

òî D1 � (−1)-êðèâàÿ è X ' F1. Åñëè D2
1 = 0, òî D1 � êî-

íèêà è X � ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü D2
1 > 0. Òîãäà
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2pa(D1) − 2 = (KX + D1) · D1 = −(
∑
diDi) · D1 < 0. Ïîýòî-

ìó D1 ' P1 è −KX · D1 = D2
1 + 2 ≥ 3. Èç ñ÷åòà ïàðàìåò-

ðîâ dim |D1| ≤ 2. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà D2
1 − KX · D1 ≤ 4,

2D2
1 + 2 ≤ 4, D2

1 = 1, −KX · D1 = 3. Ïîëîæèì D′ = D − D1.

Òîãäà −KX ·D′ = 5, D1 ·D′ = 2, D′2 = 3. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

D′ ïðèâîäèì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè

d ≥ 4. Òîãäà åå àíòèêàíîíè÷åñêèé îáðàç ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíè-

åì êâàäðèê.
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6 Ñâåäåíèÿ èç òåîðèè Ìîðè è äð.

Îïðåäåëèì äëèíó ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à êàê

µ(R) := min{−KX · C | C � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, [C] ∈ R}

Òåîðåìà (Ñ. Ìîðè 1982). Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå

ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, R � ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ íà X è

ϕ : X → Z � ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñòðåìàëüíîå ñòÿãèâàíèå.

• Åñëè R ÷èñëåííî íå ýôôåêòèâåí, òî ϕ � áèðàöèîíàëü-

íîå äèâèçîðèàëüíîå ñòÿãèâàíèå íåïðèâîäèìîãî èñêëþ÷è-

òåëüíîãî äèâèçîðà E íà êðèâóþ èëè â òî÷êó, ïðè÷åì ϕ

ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì ïîäìíîãîîáðàçèÿ ϕ(E) (ñ ïðèâåäåí-

íîé ñòðóêòóðîé). Âîçìîæíî îäíî èç ñëåäóþùèõ:

� ϕ(E) � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, L� ñëîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõ-

íîñòè E, Z � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, µ(R) = 1,

� ϕ(E) � òî÷êà, Z � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, L� ïðÿìàÿ

íà E ' P2, µ(R) = 2,

� ϕ(E) � îáûêíîâåííàÿ äâîéíàÿ òî÷êà, E ' P1 × P1,

OE(E) = OP1×P1(−1,−1), L � îáðàçóþùàÿ P1 × P1,

µ(R) = 1,

� ϕ(E) � äâîéíàÿ òî÷êà, E � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ â P3,

OE(E) = OE(−1), L � îáðàçóþùàÿ êîíóñà, µ(R) = 1,
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� ϕ(E) � ÷åòûðåõêðàòíàÿ íåãîðåíøòåéíîâà òî÷êà,

OE(E) = OP2(−2), L� ïðÿìàÿ íà E ' P2, µ(R) = 1.

• Åñëè R ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî ϕ : X → Z � îòíî-

ñèòåëüíàÿ ìîäåëü Ôàíî, Z íåîñîáî, è âîçìîæíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ:

� Z � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü, ëþáîé ñëîé ϕ � ïðèâåäåí-

íàÿ êîíèêà â P2, îáùèé ñëîé ' P1, 1 ≤ µ(R) ≤ 2;

� Z � êðèâàÿ, îáùèé ñëîé ϕ � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî

ñòåïåíè 6= 7, 1 ≤ µ(R) ≤ 3;

� Z � òî÷êà, òîãäà X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ PicX '
Z, 1 ≤ µ(R) ≤ 4.

Çàìå÷àíèå. Åñëè Z ïîâåðõíîñòü è f � ãëàäêèé ìîðôèçì, òî

ëþáîé ñëîé f ' P1. Åñëè äîïîëíèòåëüíî Z ðàöèîíàëüíà, òî

Br(Z) = 0. Ïîýòîìó f èìååò ñå÷åíèå è f ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå

â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî P1-ðàññëîåíèå.

Çàìå÷àíèå. Åñëè dimZ 6= 2 èëè dimZ = 2 è ìîðôèçì � íå

ãëàäêèé, òî èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ PicZ
ϕ∗−→ PicX

·C−→ Z −→ 0.

Ýòî âåðíî òàêæå è â ñëó÷àå dimZ = 2 äëÿ ãëàäêîãî ìîðôèçìà,

åñëè ïîâåðõíîñòü ðàöèîíàëüíà.
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Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî X �

ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2. Òîãäà èìååòñÿ îäíî èç ñëåäó-

þøèõ:

• ϕ(E) � òî÷êà, Z � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2

èëè 4 ñ −K3
Z = −K3

X + 8;

• Z � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî, ϕ � P1-ðàññëîåíèå;

• Z ' P1, ëþáîé ñëîé ϕ � íåïðèâîäèìàÿ êâàäðèêà â P3.

Ëåììà. Ïóñòü X � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è

ïóñòü σ : X̃ → X � ðàçäóòèå ñ ãëàäêèì öåíòðîì Y ⊂ X.

Ïóñòü E := σ−1(Y ) � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð è ïóñòü L �

êëàññ ïðÿìîé íà E ' P2, åñëè Y � òî÷êà, èëè êëàññ ñëîÿ ëè-

íåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè E → Y , åñëè Y � êðèâàÿ. Òîãäà:

• H∗(X̃) = (σ∗H∗(X) ⊕ H∗(E))/σ∗H∗(Y ) = σ∗H∗(X) ⊕ Z ·
E ⊕ Z · L êàê àääèòèâíàÿ ãðóïïà, ïðè÷åì

σ∗E = σ∗L = 0, σ∗σ
∗ = id .

• ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòðóêòóðà â H∗(X̃) çàäàåòñÿ ñëå-

äóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ:

� Y � òî÷êà,

E2 = −L, E3 = −E ·L = 1, E · σ∗Z = L · σ∗Z = 0

äëÿ ëþáîãî Z ∈ H∗(X);
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� Y � êðèâàÿ,

E2 = −σ∗Y + c1(NY/X)L,

E3 = −c1(NY/X), E · L = −1,

E · σ∗D = (Y ·D)L, L · σ∗D = 0, ∀D ∈ H2(X),

E · σ∗C = L · σ∗C = 0, ∀C ∈ H4(X).

Íàïîìíèì, ÷òî c1(NY/X) íàõîäèòñÿ èç òî÷íîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè

0 −→ TY −→ TX −→ NY/X −→ 0

è ïîýòîìó

c1(NY/X) + 2− 2g(Y ) = −KX · Y,

ãäå g(Y ) � ðîä êðèâîé Y .
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7 Òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî èí-

äåêñà 2

Òåîðåìà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà

r > 1 è ïóñòü −KX = rH.

• r ≥ 4 ⇐⇒ r = 4 ⇐⇒ X ' P3;

• r = 3 ⇐⇒ X = X2 ⊂ P4 � êâàäðèêà;

• r = 2 =⇒ 1 ≤ H3 ≤ 7;

• r = 2 & H3 = 1 =⇒ Bs |H| = {P} � òî÷êà, ëèíåéíàÿ

ñèñòåìà | −KX | çàäàåò äâóëèñòíûé êîíå÷íûé ìîðôèçì

X → W ⊂ P3 îáðàç êîòîðîãî � êîíóñ íàä ïîâåðõíî-

ñòüþ Âåðîíåçå, à äèâèçîð âåòâëåíèÿ âûñåêàåòñÿ êóáè-

êîé, X ðåàëèçóåòñÿ êàê ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 6 â

P(1, 1, 1, 2, 3);

• r = 2 & H3 > 1 =⇒ Bs |H| = ∅;

• H3 = 2 =⇒ |H| çàäàåò äâóëèñòíûé êîíå÷íûé ìîðôèçì

X → P3 äèâèçîð âåòâëåíèÿ êîòîðîãî � íåîñîáàÿ êâàðòè-

êà B ⊂ P3, X ðåàëèçóåòñÿ êàê ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïå-

íè 4 â P(1, 1, 1, 1, 2);

• r = 2 & d := H3 > 2 =⇒ |H| î÷åíü îáèëüíà è çàäàåò

âëîæåíèå X = Xd ⊂ Pd+1;
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• H3 = 3 =⇒ X = X3 ⊂ P4 � êóáèêà;

• H3 = 4 =⇒ X = X4 ⊂ P5 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ

êâàäðèê.

Ñëåäñòâèå. Åñëè r ≥ 3 èëè r = 4 è H3 ≤ 4, òî PicX ' Z.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî

èíäåêñà 2 ñòåïåíè d ≥ 4. Òîãäà åãî ïîëó-àíòèêàíîíè÷åñêèé

îáðàç ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2. Òî-

ãäà

• H3 ≤ 7.

• Åñëè H3 = d ≥ 6, òî Pic(X) 6' Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H3 = 9. Òîãäà H � ïîâåðõíîñòü äåëü

Ïåööî ñòåïåíè 9, ò.å. H ' P2. Ïî òåîðåìå Ëåôøåöà î ãèïåð-

ïëîñêîì ñå÷åíèè îãðàíè÷åíèå Pic(X) → Pic(H) ÿâëÿåòñÿ âëî-

æåíèåì è åãî îáðàç � ïðèìèòèâíàÿ ïîäðåøåòêà â Pic(H) ' Z.
Òàêèì îáðàçîì, H|H � îáðàçóþùàÿ Pic(H). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ KH = −H|H � ïðîòèâîðå÷èå. Àíà-

ëîãè÷íî ðàññóæäàåì â ñëó÷àå H3 = 8, H ' P1× P1 è ïîëó÷àåì

r > 2.

Ïóñòü H3 = 8 è H ' F1. Ðàññìîòðèì îáùèé ïó÷îê ãè-

ïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé Ht. Ïóñòü Lt � åäèíñòâåííàÿ (−1)-êðèâàÿ
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â îáùåì Ht ' F1. Êðèâûå Lt çàìåòàþò ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü

E � åå çàìûêàíèå. Òîãäà E ∩ Ht = Lt. Ñëåäîâàòåëüíî, E

� ïëîñêîñòü è ïîýòîìó PicX 6' Z. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíå-

íèÿ OE(E) = OP2(−1). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ ñòÿãèâàíèå ýêñ-

òðåìàëüíîãî ëó÷à ϕ : X → Z, ãäå Z íåîñîáî è ϕ � ðàçäó-

òèå òî÷êè. Òîãäà Z � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2 èëè 4 c

−1
8K

3
Z = H3 + 1 > 8. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü H3 = 7. Òîãäà H � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè

7. Îíà ñîäåðæèò ðîâíî òðè (−1)-êðèâûå, ïðè÷åì ðîâíî îäíà èç

íèõ, ñêàæåì L, ïåðåñåêàåò äâå äðóãèå. Êàê è âûøå ïîëó÷àåì,

÷òî X ñîäåðæèò ïëîñêîñòü E òàêóþ, ÷òî OE(E) = OP2(−1).

Còÿãèâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à ϕ : X → Z

ïðèâîäèò ê Z = P3.

Ïóñòü H3 = 6. Ïðåäïîëîæèì Pic(X) ' Z. Ðàññìîòðèì ïðî-

èçâîëüíóþ ïðÿìóþ `. Ïóñòü S � îáúåäèíåíèå âñåõ ïðÿìûõ íà

X , ïåðåñåêàþùèõ `. Òîãäà S � ïîâåðõíîñòü è S ∼ aH äëÿ íåêî-

òîðîãî a > 0. Ïóñòü H � íåîñîáîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå, ïðîõî-

äÿùåå ÷åðåç `. Òîãäà ïðÿìûå íà H îáðàçóþò �øåñòèóãîëüíèê�.

Ïóñòü `′ � ïðÿìàÿ íàH, �ïðîòèâîïîëîæíàÿ� ê `. Òîãäà S∩`′ = ∅
(ïîñêîëüêó S∩`′∩H = ∅). Íî òîãäà S íå ìîæåò áûòü îáèëüíûì

äèâèçîðîì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî

èíäåêñà 2 ñ ρ(X) > 1. Òîãäà X � îäíî èç ñëåäóþùèõ:

• K2
X = 7 =⇒ X = X7 ⊂ P8 � ðàçäóòèå òî÷êè íà P3;
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• K2
X = 6 =⇒ èëè X ' P1 × P1 × P1 èëè X � äèâèçîð

áèñòåïåíè (1, 1) â P2 × P2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Z, f ′ : X → Z ′� ðàçëè÷íûå

ýêñòðåìàëüíûå ñòÿãèâàíèÿ è ïóñòü F è F ′ � èõ îáùèå ñëîè.

Çàìåòèì, F ∩ F ′ íå ñîäåðæèò êðèâûõ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.

• Z ' P1 =⇒ ρ(X) = 2 è Z ′ � ïîâåðõíîñòü c ρ(Z) = 1 =⇒
Z ′ ' P2 è f ′ � P1-ðàññëîåíèå =⇒ f × f ′ : X → Z×Z ′ = P1×P2

� êîíå÷íûé ìîðôèçì. Òîãäà 2S = −KX = −f ∗KP1−f ′∗KP2−B
=⇒ 2d = 2S3 = −f ∗KP1 · S2 − f ′∗KP2 · S2 −B · S2 =⇒ B · S2 =

2d − 4 − 9 = 2d − 13 =⇒ d = 7, B · S2 = 1, ò.å. S � ïëîñêîñòü.

Ïåðåñåêàÿ ñî ñëîÿìè f ′ ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

• Îáà ñòÿãèâàíèÿ áèðàöèîíàëüíû è ïóñòü E, E ′ � èñêëþ÷è-

òåëüíûå äèâèçîðû =⇒ E ∩E ′ = ∅. Ðàçëàãàÿ S2 ïî ýêñòðåìàëü-

íûì ëó÷àì, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

• Ïóñòü f áèðàöèîíàëüíî è Z èìååò ñòðóêòóðó P1-ðàññëîåíèÿ

g : Z → W . Òîãäà ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç ñëîÿ g, ïðîõîäÿ-

ùèé ÷åðåç öåíòð ðàçäóòèÿ èìååò íóëåâîé èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

ñ KX . Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Z � ïîâåðõíîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ (−1)-êðèâûõ =⇒ Z ' P2 èëè

Z ' P1 × P1.

• Z ' P1×P1 =⇒ ρ(X) = 3. Èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 3 òàêèõ

ñòÿãèâàíèÿ. Îíè çàäàþò ïî êðàéíåé ìåðå 3 ìîðôèçìà gi : X →
P1. Ïîëó÷àåì êîíå÷íûé ìîðôèçì g1×g2×g3 : X → P1×P1×P1,

êîòîðûé äîëæåí áûòü èçîìîðôèçìîì.
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• Z ' P2 =⇒ ρ(X) = 2. Åñëè f ′ áèðàöèîíàëüíî, òî ρ(Z ′) = 1

è H ′3 = d + 1 =⇒ H ′3 6= 6, 7 =⇒ Z ′ ' P3. Ïóñòü Z ′ ' P2.

Ïîëó÷àåì êîíå÷íûé ìîðôèçì f × f ′ : X → Z × Z ′ = P2 × P2,

êîòîðûé äîëæåí áûòü âëîæåíèåì.

• Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èí-

äåêñà 2 ñ PicX ' Z ⊕ Z è H3 = d. Òîãäà íà X èìååòñÿ ðîâ-

íî 2 ýêñòðåìàëüíûõ ñòÿãèâàíèÿ f : X → Z è f ′ : X → Z ′.

Åñëè èìåþòñÿ äèâèçîðû D è D′ îòîáðàæàåìûå â òî÷êè ìîð-

ôèçìîì f è f ′ ñîîòâåòñòâåííî, òî D ∩ D′ = ∅. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, H2 � îáèëüíàÿ êðèâàÿ è äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå ïî íà-

øèì ýêñòðåìàëüíûì ëó÷àì: H2 = αR + βR′, α, β > 0. Òîãäà

0 < H2 · D = βR · D ≤ 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Èç êëàññèôèêàöèè

ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé ïîëó÷àåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç

ñòÿãèâàíèé ÿâëÿåòñÿ P1-ðàññëîåíèåì. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Z ' P2 è f � P1-ðàññëîåíèå. Ïóñòü L = f ∗OP2(1). Òîãäà

L3 = 0, L2 ·H = 1, L ·H2 = 3.

Ïóñòü L′ = f ′∗OZ ′(1) åñëè Z ′ = P2 èëè P1 è L′ � f ′-

èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð, åñëè f ′ áèðàöèîíàëüíî. Çàïèøåì

L′ ∼ aH − bL, a, b > 0. Èìååì

L′3 = (da2 − 9ab + 3b2)a,

L′2 ·H = da2 − 6ab + b2,

L′ ·H2 = da− 3b.

Åñëè f ′ áèðàöèîíàëüíî, òî L′3 = 1, a = 1, 1 = L′·H2 = d−3b, b =
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2, d = 7. Åñëè f ′ � ðàññëîåíèå íà êâàäðèêè, òî L′3 = L′2 ·H = 0.

Îòñþäà 3a = 2b, 2da = 9b. Ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé. Íàêîíåö,

ïóñòü f ′ � P1-ðàññëîåíèå. Òîãäà L′3 = 0, da2 − 9ab + 3b2 = 0,

L′2 · H = 1 = da2 − 6ab + b2, 3ab − 2b2 = 1, b = 1, a = 1,

d = 6.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X = Xd ⊂ Pd+1 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî

èíäåêñà 2 ñòåïåíè 3 ≤ d ≤ 7.

• Íà X ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ.

• Ïóñòü L ⊂ X � ïðÿìàÿ. ×åðåç L ìîæíî ïðîâåñòè íåîñî-

áîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå.

• NL/X ' O ⊕ O èëè O(−1)⊕ O(1).

• Ïóñòü τ (X) � ñõåìà Ãèëüáåðòà, ïàðàìåòðèçóþùàÿ ïðÿ-

ìûå íà X. Òîãäà τ (X) ïðèâåäåíà, íåîñîáà è ðàçìåðíîñòü

ëþáîé êîìïîíåíòû = 2.

• Ïóñòü Γ(X) → τ (X) � óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî. Åñëè

Pic(X) ' Z, òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ π : Γ(X) → X �

êîíå÷íûé â îáùåé òî÷êå ìîðôèçì. NL/X ' O ⊕O ⇐⇒ π

ýòàëåí â òî÷êå [L].

• Åñëè d ≥ 3, òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïðîõîäèò íå áîëåå 4

ïðÿìûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. • Ïðÿìàÿ ñóùåñòâóåò íà íåîñîáîì ãèïåð-

ïëîñêîì ñå÷åíèè.

• Ñ÷¼ò ïàðàìåòðîâ: ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

L îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè 2 â (Pd+1)∗. Îñîáûå

â íåêîòîðîé òî÷êå L ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ îáðàçóþò ïîäìíî-

ãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè ≥ 3.

• Èìååì ðàçëîæåíèå NL/X = O(a) + O(b). Äàëåå

0 −→ NL/H −→ NL/X −→ NH/X |L −→ 0

ãäå NL/H = O(−1) è NH/X |L = O(1). Îòñþäà a+ b = 0. Òàê êàê

h0(NL/X) ≤ h0(NH/X |L) = 2, òî a, b ≤ 1.

• Ñëåäóåò èç òåîðèè äåôîðìàöèé: T[L],Γ(X) ' H0(L,NL/X) è

ïîñêîëüêó H1(X,NL/X) = 0.

• Òàê êàê Hom(OP1,OP1(1)) = 0, òî äèôôåðåíöèàë

dπ : Nπ(L)/Γ(X) = OP1 ⊕ OP1 −→ NL/X

âûðîæäåí âäîëü L ⇐⇒ NL/X ' O(1)⊕ O(−1).

• Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîX � ïåðåñå÷åíèå

êâàäðèê.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà

2 ñ K2
X = 5 è ïóñòü −KX = 2H. Òîãäà PicX ' Z, X = X5 ⊂ P6

åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è X = Gr(2, 5) ∩
P6 ⊂ P9 (âëîæåíèå Ïëþêêåðà).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2 è

ñòåïåíè 5. Ïóñòü L ⊂ X � ïðÿìàÿ. Ïóñòü f : X̃ → X � ðàçäó-

òèå L, ïóñòü H∗ := f ∗H è ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð.

Òîãäà X̃ � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è −KX̃ = 2H∗ − E. Ïóñòü R

� âòîðîé ýêñòðåìàëüíûé ëó÷ íà X̃ (îòëè÷íûé îò ëó÷à, ïîðîæ-

ä¼ííîãî èñêëþ÷èòåëüíûìè êðèâûìè f) è ïóñòü g : X̃ → Y

� åãî ñòÿãèâàíèå. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |H∗ − E| íå èìååò áàçèñ-

íûõ òî÷åê è dim |H∗ − E| ≥ 6 − 2 = 4. Ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ,

÷òî (H∗ − E)3 = 2. Ïîýòîìó îáðàç X̃ ïðè îòîáðàæåíèè, çà-

äàííûì ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé � êâàäðèêà â P4. Â ÷àñòíîñòè,

ýòî îòîáðàæåíèå áèðàöèîíàëüíî è íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ñòÿãèâàåò êðèâûå è ïîýòîìó äîëæíà áûòü

îïîðíîé äëÿ g. Ñëåäîâàòåëüíî, Y � íàøà êâàäðèêà. Òàê êàê äëÿ

êâàäðèêè ñ èçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòüþ ðàíã ãðóïïû êëàññîâ

äèâèçîðîâ Âåéëÿ ðàâåí 2, òî Y íåîñîáà. Íåñëîæíî òàêæå ïîëó-

÷èòü, ÷òî (H∗−E)2 ·E = 2, ò.å. g(E) � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå è

(H∗−E)2 ·(H∗−2E) = 0, ò.å. ñòÿãèâàåòñÿ äèâèçîðD ∼ H∗−2E.

Ñëîÿìè g áóäóò ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ

L. Åñëè NL/X ' O ⊕ O , òî g(E) � íåîñîáîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷å-

íèå, à åñëè NL/X ' O(−1)⊕ O(1), òî íåîñîáîå.
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8 Òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî èí-

äåêñà 1

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Òîãäà −K3
X = 2g−2,

ãäå g ∈ Z, g ≥ 2, è dim | −KX | = 2g − 2. ×èñëî g íàçûâàåòñÿ

ðîäîì X.

Òåîðåìà (Â. À. Èñêîâñêèõ). Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôà-

íî ðîäà g ñ PicX = Z. Òîãäà

(i) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | −KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê;

(ii) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | − KX | íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáèëüíîé

òîëüêî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

à) g = 2 è ψ|−KX | : X → P3 � äâîéíîå íàêðûòèå ñ âåòâ-

ëåíèåì â ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 6.

á) g = 3 è ψ|−KX | : X → Q ⊂ P4 � äâîéíîå íàêðûòèå

êâàäðèêè ñ âåòâëåíèåì â ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 8.

(iii) Ïóñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | − KX | çàäàåò âëîæåíèå

ψ|−KX | : X ↪→ Pg+1. Òîãäà g ≥ 3 è îáðàç X = ψ|−KX |(X)

èìååò ñòåïåíü 2g − 2. Áîëåå òîãî,

à) ïðè g = 3 X = X4 ⊂ P4 � êâàðòèêà,

á) ïðè g = 4 X = X6 ⊂ P4 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå êâàä-

ðèêè è êóáèêè,
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â) ïðè g = 5 X = X8 ⊂ P4 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå òðåõ

êâàäðèê.

(iv) Ïðè g ≥ 5 îáðàç X2g−2 = ψ|−KX |(X) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíè-

åì êâàäðèê.

Òåîðåìà (Â. À. Èñêîâñêèõ). Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôà-

íî ðîäà g ñ PicX = Z. Òîãäà g ≤ 12 è g 6= 11.

Òåîðåìà (Â. Â. Øîêóðîâ). Íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè Ôàíî

X (PicX ' Z(−KX)) ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ.

• Ìû èçó÷èì òîëüêî ñëó÷àè g = 12, 10 è 9.

• Îáîçíà÷åíèÿ:

• g = 9: Y = P3, Γ ⊂ P3 � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ

ñòåïåíè 7 è ðîäà 3, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé.

• g = 10: Y = Y2 ⊂ P4 � ãëàäêîé êâàäðèêà, Γ ⊂ Y � ãëàäêàÿ

íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 7 è ðîäà 2.

• g = 12: Y = Y5 ⊂ P6 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2 ñòåïåíè

5, Γ ⊂ Y � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 5 è ðîäà 0.

Ïðåäëîæåíèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå Γ ñîäåðæèòñÿ â åäèí-

ñòâåííîé ïîâåðõíîñòè F ⊂ Y ñòåïåíè d = 5, 4 è 3 ïðè g = 12,

10 è 9, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðåäëîæåíèå. Â óñëîâèÿõ âûøå ïðåäïîëîæèì, ÷òî F íåîñî-

áà. Òîãäà F � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî è ïðè ïîäõîäÿùåì âû-

áîðå ñòàíäàðòíîãî áàçèñà h, e1, . . . , en â PicF èìååì

• d = 5: Γ ∼ 2h− e1;

• d = 4: Γ ∼ 4h− 2e1 − e2 − e3 − e4;

• d = 3: Γ ∼ 4h−
∑5

i=1 ei.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Γ � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ïà ãëàä-

êîé ïîâåðõíîñòè Äåëü Ïåööî F ⊂ Pd ñòåïåíè d.
• d = 5: =⇒ Γ èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ 2-ñåêóùèõ.

• d = 4: =⇒ Γ òî èìååò ðîâíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ 3-ñåêóùèõ.

• d = 3: =⇒ Γ èìååò ðîâíî ïÿòü ðàçëè÷íûõ 4-ñåêóùèõ.

• Ôëîï Àòüè. Ïóñòü V � íåîñîáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå

è ïóñòü C ⊂ V � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ òàêîå, ÷òî

NC/V = O(−1) ⊕ O(−1). Ïóñòü f : Ṽ → V � ðàçäóòèå C

è ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð. Òîãäà E ' P1 × P1 è

OE(E) = OP1×P1(−1,−1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîììóòà-

òèâíàÿ äèàãðàììà (ôëîï)

Ṽ
g

  BBBBBBBB
f

����������

V
χ //_______ V +

ãäå g � ðàçäóòèå íåîñîáîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé c+ = g(E), χ �

èçîìîðôèçì íà V \C è V + \C+. Èìååì KX ·C = KX+ ·C+ = 0.
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Òåîðåìà. • Ïóñòü Γ ⊂ Y5 � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ

ñòåïåíè 5 è ðîäà 0, ëåæàùàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Y = Y5 ⊂ P6.

Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |OY5(3)− 2Γ| çàäàåò áèðàöèîíàëüíîå

îòîáðàæåíèå Y5 íà àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå

Ôàíî X22 ⊂ P13 ðîäà 12.

• Ïóñòü Γ ⊂ P4 � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 7 è

ðîäà 2, ëåæàùàÿ íà ãëàäêîé êâàäðèêå Y = Y2 ⊂ P4, Òîãäà ëè-

íåéíàÿ ñèñòåìà |OY2(5)− 2Γ| çàäàåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðà-

æåíèå Y2 íà àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî

X18 ⊂ P11 ðîäà 10.

• Ïóñòü Γ ⊂ P3 � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 7

è ðîäà 3, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé. Òîãäà ëèíåéíàÿ,

ñèñòåìà |OP3(7)− 2Γ| çàäàåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå P3

íà àíòèêàíîíè÷åñêè âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X16 ðîäà 9

â P13

• Êàæäîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî X2g−2 ⊂ Pg+1 ðîäà g = 9, 10 èëè

12 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî îäíèì èç ñïîñîáîâ îïèñàííûõ âûøå.

• Ïîÿñíåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîñòðîèì äèàãðàììó

X+

ϕ

}}{{{{{{{{

χ //___ X ′
σ

!!BBBBBBBB

Y
ψ //_____________ X
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ãäå ϕ : X+ → Y � ðàçäóòèå Γ, χ � ôëîï è σ � ðàçäóòèå ïðÿ-

ìîé ñ èñêëþ÷èòåëüíûì äèâèçîðîì � ñîáñòâåííûì ïðîîáðàçîì

ïîâåðõíîñòè F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : X+ → Y � ðàçäóòèå Γ, Γ+ :=

ϕ−1(Γ), H∗ := ϕ∗H � ïîëíûé ïðîîáðàç ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ

Y , fH ⊂ Γ+ � ñëîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè Γ+, L∗ := ϕ∗L �

ïîëíûé ïðîîáðàç ïðÿìîé L íà Y ⊂ Pg−6, F+ = ϕ−1(F ) � ñîá-

ñòâåííûé ïðîîáðàç ïîâåðõíîñòè F .

Ëåììà. (i) PicX+ ' H∗ · Z+ Γ+ · Z ' (−KX+) · Z+ F+ · Z.

(ii) Èìååì ñëåäóþùóþ òåîðèþ ïåðåñå÷åíèé íà X+:

1) ïðè g = 12: H∗3 = 5, H∗2 · Γ+ = 0, H∗2 · Γ+ = −5,

Γ+3 = −8;

2) ïðè g = 10: H∗3 = 2, H∗2 · Γ+ = 0, H∗2 · Γ+ = −7,

Γ+3 = −23;

3) ïðè g = 9: H∗3 = 1, H∗2 · Γ+ = 0, H∗2 · Γ+ = −7,

Γ+3 = −32;

èëè

(−KX+)3 = 2g− 6, (−KX+)2 ·F+ = 3, (−KX+) ·F+2 = −2,

F+3 = −2,−3,−4 ïðè g = 12, 10, 9 ñîîòâåòñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì,

Γ+3 = −c1(NΓ/Y ) = c1(Γ)− c1(Y ) · Γ,

ñëåäîâàòåëüíî,

Γ+3 = 2− 2 · 5 = −8 ïðè g = 12,

Γ+3 = −2− 3 · 7 = −23 ïðè g = 10 è

Γ+3 = −4− 4 · 7 = −32 ïðè g = 9.

Îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ 1) � 3) î÷åâèäíû. Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ

ôîðìóëû

−KX+ ∼ 2H∗ − Γ+, F+ ∼ H∗ − Γ+ ïðè g = 12,

−KX+ ∼ 3H∗ − Γ+, F+ ∼ 2H∗ − Γ+ ïðè g = 10,

−KX+ ∼ 4H∗ − Γ+, F+ ∼ 3H∗ − Γ+ ïðè g = 9.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà. (i) Äèâèçîð −KX+ ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà D èìååì (−KX+)2 ·
D > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè deg Γ = 5, pa(Γ) = 0, òî Γ ÿâëÿåòñÿ

ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê, ïîýòîìó ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | − KX+| =

|2H∗ − Γ+| ñâîáîäíà è ÷èñëåííî ýôôåêòèâíà. Ïóñòü deg Γ = 7,

pa(Γ) = 2 è C+ ⊂ X+ � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî C+ ·
(−KX+) < 0. Äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ Z èìååì C+ ≡ αL∗ − βfΓ

è C+ · (−KX+) = (αL∗ − βfΓ) · (3H∗ − Γ+) = 3α− β < 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü F îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ïðÿìóþ

L1. Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ OX+(3H∗ − Γ+) −→ OX+(3H∗) −→ OΓ+(3H∗) −→ 0

è
h0(OX+(3H∗)) = h0(OY2(3)) = 35− 5 = 30,

h0(OΓ+(3H∗)) = h0(OΓ(3)) = 20

ïîëó÷àåì, ÷òî dim | −KX+| = h0(OΓ+(3H∗− Γ+))− 1 ≥ 9. Åñëè

äèâèçîð D ∈ | − KX+| ïðèâîäèì, òî D = F+ + H∗. Òàêèå

äèâèçîðû îáðàçóþò ïîäñèñòåìó â | −KX+| êîðàçìåðíîñòè 5.

Äàëåå èìååì, L∗1 · (−KX+) = 3, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

íåïðèâîäèìûé äèâèçîð, D ∈ | − KX+| ñîäåðæàùåé L∗1. ßñíî,
÷òî D ·C+ < 0, F+ ·C+ < 0, ïîýòîìó D ·F+ ñîäåðæèò C+ +L∗1
è

α+β = (C++L∗1) ≤ D ·F+ ·H∗ = (3H∗−Γ+)·(2H∗−Γ+)·H∗ = 5.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè α = 1, 2, 3, 4

Äëÿ êðèâîé C = ϕ∗C
+ èìååì degC = α, #C ∩ Γ = β > 3α.
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1) Åñëè α = degC = 1, òî β ≥ 4, ò. å. C � 4-ñåêóùàÿ Γ. Ýòîò

ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

2) Åñëè α = degC = 2, òî C � êîíèêà, ñîäåðæàùàÿñÿ â

ïëîñêîñòè P2 è β ≥ 7. Íî $P2 ∩ Γ ≥ #C ∩ Γ = 7. Îòñþäà

ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâ ñ deg Γ = 7 è íåâûðîæäåííîñòüþ Γ.

3) Åñëè α = degC = 3, òî C ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè

P3 ⊂ P4 è β ≥ 10. Íî 7 = #P3∩Γ ≥ #C∩Γ = 10. Ïðîòèâîðå÷èå.

4) Åñëè α = degC = 4, òî β ≥ 13. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 3)

ïîëó÷àåì, ÷òî C íå ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè, ò. å. C ⊂
P4 � ðàöèîíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ. Òîãäà h0(IC(2)) = 6 è

h0(IC∪Γ(2)) ≥ 6− 2 = 4. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé Y = P3, deg Γ = 7 è pa(Γ) = 3 ðàçáèðàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî.

(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåïðèâîäèìîãî äèâèçîðà D ∼
α(−KX+)− βF+ èìååì D · (−KX+)2 ≤ 0. Òîãäà â ñëó÷àå g = 9

12α− 3β ≤ 0 è

D ∼ α(−KX+)− βF+ ∼ (4α− 3β)H∗ − (α− β)Γ+

Íî D · L∗ ≥ 0, ïîýòîìó 4α ≥ 3β ≥ 12α. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

D · (−KX+) · F+ = 3α + 2β ≥ 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àè g = 10

è 12 ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà. Åñëè ïîâåðõíîñòü F íåîñîáà, òî äëÿ ëþáîé êðèâîé

C ⊂ X+ òàêîé, ÷òî −KX+ · C = 0 èìååì C ' P1 è NC/X+ '
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OP1(−1) ⊕ OP1(−1). Êðèâàÿ C ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì 2- 3- è 4-

ñåêóùåé êðèâîé Γ â ñëó÷àÿõ d = 5, 4 è 3 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå. Ìîðôèçì σ : X ′ → X ñòÿãèâàåò äèâèçîð F ′

íà êðèâóþ Z ⊂ X, ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãî-

îáðàçèåì Ôàíî èíäåêñà 1 ðîäà g = 12 ïðè Y = Y5, g = 10 ïðè

Y = Y2 è g = 9 ïðè Y = P3. Êðèâàÿ Z ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè ýêñòðåìàëüíûõ ëó-

÷åé, âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1) dimX = 1, X ' P1 è σ : X ′ → P1 � ðàññëîåíèå íà ïîâåðõ-

íîñòè Äåëü Ïåööî. Ïóñòü σ∗ (OP1(1)) ∼ α(−KX ′) + βF ′, òîãäà

0 = (α(−KX ′) + βF ′)
2 · (−KX ′) = (2g − 6)α2 + 6αβ − 2β2.

Ïðè êàæäîì g = 9, 10 è 12 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â

öåëûõ α è β. Ñëó÷àé 1) íåâîçìîæåí.

2) dimX = 2, X ' P2 è σ : X ′ → P2 � ðàññëîåíèå íà êî-

íèêè. Ïóñòü σ∗ (OP2(1)) ∼ D ∼ α(−KX ′) + βF ′, òîãäà 2 PicX ′

ïîðîæäåí −KX ′ è D, ñëåäîâàòåëüíî, β = −1 èëè −2. Èìååì

2 = (−KX ′) ·D2 = (2g − 6)α2 + 6αβ − 2β2.

Ïðè β = −2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (g − 3)α2 − 6α − 5 = 0, íå

èìåþùåå öåëî÷èñëåííûìè êîðíåé ïðè g = 9, 10 è 12. Ïðè β =

−1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (g−3)α2−3α−2 = 0, òàêæå íå èìåþùåå

öåëî÷èñëåííûìè êîðíåé. Ñëó÷àé 2) íåâîçìîæåí.
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3) dimX = 3 è σ : X ′ → X � ñòÿãèâàíèå äèâèçîðà D ∼
α(−KX ′)− βF ′ â òî÷êó (âîçìîæíî îñîáóþ). Òîãäà

(−KX ′) ·D2 = (2g − 6)α2 − 6αβ − 2β2 = −2

è

(−KX ′)
2 ·D = (2g − 6)α− 3β = 4, 2 èëè 1.

(â çàâèñèìîñòè îò òèïà îñîáåííîñòè). Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

âèäíî, ÷òî ñëó÷àè g = 9 è 12 íåâîçìîæíû (ïðàâàÿ ÷àñòü íå

äåëèòñÿ íà 3). Åñëè g = 10, òî

7α2 − 3αβ − β2 + 1 = 0 è 14α− 3β = 4, 2, èëè 1.

Ñèñòåìà ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ

α è β. Ñëó÷àé 3) íåâîçìîæåí.

4) dimX = 3 è σ : X ′ → X � ñòÿãèâàíèå äèâèçîðà D ∼
α(−KX ′)−βF ′ íà ãëàäêóþ êðèâóþ Z. Â ýòîì ñëó÷àå PicX ' Z
è X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà r = 1, 2, 3 èëè 4.

Ãðóïïà PicX ′ ïîðîæäàåòñÿ D ∼ α(−KX ′)− βF ′ è

−1

r
σ∗KX = −1

r
(−KX ′ + D) =

α + 1

r
(−KX ′)−

β

r
F ′.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî β = r èëè β = −r è r äåëèò α + 1.

Ïóñòü ñíà÷àëà β = r, α = rk − 1, k ∈ Z. Òîãäà

r3 degX = (−KX)3 = (−KX ′) · (−KX ′ + D)2 =

(−KX ′) · (rk(−KX ′)− rF ′)2 = 2r2((g − 3)k2 − 3k − 1)

49



èëè

(g − 3)k2 − 3k − 1

2
r degX − 1 = 0. (1)

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ (îòíîñèòåëüíî k) ðàâåí ∆ =

9 + (g − 3)(2r degX + 4). Âîñïîëüçóåìñÿ êëàññèôèêàöèåé ìíî-

ãîîáðàçèé Ôàíî ñ PicX = Z, (ñì. [?]).
à) r = 4, degX = 1, X ' P3. Äèñêðèìèíàíò ∆ = 3(4g − 9)

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì òîëüêî ïðè g = 9. Â ýòîì ñëó÷àå k = 1,

D ∼ 3(−KX ′)− 4F ′ ∼ χ(Γ+). Ïî îïðåäåëåíèþ χ

F ′ · E ′i > 0, (−KX ′) · E ′i = 0, χ(Γ+) · E ′i = −4F ′ · E ′i < 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

0 = E ′i·(−KX ′) = E ′i·σ∗(−KX)−E ′i·χ(Γ+) = 4 deg σ(E ′i)−E ′i·χ(Γ+),

îòêóäà E ′i·χ(Γ+) ≥ 0, ò. å. ìíîæåñòâà E ′ è E+ ïóñòû èX ′ = X+.

Íî íà èððàöèîíàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò

ëèøü îäíà ñòðóêòóðà ðàññëîåíèÿ íà P1, ïîýòîìó ýêñòðåìàëüíîé

Ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ñëîé fΓ è σ = ϕ. Ïðîòèâîðå÷èå

ñ âûáîðîì ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à. Ñëó÷àé à) íåâîçìîæåí.

á) r = 3, degX = 2. Äèñêðèìèíàíò ∆ = 16g − 39, ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì òîëüêî ïðè g = 10. Â ýòîì ñëó÷àå k = 1,

D ∼ 2(−KX ′)− 3F ′ ∼ χ(Γ+).

Àíàëîãè÷íî à) ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå.
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â) r = 2, degX = d, 1 ≤ d ≤ 5. Äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ

ðàâåí ∆ = 9 + 4(g − 3)(d + 1). Óðàâíåíèå (1) èìååò âèä

(g − 3)k2 − 3k − (d + 1) = 0.

Åñëè g = 9, òî d + 1 äåëèòñÿ íà 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, d = 2 èëè

d = 5. Äèñêðèìèíàíò ∆ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì òîëüêî â ñëó÷àå

d = 2, òîãäà k = 1,

D ∼ −KX ′ − 2F ′ ∼ χ(−2H∗ + Γ+).

Äèâèçîð D íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì.

Åñëè g = 10, òî ∆ íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïðè d = 1, . . . , 5.

Íàêîíåö, åñëè g = 12, òî d = 2 èëè 5. Äèñêðèìèíàíò ∆ =

9(1+4(d+1)) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì òîëüêî ïðè d = 5, òîãäà k = 1

è D ∼ χ(Γ+). Àíàëîãè÷íî à) è á) ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

ñ) r = 1, degX = 2g(X) − 2, 2 ≤ g(X) ≤ 12, g(X) 6= 11.

Óðàâíåíèå (1) èìååò âèä

(g − 3)k2 − 3k − g(X) = 0

è ∆ = 9 + 4(g − 3)g(X). Åñëè g = 9, òî g(X) = 3, 6, 9 èëè

12. Äèñêðèìèíàíò ∆ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì g(X) = 3, k = 1,

D ∼ −F ′ è ïðè g = 9, k = −1, D ∼ −2KX ′ − F ′. Â êàæäîì

ñëó÷àå äèâèçîð D íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì. Åñëè g = 10, òî

∆ = 4 + 28g(X) ≤ 400, îòêóäà, k ≤ 1
14(3 + 20) è k ≤ 1 (ò. ê.

ÿâëÿåòñÿ öåëûì). Ïîýòîìó α = rk − 1 ≤ 0 è äèâèçîð D íå
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ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì. Åñëè g = 12, òî ∆ = 9 + 36g(X) ≤ 441,

îòêóäà k ≤ 1
18(3+21), k ≤ 1 è äèâèçîðD íåýôôåêòèâåí. Ñëó÷àé

β = r íåâîçìîæåí.

Îñòàëñÿ âîçìîæíûì òîëüêî ñëó÷àé β = −r. Òàê êàê D ∼
−αKX ′ + rF ′ íåïîäâèæåí è íåïðèâîäèì, òî α = 0, r = 1, ò. å.

D = F ′, σ : X ′ → X � ñòÿãèâàíèå F ′ íà ãëàäêóþ êðèâóþ Z è

X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 1. Èìååì

degX = 2g(X)− 2 = (−KX)3 = (−KX ′) · (−KX ′ + F ′)2 =

(−KX ′)
3 + 2F ′ · (−KX ′)

2 + (−KX ′) · F ′2 =

2g − 6 + 6− 2 = 2g − 2,

ò. å. g(X) = g Ìíîãîîáðàçèå X èìååò ðîä g. Äàëåå

degZ = −KX · Z = (−KX ′ + F ′) · F ′ · (−KX ′) = 3− 2 = 1,

ò. å. Z ⊂ X � ïðÿìàÿ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

Z ′

��

X ′

σ
��

X+

ϕ
��

χoo_ _ _ _ _ _ Γ+

��

Z X Y
ψoo_ _ _ _ _ _ _ Γ

(2)

ãäå σ◦χ◦ϕ−1 = ψ � áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî

σ∗(−KX) = −KX ′ + F ′, χ∗σ∗(−KX) = −KX+ + F+,
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ψ∗(−KX) = ϕ∗χ
∗σ∗(−KX) =

= ϕ∗(−KX+ + F+) =

=


ϕ∗(7H

∗ − 2Γ+) ïðè g = 9,

ϕ∗(5H
∗ − 2Γ+) ïðè g = 10,

ϕ∗(3H
∗ − 2Γ+) ïðè g = 12,

Îòêóäà ïîëó÷àåì (i)�(iii) òåîðåìû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (iv)

ñðàâíèì äèàãðàììû. Îòîáðàæåíèå ψ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê

äâîéíîé ïðîåêöèè ϕ2Z . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â

äèàãðàììå ïðè g = 9 êðèâàÿ Γ íå ìîæåò áûòü ãèïåðýëëèïòè-

÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåéíûå ñèñòåìû | −KX ′| è | −KX+|
íå èìåþò áàçèñíûõ òî÷åê è, ñëåäîâàòåëüíî, −KX+ ÷èñëåííî

ýôôåêòèâåí. Êðèâàÿ Γ � íåãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ïðè g = 9. Òåî-

ðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 4 òèïà òðåõìåðíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé Ôàíî ñ H3(X,Z) = 0:

P3, Q2 ⊂ P4, X5 ⊂ P6, X22 ⊂ P13.
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9 Ïðîåêòèâíûå ìîäåëè òðåõìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèé Ôàíî

Ëåììà. Ïóñòü D � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà ïîâåðõíîñòè S

òèïà K3, òîãäà

• dim |D| = 1
2D

2 + 1;

• D2 = 2pa(D)−2, â ÷àñòíîñòè, D2 ≥ −2 äëÿ ëþáîé íåïðè-

âîäèìîé êðèâîé D è D2 = −2, åñëè è òîëüêî åñëè D �

íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ;

• ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| íå èìååò íåïî-

äâèæíûõ êîìïîíåíò, òîãäà ëèáî

� D2 > 0 è îáùèé ýëåìåíò èç |D| ÿâëÿåòñÿ íåïðèâî-

äèìîé êðèâîé; â ýòîì ñëó÷àå H1(S,D) = 0;

� ëèáî D2 = 0 è D ∼ mE, ãäå n ≥ 1 � íåêîòîðîå öåëîå

÷èñëî, E � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ � ñëîé ýëëèïòè÷å-

ñêîãî ïó÷êà |E| íà S;

• åñëè D � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D|
íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê;

• äëÿ ëþáîé êðèâîé D ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| íå
èìååò áàçèñíûõ òî÷åê âíå íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò.
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Òåîðåìà. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Òîãäà

ëèíåéíàÿ ñèñòåìà | −KX | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S ∈ |−KX | � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü òè-
ïà K3. Äèâèçîð L := −KX |S îáèëåí íà S. Òàê êàê H1(X,OX) =

0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

H0(X,−KX) −→ H0(S, L) −→ 0

òî÷íà. Ïîýòîìó ëþáàÿ áàçèñíàÿ êðèâàÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû | −
KX | ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé êîìïîíåíòîé ñèñòåìû |L| íà S è,

îáðàòíî, êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ êîìïîíåíòà |L| ÿâëÿåòñÿ áàçèñ-

íîé êðèâîé â | −KX |. Åñëè â | −KX | íåò áàçèñíûõ êðèâûõ, òî
áàçèñíûå òî÷êè ëèíåéíîé ñèñòåìû | −KX | è òîëüêî îíè ÿâëÿ-

þòñÿ áàçèñíûìè òî÷êàìè ëèíåéíîé ñèñòåìû |L|.
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî äèâèçîðà L íà ïîâåðõ-

íîñòè S òèïà K3 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |L| íå èìååò áàçèñíûõ òî-

÷åê, åñëè îíà íå èìååò íåïîäâèæíûõ êîìïîíåíò. Ëèíåéíàÿ ñè-

ñòåìà |L| ìîæåò èìåòü íåïîäâèæíûå êîìïîíåíòû òîëüêî, åñëè

L = Z +mY , ãäå Z � íåîñîáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, Y � ñëîé

ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà Y íà S, Z · Y = 1 è m ≥ 3 öåëîå ÷èñëî.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |S| èìååò îäíó åäèíñòâåí-
íóþ áàçèñíóþ êðèâóþ Z. Òàê êàê Z2 = −2 íà K3-ïîâåðõíîñòè

S, òî −K3
X = 2m − 2 è dim | − KX | = m + 1. Àíòèêàíîíè÷å-

ñêîå îòîáðàæåíèå φ : X 99K Pm+1 íå îïðåäåëåíî òîëüêî â Z è

åãî îáðàçîì X ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòüW , degW = m.
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Äåéñòâèòåëüíî, îãðàíè÷åíèå φ íà S ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì, îïðå-

äåëÿåìûì ëèíåéíîé ñèñòåìîé |mY |. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |mY | ñî-
ñòàâëåíà èç ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà |Y | è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

îòîáðàæàåò S íà íîðìàëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ ñòåïåíè

m â Pm. Íî ýòà êðèâàÿ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñå÷åíèåW ⊂ Pm+1

ãèïåðïëîñêîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé äèâèçîðó S.

Ïóñòü σ : X̃ → X � ðàçäóòèå êðèâîé Z, E � èñêëþ÷èòåëü-

íûé äèâèçîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΣE èñêëþ÷èòåëüíîå ñå÷åíèå ðà-

öèîíàëüíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè E, à ÷åðåç FEE � åå ñëîé.

Ïóñòü S̃ è Ỹ � ñîáñòâåííûå ïðîîáðàçû S è Y , ϕ̃ := ϕ ◦σ. Ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) ϕ̃ : X̃ → W ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì. Äåéñòâèòåëüíî, îòîá-

ðàæåíèå ϕ̃ çàäàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé |S̃| = |σ∗S−E|, êîòîðàÿ
íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê, ïîñêîëüêó êðèâàÿ Z ÿâëÿåòñÿ ñõåì-

íûì ïåðåñå÷åíèåì âñåõ äèâèçîðîâ èç |S|.
(2) KX̃ = −S̃.
(3) Îáùèé ñëîé ìîðôèçìà ϕ̃ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåïðè-

âîäèìîé ãëàäêîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

(4) Îãðàíè÷åíèå ϕ̃ íà E ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì ìîð-

ôèçìîì, ïåðåâîäÿùèì ñëîè ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè E â ïðÿ-

ìûå íà W , ò. å. W � ëèáî íåîñîáàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü,

ëèáî êîíóñ íàä ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé êðèâîé. Ïîñêîëüêó

Pic(X) ' Z⊕ Z, èìååò ìåñòî òîëüêî âòîðîé ñëó÷àé.
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