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Ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî

Çàäà÷è

(1) Íàéòè âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíè-
ÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ãðàññìàíèàíàõ.

(2) Íàéòè âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíè-
ÿìè âî âçâåøåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî ðàçäóòèå òî÷êè íà Pn ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.
Êîãäà ðàçäóòèå m ≥ 2 òî÷åê íà Pn ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî?

(4) Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü è ïóñòü C ⊂ X � îáèëüíûé ýôôåê-
òèâíûé äèâèçîð òàêîé, ÷òî pa(C) ≤ 1. Äîêàæèòå, ÷òî X � ïîâåðõíîñòü
äåëü Ïåööî.

(5) Ïóñòü E = ⊕OP1(di). Êîãäà P(E ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî?
(6) Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü g � åãî àâòîìîðôèçì êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà. Äîêàæèòå, ÷òî g èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
(7) Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, ñîäåðæàùåå îòêðûòîå ïîäìíî-

æåñòâî U ' An òàêîå, ÷òî X \ U � íåïðèâîäèìî. Äîêàæèòå, ÷òî X �
ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

(8) Äîêàæèòå, ÷òî ðàçäóòèå ïðÿìîé íà Pn ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.
(9) Êîãäà ðàçäóòèå íåîñîáîé êðèâîé íà P3 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî?
(10) Íàéòè âñå ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî è òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî,

ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ïðîèçâåäå-
íèè ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ Pn1 × · · · × Pnl .

(11) Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå X × Y ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî. Äîêàæèòå,
÷òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ X è Y .

(12) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ïîëíûõ ôëàãîâ íà P2 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîá-
ðàçèåì Ôàíî. Íàéäèòå åãî ñòåïåíü. Âû÷èñëèòå ãðóïïó Ïèêàðà.

(13) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî è ïóñòü D � ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé
äèâèçîð íà X. Äîêàæèòå, ÷òî èëè D ∼ 0 èëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D|
ñîäåðæèò íåîñîáóþ êðèâóþ.

(14) Ïóñòü X = X3 ⊂ P4 � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3. Äîêàæèòå, ÷òî
X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.

(15) Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà dim X + 1 (ñîîòâ. dim X). Äîêà-
æèòå, ÷òî X ' Pn (ñîîòâ. X = X2 ⊂ Pn+1 � êâàäðèêà).

(16) Ïóñòü X � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü òàêàÿ, ÷òî −KX ÷èñëåííî
ýôôåêòèâåí. Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ:
(a) KX ≡ 0 (÷èñëåííî òðèâèàëåí);
(b) X ðàöèîíàëüíà;
(c) X áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíî ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè íàä ýëëèï-

òè÷åñêîé êðèâîé.
(17) Îáîáùèòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè íåîñîáîé êðèâîé â | − KX | äëÿ

ïî÷òè ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî X (ò.å. −KX ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí è
îáúåìåí).

(18) Ïóñòü F = Fd � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íà F äåéñòâóåò èíâîëþöèÿ òàê, ÷òî íåïîäâèæíûå òî÷êè îáðàçóþò êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî d ÷åòíî.
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(19) Îïèøèòå íåîñîáûå ïîâåðõíîñòè X ⊂ Pn òàêèå, ÷òî îáùåå ãèïåðïëîñêîå
ñå÷åíèå X ∩ Pn−1 ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Êàêîâà ìîæåò áûòü
ñòåïåíü òàêîé ïîâåðõíîñòè?

(20) Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêàÿ êâàðòèêà X4 ⊂ P4 ñîäåðæèò îäíîìåðíîå ñåìåé-
ñòâî ïðÿìûõ.

(21) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 < d < 8 è ïóñòü D �
ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà X. Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå
D ∼

∑
niCi, ãäå Ci � (−1)-êðèâûå, à ni � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Âåðíî ëè òî æå ñàìîå äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1?
(22) Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü f : X → Z � ãëàäêèé

ìîðôèçì íà ïîâåðõíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî Z � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî.
(Óêàçàíèå. Ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î íåîñîáîì äèâèçîðå.)

(23) Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî è ïóñòü f : X → Z � ìîðôèçì
íà ïîâåðõíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî Z ðàöèîíàëüíà.

(24) Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 < d < 8 è ïóñòü D �
ýôôåêòèâíûé äèâèçîð íà X. Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå
D ∼

∑
niCi, ãäå Ci � (−1)-êðèâûå, à ni öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Âåðíî ëè òî æå ñàìîå äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1?
(25) Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2 ñòåïåíè 6 c Pic X '

Z ⊕ Z. Äîêàæèòå, ÷òî X èçîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ ïîëíûõ ôëàãîâ íà
P2.

(26) Ïóñòü X ⊂ PN � íåîñîáîå ìíîãîîáðàçèå ñòåïåíè d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
d = N − dim X + 2 è X ⊂ PN ïðîåêòèâíî íîðìàëüíî. Äîêàæèòå, ÷òî X
� ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà ≥ dim X − 1.

(27) Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2 ñòåïåíè 6 c Pic X '
Z⊕ Z. Äîêàæèòå, ÷òî X èçîìîðôíî PP2(TP2).

(28) Äîêàæèòå, ÷òî X5 ⊂ P6 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòèôèêàöèåé C3.
(29) Äîêàæèòå, ÷òî X3 ⊂ P4 íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòèôèêàöèåé C3.
(30) Äîêàæèòå, ÷òî X4 ⊂ P5 íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòèôèêàöèåé C3.
(31) Íàéäèòå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, ïàðàìåòðèçóþùèõ X22 ⊂ P13.
(32) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ Y ⊂ P3, deg Y = 7,

pa(Y ) = 3 èìååò 5-ñåêóùóþ.
(33) Ïóñòü X = X4 ⊂ P5 � ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê. Ïóñòü L ⊂ X � ïðÿìàÿ

è ïóñòü f : X̃ → X � åå ðàçäóòèå. Êàêîâ òèï âòîðîãî ýêñòðåìàëüíîãî
ñòÿãòâàíèÿ íà X̃?

(34) Ïóñòü X = X3 ⊂ P4 � êóáèêà. Ïóñòü L ⊂ X � ïðÿìàÿ è ïóñòü f : X̃ → X

� åå ðàçäóòèå. Êàêîâ òèï âòîðîãî ýêñòðåìàëüíîãî ñòÿãòâàíèÿ íà X̃?


