
Ïðîãðàììà ñïåöêóðñà
¾Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿

2024/2025 ó÷. ãîä. Ëåêòîð Ä. À. Òèìàø¼â

Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

1) Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î áàçèñå èäåàëà. Í¼òåðîâû êîëüöà.
2) Àôôèííûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, èõ èäåàëû, êîîðäèíàòíûå àëãåáðû, ìîðôèçìû.
3) Äâîéñòâåííîñòü ìåæäó êàòåãîðèÿìè àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé è èõ êîîðäèíàòíûõ àëãåáð.
4) Öåëûå è êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ àëãåáð.
5) Ëåììà Í¼òåð î íîðìàëèçàöèè.
6) Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î íóëÿõ, å¼ ñëåäñòâèÿ.
7) Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî, å¼ í¼òåðîâîñòü. Ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû.
8) Àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
9) Ãëàâíûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà.
10) Ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè.
11) Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ.
12) Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé.
13) Çàìêíóòûå âëîæåíèÿ è äîìèíàíòíûå ìîðôèçìû (ðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ), èõ àëãåáðà-

è÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ.
14) Êîíå÷íûå ìîðôèçìû, èõ ñâîéñòâà.
15) Äîìèíàíòíûå ìîðôèçìû: ëîêàëüíîå ðàçëîæåíèå íà êîíå÷íûé ìîðôèçì è ïðîåêöèþ, òåîðåìà

îá îáðàçå.
16) Ðàçìåðíîñòü àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé.
17) Òåîðåìà Êðóëëÿ î ðàçìåðíîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòè.
18) Òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè ñëî¼â ìîðôèçìà.
19) Ðàöèîíàëüíûå íàêðûòèÿ, ñòåïåíü íàêðûòèÿ.
20) Áèðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ. Ôàêòîðèçàöèÿ ðàöèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé.
21) Êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà.
22) Äèôôåðåíöèàëû ìîðôèçìîâ.
23) Ãëàäêèå è îñîáûå òî÷êè.
24) Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ñëîþ ìîðôèçìà.
25) Ñòðóêòóðà âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ òî÷êè çðåíèÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.
26) Îáùåå ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ: ïó÷êè ôóíêöèé, àôôèííûå àòëàñû, ìîðôèç-

ìû, ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ.
27) Ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ïðîåêòèâíî.
28) Ãðàññìàíèàíû è ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ.
29) Îòäåëèìûå ìíîãîîáðàçèÿ.
30) Ïîëíûå ìíîãîîáðàçèÿ.
31) Ïîëíîòà ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

32) Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû: îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû àëãåá-
ðàè÷åñêîé ãðóïïû.

33) Àëãåáðàè÷íîñòü ãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ñåìåéñòâîì íåïðèâîäèìûõ ìíîæåñòâ. Êîììóòàíò àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû.

34) Ãîìîìîðôèçìû àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, ÿäðî è îáðàç. Äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, ñâîé-
ñòâà îðáèò è ñòàáèëèçàòîðîâ.

35) Ðàöèîíàëüíûå ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ëèíåàðèçóåìîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è èõ äåé-
ñòâèé íà àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

36) Îäíîðîäíûå ìíîãîîáðàçèÿ, òåîðåìà Øåâàëëå.
37) Ôàêòîðãðóïïû àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.



38) Êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà Ëè.
39) Äèôôåðåíöèàëû ãîìîìîðôèçìîâ, ôóíêòîð Ëè. Êàñàòåëüíûå àëãåáðû ÿäåð, îáðàçîâ è ïðî-

îáðàçîâ ïðè ãîìîìîðôèçìàõ, ïåðåñå÷åíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Áèåêöèÿ ìåæäó ñâÿçíûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè è èõ êàñàòåëüíûìè àëãåáðàìè Ëè.

40) Ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è èõ àëãåáð Ëè. Ïðèñî-
åäèí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå. Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû è èäåàëû. Öåíòðàëèçàòîðû è öåíòð àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû.

41) Íèëüïîòåíòíûå è óíèïîòåíòíûå îïåðàòîðû. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû.
42) Àëãåáðàè÷åñêèå òîðû è êâàçèòîðû.
43) Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.
44) Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà â àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå.
45) Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà â êàñàòåëüíîé àëãåáðå Ëè.
46) Ðàçðåøèìûå ãðóïïû: òåîðåìà Áîðåëÿ î íåïîäâèæíîé òî÷êå, òåîðåìà Ëè�Êîë÷èíà.
47) Óíèïîòåíòíûå ãðóïïû. Ðàñùåïëåíèå ñâÿçíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû.
48) Áîðåëåâñêèå ïîäãðóïïû, ìàêñèìàëüíûå óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû è ìàêñèìàëüíûå òîðû, èõ

ñîïðÿæ¼ííîñòü.
49) Ðàçðåøèìûé è óíèïîòåíòíûé ðàäèêàëû. Ïîëóïðîñòûå ãðóïïû è èõ êàñàòåëüíûå àëãåáðû

Ëè.
50) Ðåäóêòèâíûå ãðóïïû.

Òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ

51) Ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêòîð, ïðèìåðû è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ.
52) Ãðàôèê äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû, åãî ñâîéñòâà.
53) Òåîðåìà Ðîçåíëèõòà î ðàçäåëåíèè îðáèò ðàöèîíàëüíûìè èíâàðèàíòàìè.
54) Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ðàöèîíàëüíûé ôàêòîð.
55) Òåîðåìà Ãèëüáåðòà îá èíâàðèàíòàõ.
56) Êàòåãîðíûé ôàêòîð àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïî äåéñòâèþ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû, åãî ñâîé-

ñòâà.
57) Ôàêòîðèçàöèÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé ïî äåéñòâèÿì êîíå÷íûõ ãðóïï.
58) Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ: ñâåäåíèå èíâàðèàíòîâ ñèñòåì òåíçîðîâ ê èíâàðèàíòàì

ñèñòåì âåêòîðîâ è êîâåêòîðîâ. Ïðèìèòèâíûå èíâàðèàíòû, èõ ñâîéñòâà.
59) Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ ãðóïï GLn è SLn. Èíâàðèàíòû ñèñòåìû ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ.
60) Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ ãðóïï On, SOn, è Spn.
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Çàäà÷è ïî ñïåöêóðñó

1) Ïóñòü X = X1∪ . . .∪Xn � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷¼ì èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ
íà ïîäìíîæåñòâàõ Xi ⊆ X í¼òåðîâà. Äîêàçàòü, ÷òî X í¼òåðîâî.

2) Ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ïîäìíîãîîáðàçèå X ⊂ A3, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè
y2 = xz, y3 = z2.

3) Ïóñòü X ⊆ A3 � àôôèííîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ïðè÷¼ì I(X) = (f1, . . . , fm) C K[x1, . . . , xn].
Äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè ãëàâíîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà Xf ↪→ An+1

âûïîëíåíî I(Xf ) = (f1, . . . , fm, 1− xnf).
4) Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè x11x22

x12x23
íà ìíîãîîáðàçèè (m× n)-ìàòðèö

ðàíãà ≤ 1.
5) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f1, . . . , fm ∈ C[x1, . . . , xn] àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû ßêîáè
(

∂fi
∂xj

)
i,j
íàä ïîëåì C(x1, . . . , xn) ðàâåí m.

6) Íàéòè ïîäìíîãîîáðàçèå îñîáûõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ âûðîæäåííûõ (n× n)-ìàòðèö.
7) Èçîìîðôíû ëè ìíîãîîáðàçèÿ P1 × P1 è P2?
8) Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòêðûòûõ àôôèííûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â îòäåëèìîì ìíîãî-

îáðàçèè ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì àôôèííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì.
9) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ëîêàëüíî çàìêíóòà, òî îíà çàìêíóòà.
10) Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà SOn ñâÿçíà.
11) Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå Kn çàäàíà íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíê-

öèÿ � êîñîñêàëÿðíîå óìíîæåíèå. Íàéòè ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ k-ìåðíûõ èçîòðîïíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â Kn.

12) Íàéòè êàñàòåëüíóþ àëãåáðó Ëè ãðóïïû Spn ìàòðèö ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ
êîñîñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìàòðèöåé Ω, ãäå
ωij = 1 ïðè i + j = n + 1, i < j, −1 ïðè i + j = n + 1, i > j, è 0 èíà÷å.

13) Ïóñòü H ⊂ G � ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî LieNG(H) = ng(h).
14) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà è ôàêòîðãðóïïà êâàçèòîðà � êâàçèòîð.
15) Íàéòè áîðåëåâñêóþ ïîäãðóïïó, ìàêñèìàëüíûé òîð è ìàêñèìàëüíóþ óíèïîòåíòíóþ ïîäãðóï-

ïó â SOn.
16) Ïóñòü G ⊂ Spn � íîðìàëèçàòîð k-ìåðíîãî èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Íàéòè Ru(G).
17) Íàéòè êîíå÷íûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ äåéñòâèÿ ãðóï-

ïû Bm âåðõíåòðåóãîëüíûõ (m×m)-ìàòðèö íà ïðîñòðàíñòâå Matm,n óìíîæåíèÿìè ñëåâà.
18) Íàéòè êîíå÷íûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ ïîëÿ K(P1 × · · · × P1)PGL2 .
19) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äåéñòâèÿ Gm íà An\{0} ãîìîòåòèÿìè ñóùåñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêòîð

(An \ {0})/Gm ' Pn−1.
20) Ãðóïïà Gm äåéñòâóåò íà A2 \ {0} ïî ïðàâèëó: t ◦ (x, y) = (tx, t−1y). Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ ýòîãî

äåéñòâèÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêòîð?
21) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå G/H ñìåæíûõ êëàññîâ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ïî àëãåáðàè-

÷åñêîé ïîäãðóïïå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ôàêòîðîì äëÿ äåéñòâèÿ H íà G óìíîæåíèÿìè
ñïðàâà.

22) Ïóñòü ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà G ëèíåéíî äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå A, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-
íåíèåì êîíå÷íîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ G äåéñòâóåò
ðàöèîíàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Äîêàçàòü, ÷òî G-èíâàðèàíòíîå äîïîëíåíèå AG ê ïîäïðî-
ñòðàíñòâó AG ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ âèäà gf − f (g ∈ G, f ∈ A).

23) Ïóñòü G ⊂ GL(V ) � ðåäóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî êàòåãîðíûé ôàêòîð V//G
ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G êîíå÷íà.

24) Ïóñòü ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà íåïðèâîäèìîì ìíîãîîáðàçèè X ñ îòêðûòîé îð-
áèòîé è áîëåå ÷åì îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Äîêàçàòü, ÷òî X íåàôôèííî.

25) Íàéòè êîíå÷íûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû èíâàðèàíòîâ ïàð ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà
äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû GL2.

26) Íàéòè êîíå÷íûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû èíâàðèàíòîâ òðîåê (u, v, ω), ãäå u, v � âåêòî-
ðû, à ω � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû SLn.



27) Íàéòè êîíå÷íûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû èíâàðèàíòîâ ïàð (v, q), ãäå v � âåêòîð, à q
� êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îòíîñèòåëüíî ãðóïïû On.

28) Íàéòè êîíå÷íûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû èíâàðèàíòîâ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåé-
íûõ ôîðì íà 2n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Sp2n.


