
Äîìàøíåå çàäàíèå �12

1. Ïóñòü f ∈ R[x] � ñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà f ðàâíî p−q, ãäå p è q � ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû èíåðöèè ñòàíäàðò-
íîãî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ íà àëãåáðå A = R[x]/R[x]f . (Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü A â ïðÿìóþ
ñóììó ïðîñòûõ àëãåáð.)

2. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà A/Rad(A) ïîëó-
ïðîñòà.

3. Äîêàçàòü, ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû àëãåáðûMatn(K)� âíóòðåííèå, ò.å. èìåþò âèä ϕ(x) = gxg−1

äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû g ∈ GLn(K). (Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü ϕ êàê ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå
àëãåáðû Matn(K) â ïðîñòðàíñòâå Kn.)

4. Äîêàçàòü, ÷òî Matn(A)
op ' Matn(A

op).

5. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíûé ìîäóëü íàä ïîëóïðîñòîé àëãåáðîé A = Matn1(D1)⊕· · ·⊕Matns(Ds)
(Di � êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû ñ äåëåíèåì), ïðè÷¼ì ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A â ïðîñòðàíñòâå
V òî÷íî. Äîêàçàòü:

(a) êàæäàÿ èçîòèïíàÿ êîìïîíåíòà ìîäóëÿ V èçîìîðôíà ïðîñòðàíñòâó âèäà Matni×mi
(Di), íà

êîòîðîì ïîäàëãåáðà Matni
(Di) äåéñòâóåò óìíîæåíèÿìè ñëåâà, à îñòàëüíûå ïîäàëãåáðû

Matnj
(Dj) � íóëåâûì îáðàçîì;

(b) B = EndA(V )op ' Matm1(D1)⊕ · · · ⊕Matms(Ds) � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðâ;

(c) EndB(V ) = A.

6. (a) Ïóñòü A è B � ïîëóïðîñòûå àëãåáðû íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 0. Äîêàçàòü, ÷òî
àëãåáðà A⊗K B ïîëóïðîñòà.

(b) Ïóñòü K � íåñîâåðøåííîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, c ∈ K � ýëåìåíò, íå èìåþùèé
êîðíÿ ñòåïåíè p â K, è L = K[x]/K[x](xp− c) � ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, ïîëó÷àåìîå ïðèñî-
åäèíåíèåì êîðíÿ ñòåïåíè p èç c. Áóäåò ëè àëãåáðà L⊗K L ïîëóïðîñòîé?


