
Äîìàøíåå çàäàíèå �15

1. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà óíèòàðíûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö Un(H) = {g ∈ Matn(H) | g∗ · g = E}
(çäåñü ∗ îáîçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé
ãðóïïîé Ëè, íàéòè å¼ ðàçìåðíîñòü è êàñàòåëüíóþ àëãåáðó Ëè.

2. Ïóñòü íà n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íà ïîëåì R çàäàíà íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè-
÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ñèãíàòóðû (p, q). Ëèíåéíûé îïåðàòîð íà V , ñîõðàíÿþùèé ôîðìó
β, íàçûâàåòñÿ ïñåâäîîðòîãîíàëüíûì. Ïñåâäîîðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû îáðàçóþò ïîäãðóïïó
O(V, β) ⊂ GL(V ), íàçûâàåìóþ ïñåâäîîðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé.

(a) Çàäàòü ïñåâäîîðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì â îðòîíîðìèðîâàííîì áà-
çèñå ïðîñòðàíñòâà V � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ Op,q(R).

(b) Äîêàçàòü, ÷òî Op,q(R) � ãðóïïà Ëè.

(c) Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàñàòåëüíóþ àëãåáðó Ëè ãðóïïû Op,q(R).

3. Ïóñòü íà 2n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íà ïîëåì K çàäàíà íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ω. Ëèíåéíûé îïåðàòîð íà V , ñîõðàíÿþùèé ôîðìó ω, íàçûâà-
åòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì. Ñèìïëåêòè÷åñêèå îïåðàòîðû îáðàçóþò ïîäãðóïïó Sp(V, ω) ⊂ GL(V ),
íàçûâàåìóþ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé.

(a) Çàäàòü ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ïðîñòðàí-
ñòâà V � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ Sp2n(K).

(b) Äîêàçàòü, ÷òî Sp2n(K) � ãðóïïà Ëè.

(c) Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàñàòåëüíóþ àëãåáðó Ëè ãðóïïû Sp2n(K).

4. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Ëè GLn(C) ñâÿçíà.

5. Íàéòè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðóïïû Ëè GLn(R).


